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Vorwort. 

Das  vorliegende  Buch  bildet  den  I.  Band  des  Handbuches  der  Ph3rsik,  welch' 
letzteres  als  ein  Theil  der  Encyklopädie  der  Naturwissenschaften  erscheint.  Die 
ursprünglich  für  das  Werk  geplante  lexikologische  Darstellung,  welche  man  haupt- 
sächlich aus  Rücksicht  auf  die  Leichtigkeit,  mit  der  sich  die  einzelnen  Gegen? 
stände  auffinden  lassen,  zu  wählen  pflegt,  entbehrt  für  die  Physik  grösstentheils 
dieses  Vortheils,  wenn  man  nicht  sehr  zahlreiche  Wiederholungen  in  das  Werk 
einführen  will.  Ausserdem  beansprucht  eine  solche  Darstellung,  soll  sie  anders 
ihren  Zweck  erreichen,  die  Aufnähme  einer  übergrossen  Zahl  von  Artikeln  resp. 
Stich  Worten;  dieser  Umstand  ist  aber  nothwendig  mit  einem  Auseinander- 
reissen  unmittelbar  mit  einander  verwandter  Erscheinungen  ver- 
bunden, eine  Thatsache,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  einen  Blick  in  das 
Sachregister  eines  jeden  physikalischen  Lehrbuches  leicht  überzeugen  kann.  Es 
erschien  daher  gegenüber  diesen  Nachtheilen  zweckmässig,  statt  der  lexikologischen 
Anordnung  eine  dem  Inhalte  angepasste  zu  wählen;  dem  entsprechend  ist  in  dem 
vorliegenden  Bande  die  allgemeine  und  specielle  Mechanik  sowie  die  Akustik 
behandelt 

Da  die  Bearbeitung  des  ganzen  Gebietes  nicht  von  einer  Hand  erfolgt,  sich 
vielmehr  eine  grössere  Anzahl  Mitarbeiter  für  die  Vollendung  des  Ganzen  ver- 
bunden hat,  so  ist  von  vornherein  zu  erwarten,  dass  eine  gewisse  Ungleichheit 
in  der  Behandlung  der  einzelnen  Artikel  zu  Tage  tritt.  Gegenüber  diesem  nicht 
tu  vermeidenden  Mangel  gewährt  aber  gerade  die  Vielheit  der  Mitarbeiter,  wenn 
die  Stofivertheilung  eine  zweckmässige  ist,  einen  Vortheil  von  durchgreifender 
Bedeutung,  nämlich  die  Möglichkeit,  dass  jedes  Capitel  von  einem  Manne  bear- 
beitet wird,  der  selbständige  Untersuchungen  in  dem  betreffenden  Gebiete  aus- 
geführt hat.  Man  hat  sich  bemüht,  diesen  Gedanken  so  weit  wie  möglich  zu 
verwirklichen.  Digitized  by  V^jOOQIC 


n  Vorwort. 

Der  Zweck  des  Werkes  ist,  ein  Handbuch  zu  liefern,  welches  in  erster  Linie 
für  den  Fachmann  bestimmt  ist;  trotzdem  darf  man  hoffen,  dass  auch  der  Laie, 
sofern  ihm  eine  allgemeine  naturwissenschaftliche  Bildung  zur  Seite  steht,  das- 
selbe mit  Vortheil  benutzen  wird,  um  sich  eine  tiefere  Einsicht  und  Kenntniss 
in  den  verschiedenen  Gebieten  der  Physik  zu  verschaffen. 

Die  einzelnen  in  dem  vorliegenden  Band  dargestellten  Artikel  enthält  das 
Inhaltsverzeichniss;  eine  genauere  Auskunft  über  das  bearbeitete  Material  giebt 
das  Sachregister. 

Jena;  im  November  1890. 

A.  Winkelmann. 
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Grundbegriffe  der  Physik. 


Grundbegriffe  im  engeren  Sinne. 

Die  Gnindbegrifife,  von  welchen  die  Physik  auszugehen  hat  und  welche  sie 
als  gegeben  betrachtet,  sind  der  Zahl  nach  drei:  Die  Materie  als  das 
ausserhalb  uns  Existirende,  der  Raum  als  die  äussere,  und  die  Zeit  als  die  innere 
Form,  unter  welcher  wir  die  Materie  wahrnehmen.  Im  Uebrigen  gehört  die 
Frage,  wober  die  Materie  stamme  und  in  wie  weit  ihr  eine  objektive  Existenz 
zukomme,  sowie  die  Frage,  ob  uns  jene  beiden  Formen  der  Anschauung 
von  vom  herein  gegeben  sind,  oder  ob,  und  auf  welche  Weise,  wir  nach  und 
nach  in  ihren  Besitz  gelangen,  in  das  Gebiet  der  Philosophie  oder  der  Physio- 
logie, nicht  aber  in  dasjenige  der  Physik. 

Die  drei  Grundbegriffe,  von  denen  hiemach  die  Physik  ausgeht,  haben  ein 
Gemeinsames,  was  sie  eigentlich  erst  befähigt,  die  Grundlage  physikalischer 
Naturerkenntniss  zu  bilden:  Sie  sind  einer  exakten  Messung  zugänglich.  Auch 
hier  ist  zwischen  philosophischer  und  physikalischer  Auffassung  zu  unterscheiden. 
Die  philosophische  Begründung  und  die  Prüfung  der  mehr  oder  weniger  un- 
strengen Voraussetzungen,  welche  der  Messbarkeit  von  Materie,  Raum  und  Zeit 
zu  Grunde  liegen,  gehört  zu  den  schwierigsten  Kapiteln  der  Erkenntnisslehre; 
für  die  Physik  gentigt  es,  dass  für  alle  vorkommenden  Fälle  eine  solche  Mess- 
barkeit existirt,  und  dass  sie  einen  ausreichenden  und  mit  der  Fortentwicklung 
der  Wissenschaft  sich  steigernden  Grad  von  Zuverlässigkeit  besitzt. 

Was  zunächst  die  Materie  betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  ihre  Eigenschaft, 
andere  Materie  scheinbar  anzuziehen,  gemessen,  und  das  Maass  dieser  Eigen- 
schaft nennt  man  Masse.  Man  sagt  zuweilen  auch  schlechthin,  die  Masse  sei 
die  Quantität  der  Materie;  da  man  sich  aber  über  den  letzteren  Ausdruck  eine 
klare  Vorstellung  nicht  machen  kann,  so  führt  die  Definition  auch  nicht  zur 
Messbarkeit  der  ersteren.  Da  es  die  Physik  meist  mit  den  irdischen  Erscheinungen 
zu  thun  hat,  sq  handelt  es  sich  gewöhnlich  um  die  Eigenschaft  der  Erde,  die 
an  oder  über  ihrer  Oberfläche  befindliche  Materie  in  eine  Bewegung  zu 
▼ersetzen,  welche  den  Eindruck  erweckt,  als  ob  sie  dieselbe  anzöge.  Diese 
Eigenschaft  der  Erde  findet  nun  im  praktischen  Leben  einen  sehr  einfachen  und 
geläufigen  Ausdruck  in  dem  Gewichte  der  Materie.    Man  könnte  also   die  Mass^ 


4  Grundbegriffe. 

einfach  dem  mittels  der  Wage  bestimmten  Gewichte  gleichsetzen,  wenn  nur  die 
Erde  an  allen  Punkten  ihrer  Oberfläche  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  in 
gleichem  Grade  besässe,  und  wenn  sämmtliche  physikalischen  Erscheinungen 
sich  auf  der  Erde  und  zwar  speciell  an  ihrer  Oberfläche  abspielten.  Beides  ist 
nun  aber  nicht  der  Fall;  in  Folge  der  Abweichung  der  Erde  von  der  Kugel- 
gestalt ist  ihre  Anziehung  an  verschiedenen  Stellen  ihrer  Oberfläche  eine  ver- 
schiedene; und  neben  den  an  dieser  stattfindenden  Erscheinungen  werden  doch 
auch  solche  in  der  Physik  betrachtet,  Seren  Ort  das  Innere  der  Erde,  die  sie 
umgebende  Atmosphäre  oder  gar  der  Weltenraum  ist  Man  muss  also,  um  die 
Masse  zu  erhalten,  das  Verhältniss  des  an  dem  betreflienden  Orte  bestimmten 
Gewichtes  zu  der  Grösse  der  an  diesem  Orte  stattfindenden  Anziehung  bilden; 

in  Formel: 

G 

»1  =  — , 
i 
wo  m  die  Masse,  G  das  Gewicht  und  g  die  Stärke  der  Anziehung  bedeutet.^) 

Die  beiden  anderen  Grundbegrifle,  also  Raum  und  Zeit,  unterscheiden  sich, 
so  weit  ihre  Messung  in  Betracht  kommt,  dadurch  von  einander,  dass  der  erstere 
eine  dreifache,  die  letztere  nur  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  besitzt.  Der 
Raum,  wenigstens  der  Raum,  welcher  die  äussere  Anschauungsform  von  uns 
Menschen  darstellt,  ist  dreidimensional,  die  Zeit  ist  eindimensional.  Neuerdings 
beschäftigen  sich  Spiritisten  einerseits  und  Mathematiker  andererseits  vielfach 
mit  Räumen  von  einer  anderen  Zahl  von  Dimensionen;  die  Betrachtungen  der 
ersteren  gehören  überhaupt  nicht  hierher,  die  der  letzteren  nur  insofern,  als  es 
zuweilen  mit  Hilfe  einer  fingirten  »-dimensionalen  Raumanschauung  gelingt,  ge- 
wisse mathematische  Formeln  zu  behandeln  oder  leichter  zu  behandeln,  mit 
denen  die  rein  formale  Analysis  nichts  oder  nur  wenig  anzufangen  wüsste.  Auch 
die  Untersuchungen  über  die  Beschaffenheit  und  die  Eigenschaften  des  drei- 
dimensionalen Raumes  (Riemann^  Helmholtz,  Erdmank  u.  s.  w.)  fallen  nicht  in 
den  Rahmen  dieses  Buches. 

Betrachtet  man  zunächst  eine  einzelne  Raumdimension^  so  gelangt  man  zu 
dem  Begriffe  der  geraden  Linie.  Das  Maass  einer  solchen  ist  ihre  Länge;  der 
Begriff  »Länge«  oder  »Strecke«  wird  aber  alsdann  auch  auf  jede  andere, 
krumme  Linie  ausgedehnt.  Aus  dem  Längenmaasse  ergeben  sich  sodann  in 
leicht  ersichtlicher  Weise  das  Flächenmaass  und  das  Raummaass;  letzteres  inso- 
fern von  besonderer  Wichtigkeit,  als  es  den  Rauminhalt  oder  das  Volumen  rings- 
um begrenzter  Materie  auszudrücken  gestattet;  man  bezeichnet  eine  solche 
durchaus  räumlich  begrenzte  Menge  von  Materie  bekanntlich  als  einen  Körper. 

Die  Zeit  endlich  wird  auf  Grund  der  Annahme  gemessen,  dass  der  irdische 
Tag,  d.  h.  die  Zeit,  deren  die  Erde  zu  einer  Umdrehung  um  ihre  eigene  Achse 
bedarf,  ein  constanter  sei;  eine  Annahme,  welche  durch  die  Beobachtung  mit 
derartiger  Genauigkeit  gerechtfertigt  wird,  dass  beispielsweise  zur  Zeit  des  grie- 


^)  Anmerkung:  In  wenigen  Punkten  herrscht  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  so  viel  Ver- 
schiedenheit und  zum  Theil  Verwirrung,  wie  in  der  Einführung  des  Begriffes  der  Masse.  Auch 
die  obige  Darstellung  hat,  wie  nicht  verschwiegen  werden  darf,  einen  schwachen  Punkt,  nämlich 
die  vorzeitige  Benutzung  der  Grösse  g^  welche  bekanntlich  von  der  Natur  einer  Beschleunigung 
ist,  also  einem  erst  weiter  unten  zu  definirenden  Begriffe  angehört  Will  man  exakt  zu  Werke 
gehen,  so  muss  man  sich  der  von  Kirchhoff  (Mechanik.  Lpz.  1876,  pag.  21 — 23.)  zuerst 
klar  dargestellten  Einftihrungsweise  des  Massenbegriffes  auf  Grund  der  Bewegungsgleichungen 
für  ein  System  sich  gegenseitig  beeinflussender  materieller  Punkte  anschliessen,  was  jedoch  hier 
zu  weit  und  überdies  zur  Erschwerung  des  vorläufigen  Verständnisses  führen  wfirdei  (s^^t  j^jmuxiik}. 


Längenmessung. 


chiscben  Alterthums  die  Dauer  des  Tages  sich  von  der  heutigen  noch  nicht  um 
den  zwanzigsten  Theil  einer  Sekunde  unterschied. i) 

Messungsmethoden  für  die  Grundbegriffe. 
Messung  des  Raumes. 
Messung  der  Länge.  Die  zahlreichen^  bis  vor  kurzem  bei  den  ver- 
schiedenen Völkern  üblich  gewesenen  Längenmaasse  sind  gegenwärtig  fast  voll- 
ständig durch  das  Meter^  verdrängt  (s.  »Absolute  Einheitenc),  aus  welchem 
durch  Division  oder  Multiplikation  mit  10  alle  übrigen  Einheiten  abgeleitet 
werden;  die  Bezeichnungen  sind  folgende: 

m=l  Meter  mm  =  0*001  »i  »=  1  Millimeter 

dm  =  0"1  «  =  1  Decimeter  km=  1000  w  =  1  Kilometer. 

rm=sO'01m==l  Centimeter 
Das  Meter  ist  ursprünglich  (1799)  als  der  zehnmillionste  Theil  eines  Meridian- 
quadranten deiinirt  und  in  Platin  fixirt  worden,  ist  aber  nach  neueren  Messungen 
etwas  kleiner  (10000855-7  Meter  auf  den  Quadranten).  Man  definirt  es  daher 
gegenwärtig  am  besten  durch  Hinweis  auf  die  in  Paris  und  Berlin  aufbewahrten 
Nonnalmaassstäbe.  Da  indessen  in  zahlreichen  Schriften  früherer  Zeit,  welche 
noch  heute  häufig  zu  Rathe  zu  ziehen  sind,  Angaben  in  anderen  Maasssystemen 
als  dem  metrischen  gemacht  sind,  auch  ältere  Apparate  noch  vielfach  die  bezüg- 
lichen Eintheilungen  besitzen,  so  möge  hier  eine  Vergleichungstabelle  Platz  finden. 

km 
10000000 


Französische  Myriameter 
Deutsche  oder  geographische 
Meile  (15  =  1°)  .  .  .  . 
Preussische  Meile  (24000  F.) 
Oesterreich.  Meile  (24000  F.) 
Schweizer  Stunde  (16000  F.) 
Englische  Meile  (5280  F.)  . 
Russische  Werst  (3500  F.)  . 
Seemeile  (60  =  1°)      .    .     . 


7-420438 
7-532485 
7-586663 
4-800000 
1-609315 
1066781 
1-855109 


Pariser  Fuss 0*3248394 

Rheinischer  Fuss     ....  03138535 

Bairischer  Fuss 0*2918592 

Hannoverscher  Fuss  .  .  .  0*2920947 
Sächsischer  Fuss      ....  0*2831901 

Kasseler  Fuss 0*2876991 

Würtemberger  Fuss  .  .  .  0*2864903 
Badischer  und  Schweizer  Fuss  0-3000000 
Schwedischer  Fuss  ....  0*3014943 
Englischer  u.  russischer  Fuss  0*3047945 

Wiener  Fuss 0*3161109 

Pariser  Linie 2*2558  mm, 

Toise(6F.) 1*9490364«, 

Yard  (3  e.  F.) 0*9143835«. 

Zur  Messung  von  Längen  dienen  verschiedene  Apparate,  theils  solche,  welche 
an  die  zu  messende  Länge  angelegt  werden,  theils  solche,  bei  denen  man  die- 
selbe aus  mehr  oder  weniger  grosser  Feme  optisch  ausmisst.  Alle  diese  Apparate 
können  hier  nur  mit  grosser  Kürze  behandelt  werden. 

Der  getheilte  Maassstab  kann  dann  Anwendung  finden,  wenn  die  End- 
punkte der  Länge  zugänglich  und  so  beschaffen  sind,    dass  ein  Maasstab  sich 


>)  Der  wahre  Tag,  der  sogen.  Sterntag,  ist  nicht  mit  dem  Zeitintervall  zwischen  zwei 
Ifittagsponkten,  d.  h.  mit  dem  sogen.  Sonnentag  zu  verwechseln»  dessen  Dauer  im  Laufe  des 
Jahres  variirt,  and  dessen  mitüere  Dauer  man  als  mitüeren  Sonnentag  bezeichnet  S.  weiter 
anten  pag.  13. 

*)  Neuerdings  schlägt  Frbycinet  (Compt.  rend.  105,  pag.  903)  als  Längeneinheit  die  Ge- 
schwindigkeit vor,  welche  ein  Körper  erlangt  hat,  wenn  er  eine  Sekunde  in  Paris  durch  den 
leeren  Raum   gefallen   ist    Der  Vortheil   dieser  Längeneinheit  ist  nicht  ersichtlich, .  wohl  aber 


mehr  als  ein  NachtheiL 
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Nonius. 


anlegen  lässt;  ist  zwar  das  erstere,  nicht  aber  das  letztere  der  Fall,  so  muss 
man  sich  des  Cirkels  als  Zwischeninstrument  bedienen.  Das  beste  Material  für 
Maassstäbe  ist  Platin  oder,  wenn  sie  durchsichtig  sein  sollen,  Bergkrystall ;  alle 
anderen  Stoffe,  wie  Holz,  Stahl,  Glas,  Papier  u.  s.  w.  erfahren  theils  unregel- 
mässig schwankende,  theils  mit  der  Zeit  stetig  zunehmende  Veränderungen,  deren 
Ursachen  die  Abnutzung,  die  Ausdehnung  durch  Wärme,  die  Aufnahme  von 
Feuchtigkeit  aus  der  Luft,  die  Durchbiegung  und  Krümmung  u.  s.  w.  sind; 
Maassstäbe  aus  solchen  Stoffen  sind  also  nur  für  Messungen  von  beschränkter 
Genauigkeit  brauchbar. 

Die  Herstellung  der  Theilung  erfolgt  mittelst  der  Theilmaschine;  der 
wesentlichste  Bestandtheil  derselben  ist  eine  Schraube  feinster  Art,  Mikrometer- 
schraube genannt.  Da  bei  einer  solchen  Schraube  der  Umfang  ein  Vielfaches 
von  der  Höhe  eines  Schraubenganges  ist,  und  da  man  mittels  einer  Scheibe, 
die  am  Kopf  der  Schraube  angebracht  ist,  noch  Bruchtheile  einer  Umdrehung 
genau  bewerkstelligen  kann,  so  kann  man  die  Spitze  der  Schraube  um  so  kleine 
und  so  exakt  bestimmte  Strecken  fortrücken  lassen,  wie  dies  auf  direktem  Wege 
bei  weitem  nicht  möglich  wäre.  Mittels  der  Theilmaschine  kann  man  auf  diese 
Weise  sehr  genaue  Theilungen  auf  Maassstäben  herstellen.  Trotzdem  ist  es 
rathsam,  den  Maassstab  noch  nachträglich  zu  calibriren,  d.  h.  durch  Vergleichung 
mit  einem  Normalmaassstab  sich  eine  Tabelle  herzustellen,  welche  fiir  jede  unter 
Benutzung  jenes  Maassstabes  abgelesene  Länge  die  anzubringende  Correction 
angiebt.  Man  erreicht  auf  diese  Weise  einen  hohen  Grad  von  Genauigkeit. 
Dagegen  gelangt  man  hinsichtlich  der  Grösse  der  einzelnen  Theile  bald  zu  einer 
durch  das  Material  gebotenen  unteren  Grenze,  wenigstens  wenn  es  sich  um 
Maassstäbe  handelt,  welche  mit  blossem  Auge  oder  mit  der  Lupe  abgelesen  werden 
sollen.  Für  mikroskopische  Ablesungen  kann  man  50  und  selbst  noch  mehr  Theil- 
striche  auf  der  Strecke  von  1  Millim.  anbringen;  für  Ablesungen 
mit  Auge  und  Lupe  geht  man  nicht  über  halbe  Millimeter  hinaus. 
Zur  Messung  kleinerer  Bruchtheile  dient  alsdann  ein  sinnreicher, 
an  dem  Maassstab  angebrachter  kleiner  Hilfsmaassstab,  der 

Nonius  oder  Vemier  (nach  dem  angeblichen  Erfinder  Nünez 
1566  resp.  dem  wahren  Erfinder  Vernier  163 i).  Der  Nonius 
lässt  sich  an  dem  Hauptmaassstabe  verschieben  und  enthält, 
wenn  er  noch  den  «ten  Theil  des  kleinsten  Intervalles  des  Haupt- 
maassstabes angeben  soll,  auf  die  Länge  von  « —  1  (oder  auch 
«-hl)  Theilen  des  Hauptmassstabes  n  Theile.  Will  man  nun 
eine  Länge  bestimmen,  so  liest  man  zunächst  den  Theilstrich 
des  Hauptmassstabes  ab,  über  welchen  die  Länge  gerade  noch 
hinaussteht;  dann  schiebt  man  den  Nonius  so,  dass  sein  Null- 
punkt mit  dem  Endpunkt  der  zu  messenden  Länge  übereinstimmt, 
und  untersucht,  der  wievielte  Noniusstrich  mit  einem  Striche  des 
Hauptmaassstabes  genau  zusammenfällt.  Ist  es  derwte,  so  kommen 
zu  den  z  ganzen  Theilen  des  Hauptmaassstabes  noch  rnfn  hinzu, 
die  ganze  Länge  ist  also  z-hm/n.  In  der  Figur  giebt  die  Haupt- 
theilung  mm,  der  Nonius  zehntel  mm]  die  Ablesung  ist:  145  mm-hO'6  mm^=  145*6  mm. 
Geschieht  die  Längenmessung  indirekt  mit  dem  Zirkel,  so  kann  man  sich 
zu  ähnlichem  Zwecke  des  Reductionszirkels  bedienen,  einer  Art  Doppelzirkel, 
dessen  Schenkel  über  den  Drehpunkt  hinaus  rückwärts  verlängert  sind  und  hier 
ebenfalls  in  Spitzen  auslaufen.  Die  Verlängerungen  machen  einen  bestimmten 
Bruchtheil,  z.  B.  -Xr  der  eigentlichen  Schenkellänge  aus,   so  dass 
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Dickenmesser.  (Pb.3.) 


stand  der  rückwärtigen  Spitzen  stets  ^  des  Abstandes  der  Hauptspitzen  ist; 
man  misst  alsdann  die  gegebene  Länge  mittels  der  rückwärtigen  Spitzen,  legt 
die  Hauptspitzen  an  den  Maasstab  an  (wobei  man  wiederum  den  Nonius  zu 
Hilfe  nehmen  kann)  und  dividirt  durch  10. 

Steht  ein  Hilfsinstrument  nicht  zur  Verfügung,  so  muss  man  die  Zehntel  des 
kleinsten  Intervalls  des  Hauptmaassstabes  schätzen,  was,  zumal  nach  erlangter 
Uebung,  bis  auf  einen  Irrthum  eines  halben  Zehntel  möglich  ist,  jedoch  nur  unter 
Berücksichtigung  einer  eigenthtimlichen  Erscheinung,  welche 
persönlicher  Fehler  heisst  und  darin  besteht,  dass  der  Beob- 
achter eine  fiir  ihn  charakteristische  Neigung  hat,  einen  con- 
stanten  Ablesungsfehler  nach  oben  resp.nach  unten  zu  machen.^) 

Es  erübrigt  noch,  zu  bemerken,  dass  zur  Messung  grosser 
Längen,  wobei  es  sich  um  besondere  Genauigkeit  nicht  handelt, 
das  Bandmaass,  die  Messkette,  der  Distancemesser  u.  a.  m.  dient. 

Eine  besondere  Klasse  von  Apparaten  bilden  die  Dicken- 
messer, die  auf  den  verschiedensten  Principien  beruhen.  So 
wird  bei  dem  sogen.  Saitenmesser,  der  auch  für  Drähte  sehr 
geeignet  ist,  der  Schenkel  eines  sehr  schlanken  gleichschenkligen 
Dreiecks  gemessen,  dessen  kurze  Grundlinie  die  zu  messende 
Dicke  ist  Demgemäss  besteht  der  kleine  Apparat  aus  einem 
Platin-  oder  Messingstreifen,  in  welchem  ein  schmaler,  mit 
Längstheilung  versehener  Keil  eingeschnitten  ist;  in  diesen 
Einschnitt  wird  die  Saite  oder  der  Draht  senkrecht  zur  Streifen- 
ebene eingeschoben  so  weit  es  geht;  ist  z.  B.,  wie  in  der  Fig.  2 
das  Verhältniss  der  Länge  zur  OefFnung  des  Einschnitts  gleich  20, 
so  würde  sich  die  Dicke  der  durch  den  schwarzen  Punkt  angedeuteten  Saite  zu 
einem  Millimeter  ergeben.  Andere  Dickenmesser  haben  Dosenform  und  beruhen 
auf  der  Elasticität  einer  Feder,  welche  dadurch,  dass  man  den  zu  messenden 
Körper  zwischen  zwei  sich  sonst  berührende  Schneiden  einklemmt,  aus  der  natür- 
lichen Lage  gebracht  wird  und  hierbei  einen  Zeiger  um  einen  gewissen  Winkel 
dreht;  die  Spitze  des  letzteren  spielt  auf 
einerKreistheilung,  welche  ohne  weiteres 
die  Dicke  (meist  in  001  Millim.)  angiebt. 
Noch  andere  Dickenmesser  beruhen  1 
auf  der  Anwendung  der  Mikrometer- f 
schraube,  wieder  andere,  wie  z.  B.  der 
Fühlhebel,  sind  dem  Reductionszirkel  \ 
im  Princip  ähnlich.  In  der  Fig.  3  z.  B. 
ist  die  Ablesung  11*5  mm,  also  die  Dicke 
der  Platte/  (bei  lOfacherVergrösserung) 
gleich  1'15  mm.  Endlich  giebt  es  Fälle,  in  welchen  von  der  zu  messenden  Strecke 
oder  Dicke  nur  der  eine  Endpunkt  zugänglich  ist,  wie  dies  z.  B.  bei  einer  bicon- 
vexenLinse  der  Fall  ist,  wenn  die  Dicken  ihrer  beiden  Seiten  einzeln  gemessen  werden 
sollen.  Man  bedient  sich  dann  des  Sphärometers,  eines  Apparates,  der  eben- 
falls aus  einer  Mikrometerscbraube  mit  Kreisscheibe  an  ihrem  Kopfe  besteht;  der 
Schraubenspitze  steht  aber  nicht  wie  beim  Dickenmesser  eine  feste  Spitze  gegen- 
über, sondern  der  Apparat  wird  mit  drei  festen  Spitzen  aufgesetzt;  in  dem  Mittel- 
punkte des  durch  sie  gebildeten  gleichseitigen  Dreiecks,  oder  vielmehr  in  der 
durch  diesen  Mittelpunkt  gehenden  Vertikalen  bewegt  sich  die  Schraubenspitze 

1)  Siehe  u.  a.  Dorst,  Z.  f.  Instr.  K.  6,  pag.  383  (1886).  Digitized  by^^(^^  3.IC 


FüUhebel. 
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Kathetometer. 


auf  und  ab.  Setzt  man  nun  den  Apparat  auf  die  Linse,  so  können  drei  Fälle 
eintreten.  1.  Die  drei  festen  Spitzen,  nicht  aber  die  Schraubenspitze  sitzen  auf; 
das  Sphärometer  sitzt  dann  selbst  fest  auf;  2.  die  Scbraubenspitze,  nicht  aber 
die  festen  Spitzen  sitzen  auf,  so  dass  der  Apparat  wackelt;  3.  der  Grenzfall,  wo 
alle  vier  Spitzen  aufsitzen.  Man  schraubt  also  vor  der  Benutzung  die  Schraube 
weit  hinauf  und  dann,  nach  Aufsetzen  des  Apparates,  so  weit  herunter,  bis 
gerade  Wackeln  eintritt;  dieselbe  Messung  führt  man  dann  auf  einer  ebenen 
Glasplatte  aus;  die  Differenz  ist  die  gesuchte  Dicke,  resp.  Erhebung  der  Schrauben- 
spitze über  die  festen.  Die  Genauigkeit  der  Messung  ist  bei  den  neueren  Sphäro- 
metem  dadurch  nicht  unwesentlich  erhöht,  dass  die  Schraube  mit  einem  Fühl- 
hebel versehen  und  an  die  Stelle  des  Dreifusses  eine  volle  ringförmige  Schneide 

gesetzt  ist  Derartige 
Sphärometer  sind  von 
A.  M.  Mayer  in  New- 
York  und  von  Bamberg 
in  Berlin  construirt 
worden.^) 

Ist  keiner  der  beiden 
Endpunkte  der  Linie  zu- 
gänglich oder  ist  es  aus 
anderen  Gründen  nicht 
thunlich  oder  nicht  vor- 
theilhaft,  durch  direkte 
Berührung  mit  einem 
Messinstrument  zu  mes- 
sen, so  bedient  man  sich 
eines  Kathetometers. 
Dasselbe  besteht  aus 
einer  durch  Fussschrau- 
ben  vertikal  zu  stellenden 
Säule,  welche  eine  ge- 
naue Millimetertheilung 
trägt  und  längs  welcher 
sich  ein  Schieber  hin- 
und  herbewegen  lässt, 
der  einen  Nonius  und 
ein  horizontales  Femrohr 
trägt;  das  Fadenkreuz  des 
letzteren  wird  nacheinan- 
der auf  die  beiden  End- 
punkte der  zu  messenden 
_  Linie  eingestellt.  Der  hier 
skizzirte  Typus  ist  der- 
jenige des  Longitudinal- 
kathetometers,  welchem 
das  etwas  complicirtere 
Transversalkathetometer 
gegenübersteht.  Wie  man 
sieht,    ist   das   Katheto- 


(P1l4.) 


Kathetometer. 
)  CzAPSH,  Z.  f.  Instr.  K.  J.  297  (1887). 
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Messung  von  Flächen. 


meter^)  für  vertikale  Linien  bestimmt  resp.  iür  die  vertikale  Projection  geneigter 
Linien;  die  entsprechende  Rolle  (tlr  horizontale  Linien  spielen  die  sogen.  Horizontal* 
oompaiatoren,  die  jedoch  in  der  Physik  eine  weit  seltenere  Anwendung  finden.^) 
Messung  von  Flächen.  Das  Flächenmaass  wird  aus  dem  Längenmaass 
durch  Multiplication  des  letzteren  mit  sich  selbst  erhalten;  die  Einheit  ist  also 
das  Quadratmeter;   femer  ist: 

qmm  =:  1  Quadratmillimeter     .     .     .     .     = 

gern  =  1  Quadratcentimeter    .     .     .     .     = 

gäm  =  1  Quadratdecimeter     .    .     .     .    = 

^m    =1  Quadratmeter = 

a      =1  Quadratdecameter  =  1  Ar         = 

Äa    =1  Quadrathektometer  =  1  Hektar  = 


0-000001  gm 
00001 
001 
1 
100 
10000 


gkm  =  1  Quadratkilometer 


=  1000000 


Hieran  sind  noch  folgende  Beziehungen  zu  schliessen: 


1  englisch.  Quadratzoll  =  645*  1 
1  englisch.  Quadratfuss  =  929 


1  englischer  Acker  = 
1  preussischer  Morgen  = 
1  russische  Desjatine  == 
1  geogr.  Quadratmeile  = 
1  engl.  „  = 

1  Quadratwerst  = 


qmm 
gern 
40-467    a 
0-2553  ha 
1-0925  >4a 
55-0588  qkm 
2-5899  qkm 
l'\Z%0  qkm 


100  österreich.Quadratfuss  =  9*99207  qm 


lOOpreussisch. 
100  englische 
100  bayerische 
100  sächsische 


=  9-85040  qm 
=  9-28995^»! 
=  8-51818  ^w 
=  8-01966  ^w 


Um  nun  eine  Fläche  auszumessen,  hat  man,  wenn  dieselbe  von  einfacher 
Gestalt  ist,  nur  nöthig,  eine  oder  mehrere  Längenmessungen  auszuführen,  z.  B. 
für  ein  Quadrat  oder  ein  gleichseitiges  Dreieck  die  Seite,  für  eine  Kreisfläche 
den  Radius  u.  s.  w.;  die  Grösse  der  Fläche  ergiebt  sich  dann  durch  eine  einfache 
Formel.  Ist  die  Fläche  zwar  ebenfalls  eben,  aber  von  unregelmässiger  Begrenzung, 
so  kann  man  ein  Quadratnetz  in  dieselbe  einzeichnen,  die  Anzahl  der  ganzen 
Quadrate  ermitteln  und  für  die,  der  zu  messenden  Fläche  nur  theilweise  ange- 
hörenden Randquadrate  eine  Schätzung  vornehmen,  etwa  bis  auf  zehntel  Quadrate; 
kennt  man  dann  die  Seitenlänge  eines  Quadrates,  so  findet  man  die  Grösse  der 
Fläche.  Je  genauer  hierbei  die  Messung  werden  soll,  desto  kleiner  muss  man 
das  Grundquadrat  wählen,  desto  mühsamer  wird  freilich  auch  die  Ausrechnung. 
Man  hat  daher  längst  Apparate  zu  construiren  sich  bemüht,  welche,  wenn  man 
mit  einem  an  ihnen  angebrachten  Stift  die  Contur  der  Fläche  umfährt,  den 
Flächeninhalt  derselben  ohne  weiteres  angeben.  Die  befriedigende  Lösung  dieses 
Problems  ist  jedoch  erst  dem  Schweizer  Amsler-Laffon  1856  mit  seinem  Polar- 
Plantmeter  gelungen,  dem  dann  zahlreiche  andere  Planimeter,  auch  Integra- 
toren genannt,  gefolgt  sind,  mit  vielfach  verbesserter  Construction  und  insofern 
verallgemeinert,  als  man  mit  einigen  von  ihnen  auch  sphärische  Flächen  aus- 
messen kann.^ 

>)  Neuere  Kathetometer  sind  u.  A.  die  von  Pfaundler,  Miller  (Z.  f.  Instr.  K.  1883, 
pag.  409),  DOMOULIN  Q.  de  Phys.  (2)  2,  pag.  496,  1883)  etc.  Eine  Theorie  d.  Kath.  s.  in  d. 
Aii£i.  T.  Lokwknhrrz  u.  CZapski,  Z.  f.  Instr.  K.  6,  pag.  257  (1886). 

')  Als  Unsserste  Grenze  der  Längemnessung  kann  man  gegenwärtig  (bei  Anwendung  des 
Mikroskops)  etwa  die  Grösse  (j.  =  O'OOl  mm  oder  die  halbe  betrachten. 

>)  Amslxr-Laffon,  Ueb.  d.  mech.  Bestimmung  d.  Flächeninhalts.  Schaffhausen  1856.  — 
Neuere  Constnictionen,  Z.  f.  Instr.  K.  4,  pag.  11  (1886).  —  Abdank-Abakanowits,  Les  Inte- 
graphet,  Paris  1886.  ^.^^^^^  ^^  ^OO^^lC 


lo  Messung  von  Räumen. 

Raummessung.     Das  Raummaass   erhält   man,    indem  man  das  Längen- 

maass  zur  dritten  Potenz  erhebt. 

cmm       =  1  Cubikmillimeter  =  O'OOOOOOOOl  cbm 

ccm        =  1  Cubikcentimeter  =  0*00000 1  „ 

cdm  =  /=  1  Cubikdecimeter  =  1  Liter  =  0001  „ 

cbm        =  1  Cubikmeter  =1  „ 

femer: 

1  englischer  Cubikzoll    =    16-386  ^rw       100  Österreich.  Kubikfuss=  3*15852  r^ 
1  Tschetwert  =206*9     /  100  preussisch.         „         =  309158 r^« 

1  Hektoliter  =  ^/  =  100        •/  100  englische  „         =  2*83153  cbm 

100  bayerisch.  „         =  2*48611  r^ 

100  sächsische  „  =  2*27109  cbm 
Zur  Messung  des  Rauminhalts  oder  Volumens  dient  eine  Reihe  von  Appa- 
raten und  Methoden.  Handelt  es  sich  um  Flüssigkeiten  (oder  auch  Gase),  so 
finden,  wenn  es  auf  besondere  Genauigkeit  nicht  ankommt,  geaichte  und  mit 
Eintheilung  versehene  Gefässe  Anwendung.  Exakter  ist  die  Messung  mit  dem 
Pyknometer,  einem  Glasgefäss  mit  kurzem,  innen  abgeschliffenem  Hals  und 
ebenfalls  abgeschliffenem,  in  letzteren  genau  passenden  Stöpsel,  der,  central  durch- 
bohrt, in  eine  Capillarröhre  ausläuft.  Man  füllt  das  Gefass  bis  zum  Rand  und 
setzt  dann  den  Stöpsel  ein,  so  dass  die  durch  ihn  verdrängte  Flüssigkeit  keinen 
anderen  Ausweg  hat,  als  den  in  die  Capillare;  je  nach  dem  Stande,  den  sie 
hier  einnimmt,  liest  man  ein  anderes  Volumen  an  der  Scala  ab.  Das  Resultat 
ist  wegen  der  Ausdehnung  des  Glases  nur  für  eine  bestimmte  Temperatur,  z.B. 
15°,  giltig,  und  muss  für  andere  Temperaturen  auf  diese  umgerechnet  werden. 

Das  Volumen  fester  Körper  kann  man,  wenn  sie  eine  regelmässige  Gestalt 
haben,  nach  bekannten  Formeln  aus  Längenmessungen  ableiten,  z.  B.  beim 
Würfel,  Octaeder,  Tetraeder  u.  s.  w.  aus  der  Kantenlänge,  bei  der  Kugel  aus 
dem  Radius,  bei  Cylinder  und  Kegel  aus  der  Höhe  und  dem  Radius  des  Grund- 
kreises. Unregelmässtg  geformte  Körper  kann  man  in  eine  Flüssigkeit  tauchen, 
welche  ihrerseits  in  einem  geaichten  Gefass  sich  befindet,  wobei  jedoch  keine 
Absorption  der  Flüssigkeit  durch  den  festen  Körper  eintreten  darf.  Man  kann 
femer  den  Körper,  indem  man  ihn  mittels  eines  Fadens  an  einem  fest  stehenden 
Stativ  aufhängt,  in  eine  Flüssigkeit  tauchen,  die  sich  in  einem  auf  einer  Wag- 
schale stehenden  Gef^s  befindet.  Die  Flüssigkeit  wird  dann  um  das  Gewicht 
der  von  dem  Körper  verdrängten  Flüssigkeitsmasse  schwerer  und  man  muss,  um 
das  vor  dem  Eintauchen  stattgehabte  Gleichgewicht  wieder  herzustellen,  auf  der 
anderen  Wagschale  Gewichte  hinzufügen;  so  viele  Gramm  (bei  Anwendung  von 
Wasser)  dies  sind,  so  viele  ccm  beträgt  das  Volumen  des  Körpers  —  genau 
wieder  nur  für  eine  bestimmte  Temperatur,  nämlich  für  4*^  C.  Auch  durch  Division 
des  Gewichtes  eines  festen  Körpers  durch  sein  specifisches  Gewicht  (s.  Art  Dichte) 
kann  man  sein  Volumen  finden,  eine  Methode,  die  anzuwenden  man  desshalb  ofl  Ge- 
legenheit hat,  weil  das  specifische  Gewicht  als  eine,  allen  Körpern  aus  demselben 
Material  charakteristische  Grösse  viel  häufiger  bekannt  ist,  als  das  für  jeden  in- 
dividuellen Körper  verschiedene  Volumen.  Für  pulverförmige  Körper  sind  zwei 
verwandte  Apparate  construirt  worden,  nämlich  das  Stereometer  von  Say  und 
Leslie,  und  verschiedene  Volumenometer  von  Kopp  und  Regnault.  Das 
Kopp'sche  Instrument  beruht  darauf,  dass  eine  abgesperrte  Luftmasse  von  be- 
stimmtem Volumen  unter  einem  gewissen  Drucke  stehen  muss,  wenn  beim  Zu- 
sammendrücken das  Volumen  um  eine  bestimmte  Grösse  abnehmen  soll;  dass 
aber,    sobald  ein  Körper,    z.  B.  ein  Pulver  in  diesen  Rauij^gi^i^cht  ^inl  ^50 


Messung  von  Winkeln.  il 

dass  also  ein  geringeres  Luftvolumen  übrig  bleibt,  zur  Erzielung  derselben  Volumen- 
verringerung ein  stärkerer  Druck .  nöthig  ist  Mittels  eines  einmaligen  Versuches 
mit  Körpern  von  bekanntem  Volumen,  z.  B.  ein,  zwei  u.  s.  w.  ccm,  wird  der 
Apparat  graduirt.^) 

Ausser  der  Messung  von  Längen,  Flächen  und  Räumen  bedarf  es  in  der 
Physik  häufig  der 

Messung  von  Richtungen  und  Winkeln.  In  ersterer  Hinsicht  ist  von 
besonderer  Wichtigkeit  die  Bestimmung  der  horizontalen  und  der  vertikalen 
Richtung.  Unter  den  Instrumenten,  welche  jener  gewidmet  sind,  sind  zwei  her- 
vorzuheben. Die  Wasserwaage  besteht  aus  zwei  annähernd  vertikalen  Glas- 
röhren, deren  untere  Enden  mittels  einer  J — 1  m  langen,  annähernd  horizontalen 
Röhre  communiciren ;  die  letztere  wird  mit  ihrer  Röhre  auf  ein  Stativ  gesetzt, 
und  in  den  ganzen  Apparat  Wasser  gegossen.  Die  Wasseroberflächen  in  den 
beiden  Glasröhren  liegen  dann  in  einer  horizontalen  Linie,  und  zwar  auch  dann, 
wenn  die  Verbindungsröhre  nicht  ganz  horizontal  ist.  Der  Apparat  ist  offenbar 
für  Bestimmung  horizontaler  Linien  von  grösserer  Ausdehnung  bestimmt.  Handelt 
es  sich  um  die  Horizontalität  kürzerer  Linien  oder  kleinerer  Ebenen,  so  ist  die 
Libelle  zu  benutzen.  Auf  eine  ebene  Unterlage  ist  ein  mit  Weingeist  oder 
Aether  bis  auf  eine  Luftblase  gefülltes  Glasgefass  gesetzt;  je  nach  der 
Form  des  Gefässes  unterscheidet  man  Röhrenlibellen  und  Dosenlibellen,  von 
denen  erstere  mehr  für  Linien,  letztere  mehr  für  Ebenen  geeignet  ist.  Setzt  man 
ein  solches  Instrument  auf  die  horizontal  zu  richtende  Linie  oder  Ebene  auf,  so 
rückt  die  Luftblase  nach  der  höchsten  Stelle,  und  man  muss  die  Lage  der  Linie 
oder  Ebene  so  lange  ändern,  bis  die  Luftblase  die  Mitte  der  Röhre,^resp.  des 
Kreises  einnimmt  Will  man  mit  der  Röhrenlibelle  Ebenen  horizontal  richten, 
so  muss  man  den  Versuch  bei  zwei  verschiedenen,  z.  B.  auf  einander  senk- 
rechten Stellungen  des  Instrumentes  ausführen.  Ausserdem  thut  man  bei  allen 
diesen  Messungen  gut,  dieselben  in  der  einen  und  in  der  umgekehrten  Stellung 
der  Libelle  auszuführen. 

Zur  Bestimmung  der  vertikalen  Richtung,  also  der  auf  der  horizontalen 
senkrechten  Richtung,  dient  dasLoth,  der  bekannte  aus  einem  biegsamen  Faden 
und  einem  schweren  Körper  bestehende  Apparat,  über  den  hier  nichts  weiter 
hinzuzufügen  ist  Nur  ist  auf  eine  besondere  Gattung  solcher  Instrumente  hin- 
zuweisen, nämlich  auf  die  Apparate  zur  Messung  der  Meerestiefe,  welche  auch 
Sonden  oder  Bathometer  heissen.  Es  giebt  deren  eine  grosse  Menge,  auf 
ganz  verschiedenen  Principien  beruhender,  deren  gemeinsamer  Zweck  aber  ist, 
dass  die  Meerestiefe  an  der  betreffenden  Stelle  wirklich  in  vertikaler  Richtung 
gemessen  werde;  dieselben  sind  daher  auch  als  Längenmessapparate  anzusehen. 
Bei  einigen  wird  die  Tiefe  thatsächlich  an  der  Lothleine  gemessen,  bei  anderen 
mit  Hilfe  des  in  der  Meerestiefe  herrschenden  Druckes  berechnet  (z.  B.  W.  Thom- 
son), das  Bathometer  von  William  Siemens  endlich  wird  gar  nicht  hinabgetaucht, 
sondern  hängt  fest  an  einem  Schiffsräume  und  giebt  die  Tiefe  auf  Grund  der 
Thatsache  an,  dass  die  Anziehungskraft  der  Erde  oder,  was  dasselbe  ist,  das 
Gewicht  eines  Körpers  desto  kleiner  ist,  über  je  tieferem  Wasser  man  sich  be- 
findet«) 

Bei  der  Messung  von  Winkeln  dient  der  rechte  Winkel,  der  in  90°  zu 

*)  Kopp,  Aim.  Ch.  Pharm.  35,  pag.  17.  —  Regnaült,  Pogg.  Ann.  66,  pag.  435.  S.  auch 
»Trockner  Volttmenmesserc  y.  Bässler,  Z.  f.  Instr.  K.  6,  pag.  277  (1886). 

^  Eine  Zusammenstellung  von  Seetiefemessem  giebt  Günther,  Z.  f.  Instr.  J^V2j( 


Theodolith. 


je  60  Minuten  zu  je  60  Secunden  getheilt  wird,*)  als  Einheit  Auch  hier  handelt 
es  sich,  wie  bei  derjenigen  von  Längen,  in  erster  Linie  darum,  ob  dieselben  für 
den  messenden  Apparat  zugänglich  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so  bedient  man  sich, 
je  nach  den  näheren  Umständen,  des  bekannten  Transporteurs,  oder  des  eben- 
falls verhältnissmässig  einfachen  Contakt-  oder  Anlege- Goniometers.  In  der 
Physik  findet  diese  direkte  Winkelmessung  weit  seltener  Anwendung  als  diejenige 
aus  der  Ferne,  bei  welcher  optische  Methoden  und  Apparate  benutzt  werden. 
Hierher  gehören  namentlich  das  Reflexionsgoniometer  und  der  Theodolith. 
Die  wesentlichen  Bestandtheile  des  letzteren  sind  eine  horizontale  Kreistheilung 

zur  Messung  von  Winkeln  in  horizontalen  Ebenen 
und  eine  vertikale  Kreistheilung  fiir  Winkel  in  ver- 
tikalen Ebenen.  Jeder  Kreis  ist  mit  einem  dreh- 
baren Femrohr  versehen  (oder  beide  mit  einem 
gemeinschaftlichen),  dieses  wird  erst  auf  die  eine, 
dann  auf  die  andere  Richtung  eingestellt  und  der 
Winkel  aus  den  beiden  bezüglichen,  mittels  Nonien 
an  der  Kreistheilung  gemachten  Ablesungen  berechnet 
Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  zur  Herstellung  dieser, 
wie  aller  feinen  Kreistheilungen,  eine  besondere  Art 
Theilmaschine,  die  Kreistheilmaschine^  dient 

Zur  Messung  kleiner  Winkel  kann  man 
Apparate  benutzen,  welche  entweder  auf  der  opti- 
schen Interferenz  oder  auf  der  Erscheinung  der 
vielfachen  Bilder  in  einem  Winkelspiegel  beruhen. 
Wie  der  Winkel  als  ein  Bruchtheil  eines  Kreis- 
umfanges  betrachtet  werden  kann,  so  kann  man 
ein  bestimmtes  Flächenstück  auf  einer  Kugelober- 
fläche in  seinem  Verhältniss  zur  ganzen  Kugelober- 
fläche als  Raumwinkel  bezeichnen.  Der  Begriff 
des  Raumwinkels  tritt  in  der  Physik  nicht  selten 
auf,  z.  B.  in  der  Photometrie;  zu  seiner  Messung, 
wobei  die  Einheit  ein  Quadratgrad  ist,  ist  von 
L.  Weber  ein  Apparat,  der  Raumwinkelmesser  angegeben  worden.^) 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  eine  häufig  brauchbare  Tabelle  Platz  finden. 
An  Quadratgraden  enthält  die  Kugeloberfläche  eine  Anzahl  von  41253,  aber  nicht 
genau,  weil  sich  die  Oberfläche  überhaupt  nicht  mit  Quadratgraden  ausfüllen 
lässt,  ohne  dass  Lücken  entstehen,  die  dann  zusammengenommen  nicht  wieder 
grade  eine  Anzahl  von  Quadratgraden  ergeben.  Für  die  Vorstellung  einfacher  und 
daher  allgemein  üblich  ist  die  Eintheilung  der  Kugeloberfläche  durch  180  Parallel- 
kreise oder  Breitenkreise  und  360  Meridiane  oder  Längenhalbkreise.  Alle 
zwischen  denselben  beiden  Parallelkreisen  gelegenen  Vierecke  sind  dann  gleich 
gross;  dagegen  nehmen  sie  vom  Aequator  zu  den  Polen  an  Grösse  ab.  Es  be- 
trägt nämlich  die  Grösse  eines  Vierecks  auf  der  Erdoberfläche  zwischen  zwei 
Breiten-  und  zwei  Längengraden,  in  verschiedenen  Breiten  (in  Qu.  Meilen). 

')  Die  DeciroaltlieiluDg  des  Kreisumfanges  ist  mehrfach  vorgeschlagen,  aber  noch  nicht 
acceptirt  worden. 

*)  Die  erste  Rreistheilmaschine  rUhrt  vom  Uhrmacher  Hindlay  in  York  her  (1740),  die  erste 
wirklich  in  Gebrauch  gekommene  von  Ramsdbn  (1774).  —  Ueber  die  jetzigen  Krei8th.-M.  s.  u. 
a.  LOEWENHERZ,  Z.  f.  Instr.  K.  2,  pag.  365  (1882);   Wegener,  ebenda  3,  pag.  117  (1883). 

3)  L.  WEBER.  Z.  f.  Instr.  K.  4,  pag.  343  (1884).  ^,^,^,^^^  by  GoOglc 
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Meuung 

der  Zeit 

Breite 

Grosse 

Breite 

Grösse 

0°  bis     1° 

224-259 

60°  bis  61° 

111-525 

10°    „     11° 

220-607 

70°    „    71° 

75-730 

20°    „    21° 

210-399 

'      80°    „    81° 

37-485 

30°    „    31° 

193-881 

85°    „    86° 

17-824 

40°    „    41° 

171-469 

89°    „    90° 

1-983. 

50°   „    51° 

143-757 
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Messung  der  Zeit. 

Die  in  der  Physik  gebräuchliche  Zeiteinheit  ist  die  Sekunde.  Aus  dem 
wahren  Sterntag  geht  dieselbe  als  dessen  86164091.  Theil  hervor;  in  für  die 
Praxis  zweckmässigerer  Weise  jedoch  aus  dem  mittleren  Sonnentag  (s.  oben)  da- 
durch, dass  man  letzteren  in  24  Stunden  zu  je  60  Minuten  zu  je  60  Sekunden 
eintheilt     Es  ist  also 

1  Tag  =  24  Stunden  =  1440  Minuten  =  86400  Sekunden. 

Zur  Messung  der  Zeit,  d.  h.  des  Zeitraumes  zwischen  zwei  Zeitpunkten,  dienen 
im  wesentlichen  zwei  Vorrichtungen :  daa  Pendel  und  die  elastische  Feder,  resp. 
die  aut  die  Wirkung  dieser  beiden  Vorrichtungen  gegründeten  Pendeluhren  und 
Federuhren  (andere  Gattungen  von  Uhren,  wie  Sonnenuhren,  Wasseruhren,  Sand- 
uhren kommen  ftir  die  Physik  als  zu  ungenau  nicht  in  Betracht).  Das  Nähere 
über  die  Pendeluhren  s.  Art.  »Pendel,«  das  Nähere  über  die  Federuhren  gehört 
in  die  Technik.  Uhren  von  besonders  genauem  Gange,  die  daher  besonders  auch 
zur  Messung  sehr  kleiner  Zeittheile  geeignet  sind,  heissen  Chronoskope,  Chrono- 
meter oder  Chronographen.^) 

Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Zeit  reicht  die  Messung  von  Zeitdauern 
nicht  aus;  es  ist  ausserdem  häufig  der  absolute  Zeitpunkt  festzustellen.  Von 
den  Uhren  wird  derselbe  zwar  ebenfalls  angegeben,  diese  Angabe  bedarf  aber 
häufiger  ControUe.  Man  pflegt  zu  diesem  Zwecke  den  genauen  Mittag  zu  er- 
mitteln und  zwar  durch  astronomische  Beobachtungen.  Da  dieselben  aber  nur  von 
Wenigen  ausführbar  und  auch  für  diese  zeitraubend  sind,  ist  eine  neuerdings  in 
vielen  Hafenorten  getroffene  Einrichtung  von  grosser  Wichtigkeit,  welche  darin 
besteht,  dass  man  zur  genauen  Mittagszeit  von  einem  weithin  sichtbaren  Punkte 
einen  schweren  Körper,  den  Zeitball,  herabfallen  lässt,  wonach  die  Chrono- 
meter gestellt  werden  können.  Ausserdem  ist  für  alle  Fälle,  wo  es  sich  um 
die  Vergleichung  von  Erscheinungen  an  verschiedenen  Orten  handelt,  zu  be- 
achten, dass  der  Mittag,  also  auch  die  absolute  Zeit  überhaupt,  nur  für  Orte 
auf  demselben  Meridian  die  gleiche,  für  Orte  auf  verschiedenen  Meridianen  aber 
eine  verschiedene  ist.  Die  folgende,  oft  verwendbare  Tabelle  enthält  für  einige 
Orte  die  Angabe  der  Breite  {b\  der  Länge  von  Greenwich  (/),  der  ZeitdifTerenz 
in  Minuten  mit  Greenwich,  also  die  Abweichung  der  Ortszeit  von  dem,  was 
man  die  Weltzeit  nennt  (JV)  und  für  die  deutschen,  österreichischen  und 
schweizer  Orte  die  Zeitdifferenz  resp.  mit  Berlin,  Prag,  Bern,  also  die  Ab- 
weichung der  Ortszeit  von  der  sog.  Landeszeit  (Z).  Es  ist  aber  zu  bemerken, 
dass  die  Bemühungen,  der  Weltzeit  und  der  Landeszeit  allgemeineren  Gebrauch 
zu  sichern,  noch  nicht  zum  Abschluss  gelangt  sind. 

1)  Die  ersten  Apparate  dieser  Art  wurden  1838  von  der  preuss.  Artillerie-PrUfungs-Com- 
mission,  1840  yon  Wkeatstone  und  1844  von  Pouillet  angegeben,  neuerdings  verbesserte  von 
Siemens,  Martin  de  Brettes,  Navez  u.  A.,  namentlich  aber  von  Hipp  in  Neuchatel.  Die 
PouiLLET'sche  Methode,  die  sich  auch  ohne  besondere  Apparate  leicht  anwenden  läs^t,  beruht 
darauf^  dass  der  Ausschlag  ein'.*r  durch  einen  constanten  Strom  von  kurzer  Dauer  abgelenkten 
Galvanometemadel  desto  grösser  ist,  je  länger  der  Strom  andauert.  GoOQIc 
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Ort 


W 


Ort 


W 


Aachen  .  .  . 
Amsterdam  . 
Basel  .... 
Berlin  .... 
Bern.  .... 
Bonn  .... 
Braunschweig 
Bremen  .  .  . 
Breslau  .  .  . 
Brüssel  .  .  . 
Budapest  .  . 
Chemnits  .  . 

Cöln 

Csemowitz  . 
Dannstadt.  . 
Dresden.  .  . 
Erlangen  .  . 
Frankfurt  a.  M. 
Freiburg  i.  Br. 
Genf.  .  .  . 
Gicssen  .  . 
Göttingen . 
Graz  .  .  . 
Greifswald 
Halle  .  .  . 
Hamburg  . 
Hannover . 
Heidelberg 
Innsbruck  . 


50-d 
52-4 
47-6 
52-6 
47-0 
50-8 
52-3 
63-1 
511 
60-9 
49-5 
50-8 
610 
48-3 
51-5 
511 
49*6 
501 
480 
46-2 
50-6 
51-5 
471 
541 
51-5 
53-6 
52-4 
49-4 
47-3 


61 

4-8 

7-5 

13*3 

7-4 

71 

10-5 

8-8 

17-0 

4-3 

19-0 

12-8 

f5-9 

25-9 

8-6 

13-7 

11-0 

8-6 

7-8 

61 

8-7 

9-9 

15-4 

13-3 

11-9 

lOO 

9-7 

8-7 

11-3 


+  42 
+  35 
+  68 
H-  17 
+  76 
+  51 
+  28 
+104 
+  34 
+  55 
+  44 
+  34 
+  31 
+  24 
+  35 
+  40 
+  62 
+  53 
+  48 
+  40 
+  39 
+  35 
+  45 


—  29 

0 
0 
0 

—  25 

—  11 

—  18 
+  15 


—  2 

—  25 
+  47 

—  19 
+    2 

—  9 

—  19 

—  22 

—  6 

—  18 

—  13 
+    5 

0 

—  5 

—  13 

—  14 

—  18 

—  12 


Karlsruhe  .  . 

Kiel 

Königsberg  . 
Kopenhagen 
Krakau  .  .  . 
Kristiania  .  . 
Leipzig  .  .  . 
London  .  .  . 
Marburg.  .  . 
Moskau  .  .  . 
München  .  . 
Münster .  .  . 

Paris 

Peking  .  .  . 

Prag 

Rom 

Rostock .  .  . 
St  Petersburg 
Stockholm.  . 
Strassburg.  . 
Stuttgart.  .  . 
Tokio  .... 
Triest  .... 
Tübingen  .  . 
Washington . 
Wien  .... 
Würsburg.  . 
Zürich.  .  .  . 


490 
54-8 
54-7 
55-7 
50-1 
59-9 
51-4 
51-5 
50-8 
55-9 
481 
520 
48-8 
39-9 
501 
41-9 
541 
59-9 
59-3 
48-6 
48-8 
35-6 
45-7 
48*5 
38-8 
48-2 
49-8 
47-4 


8-4 

101 

20-5 

12*6 

19-9 

10-8 

12-8 

-0-1 

8-7 

37-6 

11-5 

7-6 

2-3 

116-4 

14-3 

12-5 

121 

30-5 

18-2 

7-7 

91 

139-7 

13-8 

90 

-771 

16-3 

9-9 

8-5 


+  34 
+  41 
+  82 
+  50 
+  80 
+  43 
+  49 

0 
+  35 
+150 
+  46 
+  30 
+  9 
+466 
+  57 
+  50 
+  48 
+122 
+  73 
+  31 
+  36 
+559 
+  55 
+  86 
-808 
+  65 
+  40 
+  34 


19 
12 
29 

28 

4 

18 

7 
23 


—  6 


—  17 

—  2 

—  17 

+  8 

—  13 
+  4 


Messung  der  Masse. 
Wir  haben  schon  oben  gesehen,    dass  man  die  Masse  praktisch  durch  ihr 
Gewicht  misst.    Als  Einheit  dient  dabei  das  Gramm,  d.  h.  das  Gewicht  einer 
Wassermasse,  welche  bei  4°  C.  den  Raum  von  1  ccm  einnimmt.    Die  übrigen 
Gewichte  des  metrischen  Systems  sind  dann: 

mg=\  Milligramm  = 


0001^ 
001  „ 
Ol  „ 
1  » 
1000 


cg=^\  Centigramm 
dg^=\  Decigramm 
^  =  1  Gramm 
kg  ^l  Kilogramm 
/  =  1  Tonne  =  1000  kg  =  1000000 
denen  sich  häufig  noch  folgende  anschliessen : 

1  Pfund  =         500  g 

1  Centner  =  100  Pf.  =      öOOOO  „ 

1  Doppelcentner  =  200   „     =    100000  „ 
(auch  zuweilen  metrischer  Centner  genannt.) 
Die  wichtigsten,  früher  üblich  gewesenen  oder  noch  jetzt  üblichen  Pfund- 
gewichte haben  in  kg  ausgedrückt  folgende  Werthe: 
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Schweden 0*4253395 

Baiem 0*56 

Sachsen,  Schweiz  ....  0*5 

Würtemberg 0-4677289 


Frankreich 04895058 

England 0*4535976 

Oesterreich 05600122 

Russland  (40  =  1  Pud)  .     .    040952 
Preussen,  Hessen,  Hannover    0*4677 1 1 

Endlich  ist  eine  Unze,  auf  welche  480  Gran  gehen,  «s  28*8  g]  nach  Anderen 
ist  1  Gran  =  64*8  m^. 

Die  Messung  des  Gewichtes  selbst  erfolgt  mittels  der  Wage,  über  deren 
Piincip,  Einrichtung  und  Gebrauch  im  Art.  »Gewicht  und  Wagec  nachzusehen  ist. 

Abgeleitete  Grundbegriffe. 

Bewegung.  Die  allgemeinste  Beziehung,  welche  zwischen  den  drei  Grund- 
begriffen Materie,  Raum  und  Zeit  aufgestellt  werden  kann,  ist  in  dem  Satze  aus- 
gesprochen: Die  Materie  ändert  ihren  Ort  im  Raum  mit  der  Zeit.  Man  nennt 
diesen  Vorgang  Bewegung.  Die  Bewegung  ist  zugleich  auch,  wenigstens  für  das 
Gebiet  der  Physik  (von  chemischen  und  Lebenserscheinungen  also  abgesehen), 
die  einzige  für  uns  vorstellbare  Beziehung  zwischen  Materie,  Raum  und  Zeit. 
Hiergegen  könnte  man  zweierlei  Einwendungen  machen.  Einmal  den,  dass  eine 
andere  mögliche  Beziehung  die  Ruhe  ist;  aber  die  Ruhe  ist  nichts  als  einer 
von  den  unendlich  vielen  verschiedenartigen,  möglichen  Fällen  von  Bewegung. 
Zweitens  kann  man  an  eine  Reihe  physikalischer  Erscheinungen  denken, 
welche  wir  mit  unseren  Sinnen  nicht  als  Bewegung  erkennen;  daraus  folgt 
aber  durchaus  nicht,  dass  sie  es  nicht  sind,  und  unser  Vorstellungsvermögen 
zwingt  uns  sogar,  wie  gesagt,  zu  der  Annahme,  dass  sie  es  sind,  es  sei  denn, 
dass  man  diese  Erscheinungen  auf  metaphysische,  der  Physik  fremde  Begriffe 
stützen  wollte. 

Da  die  Bewegung  sich  sowohl  im  Räume  als  in  der  Zeit  abspielt,  weist  sie 
Merkmale  von  jedem  dieser  beiden  Grundbegriffe  auf.  In  räumlicher  Hinsicht 
kann  sie  gradlinig  oder  krummlinig,  und  in  ganz  analoger  Weise  kann  sie  in 
zeitlicher  Beziehung  gleichförmig  oder  ungleichförmig  sein.  Nach  dem  Vorgang 
von  Gaulei  und  Newton  hat  man  sich  in  der  Vorstellung  geeinigt,  dass  die 
Körper  von  selbst  stets  nur  gradlinig  und  gleichförmig  sich  bewegen,  dass  da- 
gegen, wenn  sie  sich  krummlinig  oder  ungleichförmig  bewegen  (oder  beides  zu- 
gleich), dies  die  Wirkung  einer  Ursache  sei.  Jene  Eigenschaft  der  Körper  nennt 
man  Beharrungsvermögen  oder  Trägheit,  diese  Ursache  nennt  man  Kraft. 
Diese  Unterscheidung  ist  hiernach  nicht  als  ein  Ergebniss,  sondern  als  eine 
Uebereinkunft  zu  betrachten;  freilich  aber  als  eine  Uebereinkunft,  welche  zu 
einer  besonders  einfachen  Darstellung  der  physikalischen  Erscheinungen,  insbe- 
sondere der  Bewegungserscheinungen  fUhrt  Man  kann  sagen,  dass  ohne  die 
Einführung  dieses  Princips  durch  Galilei  eine  so  rasche  Entwickelung  und  eine 
so  einfache  Beschreibung  der  mechanischen  Erscheinungen  unmöglich  gewesen 
wäre.  Am  klarsten  ist  das  Princip  für  einen  Körper,  der  sich  ursprünglich  in 
Ruhe  befindet;  da  derselbe  nämlich  nach  denf  obigen  Princip  sich  von  selbst 
nur  gleichförmig  bewegen  kann,  so  muss  er  in  Ruhe  bleiben  und  das  ist  eine 
zu  unzähligen  Malen  auftretende  Erscheinung  (Stoss  beim  Abfahren  von  Eisenbahn- 
zügen, Anstrengung  der  Pferde  beim  Anziehen  des  Wagens  u.  s.  w.),  die  man 
auch  experimentell  verfolgen  kann.  Legt  man  z.  B.  auf  die  Oeffnung  einer 
Flasche  ein  Kartenblatt  und  auf  dieses  ein  Geldstück,  so  fällt  letzteres 
vertical  in  die  Flasche  herab,  wenn  man  ersteres  rasch  fortschnellt.  Nicht 
so    einfach    verhält    es    sich   mit    der   Anwendung    des    Trägheitsprincipes   auf ^ 
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Körper,  die  ursprünglich  in  Bewegung  sind.  Wird  ein  solcher  Körper  sich  selbst 
überlassen,  so  verlangt  jenes  Princip,  dass  er  sich  gradlinig  und  gleichförmig 
ohne  Ende  fortbewege.  Erscheinungen  dieser  Art  finden  wir  so  gut  wie  gar 
nicht,  und  im  Bereiche  irdischer  Vorgänge  überhaupt  nicht;  vielmehr  gelangt 
jeder  sich  selbst  überlassene  Körper  allmählich  zur  Ruhe.  Man  muss  also  an- 
nehmen, dass  ein  solcher  Körper  nur  scheinbar  sich  selbst  überlassen,  in  Wahr- 
heit aber  der  Wirkung  einer  Kraft  unterworfen  sei.  Man  sagt,  es  finde  Reibung 
statt,  und  betrachtet  eben  diese  Reibung  als  jene  Kraft.  Da  nun  Reibung  gerade- 
zu überall  auf  der  Erde  stattfindet,  so  giebt  es  hier  keine  gleichförmige  Bewegung. 
Im  Weltraum,  der  von  Reibung  frei  ist,  kommt  dagegen,  wenigstens  näherungs- 
weise, gleichförmige  Bewegung  vor.  Gradlinige  Bewegung  ist  aber  auch  hier 
nicht  zu  finden  und  es  ist  daher  auch  die  Bewegung  der  Himmelskörper  als  die 
Wirkung  einer  Kraft  anzusehen.  Bei  irdischen  Erscheinungen  macht  sich  die 
Beharrung  in  der  Bewegung  am  deutlichsten  in  solchen  Fällen  geltend,  in  denen 
ein  Körper  plötzlich  infolge  eines  Hindernisses,  aufhört  an  der  Bewegung  eines 
andern  theilzunehmen,  während  dieser  letztere  sich  ungestört  weiterbewegt  (Aus- 
steigen aus  einem  in  rascher  Fahrt  befindlichen  Wagen,  Stoss  beim  Anhalten 
eines  Zuges  u.  s.  w.).  Zur  experimentellen  Erläuterung  hiervon  geeignet  ist  ein 
von  LissER  und  Benneke  in  Berlin  gefertigter  Apparat  von  Schulze,  bestehend 
aus  einem  Wagen,  auf  dem  ein  anderer  beweglich  steht;  hält  man  ersteren  an, 
so  läuft  letzterer  noch  weiter. 

Geschwindigkeit.  Eine  gradlinige  und  gleichförmige  Bewegung  ist 
zweifach  charakterisirt:  durch  ihre  Richtung  und  durch  die  Beziehung,  welche 
zwischen  der  zurückgelegten  Strecke  und  der  hierzu  erforderlichen  Zeit  besteht 
Das  Verhältniss  dieser  beiden  Grössen  nennt  man  die  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  oder  auch  des  Körpers.  Man  kann  also  das  Beharrungsprincip  auch 
so  aussprechen:  Ein  sich  selbst  überlassener  Körper  bewegt  sich  in  constanter 
Richtung  und  mit  constanter  Geschwindigkeit. 

Messung  der  Geschwindigkeit.  Die  Geschwindigkeit  wird  gewöhnlich 
in  Metern  pro  Sekunde  ausgedrückt  Ihre  Messung  wird  in  den  meisten  Fällen 
nicht  durch  besondere  Apparate,  sondern  dadurch  ausgeführt,  dass  man  die 
zurückgelegte  Strecke  und  die  erforderte  Zeit  einzeln  misst  und  die  Ergebnisse 
durch  einander  dividirt  In  vielen  Fällen  ist  aber  die  zurückgelegte  Strecke  nicht 
ohne  weiteres  messbar,  oder  das  Zeitintervall,  auf  welches  man  sich  bei  der 
Messung  beschränken  muss,  ist  so  klein,  dass  Pendel  und  Uhr  den  Dienst  ver- 
sagen. Für  solche  und  zahlreiche  andere  Fälle  sind  besondere  Geschwindigkeits- 
messer construirt  worden,  die  jedoch  hier  nur  kurz  erwähnt  werden  können, 
da  ihre  Theorie  und  Beschreibung  theils  in  specielle  Kapitel  der  Physik,  theils 
in  die  Technik  gehört  Hierher  sind  zu  rechnen:  Das  Log  zur  Messung  der 
Schiffsgeschwindigkeit,  sowie  Einrichtungen  zur  Messung  der  Fahrgeschwindigkeit 
von  Eisenbahnzügen;  das  Anemometer,  welches  die  Windgeschwindigkeit 
misst  (durch  den  Anemometrographen  wird  sie  sogar  graphisch  registrirt);  elek- 
trische Einrichtungen  zur  Ermittelung  der  Geschwindigkeit  von  Geschossen;  Fall- 
maschinen (s.  «Freier  Fall«);  optische  Methoden  flir  äusserst  kleine  Zeitintervalle 
(s.  z.  B.  »Lichtgeschwindigkeit«);  Strommesser  oder  Rheometer  für  Wasserläufe 
u.  s.  w.  Eine  besondere  Klasse  dieser  Apparate  ist  zur  Messung  von  Um- 
drehungsgeschwindigkeiten bestimmt;  es  sind  das  entweder  einfache  Touren- 
zähler, welche  an  die  rotirende  Achse  gelegt,  z.  B.  jede  zehnte  Umdrehung 
durch  den  Druck  eines  Stiftes  auf  den  Finger  des  Beobachters  markiren,  also 
Apparate,   welche   nebenbei   eine  Zeitmessung  erfordern  und  überdies  nur  die 
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mittlere  Geschwindigkeit  während  einer  gewissen  Zeit  liefern.^)  Oder  es  sind 
Tachometer  resp.  sogar  Tachographen,  welche  die  Geschwindigkeit  ohne 
weiteres  abzulesen  gestatten  resp.  registriren.') 

Die  folgende  Tabelle  enthält  einige  der  wichtigsten  in  der  Natur  vorkommen- 
den Geschwindigkeiten  in  m:s  (resp.  kmis). 

0-0015 
1-25 
2-95 
300 


Steine  des  Pik  von  Teneriffa 

Mond 

Sonnenäquator 

Explosion  der  Schiesswolle  . 

Sonne    

Sirius 

Erde 

Sternschnuppe  im  Mittel 
Halley's  Comet  im  Perihel 
Sturm  in  der  Sonne    .    .    . 

Kabelstrom 

Telegraphenstrom    .... 

Inductionsstrom 18400 

Elektrischer  Strom  im  Mittel      36000 
Blitzen  im  Sonnenfleck    .     . 

Licht 

Entladung  d.  leyd.  Flasche  i. 
Kupferdraht  von  1*7  mm 


5-8 
7-6 
15-4 
29-5 
40 
393 
402 
4000 
11690 


200000 
300000 

463500 


Schnecke   . 

Mensch  im  Schritt  .... 
Schneeschuhläufer   .... 
Hauxy's  Comet  im  Aphel  . 
Schnellster  Fluss     .    .    .    ^        400 
Luftballon  bei  Windstille  64 

SchneUläufer 71 

Flicke 7-6 

Schnellster  Dampfer    ...        8*5 

Bicyde 97 

Frische  Brise lO'O 

Torpedoboot 11-5 

Eisläafer 11-6 

Kennpferd 12*6 

Bergstrom 14*3 

Schnellzug 16*7 

Ozeanwogen 21*8 

Brieftaube 270 

Orkan 450 

Schwalbe 670 

Stärkster  Cyclon      ....     116 

Kiakatoa-Welle 290 

Schall  in  Luft 337 

Luft  in's  Vacuum    ....     395 

Aequatorpunkt 463 

Kanonenkugel 500 

Fluthwelle  (max.)    ....    800 

Der  Begriff  der  Bewegung  und  somit  auch  derjenige  der  Geschwindigkeit 
bedarf  noch  einer  erläuternden  Vervollständigung.  Bewegung  ist  Ortsänderung 
im  Raum;  der  Raum  aber  ist,  wie  wir  sahen,  nichts  ausser  uns  Bestehendes, 
sondern  die  Form,  unter  welcher  wir  die  Materie  wahrnehmen;  wir  können  also 
auch  einen  Ort  im  Räume  nur  in  Beziehung  zur  Materie  resp.  zu  einem  anderen 
Orte  im  Räume  fixiren  und  folglich  auch  nur  sagen:  ein  Körper  bewegt  sich 
im  Vei^leich  zu  einem  anderen.  Man  nennt  daher  diese  Bewegung  relative 
Bewegung,  im  Gegensatz  zur  absoluten,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  es 
eben  letztere  streng  genommen  nicht  giebt.  So  ist  z.  £.  die  Bewegung  des 
Schaffiiers,  der  während  der  Fahrt  von  Wagen  zu  Wagen  geht,  eine  relative  Be- 
w^ung  in  Bezug  auf  den  Eisenhahnzug,  letzteren  als  stillstehend  gedacht;  der 


1}  Hieibd  ist  für  die  Genauigkeiti  welche  sich  erreichen  lüsst,  einerseits  die  Uebung  ein 
wcsentUcher  Factor,  andererseits  hat  die  Ermüdung  (bei  kleinen  Zeiten  insbesondere)  einen  oft 
nidit  unbeträchtlichen  Fehler  zur  Folge. 

*)  Die  Literatur  ttber  Geschwindigkeitsmesser  sehe  man  in  technischen  Werken.  Für  die 
Methoden  tur  Messung  sehr  rascher  Bewegungen  giebt  Platbau  eine  interessante  Zusammen* 
Stellung  in  BuIL  Ac  Belg.  (3)  6,  pag.  484  (1883).  Digitized  by^^OiJy  iC 
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Zug  selbst  bewegt  sich  aber  relativ  gegen  die  Erde,  die  Erde  ihrerseits  gegen 
die  Sonne  und  endlich  die  Sonne  gegen  die  übrigen  Fixsterne.  Handelt  es 
sich,  wie  zumeist  in  der  Physik,  um  irdische  Bewegung,  so  bedient  man  sich 
trotzdem  nicht  selten  beider  Ausdrücke  und  zwar  des  Ausdruckes  absolute  Be- 
wegung für  die  Bewegung  eines  Körpers  relativ  zur  Erdoberfläche,  des  Ausdruckes 
relative  Bewegung  für  die  Bewegung  eines  Körpers  relativ  zu  einem  anderen 
Körper,  der  selbst  seine  Lage  gegen  die  Erdoberfläche  verändert  Dieselbe  Be- 
deutung haben  alsdann  auch  die  Ausdrücke  absolute  und  relative  Geschwindigkeit 
Beschleunigung.  Der  Fall,  dass  eine  Bewegung  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit ausgeführt  wird,  ist  offenbar  ein  sehr  spezieller;  im  Allgemeinen 
wird  die  Geschwindigkeit  sich  stetig  ändern;  man  kann  dann  nur  von  der  Ge- 
schwindigkeit in  einem  bestimmten  Momente  sprechen  und  hat  darunter  den 
durch  ein  folgendes,  sehr  kleines  Zeittheilchen  dividirten,  in  demselben  zurück- 
gelegten Weg  zu  verstehen.  Bei  einer  solchen  Bewegung  kann  die  Geschwindig- 
keit entweder  zunehmen  oder  abnehmen.  Im  ersten  Falle  heisst  die  Bewegtmg 
eine  beschleunigte,  im  letzteren  eine  verzögerte;  entsprechend  könnte  man  die 
Zunahme  oder  Abnahme  der  Geschwindigkeit  als  Beschleunigung  oder  Ver- 
zögerung bezeichnen;  man  bedient  sich  aber  ausschliesslich  des  Ausdruckes  Be- 
schleunigung, indem  man  demselben  den  Charakter  einer  algebraischen  Grösse 
giebt,  welche  je  nach  den  Umständen  positiv  oder  negativ  ist.  Eine  spezielle, 
aber  sehr  häufig  vorkommende  Bewegungsart  ist  die  gleichförmig  beschleunigte, 
bei  welcher  also  die  Beschleunigung  einen  constanten  Werth  hat 

Impuls  und  Kraft    Wir  haben  oben  festgesetzt,  dass  wir  die  gleichförmige 
Bewegung  der   Körper,  also  auch  speziell  ihre  Ruhe,  als  eine  Folge  lediglich 
ihres  eigenen  Beharrungsvermögens  ansehen,  dagegen  jede  andere  Bewegung  als 
Wirkung   einer  Kraft  betrachten  wollen.     Wir  gelangen  jetzt  dazu,  eine  Unter- 
scheidung zu  machen  zwischen  Impuls  und  Kraft  im  engeren  Sinne.    Wenn  ein 
Körper,  der  ursprünglich  in  Ruhe  war,  in  einem  bestimmten  Augenblicke  eine 
gleichförmige  Bewegung  annimmt,  oder,  allgemeiner,  wenn  ein  in  gleichförmiger 
Bewegung  von  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  begriffener  Körper  in  eine  eben- 
falls gleichförmige  Bewegung,  aber  von  anderer  Geschwindigkeit,  in  einem  be- 
stimmten Augenblicke  übergeht,  so  ist  für  die  ganze  Erscheinung  vor  und  iiach 
jenem  Augenblicke  das  Beharrungsvermögen  zum  Verständnis  ausreichend,  und 
nur  für  jenen  Augenblick  selbst  bedarf  es  der  Einführung  einer  Kraft.     Eine 
solche  momentan  wirkende  Kraft  wird  zweckmässig  ein  Impuls  genannt,  und 
das  Maäss  ihrer  Grösse  ist  die  dem  Körper  erthcilte  resp.  neu  hinzuertheilte  Ge- 
schwindigkeit.    Wenn  dagegen  ein   Körper,  der  ursprünglich  in  Ruhe  oder  in 
gleichförmiger  Bewegung  begriffen  war,  eine  beschleunigte  (oder.verasög^te)  Be*. 
wegung  annimmt,  oder  wenn  ein  bereits  in  beschleunigter  Bewegung  begriffener 
Körper  diese  Bewegung  mit  derselben  oder  einer  anderen  Beschleunigung  fort- 
setzt» so  ist  es  offenbar  erforderlich,  die   Wirkung  einer  dauernden  Kraft  ansu* 
nehmen.    Gewöhnlich  bezeichnet  man  ausschliesslich  eine  solche  Kraft  als.Kxafti 
und  ihr  Maass  ist  die  dem  Körper  ertheiite  oder  neu  hinzuertheilte  Beschleunigung. 
Sowohl  für  den  Impuls  als  auch  für  die  Kraft  kommt  indessen  noch  ein 
anderer  Umstand  wesentlich  mit  in  Betracht,   nämlich  der  Umstand,  dass  zwei 
verschiedene  Körper  unter  gleichen   Umständen  nicht  dieselbe  Geschwindigkeit 
annehmen,  also  nicht  denselben  Impuls  erfahren,   und  dass  sie  unter  gleichen 
Umständen  nicht  dieselbe  Beschleunigung  erhalten,   also  nicht   dieselbe   Kraft- 
wirkung  erfahren.     Vielmehr  ist   die   Wirkung   eine   in   demselben  Verhältniss 
kleinere,  in  welchem  die  Masse  des  Körpers  eine   grössere  ist    .Der^^Ifgp^Is, 
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welcher  dnem  Körper  von  der  Masse  tn  die  Geschwindigkeit  v  ertheilt,  ist  also 
nicht  nur  durch  v,  sondern  auch  durch  m  zu  messen,  d.  h.  es  ist  zu  setzen 

Man  bezeichnet  das  Product  mv  häufig  als  Bewegungsgrösse.  Gaiiz 
analog  ist  die  Kraft,  welche  einem  Körper  von  der  Masse  tn  die  Beschleunigung  g 
ertheilt,  nicht  bloss  durch  ^,  sondern  auch  durch  m  zu  messen,  d.  h.  es  ist  zu  setzen 

Man  bezeichnet  diese  Grösse  auch  zuweilen  des  Näheren  als  bewegende 
Kraft  im  Gegensatz  zu  der  lediglich  durch  die  Beschleunigung  gemessenen  be- 
schleunigenden Kraft;  eine  selbstständige  Bedeutung  kommt  jedoch  dem  letzteren 
Begriffe  überhaupt  nicht  zu. 

Die  Begriffe  Bewegung,  Geschwindigkeit,  Beschleunigung  und  Kraft  haben 
den  Charakter  von  Richtungsgrössen,  d.  h.  es  kommt  ihnen  ausser  einem 
bestimmten,  in  den  gewählten  Einheiten  ausgedrückten  Zahlenwerthe  auch  eine 
bestimmte  Richtung  zu.  Dieser  Umstand  hat  für  die  mathematische  Physik  den 
Uebelstand  im  Gefolge,  dass  eine  direkte  Vergleichung  und  rechnerische  Be- 
•  handlung  dieser  Grössen  nicht  möglich  ist.  Es  existiren  zwei  Methoden  zur 
Ueberwälttgung  dieser  Schwierigkeit;  die  eine,  allgemeinere,  aber  complicirtere, 
beruht  auf  der  Anwendung  einer  besonderen  Disciplin,  welche,  erst  in  neuester 
Zeit  ausgearbeitet,  Quatemionencalcül^heisst,  bisher  aber  nicht  in  dem  vielleicht 
erwarteten  Maasse  Anwendung  gefunden  hat.  Die  andere  Methode  beruht  darauf, 
dass  man  sich  eine  bestimmte  Wegstrecke  nicht  direkt  zurückgelegt  denkt,  sondern 
dadurch,  dass  der  betreffende  Körper  sich  zunächst  in  einer  gewissen  Richtung 
um  eine  gewisse  Strecke,  dann  in  einer  hierzu  senkrechten  Richtung  um  eine 
andere  Strecke  und  endlich  in  einer  auf  der  Ebene  der  beiden  ersten  senkrechten 
dritten  Richtung  wiederum  um  eine  gewisse  Strecke  fortbewegt,  wobei  es  offen- 
bar möglich  ist,  diese  drei  Strecken  so  abzumessen,  dass  die  resultirende  Orts- 
Snderung  gleich  derjenigen  ist,  welche  durch  Zurücklegen  der  gegebenen  Strecke 
allehi  erzielt  worden  wäre.  Es  ist  dies  die,  oder  vielmehr  eine  der  Methoden 
der  Zerlegung  von  Bewegungen,  und  zwar  diejenige  in  drei  rechtwinklige  Compo- 
nenten.  Indem  man  also  der  Untersuchung  ein  bestimmtes,  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  zu  Grunde  legt,  kann  man  nicht  nur  die  Wegstrecken,  sondern 
auch  die  Geschwindigkeiten,  Beschleunigungen  und  Kräfte  in  Componenten  zer- 
legen nach  den  Richtungen  der  drei  Axen  dieses  S3rstems,  und  nun  mit  allen 
auf  die  eine  (oder  zweite  oder  dritte)  dieser  Richtungen  bezüglichen,  in  dem 
Problem  vorkommenden  Grössen  wie  mit  einfachen  Zahlengrössen  rechnen;  zum 
Schhiss  hat  man  dann  nur .  noch  wiederum  die  Componenten  zur  Resultante  zu 
▼ereittigen  (d.  Nähere  s.  Art  »Dynamikc). 

Noch  tdt  zur  Vermeidimg  von~  Missverständnissen  eine  kurze  Bemerkung  zu 
machen.  In  zahlreichen  Fällen  hat  es  den  Anschein,  als  ob  eine  dauernde 
ELiaf(  eine  gleichförmige  Bewegung  bewirke,  z.  B.  bei  der  Bewegimg  eines  Eisen- 
babnzuges.  Es  müsste  doch,  um  diese  gleichförmige  Bewegung  zu  erzeugen, 
ein  Impuls  genügen,  und  es  giebt  in  der  That  Fälle  dieser  Art;  meistens  aber 
tritt  die  Reibung' als  gegenwirkende  (verzögernde)  Kraft  auf;  es  bedarf  also  zu 
ihrer  Aufhebung  einer  dauernden  beschleunigenden  Kraft. 

..,.. Arbeit  Es  ist  von  Wichtigkeit,  nochmals  mit  Bestimmtheit  hervorzuheben 
dass  der  Begriff  der  Kraft  in  der  Physik  lediglich  eingeführt  wird  als  ein  ein- 
ÜBiehea  imd:  ^anschauliches  Mittel,  um  sich  eine  bestimmte,  einer  bestimmten  Masse 
erteilte  Beschleunigung  zu  vergegenwärtigen.    Die  Ermittelung  von  Kräften  ist 


0  W.  R.  Hamilton,  Elemente  der  Quaternionen,  deutsch  v.  P.  Glan,  2  Bde.  Lpz.  iS8i^82. 
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aho  nicht  selbstständiger  Zweck  physikalischer  Untersuchung,  sondern  nur  Mittel 
zum  Zwecke  einfacher  Darstellung  der  Erscheinungen,  d.  h.  wie  wir  sahen,  der 
Bewegungen.^)  Wohl  aber  spielt  eine  selbstständige  Rolle  in  der  Physik  ein 
Begriff,  zu  dessen  Ableitung  und  Veranschaulichung  man  sich  wiederum,  statt 
direkt  von  den  Bewegungsbegriflfen  auszugehen,  des  Kraftbegriflfes  als  eines  über- 
aus zweckmässigen  Hilfsmittels  bedient  Dieser  Begriff  ist  die  Arbeit,  imd  seine 
Definition  eben  mit  Hilfe  des  Kraftbegriffes  ist  diejenige  als  die  Leistung  einer 
Kraft.  Nun  besteht  diese  Leistung  häufig  in  der  Fortbewegung  eines  Körpers 
um  eine  gewisse  Strecke  /,  sodass  man  für  die  Arbeit  L  die  Gleichung  erhält 

Dazu  ist  jedoch  zweierlei  zu  bemerken.  Ist  die  Kraft  eine  veränderliche, 
so  muss  man  die  Strecke  /  in  Theile  zerlegen,  welche  Zeiten  entsprechen,  während 
deren  man  R  als  constant  betrachten  kann,  muss  für  jede  solche  Strecke  das 
Produkt  Rl  bilden  und  schliesslich  alle  Produkte  addiren;  bei  stetiger  Aenderung 
der  Kraft  erhält  man  also  für  die  Arbeit  ein  Integral.  Sodann  strebt  zwar 
jede  Kraft  eine  Bewegung  in  ihrer  eigenen  Richtung  zu  erzeugen,  die  Bewegung 
findet  aber  gerade  in  dieser  Richtung  nicht  selten  Hindemisse,  sodass  nur  eine 
Componente  von  ihr  nach  einer  anderen  Richtung  zur  Verwirklichung  gelangt; 
man  darf  dann  auch  für  R  nur  die  entsprechende  Componente  der  Kraft  setzen. 

Als  Maass  der  Arbeit  ergiebt  sich  aus  der  Definition  das  Produkt  des  Längen- 
maasses  in  das  Maass  der  Kraft.  Von  letzterem  ist  jedoch  noch  nicht  die  Rede  ge- 
wesen. Da  die  Kraft  als  die  Ursache  der  einer  Masse  ertheilten  Beschleunigung 
bezeichnet  worden  ist,  so  ist  dieselbe  durch  das  Produkt  mg  zu  messen.  Man 
pflegt  dabei,  da  es  sich  in  der  Physik  meist  um  Vorgänge  an  der  Erdoberfläche 
handelt,  speziell  die  Beschleunigung  zu  wählen,  welche  ein  hier  fallender  Körper 
erfährt;  und  indem  man  diese  mit  m  multiplicirt,  erhält  man  nach  der  ersten 
Gleichung  dieses  Artikels  das  Gewicht  G.  Man  kann  hiemach  Kräfte  durch  Ge- 
wichte ausdrücken  und  gelangt  dann  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Arbeit  durch 
das  Produkt:  Strecke  x  Gewicht  zu  messen  ist.  Als  Einheit  der  Arbeit  dient 
demgemäss  das  mit  mkg  bezeichnete  Meterkilogramm.^) 

Die  Bewegungsarbeit  ist  jedoch  nur  eine  von  den  zahlreichen  Arten  der 
Arbeit.  Es  giebt  Wärmearbeit,  electrische  Arbeit  u.  s.  w.,  und  es  ist  die  Auf- 
gabe der  betreffenden  Disciplinen,  zu  zeigen,  dass  und  wie  diese  Arbeiten  eben- 
falls du-ch  Meterkilogramme  lieh  ausdrücken  lassen. 

Aber  selbst  wenn  man  bei  den  sog.  mechanischen  Erscheinungen  stehen  bleibt, 
hat  man  es  doch  nicht  immer  mit  Bewegungsarbeit  zu  thun;  dann  z.  B.  nicht, 
wenn  man  ein  Gewicht  eine  Zeit  lang  hoch  hält,  oder  wenn  eine  Lokomotive 
einen  Zug,  der  sonst  einen  Abhang  hinabgleiten  würde,  im  Stehen  erhält.  Man 
kann  solche  Arbeit  Spannungs-  oder  Widerstandsarbeit  nennen  und  die  Strecke  / 
jetzt  als  diejenige  definiren,  deren  Zurücklegung  (soweit  sie  in  die  Richtung  der 
Gegenkraft  fällt)  durch  die  Arbeit  verhindert  wird.'^) 


^)  Es  mOge  jedoch  angeführt  werden,  dass  es  Physiker  giebt,  welche  diesen  Standpunkt 
nicht  theilen,  welche  vielmehr  die  Kraft  als  ein  von  dem  Begriffe  der  Bewegung  getrenntes 
Abstract'Reales  betrachten;  so  neuerdings  Hirn,  welcher  als  drei  derartige  »Kräfte«  die  Gra- 
vitation, die  Wärme  und  die  Elektricität  hinstellt. 

')  In  England  werden  Arbeiten  noch  vielfach  nach  Fusspfunden  gemessen,  deren  jedes 
=»013825  mkg  ist 

')  Durch  diese  Erweiterung  des  Arbeitsbegriffes  löst  man  die  Widersprüche,  welche  zwischen 
ihm  und  der  populären  Vorstellung  von  demselben  zu  bestehen  scheinen,  im  Wesentlichen  auf. 
Siehe  Rausenberger,  Lehrbuch  d.  Analyt.  Mech.     Leipz.  1888. 
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Die  Arbeit  giebt  die  während  einer  beliebigen  Zeit  ausgeübte  Leistung;  von 
J>esonderein  Interesse  ist  die  Arbeitsleistung  in  der  Zeiteinheit,  welche  hiemach 
in  Meterkilogrammen  pro  Sekunde»  mkg\s  auszudrücken  ist,  häufig  jedoch  in 
sogen.  Pferdekräften  gemessen  wird,  deren  eine  75  mkg\s  umfasst.  Die  Arbeit 
pro  Sekunde  heisst  gewöhnlich  Effekt. 

Zur  Messung  der  Arbeit  dienen  verschiedene  Apparate,  z.  B.  der  PRONv'sche 
Zaum,  das  Bremsdynamometer  etc.,  wobei  es  sich  meist  um  die  durch  Rotations- 
bewegung geleistete  Arbeit  handelt.    Das  Nähere  gehört  jedoch  in  die  Technik. 

Energie.  Es  würde  der  Bedeutung  des  Arbeitsbegrifies  wenig  entsprechen 
wollten  wir  bei  seiner  Definition  mit  Hilfe  des  Kraftbegriffes  stehen  bleiben.  Es 
ist  in  der  That  nicht  schwer,  sich  von  diesem  unabhängig  zu  machen;  man  hat 
nur  nöthig  auf  die  Begriffe  zurückzugehen,  aus  denen  die  Kraft  abgeleitet  wurde. 
Dabei  soll  hier  der  Kürze  halber  der  Impuls  nicht  getrennt  behandelt,  sondern 
als  Kraft  von  sehr  kurzer  Dauer  mit  unter  den  Begriff  dieser  gefasst  werden. 
Man  seht  dann  ein,  dass  man  die  Arbeit  als  das  Produkt  der  drei  Grössen 
Masse,  Beschleunigung,  Strecke  zu  definiren  hat.  Es  ist  jedoch  auch 
hier  wiederum  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  in  der  Natur  nicht  bloss 
Arbeit  geleistet  wird,  wenn  eine  Beschleunigung  erzielt  wird,  sondern  auch  durch 
Hervorbringung  einer  gleichförmigen  oder  selbst  einer  verzögerten  Bewegung. 
Die  Ursache  ist  wieder  die  Existenz  einer  Gegenkraft,  z.  B.  der  Reibung.  So 
leistet  z.  B.  die  Lokomotive  oder  die  Hand  des  Menschen  fortwährend  Arbeit, 
auch  wenn  jene  den  Zug  nur  gleichförmig  fortbewegt  und  diese  die  Kurbel  nur 
gleichförmig  dreht;  in  anderen  Fällen  ist  es  die  Schwerkraft,  welche  gegenwirkt. 
Bei  den  durch  den  Menschen  oder  durch  Maschinen  erzeugten  Bewegungen  ist 
dieses  Verhalten  sogar  so  allgemein,  dass  man  geradezu  sagen  kann:  Arbeit  ist 
die  Ueberwindung  von  Widerständen. 

Der  bedeutungsvollen  Thatsache,  dass  einer  jeden  Bewegung  eines  Körpers 
ausser  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  auch  eine 
bestimmte  Arbeit  entspricht,  hat  die  moderne  Physik  durch  die  Einführung  eines 
Begriffes  Ausdruck  verliehen,  welcher  sich  als  äusserst  fruchtbringend  erwiesen 
hat.  Es  ist  dies  der  Begriff  der  Energie.^)  Energie  ist  die  Fähigkeit  eines 
Körpers  oder  allgemeiner,  eines  Systems  von  Körpern,  Arbeit  zu  leisten.  Diese 
Fähigkeit  nim  kann  darin  beruhen,  dass  das  System  sich  bewegt,  wobei  es  that- 
sächlich  Arbeit  leistet.  Man  sagt  dann,  das  System  besitze  kinetische  oder 
aktuelle  Energie;  mit  dem  ersten  Ausdruck  weist  man  darauf  hin,  dass  die 
Energie  des  Systems  sich  in  Bewegung  äussert,  mit  dem  zweiten  bezeichnet  man 
die  blosse  Arbeitsfähigkeit  des  Systems  als  in  aktueller  Arbeitsleistung  verwirklicht. 
Das  System  kann  aber  auch,  ohne  in  Bewegung  zu  sein,  Energie  besitzen,  näm- 
Uch  durch  seine  Lage  zur  Erdoberfläche  oder  zu  anderen  Systemen  oder  durch 
die  gegenseitige  Lage  der  es  seihst  bildenden  Körper;  diese  Art  von  Energie 
nennt  man  configurative  oder  potentielle  Energie;  mit  der  ersteren  Be- 
zeichnung drückt  man  aus,  dass  der  Körper  oder  das  System  in  seiner  Lage  oder 
Gestaltung  die  Fähigkeit«  Arbeit  zu  leisten,  trage;  mit  dem  letzteren  weist  man 
darauf  hin,  dass  das  System  zwar  Arbeit  leisten  kann,  dass  es  aber  zu  diesem 
Zwecke  erst  noch  der  Umwandlung  der  Energie  in  aktuelle  bedürfe. 

In  Bezug  auf  ihre  allgemeine  Messbarkeit  verhalten  sich  die  beiden  Arten 

1)  Von  «mammenfassenden  Büchern  Über  die  Energie  seien  hier  hervorgehoben:  Planck, 
Die  Erhsltong  der  Energie,  Leips.  1887,  und  Zwbroer,  Die  lebendige  Kraft  und  ihr  Maass, 
Manch.  18S5.  Digi^i,3d  by^^( ^le 
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von  Energie  verschieden.  Für  die  potentielle  Energie  lässt  sich  ein  allgemeiner 
Ausdruck  nicht,  oder  wenigstens  nicht  ohne  complicirten  mathematischen  Appara^ 
geben;  es  muss  vielmehr  die  Berechnung  der  potentiellen  Energie  in  jedem  be- 
sondem  Falle  ausgeführt  werden.  Wohl  ist  dies  aber  für  die  kinetische  Energie 
möglich,  und  zwar  am  einfachsten  durch  Betrachtung  einer  Arbeitsleistung,  welche 
keinen  Widerstand  findet;  das  ist  z.  B.  bei  der  Wirkung  der  Erde  auf  einen  frei 
fallenden  schweren  Körper  der  Fall.    In  der  Gleichung 

die  wir  auf  die  Zeit  einer  Sekunde  anwenden  wollen,  können  wir  einerseits  die 
Beschleunigung  ^  durch  die  Differenz  der  Endgeschwindigkeit  v*  und  der  Anfangs- 
geschwindigkeit V  ersetzen;  andererseits  die  Strecke  /  durch  die  Geschwindigkeit 
(denn  die  in  einer  Sekunde  zurückgelegte  Strecke  ist  ja  die  Geschwindigkeit) ;  nun 
ist  die  Geschwindigkeit  am  Anfang  v,  am  Ende  v',  also  im  Mittel  ^(v-{'V');  es 
wird  also 

Während  wir  also  einerseits  wissen,  dass  die  Arbeitsleistung  der  Erde  auf  den 
frei  fallenden  Körper  in  der  Vermehrung  seiner  kinetischen  Energie  ihren  Aus- 
druck findet,  sehen  wir  hier  L  ausgedrückt  durch  den  Werth  des  halben  Produktes 
aus  Masse  und  Geschwindigkeitsquadrat  am  Ende  des  Zeitintervalls  vermindert 
um  den  Wert  derselben  Grösse  am  Anfange  des  Zeitintervalls.  Diese  Grösse 
muss  also  die  kinetische  Energie  sein.  Die  kinetische  Energie  wird  also  —  und 
zwar  allgemein  —  gemessen  durch  das  halbe  Produkt  aus  Masse  und  Quadrat 
der  Geschwindigkeit^) 

Die  Bedeutung  des  Energiebegrifies  lässt  sich  nur  dadurch  vollkommen 
würdigen,  dass  derselbe  dem  Begriffe  der  Materie  unmittelbar  an  die  Seite  ge- 
stellt wird.  Jeder  Körper  besitzt  eine  bestimmte  Menge  Stoffes  und  eine  bestimmte 
Menge  von  Energie.  Der  Stoff  kann  qualitativ  sehr  verschiedenartig  sein,  und 
diese  Verschiedenheiten  des  Stoffes  finden  in  der  Chemie  ihre  Untersuchung. 
Von  der  Energie  haben  wir  bisher  nur  zwei  Arten  kennen  gelernt,  die  der  Lage 
und  die  der  Bewegung;  aber  innerhalb  jeder  dieser  beiden  Classen  sind  wiederum 
verschiedene  Arten  von  Energie  denkbar.  Und  wie  als  oberstes  Prinzip  der 
Chemie  das  Prinzip  von  der  Erhaltung  des  Stoffes  (d.  h.  der  Quantität  des- 
selben) bei  allen  qualitativen  Verwandlungen  desselben  gilt,  so  steht  an  der 
Spitze  der  modernen  Physik  das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Energie. 
Das  will  ebenfalls  sagen:  Die  Quantität  der  Energie  wird  durch  keine  phjrsi- 
kaiische  Erscheinung  verändert,  es  handelt  sich  vielmehr  stets  nur  um  eine 
qualitative  Verwandlung.  Ein  Stein  z.  B.,  der  in  der  Höhe  losgelassen  wird, 
besitzt  zunächst  potentielle  Energie;  fällt  er  herab,  so  verwandelt  sich  die- 
selbe mehr  und  mehr  in  kinetische  Energie,  und  in  dem  Augenblicke,  wo 
er  die  Erde  trifft  und  scheinbar  auch  diese  letzte  Art  von  Energie,  die  noch 
in  seinem  Besitze  war,  einbüsst,  entwickelt  sich  in  ihm  und  in  der  getroffenen 
Erdmasse  eine  neue  Form  von  Energie,  die  vielleicht  auch  Bewegungsenergie, 
aber  jedenfalls  nicht  sichtbare  Bewegungsenergie  ist:  die  Wärme.  Und  zwar 
Wärme  in  einem  Betrage,  welcher  äquivalent  ist  der  verloren  gegangenen 
Bewegungsenergie.  In  analoger  Weise  liefern  die  neueren  elektrischen  Maschinen 
imposante  Beispiele  der  Verwandlung  von  Bewegungsenergie  in  elektrische  und 
dieser  wieder  in  Lichtenergie. 


^)  Diefte    Grösse    ist    vielfach    «lebendige   Kraft«    genannt  worden,    insofern  jedoch  mit 
Unrecht,  als  es  sich  hier  gar  nicht  um  Kraft  itgend  welcher  Art  handelt. 
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Maa  kann  hiemach  die  Aufgabe  der  Physik  —  in  völliger  Analogie  mit 
deijemgen  der  Chemie  —  dahin  präcisieren,  dass  sie  die  qualitativen  Verwand- 
lungen der  Energie,  sei  es  aus  potentieller  in  aktuelle,  sei  es  aus  solcher  von 
eiset  in  solche  von  einer  andern  specifischen  Art,  zu  beschreiben  hat.  Will  man 
weter  gebn,  so  kann  man  hinzufügen,  dass  sie  schliesslich  alle  diese  Formen 
der  Energie  auf  eine  einzige  zurückzuführen  hat  (wiederum  in  Analogie  mit  der 
Chemie.^)  F.  Auerbach. 


Absolutes  Maass  und  absolute  Einheiten. 


I.  Bedeutung  und  Definition  des  absoluten  Maasses.  Die  Erforschung 
der  mannigfaltigen  Vorgänge  und  Erscheinungen,  welche  in  das  Gebiet  der 
Physik  gehören,  beginnt  der  Natur  der  Sache  nach  mit  einer  Beschreibung  und 
Umschreibung  der  in  Betracht  kommenden  Thatsachen.  Der  nächste  Schritt 
besteht  in  der  Ableitung  von  Regeln,  welche  gestatten,  den  Verlauf  der  Er- 
scheinung unter  gegebenen  Verhältnissen  im  Allgemeinen  vorauszubestimmen. 
Schliesslich  wird  man  versuchen,  den  Vorgang  durch  eine  Reihe  von  Zahlen - 
grossen  darzustellen,  welche  durch  eine  oder  mehrere  Gleichungen  so  zusammen- 
hängen, dass  der  eine  Theil  jener  Grössen  berechnet  werden  kann,  wenn  die 
übrigen  gegeben  sind.  Ein  solches  Gleichungssystem  kann  man  als  das  Gesetz 
der  Erscheinung  bezeichnen. 

Die  meisten  physikalischen  Gesetze  wurden  zuerst  in  der  Form  von  Pro- 
portionen aufgestellt.  Diese  Form  darf  aber  noch  nicht  als  die  endgiltige  ange- 
sehen werden.  So  ündet  man  z.  B.  bei  der  Untersuchung  der  Fallbewegungen 
zuerst  und  verhältnissmässig  leicht,  dass  sich  die  Fallräume  wie  die  Quadrate 
der  Fallzeiten  verhalten.  Die  wirkliche  Berechnung  des  Fallraumes  aus  der 
Gleicfaung: 

erfordert  aber  noch  die  Kenntniss  einer,  gewöhnlich  mit  g  bezeichneten  Con- 
stanten. Der  Werth  derselben  muss  durch  Beobachtungen  festgestellt  werden.  Nur 
wenn  auch  g  bestimmt  ist,  von  welcher  Grösse  ja  auch  die  Fallgeschwindigkeit 
abhängt,  sehen  wir  das  Problem  als  völlig  gelöst  an. 

Wir  benützen  dieses  Beispiel  zu  einer  weitergehenden  Betrachtung.  Man 
übersieht  leicht,  dass  die  in  die  obige  Gleichung  einzusetzende  Zahl  von  der 
Wahl  der  Einheiten  für  die  Länge  und  für  die  Zeit  abhängt.  Benutzt 
man.  das  Meter  und  die  Secunde,  so  ist  ^:=  9*806  für  mittlere  Breiten.  Ist 
das  Centimeter  die  Längeneinheit,  so  ist  ^  =  980*6,  und  ist  das  Meter  Längen- 
einheit, die  Minute  aber  Zeiteinheit,  so  ist  g  =»  35301*6.  Diese  Zahlen  ergeben 
sich  aus  der  Erwägimg,  dass  stets  (nach  der  Gleichung)  gl^  der  bei  dem  freien 
Fall  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegte  Weg  ist.  In  ähnlicher  Weise  hängen  die 
Zahlenwerthe  der  meisten  physikalischen  Grössen  von  mehreren  Einheiten  ab. 
Für  die  Ausführung  von  Rechnungen  mit  denselben,  besonders  wenn  mehrere 
verschiedenartige  Grössen  in  derselben  Gleichung  auftreten,  ist  es  durchaus  er- 
forderlich, diese  Abhängigkeit  von  den  zu  Grunde  liegenden  Einheiten  zu  kennen 
und  dem  entsprechend  die  richtigen  Zahlenwerthe  zu  benutzen. 

')  Ein  Grenzgebiet  zwischen  den  beiden  Wissenschaften  ist  die  »Physik  der  Materie«  oder 
»ISolecularpliTsik« ;  s.  das  grosse  Werk  von  O.  Lehmann,  »Molecularphysik«.    Lpz.  i888,.Bd^I.p 
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Wenn  man  sich  früher  meist  mit  der  Ableitung  phyadkalischer  Gesetze  in 
Form  von  Proportionen  begnügte,  so  wurden  auch  für  die  meisten  phjrsikalischen 
Constanten  (z.  B.  Leitungsfähigkeiten  für  Wärme  und  Electricität,  Reibungscoeffi- 
cienten  von  Flüssigkeiten  etc.)  zuerst  nur  relative  Werthe  ermittelt;  d.  h.  es  wurde 
die  betreffende  Constante  für  einen  beliebigen  Körper  als  Einheit  genommen,  sa 
z.  B.  die  Leitungsfähigkeit  des  Silbers  oder  Quecksilbers  gleich  eins  gesetzt  Je 
weiter  indess  die  physikalische  Forschung  fortschreitet,  um  so  mehr  macht  sich 
das  Bedürfhiss  geltend,  die  physikalischen  Grössen  nicht  mehr  in  relativem, 
sondern  in  einem,  wie  wir  es  im  Gegensatz  dazu  nennen  wollen,  absolutem 
Maass  auszudrücken. 

Wir  geben  von  dieser  Bezeichnung  die  folgende  Definition: 

Eine  physikalische  Grösse  ist  in  absolutem  Maass  bestimmt, 
wenn  die  dieselbe  ausdrückende  Zahl  nicht  auf  eine  willkürliche, 
sondern  auf  eine  bestimmte  Einheit  derselben  Grössenart  bezogen 
ist,  auf  eine  Einheit,  welche,  entsprechend  ihrer  Definition,  von  ge* 
wissen  Fundamentaleinheiten  abhängt,  die  allen  physikalischen 
Grössen  gemeinsam  sind. 

Dass  die  verschiedenen,  physikalischen  Grössen,  welche  zusammen  in  der- 
selben Gleichung  auftreten,  nothwendig  in  dem  eben  definirten  Sinne  auf  das- 
selbe absolute  Maass  bezogen  werden  müssen,  haben  wir  schon  hervorgehoben.^) 
Aber  auch  sonst  hat  die  Benutzung  absoluter  Werthe  vor  relativen  grosse  Vor- 
züge. Grössen,  welche  an  verschiedenen  Orten  und  zu  verschiedenen  Zeiten 
beobachtet  wurden,  können  ohne  weiteres  mit  einander  verglichen  werden,  wenn 
sie  nicht  auf  willkürliche,  sondern  auf  absolute  Einheiten  bezogen  wurden.  Aus 
diesem  Grunde  hat  zuerst  F.  Gauss  ^  eine  wirkliche  Messung  nach  absolutem 
Maass  vorgenommen,  indem  er  die  Stärke  des  Erdmagnetismus  auf  eine  Einheit 
bezog,  welche  durch  die  Einheiten  der  Länge,  der  Zeit  und  der  Masse  bestimmt 
war.  Den  nächsten  und  erfolgreichsten  weiteren  Schritt  in  der  Meteung  nach 
absolutem  Maass  that  W.  Weber«),  welcher  die  electrischen  Grössen  auf  absolute 
Einheiten  zurückführte.  In  neuerer  2^it  ist  die  Lehre  vom  absoluten  Maass 
mehrfach  in  Zusammenhang  dargestellt  worden.    Wir  nennen  spedell: 

EvERETT.    Units  and  physical  Constants.    London  1879. 

H.  Herwig,    Physikalische  Begriffe  und  absolute  Maasse.    Leipzig  1880. 

A.  Serpieri.  Die  mechanischen,  elektrostatischen  vnd  elektromagnetischen 
Einheiten.  Aus  dem  Italienischen  von  R.  von  Reichenbach.  A.  Hartlbben-s 
Verlag  1885. 

Gl.  Maxwell.  A  treatise  of  Electricity  and  Magnetism.  Oxford  1873.  (Ueber- 
setzt  von  B.  Weinstein  1883.)    Bd.  n,  Gap.  10. 

F.  KoHLRAüSCH.  Leitfaden  der  practischen  Physik.  Leipzig  1887,  pag.  3 11— 332. 

n.  Die  Grundeinheiten.  Bei  der  Erörterung  der  Auswahl  derselben 
möchten  wir  betonen,  dass  es  sich  dabei  um  eine  Frage  der  Zweckmässigkeit 
handelt,  dass  also  die  Entscheidung  für  die  eine  oder  andere  Gruppe  von  Ein- 

1)  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  giebt  schon  M.  FoaiOER  in  seiner  hertthmten:  Theorie 
analytique  de  la  chaleur  Section  IX.  eine  eingehende  Untersuchung  der  in  der  Warmetheorie  Tor- 
kommenden  Grössen.  Insbesondere  mag  bemerkt  werden,  dass  derselbe  den  Ausdruck  »Di- 
mension« der  Grössen  ganz  in  dem  jetzt  gebräuchlichen  Sinne  benutzt.  Deutsche  Ausgabe 
von  B.  Weinstein.    Berlin  1884,  pag.  95—98. 

^)  Intensitas  vis  magneticae  terrestris  ad  mensuram  absolutam  revocula  Göttingen.  183a. 
Gauss  Werke  5,  pag.  80. 

»)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen.     Abhd.  H.  und  HI.  (185a.)    Abhd.  IV.  (1857.) 
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heiten  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  zu  treffen  ist,  wobei  wir  bemerken  wollen, 
dass  auch  Gauss  ^)  die  Wahl  der  Einheiten  als  eine  offene  Frage  angesehen  hat 
Da  die  Physik  alle  in  ihr  Gebiet  gehörenden  Erscheinungen  durch  Bewegungen 
zu  erklären  bestrebt  ist,  die  reine  Bewegungslehre  aber  als  Grundbegriffe  nur 
Raum  und  Zeit  braucht,  so  werden  wir  jedenfalls  die  Längeneinheit  und  die 
Zeiteinheit  zu  den  Grundeinheiten  rechnen,*) 

In  der  Mechanik  kommen  zu  den  Begriffen  des  Raumes  und  der  Zeit  die- 
jenigen der  Masse  und  der  Kraft.  Dieselben  lassen  sich  nicht  unabhängig  von 
einander  definiren.  Sie  hängen  nach  dem  Grundprincip  der  Mechanik  dadurch 
zusammen,  dass  man  die  Kraft  dem  Produkt  aus  Masse  und  Beschleunigung  pro- 
portional setzt 

Hieraus  kann  man  entweder  die  Definition  der  Krafteinheit  entnehmen,  als 
diejenige  Kraft,  welche  der  Masseneinheit  die  Einheit  der  Beschleunigung  er- 
theilt,  oder  man  definirt  die  Masseneinheit  als  diejenige  Masse,  welche  durch  die 
Krafteinheit  die  Einheit  der  Beschleunigung  erlangt. 

Die  erste  Definition  setzt  voraus,  dass  man  die  Masseneinheit,  die  letzte, 
dass  man  die  Krafteinheit  zuvor  in  anderer  Weise  festgestellt  hat.  Zu  dieser 
weiteren  Bestimmung  pflegt  man  die  Gewichtseinheit  zu  verwerthen.  Setzt  man 
fest,  dass  ein  bestimmtes  Gewichtsstück,  etwa  die  übliche  Gewichtseinheit,  gleich- 
zeitig als  Masseneinheit  dienen  soll,  so  erhalten  wir  dadurch  eine  aus  der  ersten 
Definition  abzuleitende  Krafteinheit  Dies  ist  das  von  Gauss  und  Weber  be- 
nutzte System  von  Fundamentaleinheiten :  Länge,  Zeit  und  Masse-Gewicht  Wird 
dagegen  als  Krafteinheit  eine  bestimmte  Kraft,  etwa  die  Anziehung  der  Erde  auf 
die  Gewichtseinheit  an  einem  bestimmten  Ort  der  Erde  (etwa  unter  45°  Breite) 
gewählt,  so  erhält  man  ein  anderes  Maasssystem,  dasjenige,  welches  bisher  in 
der  Praxis  und  Technik  angewandt  wurde  und  auch  noch  im  Gebrauch  ist 

Das  GAUSS*sche  Maasssystem  wird  häufig  ausschliesslich  als  absolut  be- 
zeichnet, während  ftir  das  letztere  die  Ausdrücke:  conventionell,  practisch, 
irdisch  in  Anwendung  gekommen. 

Nacd  unserer  Definition  des  absoluten  Maasses  kann  man  zweifellos  auch 
das  zweite  S3rstem  als  ein  absolutes  bezeichnen.  Um  daher  diese  Systeme  zu 
unterscheiden,  habe  ich  die  Ausdrücke:  Masse  —  Gewicht  —  System  (abge- 
kürzt: M.  G.  S.)  und  Kraft  —  Gewicht  —  System  (K.  G.  S.)  in  Vorschlag 
gebracht*) 

Dass  die  Wahl  der  Einheiten  bei  dem  ersten  System  bei  weitem  zweck- 
mässiger ist,  wird  wohl  von  Niemand  bestritten  werden.  Wir  besitzen  bei  dem- 
selben eine  wohl  definirte  Masseneinheit,  welche  überall  (als  Gewichtseinheit)  mit 
grosser  Genauigkeit  reproducirt  werden  kann.  Die  Krafteinheit  folgt,  wie  oben 
bemerkt,  hieraus  in  unzweideutiger  Weise.  Bei  dem  anderen  System  ist  die  Kraft- 
einheit nur  für  einen  bestimmten  Ort  direkt  gegeben.  Die  Anziehung  der  Erde 
auf  die  Gewichtseinheit  ist  an  allen  übrigen  Orten  in  Folge  der  verschiedenen 
Wertiie  von  ^  etwas  von  1  verschieden.  Hiemach  ist  die  abgeleitete  Massen- 
einheit von  Ort  zu  Ort  veränderlich.  Würde  man  aber  diese  Anziehung  selbst 
an  jedem  Ort  als  Krafteinheit  benutzen,  so  hätte  man  eine  von  Ort  zu  Ort  sich 

>)  Gauss  Werke  V..  pag.  85. 

^  C  BoHN  kat  gezeigt,  dass  man  ein  absolutes  Maasssystem  auf  diese  beiden  Einheiten 
allein  besehen  kann.     Wiedem.  Annal.  18,  pag.  346. 

*)  A.  Obesbick.  Ueber  die  Bezeichnung  der  absoluten  Maasssysteme.  Wikd.  Ann.  31, 
pag.  335—336.  —  L.  Ppaundlsr.  Ueber  die  Bezeichnung  der  Maasssysteme.  Wied.  Ann.  33, 
pag.  188— 191.  T 
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ändernde  Fundamentaleinheit  Wir  werden  daher  die  weiteren  Ausführungen 
hauptsächlich  fUr  das  GAUSs'sche  absolute  System  geben  und  nur  gelegentHch 
das  K.  G.  S.  noch  berühren,  wo  es  sich  um  Grössen  handelt,  die  in  der  augen- 
blicklich herrschenden  Praxis  noch  nach  diesem  System  gemessen  werden. 

III.  Die  Dimension  einer  physikalischen  Grösse.  Jede  physikalische 
Grösse  wird  durch  eine  Zahl  ausgedrückt,  welche  durch  eine  Messung  festgestellt 
werden  muss,  d.  h.  durch  eine  Vergleichung  der  Grösse  mit  einer  Einheit  der- 
selben Grössenart.  Letztere  Einheit  soll  aber  nicht  mehr  willkürlich  sein, 
sondern  in  einer  noch  näher  festzustellenden  Weise  von  den  Grundeinheiten  ab- 
hängen. Verändern  wir  diese  Grundeinheiten  ihrem  Grössenwerthe  nach  (be- 
nutzt man  z.  B.  das  Meter  als  Längeneinheit  anstatt  des  Centimeters),  so  ändert 
sich  die  Einheit  der  Grössenart  und  damit  auch  der  Zahlenwerth  der  in  Frage 
kommenden  Grösse.  In  diesem  Sinne  kann  man  diese  Zahl  als  eine  Function 
der  Grundeinheiten  ansehen.  Es  soll  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  die  Form 
dieser  Function  zu  ermitteln.     Wir  beginnen  mit  den  einfachsten  Fällen. 

Eine  gegebene  Strecke  L  möge  die  Anzahl  a  Längeneinheiten  enthalten. 
Wählen  wir  eine  neue  Längeneinheit,  welche  das  «-fache  der  ersten  ist,  so  er- 
balten wir  als  neue  Maasszahl:   — . 

n 

Enthält  eine  Fläche  F  oder  ein  Volumen  V  b  Flächeneinheiten  oder  c  Volumen- 
einheiten, so  wird  die  Einführung  der  neuen  Längeneinheit  die  Benutzung  einer 
neuen  Flächeneinheit  und  einer  neuen  Volumeneinheit  bewirken,  wenn  wir  zuvor 
festgesetzt  haben,  dass  die  Flächeneinheit  das  Quadrat  der  Längeneinheit,  die 
Volumeneinheit  der  Cubus  der  Längeneinheit  sein  soll. 

Die  neuen  Zahlen  für  F  und   V  sind  dann  hjn^  und  r/«'. 

Im  Anschluss  an  die  gewöhnliche  Bezeichnungsweise:  eine  Linie  ist  ein  geo- 
metrisches Gebilde  von  der  ersten,  eine  Fläche  von  der  zweiten  Dimension  etc. 
wollen  wir  hier  die  Bezeichnungen  einführen:  Eine  Linie  ist  in  Bezug  auf  die 
Längeneinheit,  von  der  Dimension  1,  eine  Fläche  von  der  Dimension  2  etc.  Diese 
Sätze  mögen  durch  die  folgende  Formulirung  ausgedrückt  werden: 

[F]s=[/»],  oder  allgemein: 

Der  letzte  Ausdruck  soll  bedeuten :  Die  Grösse  A  ist  in  Bezug  auf  die  Längen- 
einheit von  der  Dimension  a.  Dieser  Satz  soll  zunächst  nur  ein  abgekürzter  Aus- 
druck für  die  folgende  Rechenregel  sein. 

Ist  das  Maass  der  Grösse  A  die  Zahl  ^i,  für  die  Einheit  Z^,  so  erhält  man 
Rlr  dieselbe  Grösse  die  Zahl  a^  entsprechend  der  neuen  Einheit  Z^,  wenn  man: 

setzt. 

Wir  werden  nun  weiter  finden,  dass  die  Maasszahlen  aller  physikalischen 
Grössen  von  Potenzen  der  drei  Grundeinheiten,  die  vorläufig  mit  x,  y,  z,  bezeichnet 
werden  mögen,  abhängen.  Das  Produkt  dieser  Potenzen  soll  die  Dimension 
der  Grösse  heissen.  Wir  wollen  dies  entweder  in  der  folgenden  Form  aus- 
drücken: 

[A]^[x^'y^'grt] 

und  dies  als  eine  Dimensionsgleicbungbezeichnen,  oder  durch  die  Glesdning; 

*^    *  •'^      *  ^'  Digitizedbv  ^.^^^l^ 
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velcbe  bedeuten  soll,  dass  A  gleich  der  durch  Messung  gefundenen  Zahl  a^  ist, 
wenn  die  Einheiten  x^y^^  %^  benutzt  werden*  Denkt  man  sich  jetzt  für  eine  der 
Einheiten,  z.  B.  für  or^  die  neue  Einheit  x^  eingeführt,  so  kann  die  Umrechnung 
der  Zahl  nach  der  früheren  Regel  erfolgen.  Da  aber  der  Uebergang  zu  neuen 
Werthen  der  beiden  anderen  Einheiten  j;  und  z  unabhängig  von  x  und  nach  der- 
selben Regel  erfolgt,  so  ist  die  Dimensionsgleichung 

[^=[^.JFß.5T] 

da-  kurze  Ausdruck  für  die  folgende,  allgemeine  Regel: 

Ist  a^  der  Zahlenwerth  der  Grösse  A  bei  Benutzung  der  Einheiten  x^^y^^  ir^, 
so  erhält  man  für  die  neuen  Einheiten  x^^y^^z^  den  Zahlenwerth  a^  aus  der 
Gleichung:  ^    ^ 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  wie  schon  früher  bemerkt,  die  Kenntniss 
der  Dimension  für  das  Rechnen  mit  physikalischen  Grössen.  Addition  und 
Subtraction  derselben  haben  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  die  Grössen  die- 
selbe Dimension  haben.    In  diesem  Fall  sind  nur  die  Maasszahlen  zu  addiren. 

Die  Multiplication  zweier  Grössen  vollzieht  sich,  indem  man  die  Zahlenwerthe 
multiplicirt    Das  Produkt  hat  aber  eine  andere  Dimension  wie  die  Factoren. 

Ist:  ^  =  ö[^.j^ß.«ir], 

B^b\ofi'y^'7i^^ 

C^AB, 
nnd  setzt  man: 

femer:  c^^a^b,  so  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  eigentliche  Bedeutung  der 
Dimensionen  zeigen,  dass: 

oder  nach  früherer  Bezeichnung  zu: 

Die  Dimension  des  Produktes  ist  gleich  dem  Produkt  der  Dirnen« 
sionen  der  Factoren. 

Hieraus  lässt.  sich  leicht  der  allgemeine  Satz  ableiten: 

Alle  einfachen  Rechenoperationen,  welche  man  mit  den  Grössen 
vornimmt«  sind-  auch  mit  den  Dimensionen  vorzunehmen,  um  die 
Dimension. iies.Reault«t$.  zu. erhalten»^  infan^  kann  auch.umgekehrt  sagen: 
Rechenoperationen  mit  physikalischen  Grössen,  welche  auf  verschiedene  Ein- 
heiten bezogen  sind,  haben  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  man  naeh  Ausführung 
der  Rechnung  mit  den  2^1enwerthen  die  neue  Einheit  der  resultirenden  Zahl 
feststellt. 

Auf  Grund  dieser  Betrachtungen  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Dimensionen 
der  einzelnen  Grössen  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zweck  ist  auf  die  Definition  der  Grössen  zurückzugehen.  Ent- 
hält dieselbe  die  Grundeinheiten  direkt,  so  kann  man  die  Dimension  unmittel- 
bar hinschreiben.  So  wird  z.  B.  das  Trägheitsmoment  eines  festen  Körpers  de- 
finirt  als  die  Summe  aller  Produkte  aus  den  einzelnen  Massen,  multiplicirt  mit 
den  Quadraten  der  Entfernungen  von  der  Drehungsaxe,  folglich  ist  die  Dimen- 
sion:  ]ml^]. 

Enthält  die  Definition  abgeleitete  Grössen,  so  hat  man  die  Dimension  nach 
der  oben  angeführten  Regel  auszurechnen. 

So  katm  k.  B.  der  :Reibungscoäfficient  t)  einer  Flüssigkeit  auf  die  folgende 
Weise  definirt  werden.  ^  DigiteedbyGO'Ogle 


38 


Absolutes  Maass.    Dimension. 


Man  findet  zunächt,  dass  die  Reibung  als  eine  Druckkraft  p  aufge£etöst  werden 
kann,  welche  dem  Differentialquotienten  der  Geschwindigkeit  senkrecht  gegen  die 
Geschwindigkeitsrichtung  proportional  ist.  Indem  man  dann  die  Abhängigkeit 
von  der  Natur  der  Flüssigkeit  durch  den  Reibungscoefficienten  ausdrückt,  eriiält 
man  die  Definitionsgleichung  desselben: 

dv 

Daraus  ist  die  Dimensionsgleichung  zu  bilden: 
oder  nach  der  früheren  Regel: 

Setzt  man  hierin  die  bekannten  Dimensionen  (s.  die  folgende  Tabelle  I)  ein : 
SO  ist: 

Wenn  wir  nun  zur  Zusammenstellung  der  Dimensionen  physikalischer  Grössen 
übergehen,  so  mag  zunächst  bemerkt  werden,  dass  es  eine  ganze  Anzahl  Grössen 
giebt,  welche  ihrer  Definition  nach  unbenannte  Zahlen,  also  unabhängig  von 
allen  Grundeinheiten  sind.  Solche  Grössen  sind  z.  B.  das  specifische  Gewicht, 
die  specifische  Wärme,  der  Brechungsexponent.  Die  übrigen  Grössen  wollen  wir 
eintheilen  in:  Grössen  aus  der  Mechanik  im  weiteren  Sinne,  d.  h.  also  der 
Mechanik  der  festen  Körper,  der  Flüssigkeiten  und  Gase,  Grössen  der  Wärme- 
lehre, und  magnetische  und  electrische  Grössen. 

Die  Masse,  die  Länge  und  die  Zeit  sollen  überall  durch  die  Buchstaben  «r, 
/  und  /  bezeichnet  werden. 

Bei  Angabe  von  Zahlenwerthen  werden  wir  gewöhnlich  als  Masseneinheit  das 
Gramm,  als  Längeneinheit  das  Centimeter,  als  Zeiteinheit  die  Secunde  benutzen. 

IV.  Dimensionen  von  Grössen  aus  der  Mechanik.  Nachdem  wir  die 
Berechnung  der  Dimensionen  ausführlich  besprochen  haben,  können  wir  dieselben 
in  der  folgenden  Tabelle  I  zusammenstellen.  In  derselben  enthält  die  erste 
Colonne  die  Bezeichnung  der  Grösse,  die  zweite  den  für  dieselben  gewählten 
Buchstaben.    Es  folgt  dann  ihre  Definition  und  endlich  ihre  Dimension. 


Tabelle  I.    Dimensionen  von  Grössen  aus  der  Mechanik. 


Bezeichnung 


1.  Geschwindigkeit .....  v  II  t 

2.  Beschleunigung b  vh 

3.  Dichtigkeit h  min 

4.  Kraft R  mh 

5.  Arbeit L  Rl 

6.  Lebendige  Kraft      .    ,    .    .  U  mv^ 

7.  Drehungsmoment    ,    .    .    .  V  Rl 

8.  Trägheitsmoment     ....  AT  mfl 

9.  Elasticitätsmodel      .    .    .    .  E  Rll^ 

10.  Druck /  Rll^ 

11.  ReibungscoefF.   bei   Flüssigk.  r\  pllv 

12.  Oberflächenspannung    .    .     .  a  // 

13.  Specifische  Cohäsion   ...  9  a/d 

Wir  knüpfen  an  diese  Tabelle  einige  Bemerkungen. 


Definition 


Dimension 
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1.  Bildet  man   den  Quotienten  r^    so   ist   die  Dimension   desselben:  /', 

fibereinstimmend  mit  der  Formel  für  die  Schwingungsdauer  eines  physischen 
Pendels: 

3.  Bildet  man  \j\  und  \j\,  so  erhält  man  die  Dimension:   [flf-^]i=:[v^]. 

Beide  Aiisdrücke  geben  bekanntlich  (bis  auf  Zahlenfactoren)  die  Quadrate  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Schwingungsbewegungen  resp.  des  Schalls  in 
festen,  elastischen  Körpern  und  in  Gasen. 

3.  Ist  an  einem  Ort  die  Beschleunigung  der  Schwere  «s^,  so  beträgt  dort 
die  Anziehung,  der  Erde  auf  die  Gewichtseinheit:  g  Krafteinheiten ^)  also  in 
mittlerer  Breite:  9S0'S  \gr  cm  sec-^].  .Wenn  daher  an  diesem  Ort  auf  einen 
Punkt   eine   Kraft   wirkt,   welche    =  k[sr  cm  sec-^]  ist,    so   kann  ein  Gewicht 

von  qöÄZg  ^  den  Punkt  im  Gleichgewicht  erhalten,  wenn  dasselbe  an  einem  Faden 

wirkt,  welcher  der  Kraftrichtung  entgegengesetzt  ist  und  dann  über  eine  Rolle  geht 

4.  Für  den  normalen  Luftdruck  (relativ  gemessen  durch  einen  Barometer- 
stand von  76^1»  bei  0^  C.)  erhält  man  den  absoluten  Werth: 

76.  13-596.  980-6  =  1013300  [fr  cm-i  sec-^]. 
Als  ein  Beispiel  für  die  Umrechnung  auf  andere  Einheiten   mag  der  Luft- 
druck auch  in  dem  System  [k/^r  w^  sec-^^]  bestimmt  werden.     Mit  Rücksicht 

auf  die  früheren  Regeln  hat  man  die  alte  Zahl  mit  (■Jqöq)  (töo)  "^  (10) 
zu  multipliciren. 

Der  Luftdruck  ist  also  auch: 

101330  [k^-m-^sec-^]. 

5.  Bei  der  Berechnung  von  Kräften  nach  absoluten  Einheiten  ist  dei  den 
Gesetzen,  denen  dieselben  gehorchen,  wohl  darauf  zu  achten,  ob  sie  unmittelbar 
in  der  Dimension  einer  Kraft  gegeben  sind  oder  ob  man  noch  einen  Factor 
hinzufügen  muss.  Für  die  Centrifugalkraft  z.  B.  gilt  das  Gesetz,  dass  dieselbe 
dem  Produkt  aus  Masse,  Quadrat  der  Geschwindigkeit  und  reciprokem  Kreis- 
radias  proportional  ist.    Folglich  hat  dieselbe  die  richtige  Dimension  einer  Kraft 

Man  kann  dieselbe  also  unmittelbar  aus  den  gegebenen  Werthen  in  abso- 
lutem Maass  ausrechnen.  Setzt  man  z.  B.  den  Erdradius  für  den  Aequator: 
»638  «10*  cm,  die  Umlaufszeit  der  Erde  =  86164  sec,  so  ist  die  Centrifugalkraft 
am  Aeqnator: 

«  (g~^j*638  •  10«  =  3-39  [gr  cm  sec-^]. 

Dieselbe  ist  in  absolutem  Maass  gemessen  und  auf  dieselbe  Krafteinheit  be- 
zogen, wie  ^  s  98(^6. 

Wollte  man  dagegen  die  Anziehungskraft  zweier  Massentheilchen,  welche  nach 
dem  NiwTON'schen  allgemeinen  Gravitationsgesetz  proportional  dem  Produkt  der 
Massen,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Entfernung  ist,  ohne  weiteres  diesem 
Product  gleichsetzen,  so  erhielte  man  einen  Ausdruck  von  der  Dimension 
[m*/-^,  welcher  durchaus  nicht  mit  der  Dimension  der  Kraft  übereinstimmt 

^  Eine  Kraftemheit:  ^  an  sec^^  wird  auch  mit  dem  wenig  geschmackvollen  Namen 
Djne  bezeichnet.  ^^  ^ 
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6.  Wir  müssen  daher  einen  Factor  7  in  das  Gravitationsgesetz  einführen,  so 
dass: 

-        mim' 

die  anziehende  Kraft  in  absoluten  Krafteinheiten  darstellt     Man  bezeichnet  7  als 
die  Gravitadonsconstante.     Es  soll  zunächst  die  Dimension,  sodann  der  Zahlen- 
werth  derselben  ermittelt  werden. 
Aus  der  Dimensionsgleichung: 

erhält  man 

Zur  Berechnung  derselben  geht  man  von  der  Anziehung  der  Erde,  dieselbe 
als  homogene  Kugel  gedacht,  auf  die  Masseneinheit  aus.    Da  dieselbe  einerseits 

=  980*6  Krafteinheiten,  andererseits  =71 -ö'-^**^)jDi  ist,  so  erhält  man  7,  indem 

man  in  den  letzten  Ausdruck  den  Mittelwerth  des  Erdradius  und  die  durch- 
schnittliche Dichte  der  Erde  seUt,    Setzt  man:   i?  =  6*3646 -lO«  r^i 

«  =  5-6, 
so  ist: 

7  =  6-568  •  10-8  [^-1  cm*  ser-^]. 

Die  Kenntnis  dieser  Constanten  giebt  erst  eine  klare  Vorstellung  von  der 
allgemeinen  Massenanziehung.  Um  dieselbe  möglichst  anschaulich  zn  machen, 
habe  ich  die  folgende  Aufgabe  behandelt. 

Zwei  gleich  grosse  Kugeln  seien  einander  bis  zur  Berührung  ihrer  Ober- 
flächen genähert.  Wie  gross  muss  der  Radius  und  wie  gross  das  Gewicht  der 
Kugeln  sein,  wenn  ihre  Anziehung  gleich  dem  Zug  eines  Grammes  ist,  welches 
an  einem  über  eine  Rolle  gehenden  Faden  hängt? 

Setzt  man  den  Radius  der  Kugel  s=  x,  ihr  specifisches  Gewicht  =  a,  so  hat 
man  x  aus  der  Gleichung: 

zu  berechnen. 
Man  findet: 

a)  wenn  a  =  1  (Wasser), 

:c  =  241-5  cm,  das  Gewicht:  5902  10^  ^ «=  59020  >^r. 

b)  wenn  <j  =  21  (PUtin): 

X  «*  52-71  cm,  das  Gewicht  1-288  •  10^  gr  =  12880  kgr. 
In  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  wird  bis  jetzt  selten  Rücksicht  auf  die 
Dimensionen    der    Grössen    genommen.     So    findet   man   z.   B.  für  das   dritte 
KEPLER'schc  Gesetz  vielfach  die  Gleichung: 

M       a> 

wo  M  die  Sonnenmasse,  a  die  grosse  Axe  einer  Planetenbahn,  T  die  Ümlanfii- 
zeit  desselben  ist.  Eine  Berechnung  der  Sonnenmasse  aus  dieser  Gleichung 
würde  das  Hinzutreten  einer  Constanten  erfordern,  sodass  die  Cleichung  bei 
Benutzung  der  bisherigen  Einheiten  heissen  müsste: 

Ebenso  ist  die  Gleichung  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  für  die  Be- 
wegung eines  Planeten 
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,  ,^   ^  MM* 

worin  M  wieder  die  Sonnenmasse,  M^  diejenige  des  Planeten  ist. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  bei  der  Erde  das  zweite  (negative)  Glied  un- 
gefibr  doppelt  so  gross  ist  als  das  erste. 

7.  Wir  schiiessen  diesen  Abschnitt  mit  einer  kurzen  Besprechung  des  Kraft- 
Gewicht-Systems.  Dass  dasselbe  in  der  Physik  und  Technik,  speciell  in  der 
Mechanik,  Wärme-  und  Maschinenlehre,  vorwiegend  benutzt  wurde,  lag  zum 
Theil  daran,  dass  man  sich  oft  mit  wenig  exacten  Definitionen  physikalischer 
Grössen  begnügte,  zum  Theil  aber  auch  an  der  grösseren  Anschaulichkeit,  welche 
einige  Begriffe  bei  Benutzung  dieses  Systems  hatten.  Wird  z.  B.  eine  Arbeit 
nach  Kilogrammetem  gemessen,  wobei  die  Arbeitseinheit  diejenige  Arbeit  ist, 
welche  aufgewandt  werden  muss,  um  1  Kilogramm  um  einen  Meter  zu  heben, 
so  ist  diese  Ausdrucksweise  sehr  anschaulich,  weil  ein  Jeder  ungefähr  die  Krafl- 
anstrengung  keimt,  die  nöthig  ist,  um  ein  Gewicht  zu  heben.  Exact  ist  die 
Definition  allerdings  nur  dann,  wenn  man  hinzufügt,  dass  die  Krafleinheit  die- 
jenige Kraft  ist,  mit  welcher  die  Erde  das  Kilogramm  anzieht.  Denn  daran  ist 
unter  allen  Umständen  festzuhalten,  dass  eine  Arbeit  stets  ein  Product  aus  einer 
Kraft  in  einen  Weg  ist 

Auch  der  Druck  einer  Flüssigkeit  oder  eines  Gases,  ebenso  wie  die  Spann- 
kraft eines  Dampfes  ist  als  eine,  einer  Fläche  proportionale  Kraft  anzusehen. 
Wird  als  Maass  desselben  ein  Gewicht  angegeben,  z.  B.  fUr  den  Atmosphären- 
druck 1033  gr  pro  qcnii  so  muss  darunter  wieder  eine  Kraft  verstanden  werden, 
deren  Einheit  die  Anziehung  der  Erde  auf  ein  Gewichtsstück  von  einem  Gramm 
ist  Dann  aber  wird  man,  wie  ich  glaube,  eine  anschaulichere  Vorstellung  von 
der  Grösse  des  Drucks  erhalten,  als  wenn  man  denselben  M.  G.  S.  angiebt 

Der  Elasticitätsmodul  eines  Metalls  ergiebt  sich  bekanntlich  aus  der  Dehnung 
eines  Drahtes  nach  der  Gleichung: 

^       q-E' 
worin  /  die  Länge  des  Drahtes,  q  der  Querschnitt,  P  das  spannende  Gewicht 


ist    Im  K.  G.  S.  erhalt  man  daher  unmittelbar  aus  dem  Versach:    E* 


m 


d.  h.  der   Dimension   nach:    \Rl~\     Gewöhnlich   findet  man  die  Elasticitäts- 
co^fficietiten  in  der  Form  jB=Zahl  \klgr"mtn-*^\  angegeben,  z.  B.  für  Eisen: 

E^  18000  {klg'fnnr''^\  (K.  G.  S.) 
oder: 

E^  1800010»  [^r.^»i-2]  (K.  G.  S.). 
Dagegen: 

-ff  =  1765 .  10». [^ cm-^  sec-^\  (M.  G.  S.). 
Der  Druck   auf  eine  freie  Flüssigkeitsoberfläche  hängt  von  der  Krümmung 
derselben  nach  der  Gleichung: 

/^/.+  «  (1  +  1)  ab. 

Ist  der  Druck  im  K.  G.  S.  von  der  Dimension:  Rl-\  so  ist:    [a]=sJ?/-i], 
Als  specifische  Cohäsion  würde  man  hier  definiren:   die  Oberflächenspannung, 
dividitt  durch  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  oder: 

■  -  ■    H  =  [«/ie//»]  =  [^]. 

Hier  ist  also  die  specifische  Cohäsion  von  der  Dimension  /^.     Dies  stimmt 
überein  mit  der  Gleichung  für  die  Steighöhe  in  Capillarröhren,  nach  welcher: 

ft*cosf^^:i\rh  ist.  x^T^ 
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Auch  hier  schliesst  sich  der  Dimionsausdruck  unmittelbar  dem  Ergebntss 
des  Versuches  an.  Der  Uebergang  von  den  Maasszahlen  im  K.  G.  S.  zu  den- 
jenigen des  M.  G.  S.  bedingt,  wenn  die  Dimension  im  K.  G.  S.  die  Kra^  R 
enthält,  eine  Multiplication  mit  G^  im  entgegengesetzten  Fall  eine  Division  mit  G. 
£s  tritt  aber  im  ersten  Fall  an  Stelle  von  R  in  die  Dimension  mlt-^,  im  zweiten 
Fall  an  Stelle  von  m\  Et-'^fi.  A.  Obbrbeck. 


Allgemeine  Mechanik. 

(Mechanik  starrer  Körper.) 


Einleitung. 

Den  Begriff  der  Mechanik  fasst  man,  selbst  wenn  man  von  der  technischen 
Mechanik  absieht,  also  nur  die  sogenannte  reine  Mechanik  in  Betracht 
zieht,  in  einem  weiteren  und  einem  engeren  Sinne.  Im  weiteren  Sinne  umfasst  die 
Mechanik  sämmtliche  Erscheinungen,  allgemeinen  oder  speciellen  Charakters, 
welche  sich  auf  die  Ruhe  oder  die  Bewegung  materieller  Körper  beziehen.  Nun 
treten  aber,  wenn  man  diese  Erscheinungen  an  einem  beliebig  herausgegriffenen 
Körper  verfolgt,  sofort  zwei  völlig  verschiedene  Classen  von  Vorgängen  hervor, 
nämlich  solche,  bei  welchen  der  Körper  zwar  im  Räume  sich  verschiebt  und 
dreht,  als  solcher  aber  an  Volumen  und  Gestalt  ungeändert  bleibt,  sodass  man 
dasselbe  Resultat  statt  durch  Bewegung  des  Körpers  auch  durch  eine  fingirte 
Bewegung  des  Raumes  erzielen  kann,  und  andererseits  solche,  bei  welchen  die 
einzelnen  Theile  des  Körpers  gegen  einander  sich  verschieben,  letzterer  also 
Volumen  und  Gestalt  verändert.  Es  zeigt -sich  nun,  dass  für  den  Verlauf  der 
Vorgänge  der  letzteren  Art  der  physikalische  Charakter  der  den  Körper  bildenden 
Materie,  d.  h.  sein  Aggregatzustand  von  derart  maassgebender  Bedeutung  ist,  dass 
man  in  dieser  Hinsicht  die  festen,  die  flüssigen,  die  gasförmigen  Köiper  in  ge- 
sonderten Disciplinen  behandeln  muss.  So  kommt  es,  dass  derjenige  Theil  der 
Mechanik,  welchen  man  die  specielle  Mechanik  nennen  kann,  in  drei 
Disciplinen  zerfällt:  Die  Elasticitätslehre  (spec.  Mech.  der  festen  Körper), 
die  Hydromechanik  (spec.  Mech.  der  flüssigen  Körper)  und  die  A^ro- 
mechanik  (spec.  Mech.  der  Gase).  Dieser  speciellen  Mechanik  ist  weiter  unten 
eine  Reihe  von  Artikeln  gewidmet. 

Es  giebt  nun  aber  zahlreiche  Vorgänge,  bei  welchen  die  Volumen-  und 
Gestaltsänderungen  der  betreflenden  Körper  entweder  ganz  fehlen  oder  doch 
von  mehr  oder  weniger  unerheblichem  Einflüsse  auf  jenen  zu  untersuchenden 
Vorgang  sind.  Man  nennt  in  diesem  Falle  den  Körper  einen  starren  Körper,^) 
und  die  Wissenschaft  von  der  Ruhe  und  der  Bewegung  der  starren  Körper  ist. 


>)  Ein  in  diesem  Sinne  starrer  Körper  gehört  aUo  keinem  besonderen  Aggregatsustande 
an;  femer  ist  in  diesem  Sinne  ein  Körper  entweder  starr  oder  er  ist  es  nicht;  Grade  giebt  es 
nicht  Dagegen  wird  die  Bezeichnung  Starrheit  zuweilen,  besonders  von  Seiten  englischer 
Physiker,  auch  in  einem  andern,  quantitativen  Sinne  angewandt,  nämlich  um  den  Widerstand 
gegen  Formänderungen  auszudrücken.     S.  z.  B.  Tatt,  Eigenschaften  der  Materie.     Wien  1888, 

pag.  150. 
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im  Gegensatz  zur  speciellen Mechanik,  die  allgemeine  Mechanik.  Allgemein  darf 
sie  desshalb  genannt  werden,  weil  die  von  ihr  behandelten  Vorgänge  nicht  diesem 
oder  jenem  Aggregatzustande  eigenthümlich ,  sondern  aller  Materie  gemeinsam 
sind.  Unter  diesen  Umständen  wird  es  einigermaassen  begreiflich,  dass  eine  ge- 
wisse Uneinigkeit  der  Ansichten  darüber  herrscht,  ob  die  allgemeine  Mechanik 
überhaupt  eine  physikalische  oder  ob  sie  nicht  vielmehr  eine  mathematische 
Disciplin  sei,  insofern  es  sich  bei  ihr  lediglich  um  räumliche  Vorgänge  handelt. 
Ist  aber  die  letztere  Motivirung  schon  desshalb  nicht  entscheidend,  weil  der  der 
Geometrie  mit  der  Physik  gemeinsame  Zeitbegriff  hier  eine  nicht  minder 
wichtige  Rolle  spielt,  so  wird  der  physikalische  Charakter  der  allgemeinen  Mechanik 
durch  die  Erwägung  vollends  evident,  dass  zwar  der  specielle  Aggregatzustand 
der  Materie  hier  gleichgültig  ist,  dass  aber  ihr  allgemeiner  Maassbegriff,  der  Be- 
griff der  Masse,  also  ein  durchaus  physikalischer  Begriff,  hier  von  grundlegender 
Bedeutung  ist.  Gewisse  Resultate  der  Disciplin  lassen  sich  zwar  auch  ohne  Be« 
rricksichtigung  der  Masse  ableiten,  und  es  ist  demgemäss  eine  besondere  Disciplin 
»Kinematik €  gebildet  worden;  der  Stoff  derselben  ist  aber  theils  in  die  Geo- 
metrie zu  verweisen,  theils  lässt  er  sich  leicht  mit  der  wirklichen  Mechanik  ver 
einigen. 

Wenn  man  bedenkt,  dass  ein  starrer  Körper  zwei  verschiedenartige  Ver- 
änderungen erfahren  kann,  eine  Verschiebung  und  eine  Drehung,  so  sieht  man 
ein,  dass  es  eine  besonders  einfache  Classe  von  Vorgängen  geben  muss,  welche 
nur  in  Verschiebungen  bestehen.  Alle  Theile  des  Körpers  führen  dann  dieselbe 
Bewegung  aus,  die  räumliche  Ausdehnung  des  Körpers  spielt  überhaupt  keine 
Rolle.  Man  nennt  demgemäss  einen  solchen  Körper  einen  materiellen  Punkt 
Damit  ist  nur  gesagt,  dass  für  die  zu  untersuchende  Erscheinung  der  Körper  als 
Punkt  betrachtet  werden  kann;  die  wirkliche  Grösse  des  Körpers  bleibt  davon 
gänzlich  unberührt,  und  es  kann  z.  B.  bei  einem  bestimmten  Problem  die  Erde 
als  materieller  Punkt  betrachtet  werden.  Hiemach  bildet  die  Mechanik  des 
materiellen  Punktes  eine  Unterabtheilung  der  Mechanik  starrer  Körper. 

Eine  weitere  Gliederung  entsteht  dadurch,  dass  man  die  Ruhe  (oder  wie 
man  diesen  Zustand  auch  nennt,  das  Gleichgewicht,  s.  w.  u.)  und  die  Bewegung 
gesondert  betrachtet.  So  ergiebt  sich  die  allgemeine  Statik  und  Dynamik,  die 
Statik  und  Dynamik  fester  Körper,  die  Hydrostatik  und  Hydrodynamik,  die  Aero- 
statik und  Aerodynamik.^) 

Wie  in  allen  Gebieten  der  Physik,  so  kann  man  auch  in  der  Mechanik  zwei 
verschiedene  Wege  einschlagen.  Man  kann  entweder  für  jede  einzelne  Er- 
scheinung sich  der  Beobachtung  resp.  des  Experimentes  bedienen.  Die  so  er- 
mittelten speciellen  Erscheinungen  sind  weiter  unten  in  einer  Reihe  von  Artikeln 
bebandelt.  Andererseits  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  sämmtliche  Er- 
scheinungstypen aus  möglichst  wenigen,  theils  der  Erfahrung  entnommenen,  theils 
logischen  Prindpien  durch  rein  logische  resp.  mathematische  Operationen  abzu- 
leiten.   Diese  Aufgabe  soll  im  folgenden  behandelt  werden. 

Hierbei  würde  es  sich  zunächst  um  die  Feststellung  der  apriorischen,  nicht 
weiter  analy sirbaren  und  definirbaren  Grundbegriffe  handeln;  es  ist  jedoch  dieser 
Feststellung  ein  eigener  Artikel  (s.  o.  >Grundbegriffe€)  gewidmet;  wir  können 
uns  daher  sogleich  den  Principien  der  Mechanik  zuwenden. 


1)  Einige  Physiker,  so  Thomson  und  Tait  (»Natural  Philosophy«,  deutsche  Ausgabe, 
»Hdb.  d.  theor.  Physik«,  Brauuschw.  1871)  nennen  das  Ganze,  also  das,  was  oben  Mechanik 
genannt  ist,  »Djrnamik«,  und  theilen  diese  dann  ein  in  »Statik«  und  »Kinetik«..        i()()qIp 
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Principien  der  Mechanik. 

Es  möge  hier,  vorbehaltlich  ihrer  späteren  Anwendung,  eine  kurze  Zusammen- 
stellung derselben  gegeben  werden.  Auf  eine  kritische  Discussion  derselben  muss 
aber  verzichtet  und  hierüber  folgendes  bemerkt  werden.  Unter  den  Begriff 
Principien  hat  man  im  Laufe  der  Zeit  eine  Anzahl  ziemlich  verschiedenartiger 
Sätze  zusammengeworfen,  welche  theils  aus  der  Erfahrung  unmittelbar  entnommen, 
theils  logische  Folgerungen  aus  anderen  Principien,  theils  aber  nichts  anderes  als 
Definitionen  gewisser  Begriffe  sind.  Je  nach  dem  Stande  der  Erkenntniss,  und 
je  nach  der  Auffassung  der  Grundlagen  und  Aufgaben  der  Mechanik  ist  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  und  von  verschiedenen  Gelehrten  häufig  ein  und  dasselbe 
Princip  in  die  erste,  zweite  oder  dritte  der  obigen  Klassen  eingereiht  worden, 
und  noch  gegenwärtig  ist  die  Discussion  über  Fragen  dieser  Art  nicht  geschlossen, 
und  nur  so  viel  kann  als  Ergebniss  derselben  endgültig  angegeben  werden,  dass 
es  neben  den  drei  apriorischen  Grundbegriffen  Raum,  Zeit  und  Materie  apriorische 
Lehrsätze  nicht  giebt,  dass  vielmehr  das,  was  früher  hierfür  gehalten  wurde,  stets 
in  einer  der  drei  obigen  Classen  von  Principien  sich  unterbringen  lässt.  Man 
unterscheidet  auch  wohl  zwischen  Grund-  oder  Fundamentalprincipien,  Axiomen, 
abgeleiteten  Principien,  Regeln  u.  s.  w.,  diese  Unterscheidungen  sind  aber  ent- 
weder an  sich  hinfallig  oder  lassen  sich  nicht  streng  durchführen.  Auch  ist  zu 
bemerken,  dass  von  den  Principien  das  eine  umfassender  ist,  als  das  andere  und 
oft  mehrere  der  letzteren  in  sich  enthält.  Schliesslich  ist  auf  die  hochinteressante 
und  für  das  nähere  Verständniss  der  Principien  unentbehrliche,  historische  Ent- 
wickelung  derselben  hinzuweisen;  den  Urheber  eines  bestimmten  Principes  anzu- 
geben, ist  nicht  immer  möglich,  weil,  wie  jene  GeschicBte  zeigt,  die  meisten  jener 
Principien  sich  aus  ganz  unscheinbaren  Anfängen  erst  ganz  allmählich  heraus- 
gebildet haben.^) 

1.  Das  Beharrungs-,  Trägheits-  oder  GALiLEi*sche  Princip.  Dasselbe 
lautet  in  der  ihm  von  Newton  gegebenen  schärferen  Fassung:  Jeder  Körper  ver- 
harrt in  seinem  Zustande  der  Ruhe  oder  der  gleichförmigen,  geradlinigen  Be- 
wegung, solange  er  nicht  durch  einwirkende  Kräfte  gezwungen  wird,  diesen  Zu- 
stand zu  ändern.  Ruht  also  ein  Körper,  so  bleibt  er  in  Ruhe;  bewegt  er  sich 
geradlinig  und  gleichförmig,  so  fahrt  er  fort,  dies  zu  thun;  bewegt  er  sich  unter 
Wirkung  einer  Kraft  geradlinig,  aber  mit  veränderlicher  Geschwindigkeit,  so  be- 
wegt er  sich,  wenn  jene  aufhört,  geradlinig  mit  der  Endgeschwindigkeit  weiter; 
bewegt  er  sich  unter  der  Wirkung  einer  Kraft  krummlinig,  so  bewegt  er  sich  nach 
Aufhören  derselben  in  der  Tangente  der  Bahn  weiter.  Dieses  Princip  enthält,  nach 
der  neueren  Auffassung,  die  Definition  des  Kraftbegriffes  (s.  Grundbegriffe, 
pag.  i8),  insofern  festgesetzt  wird,  dass  nicht  die  Geschwindigkeit,  sondern  erst 
deren  Aenderung,  also  die  Beschleunigung  als  Wirkung  einer  Kraft  betrachtet 
werden  soll.  Die  Beziehung  zwischen  jener  Wirkung  und  dieser  Ursache,  also 
das  mathematische  Maass  der  Krafl  wird  dann  durch  das 


1)  Ucber  die  Principien  der  Mechanik  sehe  man  besonders:  Thomson  und  Txrr,  a.  a.  O. 
—  Mach,  Die  Mechanik  u.  s.  w.,  Leipz.  1883.  —  Dühring,  Krit  Gesch.  d.  Princ  d.  Mechanik, 
Berl.  1873.  —  H.  Klein,  D.  Princ.  d.  Mechanik  u.  s.  w.  Leipz.  1872.  —  H.  Strkintz,  D. 
physik.  Grundlagen  d.  Mechanik,  Leipz.  1883.  —  Ferner  von  den  Original  werken,  in  denen  die 

Principien   ausgesprochen  werden,   namentlich:    Ubaldi,   Mechanicorum    über,   Pesaro   1577.  

Stevinüs,  Hypomnemata,  math.  Leid.  1608.  —  Galh^ei,  Opera.  —  Hüygens,  Oeuvres.  —  Newton, 
Phil.  nat.  princ.  math.,  Lond.  1686.  —  Jag.  Bernouilu,  Opera,  Genf  1744.  —  Jon.  Bernouuxi, 
Opera,  Laus.  1742.  —  Maupertuis,  Oeuvres,  Par.  1752.  —  Eüler,  Mechanica,  Petr.  1736  u. 
a.  a.  O.  —  d'Alembkrt,  Trait^  de  Dyn.,  Par.  1743.  —  Lagrange,  Mec  anal.,  Par.  1788.  — 
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2.  Kraftprincip  geliefert.  Dasselbe  wurde  von  Galilei  in  der  Form  auf- 
gestellt: Die  Beschleunigung  ist  der  einwirkenden  Kraft  proportional  und  findet 
in  ihrer  Richtung  statt.  Diese  Form  darf  auch  heute  noch  in  Fällen  beibehalten 
werden,  wo  es  sich  um  wirklich  gegebene  Kräfte  handelt,  wie  es  die  Muskelkraft, 
der  Zog  von  Gewichten  u.  s.  w.  sind;  in  allen  anderen  Fällen  hat  man  den  Aus- 
spruch umzukehren  und  zu  sagen :  Der  Vorgang  einer  Bewegung  von  beobachteter 
Beschleunigung  lässt  sich  durch  eine,  dieser  Beschleunigung  proportionale  Kraft 
beschreiben. 

Hiermit,  so  wie  durch  die  Bemerkungen  in  dem  Art.  Grundbegriffe  ist  der 
Gegensatz  zwischen  der  früheren  metaphysischen  und  der  durch  Kirchhoff  i)  klar 
ausgesprochenen,  formalen  Auffassung  des  Kraftbegriffes  zur  Genüge  festgestellt, 
und  es  leuchtet  danach  ein,  welche  Vorlheile,  aber  auch  Beschränkungen  die 
letztere  Auffassung  mit  sich  bringt  Dagegen  erscheint  es  nicht  nothwendig,  die 
der  letzteren  Auffassung  entsprechende,  ziemlich  umständliche  Redeweise  allge- 
mein durchzuführen;  es  soll  daher  der  Kürze  halber  von  Kräften  in  der  bisher 
gewohnten  Weise  gesprochen  werden,  ohne  dass  damit  jedoch  eine  metaphysische 
Vorstellung  verbunden  werden  soll. 

3-  DasMassenprincip:  Die  Kraft,  welche  erfordert  wird,  um  einem  Körper 
eine  gewisse  Beschleunigung  zu  ertheilen,  ist  seiner  Masse  proportional.  Wie 
(1)  und  (2)  die  Definition  der  Kraft,  so  enthält  dieses  Princip  die  Definition 
der  Masse  (das  weitere  hierüber  s.  Grundbegriffe,  pag.  18  f.).  Hiemach  kann 
man  folgendes  Schema  aufstellen; 

Die  Kraft  1     ertheilt  der  Masse  1  die  Beschleunigung   1 

ff  91       ^  >»  n  11        ^11  n  1 

„  „        kM  „  „  ,,         tfl       ff  ff  K 

11  11       *  11  11  11        ^      II  11  f^lPl» 

Man  nennt  das  Product  der  Masse  in  die  Geschwindigkeit  die  Bewegungs- 
grösse;  die  Kraft,  zuweilen  auch  bewegende  Kraft  genannt,  wird  dann  nach 
dem  Obigen  durch  das  Product  der  Masse  in  die  Beschleunigung,  also  durch  die 
Aenderung  der  Bewegungsgrösse  gemessen. 

4.  Das  ünabhängigkeitsprincip:  Wirken  gleichzeitig  mehrere  Kräfte, 
so  ist  die  wirkliche  Beschleunigung  die  Resultante  der  jeder  einzelnen  Kraft  ent- 
sprechenden, unabhängig  für  sich  auftretenden  Beschleunigungen..  Nach  der 
modernen  Auffassung  enthält  dieses  Princip  eigentlich  nichts  anderes,  als  die 
Definition  des  Begriffes,  »gleichzeitig  wirkende  Kräftec.  Aus  diesem  Princip 
folgt  übrigens,  wenn  die  verschiedenen  Kräfte  in  derselben  Richtung  wirken,  die 
Proportionalität  zwischen  Kraft  und  Beschleunigung  (2)  in  leicht  ersichtlicher 
Weise.  Eine  anschauliche  Vorstellungs-  und  Anschauungsweise  hat  dieses  Princip 
gefunden  in  dem 

5.  Satz  von  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  oder  Satz  vom 
Parallelogramm  der  Kräfte,  welcher  von  Stevin  herrührt.  Hiemach  kann 
man  mehrere  gleichzeitig  wirkende  und  an  demselben  Punkt  angreifende  Kräfte 
in  eine  einzige  zusammenfassen,  indem  man  jede  Kraft  der  Grösse  und  Richtung 
nach  durch  eine  von  jenem  Punkte  ausgehende  gerade  Linie  darstellt,  zwei  be- 
liebige derselben  zum  Parallelogramm  vervollständigt  und  dessen  von  dem  Punkte 


>)  KniCHHOFF,  VorL  ttb.  isath.  Physik,  Mechanik.  Leipz.  1876.  Es  ist  übrigens  darauf  auf- 
merksam SU  machen,  dass  schon  d'Alembert  mit  voller  Klarheit  die  Forderung  stellte,  blos 
die  Erscheinungen,  nicht  aber  die  dunkeln  und  metaphysischen  Kräfte  zu  erforschen;  a.  a.  O. 
discours  pr^liminaire. 
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ausgehende  Diagonale  zieht,  mit  dieser  Diagonale  und  der  dritten  Kraft  ebenso 
verfährt  u.  s.  w.  Nach  demselben  Principe  kann  man  auch  eine  einzige  gegebene 
Kraft  in  Componenten  zerlegen ;  nur  ist  diese  Aufgabe  nicht  wie  jene  eine  völlig 
bestimmte,  sondern  sie  lässt  im  Gegentheil  unendlich  viele  Lösungen  zu.  Zu- 
nächst ist  die  Zahl  der  Componenten,  in  welche  man  zerlegen  will,  willkürlich; 
bei  gegebener  Zahl  ferner  sind  alle  Componenten  bis  auf* die  letzte  willkürlich, 
und  diese  letzte  lässt  sich  dann  stets  so  wählen,  dass  sich  die  gewünschte  Resultante 
ergiebt.  Völlig  bestimmt  ist  die  Zerlegung  nur,  wenn  Zahl  und  Richtung  der 
Componenten  gegeben  sind,  wenn  z.  B.  die  Kraft  in  drei  auf  einander  senkrechte 
Componenten  zerlegt  werden  soll.  In  dem  zuletzt  besprochenen  Sinne  ist  das 
Princip  als  das  Princip  der  Zerlegung  der  Kräfte  zu  bezeichnen. 

6.  Wechselwirkungsprincip  oder  Gegenwirkungsprincip  oder 
Princip  der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction:  Die  Wirkungen, 
welche  zwei  Körper  auf  einander  ausüben,  sind  gleich  und  entgegengesetzt  ge- 
richtet. Auf  beliebig  viele  Punkte  oder  Körper  ausgedehnt  lautet  das  Princip: 
Alle  Kräfte  eines  Systems  treten  paarweise  auf,  derart,  dass  zwei  zu  einem  Paare 
gehörige  Kräfte  gleiche  Grösse  und  Richtung,  aber  entgegengesetzten  Sinn  haben. 
Es  möge  bemerkt  werden,  dass  die  Gegenwirkung  häufig  nicht  als  wirkliche  Be- 
wegung, sondern  nur  als  Druck  u.  s.  w.  zum  Ausdruck  kommt.  Man  kann  auch 
von  diesem  Principe  aus  zum  Massenbegriffe  gelangen,  indem  man  sagt: 
Gleiche  Massen  sind  solche,  bei  denen  die  Wechselwirkung  zu  gleichen  und  ent- 
gegengesetzten Beschleunigungen  führt;  und  allgemeiner:  Ein  Körper  hat  die 
Masse  m,  wenn  er  einem  Körper  von  der  Masse  1  das  m-fache  der  Beschleunigung 
ertheilt,  welche  er  von  diesem  erfährt. 

Die  Principien  (1),  (2)  und  (6)  sind  von  Newton  als  die  Axiome  der  Be- 
wegung aufgestellt  worden.^) 

7.  Das  Hebelprincip:  Verschiedene  Kräfte  sind  im  Gleichgewicht,  wenn 
sie  den  Hebelarmen,  an  welchen  sie  wirken,  umgekehrt  proportional  sind.^ 

8.  Das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  oder  Geschwindig- 
keiten.'^) Eine  virtuelle  Verrückung  ist  eine  bloss  gedachte,  aber  mit  den  Be- 
dingungen des  Systems  vereinbare  Verrückung;  führt  man  gleich  noch  den  Be- 
griff des  virtuellen  Moments  ein,  d.  h.  das  Product  aus  der  Kraft  in  die  auf  die 
Richtung  der  Kraft  bezogene  virtuelle  Verrückung  eines  Punktes  des  Systemes, 
so  kann  man  das  Princip  so  aussprechen:  Wenn  ein  System  im  Gleichgewichte 
ist,  so  ist  für  jede  Wahl  der  virtuellen  Verrückungen  seiner  Punkte  die  Summe 
der  virtuellen  Momente  aller  Kräfte  gleich  null.  Man  kann  dafür  auch  sagen: 
Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  ist  null.  Dabei  ist  aber  wohlverstanden  die 
Arbeit  (s.  > Grundbegriffe c,  pag.  19)  gemeint,  welche  der  gedachten  kleinen  Ver- 
rückung entspricht.  Denkt  man  sich  nun  den  Gleichgewichtszustand  durch  lieber- 
Rihrung  des  S3rstems  durch  eine  ganze  Reihe  auf  einander  folgender  Zustände  er- 
reicht  und  dann  weiter  in  andere  solche  Zustände  übergeführt,  und  betrachtet 
man  dann  den  Verlauf  der  gesammten  Arbeitsgrösse,  so  kann  man  auch  sagen: 
Die  gesammte  Arbeit  erreicht  im  Gleichgewichtszustande  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum. 


1)  Ueber  deren  heutige  Bedeutung  s.   einerseits  Thomson  u.  Txrr,  a.  a.  O.,  andrerseits 
Mach,  a.  a.  O.,  pag.  222  ff. 

^)  Dieses  Princip  hat  streng  genommen  wenig  Berechtigung,  an  dieser  Stelle  angeführt  su 
werden,  das  Weitere  sehe  man  daher  unter  »Statik«  und  »Einfache  Maschinen«. 

^)  Ubaldi,  Galilei,  Joh.  Bernouiixi,  Maupbrtuis  und  Lagrangb  haben  zur  Entwickelung 
dieses  Princips  am  meisten  beigetragen. 
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Das  hier  besprochene  Princip  ist  als  die  Charakteristik  des  Gleich- 
gewichtszustandes zu  bezeichnen.  Handelt  es  sich  insbesondere  um  die 
Schwerkraft,  so  entspricht  dem  Maximum  der  Arbeit  (dem  tiefsten  Stande  des 
Systems)  stabiles,  dem  Minimum  der  Arbeit  (dem  höchsten  Stande)  labiles 
Gleichgewicht  (s.  u.  pag.  59). 

Eine  allgemeinere  Betrachtung  lehrt,  dass  das  Princip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen nur  ein  specieller,  nämlich  der  auf  die  Massenbewegung  bezügliche 
Fall  eines  allgemeinen  Principes  ist,  welches  aussagt,  dass  gewisse  Vorgänge  immer 
nur  in  bestimmtem  Sinne  vor  sich  gehen,  und  folglich,  wenn  in  diesem  Sinne 
alles  mögliche  geschehen  ist,  zum  Gleichgewicht  führen.  Ausser  der  Massen- 
bewegung sind  die  Wärmebewegung  und  der  Ausgleich  elektrischer  Spannungen 
Beispiele  bierfür. 

9.  Princip  der  lebendigen  Kraft^)  (über  den  Begriff  der  letzteren 
s.  Grundbegriffe,  pag.  22):  Der  Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  eines  Systems 
in  irgend  einem  Zeitintervalle  erfahrt,  ist  gleich  der  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte 
f&r  die  Verschiebungen,  welche  die  Punkte  des  Systems  in  diesem  Zeitintervalle 
erfahren. 

Ein  Specialfall  des  Princips  ist  das  Princip  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft:  Wenn  alle  Punkte  eines  Systems  in  Lagen  zurückgekehrt 
sind,  die  sie  schon  früher  einmal  hatten,  so  hat  auch  die  lebendige  Kraft  des 
ganzen  Systems  wieder  denselben  Werth,  den  sie  damals  besass.  Insofern  die  in 
der  Natur  vorkommenden  Systeme  bei  den  Processen,  welche  sie  durchlaufen^ 
dieses  Princip  erfüllen,  nennt  man  sie  conservative  Systeme.  In  dem  ganz 
q>eciellen  Falle,  dass  keine  Kräfte  wirken  oder  die  wirkenden  Kräfte  immer  im 
Gleichgewicht  stehen,  ist  die  lebendige  Kraft  constant. 

10.  Princip  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes.^  Der  Schwer- 
punkt emes  Sjrstemes  von  Massen  bewegt  sich  so,  als  ob  in  ihm  alle  Massen  ver- 
einigt wären  und  auf  ihn  alle  Kräfte  wirkten.  Dieser  Satz  ist  im  wesentlichen 
nicht  mehr  als  eine  Definition  des  Schwerpunktes.  Man  kann  das  Princip  auch 
so  aussprechen:  Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  Systemes  ist  von  den 
inneren  Kräften  desselben  unabhängig;  diese  inneren  Kräfte  gleichen  sich  näm- 
lich in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  gerade  aus  —  eine  Erwägung,  welche  den 
Zusammenhang  des  in  Rede  stehenden  Princips  mit  dem  Princip  der  Wechsel- 
wirkung (G)  erkennen  lässt.  Eine  weitere  Form  des  Princips  lautet:  Die  gesammte 
Bew^ungsgrösse  (s.  o.)  eines  Systems  ist  nur  von  den  äusseren  Kräften  abhängig; 
in  dieser  Form  heisst  es  das  Princip  von  der  Quantität  der  Bewegung. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  äusseren  Kräfte  null  sind,  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  auf  einer  geraden  Linie  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit, 
d.  h.  er  gehorcht  ganz  wie  ein  isolirter  Massenpunkt  den)  Beharrungsgsgesetze. 
Dieser  Specialfall  heisst  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes. 

11.  Princip  der  Flächen:^)  Zieht  man  von  einem  festen  Punkte  aus  nach 
den  Massen  eines  Systems  Radienvectoren  und  projicirt  die  von  diesen  be- 
schriebenen Flächenräume  auf  eine  gegebene  Ebene,  so  ist  die  Summe  dieser  mit 
den  zugehörigen  Massen  multiplicirten  Flächenräume  von  den  inneren  Kräften 
unabhängig.    Auf  einen  Specialfall  bezieht  sich  wiederum  das  Princip  von  der 

^)  JOH.  Bernouhxi  und  d'Alembert  sind  als  die  wesentlichen  Urheber  dieses  Princips  zu 
beieicliDeiL 

*)  Uibeber:  Hoygkns.  und  Newton.  C^OOoIp 

^  UAebcr:   Euler,  D.  BERNOUn^Li  und  d'Arcy  (Mem.  de  l'Acad.  de£"%'ÜJSScte4  V^-    O 
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Erhaltung  der  Flächen:  Wenn  das  Gesammtmoment  der  Kräfte  um  die 
Gerade,  deren  Projection  jener  feste  Punkt  ist,  gleich  null  ist,  so  ist  die  Summe 
aller  Produkte  aus  Massen  und  zugehörigen  Flächen  der  Zeit  proportional.  In 
gewissen  einfachen  Fällen  kann  man  kurz  sagen:  In  gleichen  Zeiten  werden 
gleiche  Flächen  beschrieben.  Auch  dieses  Princip  lässt  sich  auf  das  Wechsel- 
wirkungsprincip  (6)  und  das  Beharrungsprincip  (1)  zurückführen.  Was  das  Schwer- 
punk tsprincip  für  fortschreitende  Bewegung  (Parallelcoordinaten),  ist  das  Flächen- 
princip  für  drehende  Bewegung  (Polarcoordinaten). 

12.  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  besser  des  kleinsten  Kraft- 
aufwandes.^) In  Worte  lässt  sich  dieses  Princip  am  besten  folgendermaassen 
fassen:  Unter  allen  verschiedenen  Bewegungsweisen,  mittelst  deren  die  Punkte 
eines  conservativen  Systems  aus  einer  Configuration  in  eine  andere  gelangen 
können,  giebt  es  eine  Bewegungsweise,  für  welche  der  Kraftaufwand  ein  Minimum 
ist,  und  diesen  Weg  schlägt  das  System  von  selbst  ein. 

13.  Das  Princip  des  kleinsten  Zwanges.  Dieses  von  Gauss*)  auf- 
gestellte, also  verhältnissmässig  neue  Princip  lautet:  In  einem  in  seinen  Be- 
wegungen nicht  völlig  freien,  sondern  gewissen  Bedingungen  unterworfenen  Sjrstem 
erfolgt  die  Bewegung  derart,  dass  der  Zwang,  d.  h.  die  Abweichung  von  der 
freien  Bewegung  ein  Minimum  ist.  Das  Princip  steht  zu  dem  folgenden  in  naher 
Beziehung. 

14.  Das  D'ALEMBERT'sche  Princip.')  Dieses  Princip  ist  im  Wesentlichen 
nur  eine  andere  Fassung  deö  Gegenwirkun^sprincips  (6)  und  lautet:  Die  sämmt- 
lichen  an  den  Punkten  eines  Systems  wirkenden  äusseren  Kräfte  sind  zusammen 
mit  den  im  System  auftretenden,  in  den  Produkten  aus  Massen  und  Be- 
schleunigungen ihren  Ausdruck  findenden  Gegenwirkungen  im  Gleichgewicht 
Das  Princip  ist  insofern  sehr  nützlich,  als  es  gestattet,  von  jedem  Gleichgewichts- 
probleme durch  Hinzufügung  jener  Produkte  zu  dem  entsprechenden  Bewegungs- 
probleme überzugehen.  Auch  mit  dem  Princip  ^er  virtuellen  Verrückungen  8.  steht 
das  Princip  in  nahem  Zusammenhange;  es  lässt  sich  als  dessen  Erweiterung  vom 
Falle  des  Gleichgewichts  auf  den  der  Bewegung  bezeichnen. 

15.  Das  Hamilton 's  che  Princip.  Dasselbe  ist  im  Wesentlichen  nur  ein 
mathematisch  anderer  Ausdruck  des  D'ALEMBERi^schen  (14),  lässt  sich  aber  in  Worten 
kaum  wiedergeben.  Vor  der  D*AL£MBERT*schen  Form  hat  es  den  Vorzug  grösserer 
Kürze  im  Ausdruck,  da  es  nicht  auf  die  einzelnen  Kraftcomponenten  zurückgeht, 
sondern,  im  Anschluss  an  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  (9),  der  Begriffe 
lebendige  Kraft  und  Arbeit  sich  bedient. 

Von  den  beiden  Principien  (14)  und  (15)  wird  später  bei  Aufstellung  der 
LAGRANGE*schen  Bewegungsglcichungen,  welche  ebenfalls  nur  ein  anderer  Aus- 
druck desselben  Gedankens  sind,  noch  die  Rede  sein. 

16.  Das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie.*)     In  seiner  allge- 


1)  Gefunden  rcsp.  aufgestellt  von  Maupertuis. 

>)  Gauss,  Crelle  J.  Bd.  4,  Werke  V,  pag.  26. 

3)  Heisst  wohl  auch  Princip  der  verlorenen  Kräfte;  »verlorene  Kräfte«  sind  dann  solche, 
welche  in  Folge  des  Zusammenhanges  der  Theile  des  starren  Körpers  sich  gegenseitig  aufheben 
—  Es  scheint  schon  vor  d'Alembert,  wenn  auch  nicht  mit  voller  Kenntniss  seiner  Bedeutung, 
von  Fontaine  (1739)  gefunden  worden  zu  sein. 

*)  Von  Helmholtz  zuerst  ausgesprochen:  »Die  Erhaltung  der  Kraft«,  BerL  1S47;  Wiss. 
Abhandlungen,  Bd.  I,  pag.  12.  —  Rob.  Mayer  hat  das  Princip,  aber  nicht  frei  von  metaphysischen 
Vorstellungen,  schon  vorher  erkannt;  Bern.  tib.  die  Kräfte  d.  unbelebten  Natur,  Ann.  d.  Ch.  42, 
1842.  —  Ueber  den  Antheil  von  Colding  und  Joule  s.  »Mechanische  Wärmetheoriej^.-^^ 
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meinsten  Fassung  lautet  dieses  Princip :  Bei  keinem  Vorgange  in  der  Natur  geht 
Energie  (s.  >Grundbegriffe€,  pag.  21)  verloren,  sondern  es  findet  nur  Umwandlung 
von  Energie  einer  Art  in  Energie  einer  andern  Art  statt.  In  dieser  Fassung  geht 
das  Princip  über  den  Rahmen  der  Mechanik  weit  hinaus  und  wird  zum  Canon 
der  gesammten  Physik.  Die  beiden  Arten  von  Energie,  welche  speciell  in  der 
Mechanik  starrer  Körper  fortwährend  in  einander  übergelien,  sind  die  kinetische 
Energie  (früher  lebendige  Kraft  genannt)  und  die  potentielle  Energie  oder  con- 
figurative  Energie  (früher  todte  Kraft  oder  auch  Spannkraft  genannt). 

Allgemeine  Bemerkungen  zur  Mechanik. 
Die  Begriffe  von  Bewegung,  Geschwindigkeit,  Beschleunigung  und  Kraft  sind 
bereits  in  dem  Art.  »Grundbegriffe«  aus  den  Grundbegriffen  abgeleitet  und  ihr 
Maass  festgestellt  worden.  Diese  Begriffe  sind  nun  sämmtlich  benannte  Grössen, 
und  zwar  Richtungsgrössen.  Zum  Zweck  der  mathematischen  Behandlung  ist  es 
in  den  meisten  Fällen  erforderlich,  diese  Richtungsgrössen  durch  reine 
Zahiengrössen  zu  ersetzen;  hierzu  dient  das  Unabhängigkeitsprincip  (4)  oder 
das  Princip  der  Zusammensetzung  resp.  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten,  Be- 
schleunigungen, Kräfte. 

Gewöhnlich  legt  man  der  Betrachtung  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
zu  Grunde.  Ist  dann  R  die  Kraft  und  sind  aß^  die  Winkel,  welche  sie  mit  den 
Achsen  bildet,  so  erfolgt  die  gewünschte  Zerlegung  in  die  Componenten  XYZ, 
welche  keine  Richtungsgrössen  mehr  sind,  weil  jeder  von  ihnen  eine  ganz  be- 
stimmte Richtung  ein  für  alle  Mal  zukommt,  durch  die  Formeln 

X=^Rcosa,       V-=Rcos^,      Z^cos^.  (1) 

Umgekehrt  ist,  wenn  XYZ  bekannt  sind,  die  Grösse  R  und  ihre  Richtung 
durch  die  Formeln  bestimmt: 

R  ^  yX^-hV^-hZ^,  (2) 

XYZ 

yx^-^Y^-hZ^      ^   yx^-hY^-hZ^  yx^-^-Y^-^z^  ^^ 

Ganz  analog  gelten,  wenn  G  die  Geschwindigkeit  ist  und  uvta  ihre  recht- 
winkligen Componenten  sind,  die  Formeln: 

u  =  Gcosa,      vr=:Gcos^t      w^=Gcos^f  (4) 

G  =  /«»  -t-  z;3  4.  ^,  (5) 

cosfi  =    ^  ,     cos?^  =    ,  — ,     cos^  =    ^  (6) 

V«* -f- 1'* -h  a/j  yu^  -hv^-hw^  yü^-hv^-hw^ 

Zu  beachten  ist  in  beiden  Fällen,  dass  sowohl  die  Geschwindigkeit  und  die 
Kraft  als  auch  die  Axen  einen  bestimmten  Sinn  haben,  und  dass  folglich,  je 
nachdem  die  oben  vorkommenden  Winkel  spitze  oder  stumpfe  sind,  die  ent- 
sprechenden Cosinus  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  sind. 

Für  andere  Coordinatensysteme  nehmen  die  Formeln  verwickeitere  Gestalt 
an;  es  ist  dieserhalb  auf  die  bezüglichen  Probleme,  bei  welchen  sie  Anwendung 
finden,  zu  verweisen. 

Häufig  ist  es  erforderlich  oder  zweckmässig,  von  einem  rechtwinkligen 
Coordinatensystem  zu  einem  andern  überzugehen.  Es  gelten  dann, 
wenn  xyz  und  xy  z*  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  den  beiden  Systemen 
sind,  die  Formeln: 

z'  =  C'httX-h  l^y  +  78«'  Digitized  by  GOOglC 
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und  zwar  sind  abc  die  Coordinaten   des   Anfangspunktes   des  jr^s-Sjstems  im 
a/yV-System,  und  die  andern  9  Constanten  sind: 

«1  =  c<^^  (*^.        «»  =  cos  {y3i\        a,  «=  cos  («*'), 

Pi  =  ^^^  (*y ).      Pf  =  ^^^  {yy\      P.  =  ^^f  (« j^O.  (8) 

Achnliche   Formeln  gelten   auch  für  die   Ausdrücke    der  Geschwindigkeits- 

componenten  eines  Punktes  in  zwei  rechtwinkligen   Coordinatensystemen.      Da 
nämlich 

dx               dy                dz  .     .      dx'         ,      dy                 dz' 

ist,  so  ergiebt  sich 

j/ =  a^JV  +  a^zr  +  a,«f, 

ir'  =  pj«^PjX^H-p,W,  (9) 

«^  =  7i»  H-  -x^v  H-  Y,w. 
Die  Geschwindigkeit  G  selbst  bt  natürlich  vom  Coordinatensystem  unab- 
hängig, d.  h.  es  ist 

G^G  =  y»>  H- 1'»  4-  w»  =  y«'a-H2f'«^.a,'a. 
Man  braucht,  um  dies  auch  mathematisch  einzusehen,  nur  zu  erwägen,  dass 
nach  den  Gleichungen  (9)  in  Vergleichung  mit  den  Gleichungen  (7),  u'v'w'  und 
uvw  sich  ansehen  lassen  als  die  Coordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in 
zwei  Systemen,  die  denselben  Anfangspunkt  haben;  die  Geschwindigkeit  selbst 
wird  dann  durch  die  gerade  Linie  von  diesem  Anfangspunkte  nach  jenem  Punkte 
dargestellt,  also  in  beiden  Systemen  durch  dieselbe  Grösse. 

Die  Geschwindigkeit  G  kann  man  noch  in  einer  anderen  Weise  ausdrücken 
wenn  man  auf  ihre  Definition  zurückgeht  und  die  einander  entsprechenden  Zeit- 
und  Bahnelemente  mit  dt  und  ds  bezeichnet;  es  ist  alsdann 

ds  , 

^^^Tt    ^^'^  femer   ds  =  y^/jp»  h-  dy^  -f-  dz^^ 

dx  a      dy  dz  (10) 

Endlich  gelangt  man  zu  den  Beschleunigungscomponenten,  oder,  wenn  die 
Masse  des  betrachteten  Punktes  gleich  der  Einheit  angenommen  wird,   zu  den 
Kraftcomponenten  durch  die  Formeln 
Jdx\ 
\dt)  _dlx_  d^v       ^      d^z       ^ 

dt     ""^/a"""^'      dt^"^*      dß""^' 

und  es  ist  wieder,  wie  hieraus  hervorgeht,  die  Kraft  selbst 

j?  =  j?' «  yjr2  4.  yj  +  ^»  ==  y^r,  ^  y„  ^  ^,  ^^^^ 

Jedes  physikalische  Problem  zerfällt,  mathematisch  betrachtet,  in  drei  Auf- 
gaben: in  die  mathematische  Formulirung,  in  die  mathematische  Be- 
handlung und  in  die  Deutung  und  Verwerthung  der  mathematischen 
Ergebnisse.^)  Die  Formulirung  nun  kann  in  verschiedener  Weise  geschehen. 
Handelt   es   sich  z.  B.  um  ein   mechanisches   Problem,    also    um  die  Bewegunir 

>)  Dieser  Gang  der  Untersuchung  stellt  sich  hiernach  als  ein  Umweg  dar;  der  Umweg  ist 
aber  unvermeidlich,  weil  die  zu  behandelnden  Vorgänge  viel  zvl  complicirt  sind,  als  dass  man 
ihnen  durch  bewusste  Verstandesoperationen  mit  alleinigem  Gebrauch  der  Wortsprache  foliren 
könnte.  j 

Digitizedby  ^^^OQIC 
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eines  Körpers,  den  wir  uns  der  Einfachheit  halber  als  materiellen  Punkt  vorstellen 
wollen,  so  ist  die  nächstliegende  Formulirung  die,  dass  man  den  Ort  des 
Punktes,  also  seine  Coordinaten  xyz  als  Functionen  von  /  darstellt  Eine  weitere 
Behandlung,  also  der  zweite  Theil  der  Aufgabe  fällt  dann  ganz  fort,  die  Lösung 
ist  fertig  und  kann  sofort  verwerthet  werden.  Indessen  ist  diese  Formulirung 
in  den  meisten  Fällen  nicht  durchfuhrbar,  oder  sie  ist  sehr  verwickelt.  Es  ist 
oft  einfacher,  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  also  «z/w  als  Functionen  von 
/  anzugeben,  es  muss  dann  aber  noch,  damit  das  Problem  ein  bestimmtes  sei, 
der  Ort  des  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  z.  B.  am  Anfang  der  Bewegung  gegeben 
sein;  die  Formulirung  lautet  alsdann 

dx  dy  dz 

Tt^""^      Tt^"^^     Tt  =  ''^ 

Die  mathematische  Behandlung  besteht  in  diesem  Falle  in  der  Integration 
der  ersten  drei  Gleichungen,  in  denen  uvw  gegebene  Functionen  von  xyzt  sind, 
und  in  der  Bestimmung  der  dabei  auftretenden  3  Constanten  durch  die  letzten 
3  Gleichungen. 

Auch  diese  Formulirung  ist  jedoch  nur  in  Ausnahmefällen  die  geeignetste. 
In  den  meisten  übrigen  spricht  schon  die  gewöhnliche  Redeweise  von  Kräften, 
um  die  Erscheinung  recht  einfach  auszudrücken;  die  einfachste  Formulirung 
wird  daher  ebenfalls  durch  die  Kräfte  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Be- 
schleunigungen erfolgen;  das  Schema  ist  dann  das  folgende: 
^_  ^y  _^       ^«^T' 

dx  dy  dz  r,.    ^      i^ 

XYZ  sind  dabei  gegebene  Functionen  von  ^ y  ^ -yi  "^  ~TJt  dagegen  sind 

•*o»  J'o»  'o»  *o»  ^0»  ^0  gegebene  Constanten.  Letztere  dienen  dazu,  die  bei  der 
Integration  der  ersten  drei  Gleichungen  auftretenden  willkürlichen  Constanten  zu 
bestimmen. 

Ueber  die  Beschleunigungen  hinaus  zu  höheren  DifFerentialquotienten  fortzu- 
schreiten hat  sich  für  die  Formulirung  der  in  der  Natur  vorkommenden  Be- 
wegungserscheinungen nicht  als  vortheilhaft  erwiesen.^)  F.  Auerbach. 
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Statik  des  materiellen  Punktes.  Damit  ein  materieller  Punkt  (s.  o.pag.33) 
im  Gleichgewicht  sei,  muss  die  Resultante  aller  an  ihm  wirkenden  Kräfte  Null 
sein.  Hieraus  folgt  aber  im  Hinblick  auf  (12),  dass  die  Resultante  aller  Jf-Com- 
ponenten  für  sich  null  sein,  und  dass  dasselbe  von  den  beiden  anderen  Compo- 
nenten  gelten  muss.    Es  findet  also  der  Satz  statt: 

Damit  ein  materieller  Punkt  sich  im  Zustande  des  Gleichgewichts  befinde, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  algebraischen  Summen  der  nach  drei 
beliebigen  auf  einander  senkrechten  Richtungen  genommenen  Componenten  aller 
auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  verschwinden. 

")  KOLCHHOFF,  Vorl  üb.math.  Phys.  Mechanik.     Lcipz.  1876.  Digitized  byCjOOQlC 
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Es  ist  hiernach  des  weiteren  leicht  einzusehen,  dass  im  Falle  des  Gleichge- 
wichts die  Resultante  aller  Kräfte  mit  Ausnahme  der  letzten  dieser  letzten  gleich 
und  entgegengesetzt  sein  wird. 

Handelt  es  sich  um  einen  Punkt,  dessen  Bewegung  gewissen  Bedingungen 
oder,  wie  man  sagt,  einem  Zwange  unterworfen  ist,  so  ist  die  obige  Gleich- 
gewichtsbedingung zwar  immer  noch  hinreichend,  aber  nicht  mehr  nothwendig; 
wenigstens,  so  lange  keine  nähere  Erläuterung  hinzugefügt  wird.  Es  sind  hier 
besonders  zwei  Fälle  von  Wichtigkeit: 

a)  Der  Punkt  ist  gezwungen  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bewegen,  deren  Gleichung  ^{x^y,  «,)  =  Ü  ist.  Wählt  man  alsdann  das  Coordi- 
natensystem  so,  dass  zwei  seiner  Axen  in  die  in  dem  Punkte  an  die  Fläche  ge- 
legte Tangentialebene  fallen,  so  genügt  es,  dass  diese  beiden  Componenten,  also 
auch  ihre  Resultante,  verschwinde;  denn  die  dritte,  auf  der  Fläche  normale  Com- 
ponente  könnte  den  Punkt  nur  aus  der  Fläche  herausziehen,  oder  in  sie  hinein- 
drücken (wenn  man  sich  die  eine  Seite  der  Fläche  als  die  äussere,  die  andere  als 
die  innere  vorstellt) ;  beides  ist  aber  nach  der  Voraussetzung  ausgeschlossen.  Man 
kann  also  sagen :  Damit  ein  auf  einer  Fläche  beweglicher  Punkt  im  Gleichgewicht 
sei,  muss  die  Resultante  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  normal  zur  Fläche  sein. 
Man  kann  aber  auch  für  diesen  Fall  die  obige,  für  einen  freien  Punkt  giltige 
Gleichgewichtsbedingung  festhalten,  wenn  man  sich  den  Zwang,  auf  der  Fläche 
zu  bleiben,  als  eine  Kraft  vorstellt,  welche  alsdann  jener  Normalkraft  gerade 
gleich  und  entgegengesetzt  anzunehmen  ist,  sodass  die  Resultante  aller  Kräfte 
wie  oben  Null  ist.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  es  im  Allgemeinen  nur  einen 
oder  einzelne  Punkte  auf  der  Fläche  geben  wird,  in  welchen  der  materielle  Punkt 
im  Gleichgewicht  sich  befindet;  dieser  Punkt,  also  die  Gleichgewichtslage  ist  nach 
den  Regeln  der  analytischen  Geometrie  durch  die  beiden,  zu  der  Flächengleichung 
hinzukommenden  Gleichungen 

Ist  die  Fläche  nicht,  wie  hier  angenommen  wurde,  vollkommen  glatt,  sondern 
rauh,  so  tritt  Reibung  ein,  die  man,  wie  den  Zwang  als  eine  normale,  als  eine 
tangentiale  Kraft  einführen  kann.  Es  braucht  dann  auch  die  Resultante  der 
Tangentialkräfte  nicht  gänzlich  zu  verschwinden,  sie  muss  nur  kleiner  sein  als 
die  Reibung.    (Näheres  s.  »Reibungc) 

b)  Der  Punkt  ist  sogar  gezwungen,  sich  auf  einer  gegebenen  Curve 
zu  bewegen.  Dann  genügt  es,  wenn  die  längs  der  Curve  genommene  Com- 
ponente  der  Kräfte  verschwindet,  oder  mit  andern  Worten:  die  Resultante  der 
Kräfte  muss  in  der  Ebene  liegen,  durch  welche  die  Curve  in  dem  Gleichgewichts- 
punkte senkrecht  hindurch  geht.  Da  hiemach  der  Winkel  x  zwischen  der  Resul- 
tante und  der  Tangente  der  Curve  ein  rechter  sein  muss,  für  diesen  Winkel  aber, 
wenn  ds  das  Curvenelement  ist,  die  Formel 

X  dx       Y  dy       Z  dz 

gilt,  so  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Punktes,  ausser  durch  die  beiden  gegebenen 
Curvengleichungen,  durch  die  Gleichung 

Xdx  -h  Ydy  -i-Zdz  =  0 
bestimmt.    Auch  hier  kann  man  wiederum  den  Zwang,  auf  der  Curve  zu  bleiben, 
als  eine  Gegenkraft  einführen  und  dann  den  Satz  beibehalten,    dass  die  Resul- 
tante aller  Kräfte  null  sein  muss.  '     Digitizedby  ^^^  3,.^ 
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Ist  die  Curve  rauh,  und  wird  die  Reibung  mit  rj  bezeichnet,  so  tritt  an  die 
Stelle  der  letzten  Gleichung  die  neue 

Xdx  4-  Ydy  -i-  Zdz  —  r^ds  =  0. 

Es  existirt  alsdann,  statt  eines  Gleichgewichtspunktes,  eine  ganze  Gleichge- 
wichtsstrecke, deren  Grösse  von  der  Reibung  abhängt. 

Statik  verbundener  Punkte.  Sobald  es  sich  um  mehr  als  einen  Punkt 
handelt,  ist  es  erforderlich,  den  Begriff  des  Angriffspunktes  der  Kraft  einzuführen. 
Als  Angriffspunkt  einer  Kraft  kann  man  ganz  allgemein  denjenigen  Punkt  be- 
zeichnen, dessen  Bewegung  durch  die  Kraft  auch  dann  noch  bestimmt  wird, 
wenn  derselbe  von  seinen  Verbindungen  mit  andern  Punkten  befreit  wird.^)  Ver- 
bundene Punkte  sind  im  allgemeinsten  Sinne  solche,  deren  Bewegungen  auf  ein- 
ander von  Einfluss  sind;  im  specielleren  Sinne  solche,  deren  Entfernung  von 
einander  nur  zwischen  gewissen  Grenzen  variiren  kann  (elastisch  verbundene  Punkte); 
in  noch  speciellerem  Sinne  solche,  deren  gegenseitige  Entfernung  höchstens  einen 
gegebenen  Werth  haben  darf  (Punkte,  die  durch  einen  biegsamen,  aber  unaus- 
dehnbaren Faden  verbunden  sind);  im  speciellsten  Sinne  endlich  solche,  deren 
Entfernung  stets  dieselbe  ist  (starr  verbundene  Punkte).  Hier  ist  zunächst  von 
starr  verbundenen  Punkten  die  Rede. 

Greifen  an  zwei  starr  verbundenen  Punkten  A  und  B  (Fig.  6)  die  parallelen 
Kräfte  ^und  Q  an,  so  lassen  sie  sich  zu  einer  einzigen  R  zusammensetzen,  welciie 
dieselbe  Richtung  hat,  so  gross  wie  beide  einzelnen  zusammengenommen  ist,  und 
an  einem  Punkte  C  angreift,  welcher  AB  im  umgekehrten  Verhältni  se  der 
Kräfte  P  und  Q  theilt,  so  dass  also 
P\CB^Q\AC, 

Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt  sich 
auf  dasFrincip  der  virtuellen  Verrückungen 
(Prindp  8,  s.  hierüber  unten)  oder  auf 
das  von  Manchen  als  Princip  betrachtete 
Hebelgesetz  (Princip  7).  Es  ist  aber 
leicht  einzusehen,  dass  das  Princip  vom 
Parallelogramm  der  Kräfte  vollkommen 
ausreicht,  da  es  den  vorliegenden  Fall 
als  Specialfall  enthält  Es  ist  hierzu  nur 
nöthig  zu  bemerken,  dass  man  den  An- 
griffspunkt einer  Kraft  nach  Belieben  in 
deren  Richtung  verschieben  darf,  wenn 
man  in  dieser  Richtung  eine  starre  Ver- 
bindung sich  denkt.  Verlängert  man 
nun  PA  und  QB  über  A  resp.  B  hinaus 
bis  zu  ihrem  im  Unendlichen  gelegenen 
Schnittpunkt,  in  welchen  auch  die  Ver- 
längerung von  RC  mündet,  so  hat  man 
ein  Parallelogramm  mit  dem  unendlich 
kleinen  Winkel  Aoo  B,  Die  Diagonale 
1.  parallel  mit  den  Seiten  oo  APvLnd  oo  BQ\  2.  gleich  ihrer  Summe,  und  3.  theilt 
sie  den  spitzen  Winkel,  also  auch  jede  durchgelegte  Linie  AB  im  umgekehrten 


I 


I 


I 


R 


(Ph.6.) 

oo  CR    desselben   ist   dann    offenbar 


^)  Es  können  Kräfte  auch  an  Flächen  und  Körpern  angreifen,  und  man  spricht  daher  im 
Allgemeinsten  vom  »Angriffsworte«  der  Kraft;  für  denselben  lässt  sich  aber  meist  ein  »Angriffs- 
punkt« sabstitoiren.  Digitized  by  V^nOOVlC 
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Verhältniss  der  Seiten  P  und  Q,  Ist  der  Punkt  C  starr,  d.  h.  unbeweglich,  so 
ist  Gleichgewicht  vorhanden.  Damit  ist  der  Satz  vom  Hebel  abgeleitet;  man 
schreibt  ihn  meist  in  der  Form: 

PAC^Q^BC, 
nennt  diese  Producte  die  statischen  Momente,  und  sagt:  Der  Hebel  ist  im 
Gleichgewichte,  wenn  die  statischen  Momente  der  Kräfte  gleich  sind.  Ist  speciell 
-P=  C»  so  ist  auch  AC^BC,  der  Hebel  ist  gleicharmig  (s.  »Einf.  Maschinenc). 
Ist  hiernach  die  Resultante  zweier  Parallelkräfte  bestimmt,  so  ist  es  klar,  dass 
die  Kraft,  welche  man  anbringen  muss,  um  durch  ihr  Zusammenwirken  mit  den 
beiden  gegebenen  Gleichgewicht  hervorzubringen,  diejenige  ist,  welche  jener 
Resultante  an  Grösse  gleich,  an  Richtung  entgegengesetzt  ist  und  in  demselben 
Punkte  angreift. 

Wenn  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  zwar  immer  noch  parallel  sind,  aber  (Fig.  7) 
entgegengesetzte  Richtung  haben,  so  giebt  es  ebenfalls  eine  Resultante  R\  aber  sie 
ist  gleich  -P—  Q,  hat  die  Richtung  der  grösseren  {P)  und  greift  in  einem  Punkte 

der  Verlängerung   von   BA   über   A 
hinaus,  C  an,  der  so  liegt,  dass 

P'AC^Q'Ba  (1) 

Die  entgegengesetzte  Kraft  ^'  hält 
wiederum  den  Kräften  P  und  Q  das 
Gleichgewicht;  allemeiner:  jede  der 
3  Kräfte  p/q,  R  hält  den  beiden 
andern  Gleichgewicht,  und  es  gilt  die 
Proportion : 

P\Q\R^BC\AC\AB,  (la) 
in  Worten:  Drei  parallele  Kräfte  er- 
zeugen Gleichgewicht,  wenn  die  grösste 
den  beiden  andern  entgegengesetzt 
gerichtet  ist,  und  wenn  sie  den  Ab- 
ständen der  Angriffspunkte  der  beiden 
andern  von  einander  respective  pro- 
*  (Pii.7.)  portional  sind. 

Die  Resultante  R  der  Kräfte  P 
und  Q  wird  immer  kleiner  und  wirkt  immer  mehr  von  A  nach  links,  je  kleiner 
die  Grössendifferenz  von  P  und  Q  wird.  Für  /*=  Q  wird  ^  =  0  und  BC^=^  oo. 
Es  giebt  alsdann  keine  Resultante.  In  der  That  lehrt  die  Erfahrung,  dass  keine 
Verschiebung  der  Linie  AB,  sondern  nur  eine  reine  Drehung  derselben  erfolgt, 
welche  sich  durch  eine  einzige  Kraft  weder  erreichen  noch  aufheben  lässt.  Man 
nennt  zwei  derartige  gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  ein  Kräftepaar. 
Kräftepaare.  Der  senkrechte  Abstand  der  beiden  Kräfte  heisst  Hebel- 
arm, das  Produkt  desselben  mit  der  Grösse  der  Kraft  heisst  das  Moment  des 
Kräftepaares.     Es  lassen  sich  leicht  folgende  drei  Sätze  beweisen: 

Ohne  dass  die  Wirkung  des  Kräftepaars  auf  das  System  geändert  wird,  und 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  neuen  Angriffspunkte  mit  den  alten  starr  ver- 
bunden sind,  darf 

1.  dasselbe  parallel  mit  sich  verschoben  werden; 

2.  dasselbe  in  seiner  Ebene  um  seinen  Mittelpunkt  gedreht  werden; 

3.  sein   Hebelarm  und    die  Kraftgrösse    in    umgekehrten  Verhältnissen  ver- 
ändert werden,  so  dass  das  Moment  dasselbe  bleibt. 

Hiernach   sind    für   ein    Kräftepaar   überhaupt  Siä^^^ed^by^i 


\ 
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charakteristisch;  die  Richtung  der  Ebene,   in  der  es  liegt,    und  sein 
Moment 

Kräftepaare,  welche  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  lassen 
sich  zu  einem  einzigen,  in  einer  ebenfalls  parallel  gerichteten  Ebene  gelegenen 
Kräftepaar  vereinigen,  dessen  Moment  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Mo- 
mente der  einzelnen  ist,  wobei  als  positiv  die  Momente  derjenigen  Kräftepaare  zu 
rechnen  sind,  welche  eine  Drehung  in  dem  einen,  als  negativ  die  Momente  der- 
jenigen, welche  eine  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  hervorzubringen  streben. 

Wie  also  bei  der  Zusammensetzung  von  Parallelkräften  die  Kraftgrössen,  so 
sind  hier  die  Momente  algebraisch  zu  summiren;  während  aber  dort  ausserdem 
noch  der  Angriffspunkt  zu  bestimmen  ist,  kommt  hier  keine  weitere  Bestimmung 
hinzu. 

Liegen  zwei 
Kräftepaare  (Fig.  8) 
in  verschiedenen 
Ebenen,  die  sich 
in  derGeradeni/iV 
schneiden,  so  er- 
hält man  das  re- 
sttltirende  Kräfte- 
paar, wenn  man 
senkrecht  auf  MN 
die  den  einzelnen 
Momenten  glei- 
chen  Linien   AB 

und  AC  und  zu  dem  durch  sie  gebildeten  Parallelogramme  die  Diagonale  AD 
construiert;  AD  ist  dann  das  Moment  und  die  Ebene  MNO  P  die  Ebene  des 
resultirenden  Kräftepaares.  Man  kann  diesen  Satz  als  den  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräftepaare  bezeichnen.  Ebenso  findet  man  die  Resultante  vieler 
Kräftepaare  durch  fortgesetze  Parallelogramm-Construction. 

Diese  Darstellung   der  Momente  durch  Linien  in  den  Ebenen  der  Kräfte- 
paare hat  den   principiellen  Uebelstand,  dass  hierdurch  das  Moment  eines  ein- 


/ 


zigen  gegebenen  Kräftepaars  unbe- 
stimmt bleibt;  es  wird  seiner  Richtung 
nach  erst  mit  Hilfe  der  Schnittlinie 
der  Ebene  mit  der  eines  andern  Kräfte- 
paars bestimmt.  Man  macht  sich  hier- 
von frei,  wenn  man  das  Moment  eines 
Kräftepaärs  darstellt  durch  eine  an 
Länge  ihm  gleiche  Linie  OP,  welche 
(Flg.  9)  senkrecht  auf  seiner  Ebene 
steht,  und  zwar  nach  einer  durch 
Uebereinkunft  bestimmten  Seite,  z.  B. 
so,  dass,  wenn  man  \n  OS  auf  der 
Ebene  steht,  man  die  durch  das  Kräftepaar  angestrebte  Drehung  von  links  nach 
rechts  vor  sich  gehen  sehen  würde.  Man  nennt  diese  Linie  die  Axe  des  Kräfte- 
paars. Sie  kann  gemäss  den  obigen  Sätzen  genau  so  behandelt  werden  wie  eine 
Kraft,  nur  dass  sie  ausserdem  auch  noch  parallel  mit  sich  verschoben  werden 
darf.  Gewöhnlich  denkt  man  sich,  um  die  Anschauung  zu  fixiren,  die  Axe  in 
der  Mitte  des  Hebelarms  errichtet.  r~^  t 
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Ein  Kräftepaar,  dessen  Axe  die  Winkel  aßY  mit  den  Coordinatenachsen 
bildet,  kann  man  hiemach  in  drei  Kräftepaar-Componenten  zerlegen,  deren  Axen 
resp.  die  x-,  die  y-,  die  g-Axe,  und  deren  Momente,  wenn  m  das  gegebene  ist, 
gleich  mcosa,  mcos%  mcos^  sind. 

Zerlegung  einer  Kraft  in  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar.  Wir  haben 
gesehen,  dass  man  wohl  ein  Kräftepaar,  nicht  aber  eine  Kraft  parallel  mit  sich 
verschieben  kann,  ohne  die  Wirkung  zu  ändern.  Wohl  aber  kann  man  eine 
Kraft  parallel  mit  sich  verschieben,  wenn  man  zu  der  verschobenen  Kraft  noch 
ein  Kräftepaar  hinzunimmt,  dessen  Moment  gleich  dem  Producte  der  Kraft  in 
deren  senkrechte  Verschiebung  ist. 

Man  nennt  auch  bei  einer  Kraft,  welche  auf  einen  nicht  in  ihrer  Richtung 
liegenden  Punkt  wirkt,  den  senkrechten  Abstand  beider  den  Hebelarm  der  Kraft 
und  das  Product  desselben  in  die  Kraftgrösse  das  Moment  der  Kraft.  Man 
kann  dann  den  obigen  Satz  kürzer  so  aussprechen:  Eine  Kraft  darf  parallel  mit 
sich  auf  einen  andern  Angriffspunkt  übertragen  werden,  wenn  ein  Kräftepaar  in 
der  Verschiebungsebene  hinzugefügt  wird,  dessen  Moment  gleich  dem  Moment 
der  Kraft  in  Bezug  auf  den  neuen  Punkt  ist.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  braucht 
man  sich  nur  in  dem  neuen  Angriffspunkte  zwei  der  gegebenen  gleich  grosse 
entgegengesetzte  Kräfte  R  und  — R  angebracht  zu  denken;  erstere  ist  die  ver- 
schobene Kraft,  letztere  setzt  sich  mit  der  ursprünglich  gegebenen  zu  dem  Kräfte- 
paar zusammen. 

Umgekehrt  kann  man  jede  gegebene  Kraft  mit  jedem  in  derselben  Ebene 
gegebenen  Kräftepaar  zu  einer  einzigen  Kraft  vereinigen,  indem  man  letzteres  so 
lange  dreht  und  verschiebt,  bis  eine  seiner  beiden  Kräfte  in  demselben  Punkte, 
aber  in  entgegengesetztem  Sinne  angreift  wie  die  Kraft;  macht  man  die  Kraft- 
grösse des  Paars,  unter  entsprechender  Aenderung  seiner  Armgrösse,  derjenigen 
der  Kraft  gleich,  so  heben  sich  die  gegebene  Kraft  und  die  ihr  entgegengesetzte 
Kraft  des  Paars  auf,  und  es  bleibt  nur  eine  einzige  Kraft  übrig,  und  zwar  eine 
der  gegebenen  an  Grösse  und  Richtung  gleiche,  die  sich  von  ihr  nur  durch  den 
Angriffspunkt  unterscheidet. 

Eine  Kraft  und  ein  in  emer  dazu  geneigten  Ebene  liegendes  Kräftepaar  lassen 
sich  auf  ein  kleineres  Kräftepaar,  dessen  Ebene  senkrecht  auf  der  Kraft  steht, 
und  eine  der  gegebenen  gleiche  und  parallele  Kraft  zurückführen.  Denn  man 
kann  das  Paar  in  eines  senkrecht,  und  in  ein  zweites,  dessen  Ebene  die  Kraft 
enthält,  zerlegen,  und  dann  letzteres  nach  dem  obigen  mit  der  Kraft  zu  einer 
Kraft  vereinigen. 

Statik  starrer  Körper.  Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines 
Systems  unendlich  vieler,  starr  unter  einander  verbundener  materieller  Punkte, 
d.  h.  eines  starren  Körpers,  lassen  sich  nach  dem  Obigen  unmittelbar  aufstellen 
und  mathematisch  formuliren.  Die  auf  die  verschiedenen  Punkte  des  Körpers 
wirkenden  Kräfte  lassen  sich  nämlich  zu  einer  Kraft  und  einem  Kräftepaar  zu- 
sammensetzen, welche  einzeln  verschwinden  müssen.  Bei  Zugrundelegung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  muss  also  erstens 

^Rcosd^O,       ^Rcos^^O,        ^Rcos^^Q,  (2) 

und  zweitens 

^Rpcos\^0,      ^Rpcos\L^O,      ^Rpcos^^O  (2  a) 

sein,  wo  aßv  die  Winkel  der  Kraft,  Xfxv  die  Winkel  der  Axe  des  Kräftepaares  mit 
den  Coordinatenaxen  sind  und  p  der  Arm  des  Kräftepaares  ist  Durch  die 
folgende  Betrachtung  lassen  sich  nun  die  Winkel  X|jlv  eliminiren.     In  der  Fig.  9 
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sei  CD  die  auf  der  Papierebene  senkrechte  Axe  des  Paares,  und  die  Linie  OA 
bilde  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  a^ßi^^;   dann  hat  man 
cosfi  cos  X-^-  cos^  cosyL  -+-  cos-^  cos^  =  0, 
COSOL^COS\  -+-  COS^iCOS)».  4-  cos-^^cos^f  =  0, 
cos^  X  -+-  cos^  JJl  -+-  COS^"^  =1. 
Hieraus  findet  man,  wenn 

»=y/5:^jßjr^57 — CifS'{^cos^y-i'{cos^^cosa—cosaLiC0si)^-h(cosaLiCos^—cos^iCOS(i)^ 
gesetzt  wird, 

cos^i  cos  7  —  cos^.cos  ß 

cos  X  = , 

w 

costx  cosa  —  cosoL^cosy 
cosu,  =  — , 

COSa*COS^  —  COS^iCOSOL 

cosy  = * — — . 

w 

Sind  nun  xys  die  Coordinaten  von  A  in  Bezug  auf  O  als  Anfangspunkt,  so  ist 

'^  ^      y  ^ 

cosaL^  =  -,       cos^i  =  -,      costi  =  -] 

es  wird  also 

ycos-t  —  zcos^                     zcosa  —  xcost                    xcos^  —  vcosol 
COSk=^ -,         COSü.= ,       cos^= ^    — —, 

p^ ^ p__ 

wo  /  =  y{ycosi  —  zcos^)^  -h  (jscosa  —  xcos-^y  H-  {xcos^  — ycosa)^ 

gerade  der  Hebelarm  des  Kräftepaares  ist.    Die  Gleichungen  (2)  und  (2  a)  nehmen 

hiemach  die  Form  an 

^J^cosoi^O,      ^J^cos^  =  0,      ^Jdcos-f^O, 
^^(ycost — s cos p)  =  0,    ^/^(zcosoL—xcosi)  =  0,    ^^]l^ (x cos ^  —  y cosa)  =  0, 
oder,  unter  Einführung  der  Kraftcomponenten  XYZ,   die  noch  einfachere  Form 

2^=0,  2^=ö'  2^=0,  (4) 

2O^-«10  =  0,     J^{zX^xZ)=^0,    ^(xY^yX)=:0.  (5) 

Das  Problem  des  Gleichgewichtes  eines  starren  Körpers  lässt  sich  noch  in 
einer  anderen,  ebenfalls  zu  den  Schlussgleichungen  (4)  und  (5)  führenden  Weise 
behandeln,  nämlich  auf  Grund  des  Principes  der  virtuellen  Verrückungen 
fPrinc.  8).  Ist  8s  eine  virtuelle,  d.  h.  mit  den  Bedingungen  vereinbare  Ver- 
schiebung eines  Punktes,  bildet  dieselbe  mit  der  Kraft  P  den  Winkel  9,  und 
sind  ihre  Componenten  $r,  dy,  8z,  so  kann  man  des  genannte  Princip  in  einer 
der  beiden  Formen 

J^(X8x  4-  YBy  -+-  Z8z)  =  0  (6) 

oder 

^J^cosrfBs  =  0  (7) 

aussprechen.  Wenn  man  den  Erfahrungssatz  zu  Hilfe  nimmt,  dass  eine  auf  den 
virtuellen  Verschiebungen  senkrechte  Kraft  durch  den,  dem  Körper  auferlegten 
Zwang  (s.  o.  pag.  42)  aufgehoben  wird,  so  kann  man  ohne  Schwierigkeit  das 
Princip  beweisen,  d.  h.  zeigen,  dass  eine  der  obigen  Gleichungen  die  noth wendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist.  Für  einen  einzelnen 
Punkt  erfolgt  der  Beweis  einfach  dadurch,  dass  im  Gleichgewicht  entweder  J^=  0 
oder  9  =90°  ist,  die  Gleichung  Rcos^bs=^0  also  erfüllt  wird.  Bei  zwei  Punkten 
sind  vier  Fälle  möglich,  nämlich  1)  -^  =  0  und  ^'  =  0,  2)  9  =  90°  und  9 '  =  90° 
3)  J?«=0  und  <p'  =  90°,  4)  ^'  =  0  und  9  =  90°.  In  jedem  dieser  Fälle  ist  aber 
die  Gleichung  J^cosfBs-hJ^^cos^f^^s'^O  die  noth  wendige  Folge;    dass  die  Be- 
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dingung  auch  hinreichend  ist,  ergiebt  sich,  wenn  man,  was  erlaubt  ist,  d^'  =  0 
setzt.  Ebenso  lässt  sich  der  Beweis  erweitem  für  zwei  starr  verbundene  Punkte 
und  schliesslich  für  ein  ganzes  Punktsystem. 

Ehe  von  diesem  Princip  die  bezeichnete  Anwendung  gemacht  wird,  ist  es 
wichtig,  dasselbe  noch  in  einer  andern  Weise  zu  formuliren. 

Es  handle  sich  um  ein  System  von  n  Punkten;  in  der  Gleichung  (6)  kommen 
alsdann  3«  Verschiebungen  vor.  Sind  nun  zwischen  den  Punkten  m  Bedingungs- 
gleichungen gegeben,  so  lassen  sich  m  jener  Verschiebungen  durch  die  3 «  —  m 
übrigen  ausdrücken.  Die  so  erhaltene  Gleichung  bezieht  sich  dann  offenbar  auf 
ein  vollkommen  freies  System,  die  Verschiebungen  sind  sämmtlich  beliebig,  und 
folglich  muss  der  Coöfficient  jeder  Verschiebung  ftir  sich  verschwinden,  was  3« — m 
Gleichungen  ergiebt.  Diese  zusammen  mit  den  tn  Bedingungsgleichungen  be- 
stimmen die  3  n  Coordinaten,  die  Aufgabe  ist  also  gelöst.  Aber  diese  Methode 
ist  complicirt  und  wenig  elegant,  und  sie  wird  entbehrlich  durch  die  Benutzung 
der  sogen.  LAGRANGE'schen  Multiplikatoren.  Aus  den  gegebenen  Bedinginigs- 
gleichungen 

U=^  0,       F=  0  u.  s.  w., 
wo  U,   V  u.  s.  w.  Funktionen  der  Coordinaten  x,  y,  z,  x^,  y^,  s^  u.  s.  w.  sind, 

folgt: 

dC/^  dU  ^  dU  ^         du  ^ 

dV^  dV^  dV^  dV^ 

{tn  Gleichungen) 
wozu  noch  die  Gleichung  (6)  hinzutritt:  .  .  . 

X^^x^'^Y^hy^-\-Zy^bx^-JfX^bx^-^  ....  =0. 
Diese  Gleichungen   addiren  wir,    nachdem  wir   die  ersten  m  derselben  be- 
ziehungsweise mit  den  vorläufig  noch  unbestimmten  Grössen  X,  ja,  u.  s.  w.  mul- 
tiplicirt  haben.     Das  Resultat  ist: 
/  du  dV        \  /„  dU         dV  \^ 

Nun  bestimmen  wir  die  n  Grössen  X,  ^  u.  s.  w.  derart,  dass  die  ersten 
m  Klammergrössen  in  der  soeben  erhaltenen  Gleichung  verscliwinden,  dass  also: 

du       »y  ^     „      jv       iv 

^1  +  ^8^  +  1*^^+ ^'      ^i+^ä^+'^^+---=0"s.  w.     (9) 

wird;  die  Gleichung  reducirt  sich  hierdurch  auf  3« —  »i  Glieder;  da  sie  sich 
aber  nunmehr  auf  ein  völlig  freies  System  bezieht,  also  sämmtliche  noch  übrige 
h  beliebig  sind,  so  muss  jedes  noch  vorhandene  Glied,  also  jede  Klammergrösse 
für  sich  verschwinden;  die  letzte  der  so  erhaltenen  Gleichungen  lautet: 

^        ac^       dV 

Es  hat  sich  somit  ein  ganz  symmetrisches  System  von  3«  Gleichungen,  be- 
stehend aus  sämmtlichen  gleich  Null  gesetzten  Klammergrössen  der  Gleichung 
(8)  ergeben.  Mit  den  m  gegebenen  Bedingungsgleichungen  hat  man  also 
3«-+-w  Gleichungen,  durch  welche  sich  die  3«  Coordinaten  und  die  m  Multipli- 
katoren gerade  bestimmen  lassen.    Das  Problem  ist  also  gelöst. 

Der  Werth  dieser  Methode  lässt  sich  erst  durch  die  physikalische  Deutung 
der  zuletzt  gewonnenen  3«  Gleichungen  (9)  und  (9  a)  erkennen.  Während  näm- 
lich bei  einem  freien  System 

A^=0,       K=0,      ^  =  0,      ^1  =  0.... 

Digitized  by  LjOOQIC 


Gleichgewicht  eines  Punktes. 


49 


ist,  sind  hier  auch  3  n  gewisse  Grössen  =0,  nämlich  die  linken  Seiten  obiger 
Gleichungen.  Fasst  man  diese  als  die  auf  das  unfreie  System  wirkenden  Kräfte 
auf,  so  verhält  sich  mithin  alles  wie  bei  einem  freien  System.  Ein  unfreies 
System  kann  also  dadurch,  dass  die  Bedingungen  desselben  mit  Hilfe  der  La- 
GRANGE'schen  Multiplikatoren  als  Kräfte  formulirt  und  diese  Kräfte  zu  den  ge- 
gebenen hinzugefügt  werden,  in  ein  freies  verwandelt  werden.  Damit  erhält  zu- 
gleich die  schon  oben  (pag.  42)  eingeführte  Anschauung,  den  Zwang  als  eine  Kraft 
zu  betrachten,  eine  tiefere  Begründung. 

Beispiele.    Für  das  Gleichgewicht  eines  Punktes  auf  einer  Fläche 
sind  die  beiden  Gleichungen 

X^x ■+■  YBy  +  Z8ä  =  0,     /(x,y,  «)  =  0 
gegeben,  woraus  sich  zur  Bestimmung  von  x,  y,  z  X  die  vier  Gleichungen 


€-0. 


y-^¥y='' 


^+x|^=0,     /(x,y,s)  =  0,  (10) 


ergeben;    den  Druck  des  Punktes  auf  die  Fläche  erhält  man  dann  schliesslich 
durch  Einsetzen  der  gefundenen  Werthe  in  den  Ausdruck 

^dx)  "^  \dy)  "*■  \dz)  ■ 

Für  das  Gleichgewicht  eines  Punktes  auf  einer  Curve  sind  die  drei 
Gleichungen 

X8x  +  Y8y  +  Z6z  =  0,     /,(«,  y,  z)  =  0,     /,(«,  y,z)  =  0 
gegeben,  woraus  man  zur  Bestimmung  von  x,  y,  z,  X,  |ji  die  Gleichungen 


/i{x,y,z)  —  0, 
fiix,y,z)  =  0, 


erhalt;  aus  diesen  findet  man  mittelst  der  Determinante 

.dfx  a/, 

dx 


x'V^  %^ 


Zx 
^dy 

^  dz 


dy 

dz 


■0. 


zunächst  X  und  (i  und  schliesslich  x,  y,  z. 

Anwendung  des  Principes  der  virtuellen  Verschiebungen:  auf  das 
Gleichgewicht  eines  starren  Systemes.  Der  analytische  Ausdruck  für  die 
Stanheit  des  Systemes  ist  die  Constanz  des  Abstandes  irgend  zweier  Punkte  von 
einander.  Sind  also  X^,  Y^,  Z^,  X^  .  .  .  .  die  gegebenen  Kraftcomponenten, 
*!■  J*!»  *i.  *f  •  •  •  •  ^c  Coordinaten  der  Punkte,  f,„  ^„,  f,,  .  .  .  Constanten 
und  ist  n  die  Zahl  der  Punkte,  so  sind  ausser  der  Grundgleichung 
Xihxx+ Y^iy^-^- Z^iz^-^ Xtix,+ .  .  .  .=0 
«(«-l) 


noch  die 


Bedingungsgleichungen 


(*,,1  —  *,)»  +  0-«-!  - J».)«  +  {Zn-l  -  5»)»  =  Chil^  by  GoOglC 
WiMKBLMAMii,  Pbjnik.    f.  ^ 
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gegeben.  Schreibt  man  nun  die  aus  letzteren  sich  ergebenden  Verschiebungs- 
gleichungen, z,  B. 

in  der  Form 
(•*!  -  ^2)  «*i  ■+-  Ol  -J's)  Pyi  +  («1  —  '«)  «*i  •+•  (*s  -  *i)  Ä^s  +  Of- J'i)  «Tf 

und  wendet  man  das  oben  angegebene  Verfahren  mit  den  Multiplikatoren  an, 
wobei  der  Symmetrie  halber  ein  und  derselbe  Multiplikator  bald  X^^,  bald 
X^i  u.  s.  w.  geschrieben  werden  soll,  so  erhält  fhan  die  Gleichungen 

A'i-t-Xi,(^i— *j)4-Xjj(a:i— a:,)4-  .  .  .  .  4- Xi«(^i  —  a:«)  =  0, 

^«-+-X«i(a:*  — *i)-t-X^2(*ii  — *j)4-  ....  -+-X«,*-i(jc»  — *i.-.l)  =  0 
und  entsprechend  für  die  beiden  anderen  Coordinaten.  Jedes  dieser  drei 
Gleichungssysteme  für  sich  addirt  ergiebt,  da  sich  alles  übrige  weghebt, 
^1  -h  A-,  -i-  .  .  4-  ^«  «=  0,  Kl  4-  y,  -+-  .  .  -t-  K«  =  0,  Zi  4-  Zj  H-  .  .  4-  Z«  =  0. 
Eine  weitere  Gleichung  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen  des 
jc-Systemes  mit  y^  ....  ^«1  die  des  j^Systemes  mit  x^  .  .  .  .  x»  multiplicirt  und 
darm  letztere  von  ersteren  abzieht.  Es  fallen  dann  wiederum  alle  Glieder  von 
dem  Typus 

Ks  [yr(Xr  —  X,)  4-  y, (X,  —  Xr)  —  Xr(yr  —  y*)  —  *,(>*  — >)] 

fort,  weil  die  Klammergrösse  verschwindet  und  es  ergiebt  sich 
yiXj—XiY^-i'  .  .  .  4-j'^X,  — ^«y«  =  o, 
sowie,  wenn  man  analog  das  y-  und  das  ^-System,  und  das  x-  und  «-System 
behandelt,  zwei  entsprechende  Gleichungen.     Man  ist  also  jetzt  im  Besitze  von 
sechs     für     das    Gleichgewicht    nothwendigen    Gleichungen.       Dass    dieselben  • 
aber   auch   hinreichend   sind,    ergiebt"'  sich   aus  der  Erwägung,   dass   von   den 
Sn  Versciiiebungscomponenten  der  Punkte  des  Systemes  nur  6  willkürlich  sind; 
ein  erster  beliebig  herausgegriffener  Funkt  kann  sich  nämlich  beliebig  bewegen, 
liefert  also  drei  Componenten,  ein  zweiter  muss  sich  auf  der  um  den  ersten  ge- 
schlagenen Kugelfläche  bewegen,  liefert  also  nur  zwei  weitere  Componenten,  ein 
dritter  muss  sich  auf  dem  Schnittkreise  der  um  die  beiden  ersten  geschlagenen 
Kugeln  bewegen,  liefert  also  nur  eine,  die  sechste  Componente,  und  alle  übrigen 
Punkte   liefern   keine   weiteren  willkürlichen  Verschiebungen.    Das  Princip  der 
virtuellen  Verrtickungen  ergiebt  also  als  nothwendige  und  hinreichende  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  starren  Körpers  die  Gleichungen 

2^=0,  J^y^o,  2^-0, 

202-^10  =  0,      ^(zX^xZ)^0,     J^(xy^yX)=^0, 
d.  h.  dieselben,  welche  oben  [pag.  47,  Gleichung  (4)  und  (5)]  auf  anderem  Wege 
abgeleitet  wurden. 

FouRiER'sches  Princip.  Das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  ist  von 
FouRiER  für  den  Fall  modificirt  worden,  dass  die  Bedingungen  des  unfreien 
Systemes  nicht  in  Gleichungen,  sondern  in  Ungleichungen,  unter  deneti  aber  die 
Gleichung  natürlich  eingeschlossen  ist,  gegeben  sind;  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist  dann 

^J^ccsffBs<0.  (11) 

Fälle,  in  welchen  dieses  Princip  von  Bedeutung  wird,  sind  z.  B.  der  Fall  eines 
Punktes  oder  Körpers,  welcher  sich  auf  einer  Fläche  oder  aus  dieser  heraus, 
aber  nicht  in  sie  hinein  bewegen  kann,  ferner  der  Fall  zweier  durch  einen  bieg- 
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sunen  tinausdehnbaren  Faden  verbundenen  Punkte,  deren  Entfernung  demge- 
m2ss  gleich  oder  kleiner  als  eine  gegebene  Grösse  sein  muss. 

Gleichgewicht  von  drei  Kräften.  Unter  welchen  Umständen  drei  ge- 
gebene Krälte  Gleichgewicht  erzeugen,  kann  man  mit  Hilfe  eines  an  sich  ein- 
leuchtenden Principes  leicht  einsehen.  Dieses  Princip  sagt  aus,  dass,  wenn  ein 
System  im  Gleichgewicht  ist,  das  Gleichgewicht  auch  dann  noch  fortbesteht, 
wenn  einzelne  Theile  des  Systemes  festgestellt  werden.  Nimmt  man  nun  zwei 
beliebige  Punkte  des  Körpers,  deren  jeder  in  der  Wirkungslinie  einer  der  Kräfte 
liegty  so  darf  die  dritte  Kraft  in  Bezug  auf  die  Verbindungslinie  jener  Punkte 
kein  Moment  haben  (s.  o.  pag.  46),  ihre  Richtung  muss  also  durch  diese  Ver- 
bindungslinie hindurchgehen.  Erwägt  man  nun,  dass  dies  ebenso  für  jedes 
andere  Punktepaar  der  Wirkungslinien  der  ersten  beiden  Kräfte  gelten  muss,  so 
siebt  man  ein,  dass  die  drei  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen  müssen,  woraus  weiter 
folgt,  dass  ihre  Richtungen  durch  einen  Punkt  gehen  müssen,  worin  der  Fall, 
dass  sie  parallel  sind,  mit  inbegriffen  ist 

Gleichgewicht  unter  der  Wirkung  von  Parallelkräften.  Wählt 
man  als  gemeinsame  Richtung  der  Kräfte  die  z  =  Achse,  lässt  man  von  den 
Gleichungen  (4)  und  (5)  die  selbstverständlichen  fort  und  vereinfacht  die  übrigen, 
so  findet  man 

2^=0,    2^z=o,    2*-^=®'  (^2) 

in  Worten:  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
eines  von  Parallelkräften  angegriffenen  Körpers  ist  die,  dass  die  algebraische 
Summe  der  Kräfte  verschwindet,  und  dass  die  Summen  der  Momente  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  zwei  beliebige  senkrechte  Ebenen  (denn  es  ist  offenbar  nicht  er- 
forderlich, dass  dies  gerade,  wie  in  den  beiden  letzten  der  obigen  Gleichungen, 
die  XZ'  und  die^'jr-Ebene  seien)  ebenfalls  verschwinden.  Es  möge  hieran  gleich  die 
Bemerkung  geschlossen  werden,  dass,  wenn  die  obigen  Gleichungen  nicht  erfüllt 
sind,  also  kein  Gleichgewicht  besteht,  die  Parallelkräfte  eine  Resultante  haben, 
deren  Grösse  R  und  deren  Angriffspunkt  £i)  sidh  aus  den  Gleichungen 

YiZ^H.        ^yZ==Jiy^,        ^xZ^Ji%  (13) 

ergeben.  Diesen  Punkt  nennt  man  den  Mittelpunkt  der  Parallelkräfte;  seine 
Lage  hängt  von  den  relativen  Grössen  und  den  Angriffspunkten,  nicht  aber  von 
der  Richtung  der  Einzelkräfte  ab.  Eine  besondere  Stellung  endlich  nimmt  der  Fall 
ein,  dass  zwar  die  erste,  nicht  aber  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (12)  erfüllt 
sind;  es  resultirt  dann  ein  Kräftepaar,  dessen  Ebene  der  Richtung  der  Kräfte  parallel 
ist.    (Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  bietet  die  Compassnadel  dar.) 

Theorie  des  Schwerpunktes.  Dem  Mittelpunkt  der  Parallelkräfte  steht 
ein  anderer,  ebenfalls  ausgezeichneter  Punkt  eines  Körpers,  nämlich  der  Massen- 
mittelpunkt nahe;  es  ist  dies  derjenige  Punkt,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass 
zu  beiden  Seiten  jeder  beliebigen  durch  ihn  gelegten  Ebene  die  Summe  der 
Produkte  der  Massen  in  ihre  senkrechten  Abstände  die  gleiche  ist  Für  einen 
homogenen  Körper,  d.  h.  ein  in  allen  seinen  Theilen  aus  gleichartigen  Punkten 
in  gleicher  Weise  gebildetes  System  kann  man  zuweilen  mit  Vortheil  auch  die 
Definition  einführen,  dass  der  Massenmittelpunkt  derjenige  ist,  dessen  Abstand 
von  jeder  beliebigen  Ebene  gleich  dem  Mittel  der  Abstände  aller  Punkte  von 
detselben  Ebene  ist.. 

Es  ist  hiemach  klar,  dass  der  Massenmittelpunkt  etwas  im  Principe  anderes 
ist,  als  der  Mittelpunkt  der  Parallelkräfte.  Nur  in  besonderen  Fällen,  z.  B.  wenn 
das  SjTstem  der  Parallelkräfte  durch  die  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  im 
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Vergleich  zur  Erde  kleinen  ELörpers  angreifende  Schwerkraft  dargestellt  wird, 
fallen  beide  Punkte  in  einen  zusammen,  und  man  kann  denselben  dann  kurz 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  nennen.^)  Der  Schwerpunkt  ist  dann  zugleich  der 
Massenmittelpunkt  und  der  Angrif&punkt  der  Schwerkraft,  das  Gewicht  des  be- 
treffenden Körpers  ist  die  Grösse  der  Resultante  aller  einzelnen  Parallelkräfte, 
d.  h.  die  Grösse  der  Schwerkraft,  die  Masse  des  Körpers  endlich  ist  die  Sunune 
der  einzelnen  Punktmassen.  Es  gelten  daim,  wenn  (t^C  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  sind,  die  Gleichungen 

und  zwar  sind  hierin  m  und  M  die  Massen  der  einzelnen  Punkte  resp.  des 
Körpers,  wenn  man  den  Schwerpunkt  als  Massenmittelpunkt  au&sst,  dagegen 
die  Gewichte,  wenn  man  den  Schwerpunkt  als  Kräftemittelpunkt  aufl^isst;  in  der 
letzteren  Bedeutung  sind  diese  Gleichungen  die  Verallgemeinerung  der  Gleichungen 
(13)  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  unter  gleichzeitiger  Beschränkung  auf 
die  Schwerkraft. 

Die  Gleichungen  (14)  gelten  auch,  wenn  es  sich  um  die  Ermittelung  des 
Schwerpunktes  eines  Systems  verschiedener  Körper  aus  den  Massen  und  Schwer- 
punkten der  einzelnen  Körper  handelt. 

Durch  Elimination  von  M  erhält  man  die  drei  letzten  der  Gleichungen  (14) 
auch  in  der  Form 

y]mx       y]^y       yi»^ 
*=%r-  ;=-^;  '-^-  (»•> 

Schwerpunkt  von  materiellen  Linien.  Eine  Linie,  in  deren  stetig 
sich  aneinander  schliessenden  Punkten  Materie  concentrirt  gedacht  wird,  heisst 
eine  materielle  Linie.  Wird  das  specifische  Gewicht  der  Materie,  das  übrigens 
von  Strecke  zu  Strecke  variiren  kazm,  mit  p  und  eine  unendlich  kleine  Strecke 
der  Curve  mit  äs  bezeichnet,  sp  ist  ^äs  das  Gewicht  dieses  Curvenelementes. 
Die  Curve  wird  im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  sein ;  sie  sei  durch  die  Gleichungen 
z  =/i  (x)  und  y  =5/j(ji;)  ihrer  Vertical-  und  Hoiizontalprojection,  sowie  durch  die 
Coordinaten  Xq  und  x^  ihrer  beiden  Endpunkte  gegeben.  Die  Schwerpunkts- 
coordinaten  St)C  erhält  man,  indem  man  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 
die  Grössen  dy/dx  und  dz/dx  und  hieraus 


berechnet;  es  ist  dann 

'^y^' 

XI                                                 XI 

*i 

fyxds                fpyds 

fpsds 

*—         XI        '         ^—         xi        ' 

.    _*o 

'       '1 

ßds                  fpds 

*0                                        -»0 

XQ 

Wenn  p  constani,  also  die  Curve  homogen  ist,  so  wird  einfacher 

(15) 


■/i/-(g)V(£)-. 

Xq  9q  Xq 


XO 
^1 


»)  Näheres  hierüber  s.  Thomson  u.  Tait,  Handb.  d.  th.  Phys.  I.,  i,  pag.  189.OOQIC 
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Beispiel:  Schraubenlinie.  Wenn  a  der  Spindelradius,  a  der  Steigungs- 
winkel, z  die  Höhe  des  vorliegenden  Stückes  und  abgekürzt  c=^atangaL  ist,  so 
sind  die  gegebenen  Gleichungen 

z  z  z 

x^s^acos  — ,      y  =  asm  —  :     femer  s  =  -: —  . 

£s  eigiebt  sich:  (16) 


^       z  ' 


c{a  —  x) 


^-k- 


Der  Schwerpunkt  liegt  also  in  der  halben  Höhe  der  Schraubenlinie,  und 
seine  beiden  horizontalen  Coordinaten  lassen  sich  leicht  als  vierte  Proportionalen 
construiren.  » 

Specieller  Fall:  Ebene  Linien.    Die  Gleichung  sei  y=/(x\  die  End- 

punkte  jPq  und  x^]  es  ist  dann,  wenn  zur  Abkürzung  äy/äx^^y  und/p"/!  -+■/  *  dx^=w 
gesetzt  wird,  ^ 


^1  -1 


(17) 


Wenn  p  constant  ist,  so  geht  w  in  die  Bogenlänge  s  =/)/l  -^-y^^dx  über,  und 
es  wird  einfacher  ^ 

S^iy^yTTy^rf^,       Ti^jfyVTi^äx.  (17  a) 

Beispiele.  1.  Kreisbogen,  a  sei  der  Radius,  Sa  die  Sehne,  (p  der 
Centriwinkel,  die  Halbirungslinie  des  Centriwinkels  die  j^-Achse  und  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten.   Dann  ist  natürlich  £  =  0  und 


i-rM 


•^y^dx^ 


l(ja 


oder  auch   ssSa 


(18) 


Der  Schwerpnnkt  liegt  also  auf  der  Halbirungslinie  des  Centriwinkels  so, 
dass  sich  seine  Entfernung  vom  Kreismittelpunkt  zum  Radius  verhält,  wie  die 
Sehne  zum  Bogen.  Speciell  für  den  Halbkreis  ergiebt  sich  t)»  2 <7/ic  =  0*6366  a. 
Der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte  der  verschiedenen,  in  demselben  Punkte 
beginnenden  Kreisbögen  ist  unten  in  Fig.  7  durch  die  unterbrochene  Curve  dar- 
gestellt 

3.  Kettenlinie  (s.  unten).  Es  ist 

Die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes S  des  von  ^  =s  0  bis  x 
reichenden  Bogens  AB  finden  sich 
k(y-k) 


i 


-H,'J  =  2(j'+-j;(19) 

geometrisch  erhält  man  die  Abscisse 
durch  die  Erwägung,  dass  sie  überein- 
stimmt mit  derjenigen  des  Schnitt- 
punktes der  in  A  und  B  gelegten 
Tangenten;  die  Ordinate,  indem  man 
AE as  BG,  ^/"parallel  zu  AE  zieht 


0 

(PlLlO.) 
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und  OF  \n  M  halbiert.  Der  Schwerpunkt  des  beiderseitigen  Kettenbogens  BAC 
hat  natürlich  E  ss  0  und  v)  wie  oben,  liegt  also  im  Punkte  M,  Endlich  findet  sich 
der  Schwerpunkt  S'  des  nicht  vom  Scheitel  anfangenden  Kettenbogens  BD  aus 
den  Schwerpunkten  l^ti^  und  l^r\^  der  Bögen  AB  und  AD  durch  die  Formeln 

5»£lia^,     ^«MiZliUk.         (19a) 
*a  —  Si  Jj — ^1 

3.  Cycloidenbogen.  Wenn  a  der  Radius  des  rollenden  Kreises  und  w 
der  Rollwinkel  ist,  mit  welchem  der  vom  Winkel  0  anfangende  Bogen  abschliesst, 
so  ist 

w 
x^^a{^  —  sinw),      j;r=sa(l  —  cosw),      j  =  Söjüä'-j-, 

stn^T  stn^-r- 

4  4 

Für  die  ganze  Cycloide  {w  =  2ic)  ergiebt  sich 

4 
5=Ä«,      7,«-a.        (20a) 

Zuweilen  empfiehlt  es  sich,  statt  rechtwinkeliger  Polarcoordinaten  ein- 
zuführen und  erst  von  diesen  ausgehend  £  und  t)  zu  berechnen,  wobei  ange- 
nommen wird,  dass  der  Anfang  des  Polarsystems  rd  auch  der  des  rechtwinkeligen 
und  die  Achse  des  ersteren  die  ;v-Achse  des  letzteren  sei.  Für  homogene  Linien 
wird  dann,  wenn  ft^  und  d^  den  Endpunkten  entsprechen  und  är/äb^ssr'  ge- 
setzt wird, 

5«/y7MV^/V)    i^\fryrÜ^C0sbd9,    r^^^fryr^^r'^sinbdh.    (21) 

fto  ^0  ^0 

Beispiele.    4.  Cardioide  von  0  bis  it. 

4  4 

5.  Logarithmische  Spirale  von  0  bis  d. 
^      g      a  e^^{2cosb  + ««»)  —  2                a  e*^{ismb  —  cosb)  -4-1        ,^^  . 
r«tf^,     5  =  j ^e— i '      ^=-5 ?J— 1 '      (22a) 

und  speciell  für  den  ersten  Quadranten 

g      <i^  — 2  g  2^-hl 

^==5Y~7'      "^""öT""-  (22b) 

Schwerpunkt  materieller  Flächen.   Ein  kleines  Fläch^nelement  ist  hier 


in  das  Gewicht  der  Fläche 


Es  wird  also,  wenn  das  Gewicht  der  Fläche 


gesetzt  wird,  


■i/>^-^^^W^ 


^-^  (23) 


^)  In  gewissen  FSllen  muss,  wenn  zwischen  ^q  und  ^^   der  WerÖi  Null  liegt,   vorsichtig 
integrirt  werden,  am  besten  durch  Zerlegung  des  Integrals  in  swei  Theile.        C^  CM  ^iJli^ 
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Für  Rotationsflächen,  deren  Axe  die  x-Axe  ist,  während  der  Radius 
vector  mit  r  bezeichnet  werden  möge,  ergiebt  sich,  da  der  dem  Bogenelement 
iis  der  Meridiancurve  entsprechende  ringförmige  Streifen  die  Fläche  2t: ras  hat, 

für  das  zwischen  x^  und  jc,  liegende  Stück  der  Rotationsfläche  G=j2T:r^äs,  wo 

p  nur  von  x  resp.  s  abhängen  wird;  der  Schwerpunkt  liegt  natürlich  in  der  Axe, 
nnd  es  ist 

^^^ßxyäs.  (23a) 

PAPPüs'sche  oder  GüLDiN*sche  Regeln.  Von  den  so  bezeichneten  Sätzen 
bezieht  sich  der  eine  auf  Curven  und  die  daraus  entstehenden  Rotationsflächen, 
der  andere  auf  Ebenen  und  die  «daraus  entstehenden  Rotationskörper.  Nach  dem 
eisten  ist  der  Inhalt  einer  Rotationsfläche  gleich  dem  Produkte  der  Länge  der 
Meridiancurve  mit  der  Peripherie  desjenigen  Kreises,  welchen  der  Schwerpunkt 
der  homogenen  Curve  bei  der  Rotation  beschreibt  Wenn  nämlich  /  die  Curven- 
länge  und  r^  der  Radiusvector  des  Curvenschwerpunktes  ist,  so  ist  nach  obigem 

/r^^ssjräs,   und  folglich  die  Rotationsfläche  O  =  ^itfräs  =  /•  2wro.    Nach  dem 

XO  XQ 

zweiten  Satze  ist  das  Volumen  Xq  emer  aus  zwei  in  derselben  Ebene  liegenden 
Curven  entstehenden  Rotationsfigur,  die  im  übrigen  durch  die  beiden  zur 
Rotationsaxe  senkrechten  Ebenen  x  =  Xq  und  x^^x^  begrenzt  wird,  gleich  der 
ebenen  Fläche  zwischen  jenen  beiden  Curven,  multiplicirt  mit  der  Peripherie  des 
Kreises,  welchen  der  Schwerpunkt  dieser  homogenen  Fläche  beschreibt.  Es  ist 
nämlich,  wenn  F  diese  Fläche  ist,  nach  obigem 

^^0  =Sirdxdr^S{ri-^r})dx. 
wo  Tj  und  r^  sich  auf  die  beiden  Curven  beziehen;    folglich  ist  das  Volumen  V 

Im 'Allgemeinen  ist  der  betreffende  Körper  ringförmig;  er  verwandelt  sich 
aber  in  eben  gewöhnlichen,  vollen  Rotationskörper,  wenn  für  die  der  Axe  näher 
liegende  der  beiden  Curven  die  Axe  selbst  genommen  wird. 

Beispiele.  1.  Kugelzone.  Man  findet,  wenn  Homogenität  angenommen 
wird, 

g^fSL+fi.  (24) 

Der  Schwerpunkt  der  Kugelzonenoberfläche  liegt  also  im  Mittelpunkt  ihrer 
Azse. 

2.     Kettenconoid,      homogene,     durch     Rotation     der    Kettenlinie 

Ä=  ^>fe(^'*-f- ^-''/*),  um  die  x-hxt  entstehende  Fläche.     Wenn  s  der  Bogen 

und  x^  r  die  Coordinaten  seines  Endpunktes  sind,  so  findet  man 

\2srx^k{s^^r^) 
«-4       sr^k{x^k)      '  ^^^^ 

als  Abstand  des  auf  der  Axe  liegenden  Schwerpunktes  vom  Anfangspunkt  der 
Coordinaten. 

Ebene  Flächen.  Es  ist,  wie  man  nach  Fig.  11  leicht  einsieht,  für  die 
Fläche  ABDC  in  rechtwinkeligen  Coordinaten  xy  ,  ^r^\r> 
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Ebene  Flächen. 


^1  y\ 


»\  y\ 


*\  y\ 


G=j  Jpäxäy,      l-=^QJ  j^xdxdy,      n^Qj   (py^^^y» 


(36) 


xö^l 


■»0  yo 


•*o  yo 
wo  yo  =/o(^)  und  y^=^/^{x)  die 
Gleichungen][der  Curven  AB  und 
CD  sind.  Für  constantes  p,  also 
Homogenität  wird  einfacher,  ent- 
weder durch  Spezialisirung  oder 
auch  durch  direkte  Ableitung,  wenn 
der  Flächeninhalt  F  ist, 

XQ 

■»1 

i=':fj(yi—yo)^^^* 


(26  a) 


xo 


i^fiyi'-yo') 


äx. 


■*0 


(Ph.  11.) 
Wenn  die  Fläche  durch  die  beiden  in  Polarcoordinaten  gegebenen  Curven 
ro=/o  (ö)   und  ^i=/i   (ö)    und  durch    die  beiden  verbindenden  Leitstrahlen 
0  =s  0^  und  6  s=  0^  begrenzt  ist,  so  findet  man  bei  Homogenität 

»1 


l 


»0 


(26b) 


Beispiele.    3.  Kreissector  vom  Radius  a  und  vom  Centriwinkel  ^ .    Man 
findet  fllr'  den  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  (auf  der  Mittellinie) 


,       4    sin\m 
speciell  fttr  den  Halbkreis 


(27) 


\ 


=:^.= 


'3it 


0-4244  a, 


fllr  den  Quadranten 


5  = 


4y2 


(Ph.a) 


a  =  0-6002a,    (27a) 
und  für  einen  sehr  schmalen  Sector 
S  =  |a  =  0-6667  a. 

In  der  Fig.  12  |ist  der  geome- 
trische Ort  der  Schwerpunkte  von 
Kreissectoren'aller  möglichen  Winkel 
durch  die  voll  ausgezogene  Curve 
derart  veranschaulicht,  dass  jeder 
Punkt  der  Curve  den  Ort  des  Schwer- 
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Punktes  desjenigen  Sectors  angiebt,  welcher  in  dem  betreffenden  Radius  vector 
seine  Mittellinie  hat  und  von  dem  vertical  nach  oben  gehenden  Sector  OA  be- 
grenzt wird;  die  Gleichung  der  Curve  ist  demgemäss  nicht  die  obige,  sondern 
die  nach  Ersetzung  von  9  durch  2  9  aus  ihr  entstehende 

^      4     sin  9 

Die  entsprechende,  der  Deutlichkeit  halber  linksherum  gezeichnete,  unter- 
brochene Curve,  gilt  in  analoger  Weise  für  die  Schwerpunkte  wachsender  Kreis- 
bögen [s.  oben  Gleichung  (18),  pag.  53]. 

4.  Dreieck.  Um  dessen  Schwerpunkt  zu  finden,  betrachte  man  eine  Seite 
als  Basis,  die  gegenüberliegende  Ecke  als  Scheitel  und  lege  durch  letzteren  die 
jr-Axe  senkrecht,  die  j^-Axe  parallel  zur  Basis.  Ist  alsdann  k  die  Höhe,  und  sind 
ys^mx,  y =«'ji:  die  Gleichungen  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten,  so  ergiebt  sich 

5=3^,     -n^^- 3-^,  (28) 

woraus  folgt,  dass  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  in  demjenigen  Punkte  der  Halbi- 
xungslinie  der  Basis  liegt,  welcher  vom  Scheitel  doppelt  so  weit  entfernt  ist,  wie  von 
der  Basis;  bekanntlich  schneiden  sich  in  diesem  Punkte  alle  drei  Halbirungslinieo. 

5.  Archimedische  Spirale:   r  =  tfft,  Sector  von  0  bis  ic/2: 

,      2(ic»  — 241C4-48)  12(ir«  — 8) 

6.  Logarithmische  Spirale:   r  =  a^;   Sector  von  0  bis  d: 

2     e^^  (3  w»  -+-  sinb)  —  3                 2     e^^{^sin%—cosb)  4-  1  ,^^, 

«=15« ^IfTITi '      ^=15^ Ti^TZTi •        (30) 

7.  Die  zwischen  einem  Ast  der  Kettenlinie  und  der  Abscissenlinie 
liegende  Fläche  OABG  (Fig.  10): 


%  =  x 


k{y-k) 


■K'-t)^  ot 


s 

der  Schwerpunkt  dieser  Fläche  hat  also  dieselbe  Abscisse  und  die  halbe  Ordi- 
nate wie  deijenige  der  Kettenlinie  selbst.' 

Schwerpunkt  von  Körpern.    Die  allgemeinen  Formeln  lauten  hier  ganz 
analog  den  früheren,  wenn  G  das  Gewicht  und  V  das  Volumen  des  Körpers  ist: 

5  =  ^1  ijpxäxdydz,     ij  =  ^  jjhy^^^y^»^      C  ==  ^J  1  Ipzäxäyd9.     (32) 
und,  wenn  der  Körper  homogen  ist, 

y^jjjd^^y^^^     i^^jjjxäxdydz,    r^==lrfffyäxdydz, 

1  rrr  ^^^'^ 

Z=^jrjJ  hdxdydz, 

wo  man  die  Integration  nach  z  auch  ausführen  kann,  so  dass  man,  wenn  Xq,  x^, 
y^  und  yif  ^0  und  Zi  die  Grenzen  sind,  erhält: 

V^jj{z^  -  z^)  dx  dy  (32  b) 


i  =  -yj  jx[z^  —  z^)dxdy,    n^-yj  Jy(^i  —  ^o)^^^^y* 
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n  =  ^JJ{>}-*^)dxdy. 


Speciell  bei  Rotationskörpern  (^-Axe)  wird  natürlich  t)  sr  Q  und  C  =  0,  und 

(32  c) 


C«ic  jpy^äx,       5=  Qj^xy^äx. 


Xq  Xd 

In  Polarcoordinaten  r(p4»  nehmen  die  allgemeinen  Gleichungen  folgende 
Gestalt  an: 

G  ÄS  fffp  ^*  sin^  dr  df^  d^* 

S  =  g/  /  i^r^sin^cos^dr df^d^^     tjes^l  /  jpr^sin^^cos^drd^d^, 

C  =  g  /  /  fpr^sin^tfsin^dr  d<fd^,  (32d) 

und  speciell  fUr  homogene  Körper 

91    ^1 

V^jfßrf-r,^)smffdffd^, 

91    +1  91    4»! 

i^-^j  j(rf^r^)cos^sinffdffd^,  r^^^jpj  ßr^^—r^*)sin^ffCos^dfd^,  (32c) 

90  +0  90  ^0 

91    *l 

C  =s  jyj  J(r^  —  r^)  sin^  (p  sin^  dv^  d^. 

90  *© 

Beispiele.  1.  Parallelschicht  eines  dreiaxigen  £llipsoides.  Die- 
selbe sei  homogen,  senkrecht  auf  der  :c-Axe  und  reiche  von  x^  bis  jr^.  Man 
findet  für  die  Entfernung  des  natürlich  auf  der  Axe  gelegenen  Schwerpunktes  vona 
Mittelpunkt  des  Elipsoides,  wenn  a  die  entsprechende  Halbaxe  ist: 

3  x^^x^-h^aHx^--x^)^ 
^       ^    ^-x^^-hBa^Cxo-x^)'  ^"^"^^ 

Die  beiden  anderen  Halbaxen  kommen  also  gar  nicht  vor.  Für  das  ganze 
Halbellipsoid  (x^  ss  0«  ^i  »  ä)  ergiebt  sich  hiernach 

E«|«.  (33a) 

2.  Kugelsector  vom  Radiuswinkel  a  und  vom  Centriwinkel  f. 
Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Mittellinie  und  vom  Kugelmittelpunkt  um 

l^jacos^l.  (34) 

3 

bei  einem  sehr  schmalen  Sector  um  E  =  -7  a,^) 


und  speciell  < 

3.  Halber  Kugelkeil  vom  Kugelradius  a  und  vom  Flächenwinkel  7. 


3 
bei  der  Halbkugel  um  E  =  ^  ^ ,   entfernt 


^)  Man  vergleiche  dies  mit  dem  Schwerpunkt  einer  Linie  und  eines  sehr  schmalen  Dreiecks 
oder  Sectors  [Gleichung  (27  a)];  dem  Ende  resp.  der  Peripherie  liegt  der  Schwerpunkt  bei  der 
Linie  1  Mal,  bei  der  schmalen  Fläche  2  Mal,  bei  dem  schmalen  Körper  8  Mal  so  nahe  wie  dem 
Anfang  resp.  Centrum,  ganz  wie  dies  der  Dimensionenzahl  dieser  Gebilde  ^ff^^RP^^OoTp 
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Wird  die  Schnitdinie  der  beiden  Meridianebenen  zur  x-Axe,  die  Aequatorebene 
zur  yS'Ebenc  genommen,  so  ergiebt  sich 

spedell  für  den  Rugeloctanten 

g  =  ,j  =  C=|«.  (35a) 

4.  Pyramide  und  Kegel.  Der  Schwerpunkt  liegt  in  demjenigen  Punkte 
der  von  der  Spitze  nach  dem  Schwerpunkt  der  Grundfläche  gezogenen  Linie^ 
welcher  von  ersterer  dreimal  so  weit  entfernt  ist,  wie  von  letzterer;  speciell  beim 
Tetraeder  ist  der  Schwerpunkt  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  drei  Mittellinien. 

Experimentelle  Ermittelung  des  Schwerpunktes.  Wenn  man  eine 
Linie,  eine  Fläche  oder  einen  Körper  an  einem  Faden  aufhängt,  so  muss  der 
Schwerpunkt  mit  dem  Aufhängepunkt  in  einer  vertikalen  Linie  liegen,  die  Ver- 
längerung des  Fadens  muss  also  durch  den  Schwerpunkt  gehen.  Es  folgt  dies 
daraus,  dass  nur  in  diesem  Falle  das  Moment  der  Schwerkraft  verschwindet.  Man 
nennt  die  gedachte  Vertikale  und  ebenso  jede  bei  Aufhängung  des  Körpers  an 
einem  anderen  Punkte  entsprechende  Linie  eine  Schwerlinie.  Es  ist  nur  erforder- 
lich, sich  zwei  derartige  Schwerlinien  zu  verschaffen ;  in  ihrem  Schnittpunkte  liegt 
der  Schwerpunkt  des  Gebildes. 

Neutrales,  stabiles  und  labiles  Gleichgewicht.  Von  der  Lage  des 
Schwerpunktes  hängt  es  nicht  nur  ab,  ob  der  betreffende  Körper  sich  im  Gleich- 
gewicht befinde  oder  nicht,  sondern  auch,  von  welcher  der  drei  Arten,  welche 
man  in  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  unterscheiden  kann,  dasselbe  ist  Man  be- 
zeichnet einen  Gleichgewichtszustand  als: 

1.  Neutral  oder  indifferent,  wenn  die  Lage,  in  welche  das  betreffende 
System  durch  eine  klebe  Bewegung  gebracht  werden  kann,  ebenfalls  eine 
Gleichgewichtslage  ist    Beispiel:  Homogene  Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene. 

5.  Stabil,  wenn  das  System,  in  irgend  einer  Richtung  ein  wenig  aus  der 
Gleichgewichtslage  entfernt  und  dann  sich  selbst  überlassen,  entweder  unmittelbar 
oder  nach  einigen  Schwingungen  die  ursprüngliche  Lage  wieder  annimmt.  Bei- 
^iele:  Eine  homogene  Kugel  im  tiefsten  Punkte  der  Höhlung  einer  hohlen 
Fläche;  eine  an  einem  Faden  vertikal  herabhängende  Kugel;  eine  um  den 
Berührungspunkt  herum  im  Vergleich  zu  den  übrigen  Theilen  schwerere  Kugel 
auf  einer  horizontalen  Ebene. 

3.  Labil  oder  instabil,  wenn  das  System  in  irgend  einer  Richtung  so  ver- 
schoben werden  kann,  dass  es,  sich  selbst  überlassen,  sich  immer  weiter  von  der 
ursprünglichen  Gleichgewichtslage  entfernt  Beispiele:  Eine  homogene  Kugel  auf 
dem  höchsten  Punkt  einer  gewölbten  Fläche;  eine  auf  einer  Spitze  stehende 
Kugel;  eine  um  ihren  höchsten  Punkt  herum  im  Vergleich  zu  ihren  übrigen 
Theilen  schwerere  Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene. 

Für  diese  drei  Arten  von  Gleichgewichtszuständen  kann  man  nun  einerseits 
geometrische,  andererseits  analytische  Kriterien  aufstellen.  Es  mögen  zunächst 
die  ersteren  betrachtet  werden.  Dabei  soll  der  Deutlichkeit  halber  derjenige 
Pnnk^  welcher  bei  der  in  Gedanken  auszuführenden  Bewegung  des  Körpers  fest 
bleibt,  Drehpunkt  genannt  werden.  Nun  ist  klar,  dass  die  den  Drehpunkt  und 
den  Schwerpunkt  verbindende  Linie  ihre  vertikale  Richtung  bei  der  Lagenänderung 
nicht  beibehalten  kann;  soll  trotzdem,  wie  es  das  neutrale  Gleichgewicht  verlangt, 
auch  in  der  neuen  Lage  Gleichgewicht  sein,  so  darf  jene  Li^e. J|^|rl^^ 


6o  Stand^ihigkeit. 

existiren,  der  Schwerpunkt  muss  mit  dem  Drehpunkt  zusammenfallen.   Im  neutralen 
Gleichgewicht  liegt  also  der  Schwerpunkt  im  Drehpunkt. 

Beim  stabilen  Gleichgewicht  soll  die  durch  die  I^agenänderung  ein  wenig 
geneigte  Drehpunkt- Schwerpunkt- Linie  durch  die  Schwerkraft  wieder  in  die 
ursprünglich  vertikale  Lage  gebracht  werden^  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Kraft 
an  ihrem  unteren  Endpunkt  angreift;  dieser  muss  also  der  Schwerpunkt,  der 
obere  der  Drehpunkt  sein;  umgekehrt  soll  beim  labilen  Gleichgewicht  die  durch 
die  kleine  Lagenänderung  erzeugte  Neigung  der  betrachteten  Linie  noch  gesteigert 
werden,  was  nur  geschehen  wird,  wenn  die  Schwerkraft  am  oberen  Endpunkt 
angreift;  hier  muss  also  der  obere  Punkt  der  Schwerpunkt,  der  untere  der  Dreh- 
punkt sein. 

Es  ergiebt  sich  also  der  Satz:  Beim  neutralen  Gleichgewicht  liegt 
der  Schwerpunkt  im  Drehpunkt,  beim  stabilen  senkrecht  unter  ihm, 
beim  labilen  senkrecht  über  ihm. 

In  manchen  Fällen  sind  in  derselben  Lage  des  Körpers  zwei  oder  auch  alle 
Arten  des  Gleichgewichtes  gleichzeitig  vorhanden.  Beispiele:  Eine  auf  ihrem 
Rande  stehende  Münze  ist  für  Drehungen  in  ihrer  Ebene  in  neutralem,  für 
Drehungen  senkrecht  in  ihrer  Ebene  im  labilen  Gleichgewicht.  Eine  auf  einem 
Sattel  ruhende  Kugel  ist  nach  den  beiden  Bergseiten  zu  in  stabilem,  nach  den 
beiden  Thalseiten  zu  in  labilem,  endlich  in  zwei  gewissen  diagonalen  Richtungen 
in  neutralem  Gleichgewicht. 

Stand fähigkeit.  Von  der  Lage  des  Schwerpunktes  hängt  nicht  bloss  die 
Natur  des  Gleichgewichtes,  sondern  auch  die  grössere  oder  geringere  Fähigkeit 
des  betreffenden  Körpers  ab,  äusseren  Einflüssen,  welche  eine  Drehung  desselben 
zu  bewirken  streben,  Widerstand  zu  leisten.  Die  Stabilität  eines  Körpers  ist  z.  B. 
desto  grösser,  je  tiefer  der  Schwerpunkt  unter  dem  Drehpunkt  liegt;  in  demselben 
Verhältnisse  ist  natürlich  seine  Empfindlichkeit  gegen  Aenderungen  in  der  Ver- 
theilung  seiner  Massen  kleiner  (s.  Art.  Waage).  Das  stabile  Gleichgewicht  kommt 
praktisch  ausser  in  vereinzelten  Fällen  (wie  dem  obigen  der  Kugel  auf  der  Hohl- 
fläche) nur  bei  Körpern  vor,  welche  in  einem  Punkte  hängen,  nicht  aber  bei 
solchen,  welche  auf  einem  Punkte  stehen ;  im  letzteren  Falle  ist  vielmehr  dieser 
Stützpunkt  gewöhnlich  auch  Drehpunkt.  Das  Gleichgewicht  ist  labil  und  der  Körper 
fällt  bei  der  leisesten  Lagenänderung  um.  Eine  Ausnahme  findet  nur  dann  statt, 
wenn  der  Körper  eine  so  grosse  Trägheit  hat,  dass  man  jene  Lagenänderungen 
durch  geschickte  Bewegungen  stets  momentan  wieder  ausgleichen  kann  (Balan- 
ciren);  oder  in  dem  anderen  Falle,  wo  die  Masse  des  Körpers  rings  um  den 
Stützpunkt  so  weit  abwärts  reicht,  dass  der  Schwerpunkt  ausserhalb  der  Masse 
des  Körpers  unter  den  Stützpunkt  in  die  Masse  des  Stützkörpers  hineinfällt. 
Beispiele:  Ein  im  Mittelpunkte  seiner  inneren  Bodenfläche  auf  einer  Nadel- 
spitze stehender  Topf;  ein  Korkpfropfen,  der  für  sich  auf  einer  Nadelspitze  im 
labilen,  dagegen,  wenn  man  vier  Gabeln  schräg  nach  unten  in  seine  Peripherie 
spickt,  im  stabilen  Gleichgewichte  ist. 

Um  nicht  nur  im  stabilen  Gleichgewicht  zu  sein,  sondern  diese  Lage  auch 
mit  einer  gewissen  Festigkeit  behaupten  zu  können,  d.  h.  um  »standfeste  zu 
sein,  muss  ein  Körper  durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
unterstützt  sein.  Die  Bedingung  ist  dann  die,  dass  das  vom  Schwerpunkte  ge- 
fällte Loth  zwischen  die  drei  gedachten  Punkte  falle.  Wollte  man  nämlich  einen 
solchen  Körper  um  eine  der  drei  Kanten  des  durch  die  Stützpunkte  gebildeten 
Dreieckes  drehen,  so  würde  nicht  nur  der  Körper,  sich  selbst  überlassen,  wieder 
in  die  ursprüngliche  Lage  zurückkehren,  es  sei  denn,  dass  man  die  Drehung  über 

^        ^  ^  Digitizedby^^OiJ5?Li:: 
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die  Lage,  in  welcher  der  Schwerpunkt  sich  senkrecht  über  der  Drehkante  be- 
findet, hinaus  fortsetzt;  sondern  der  Körper  würde  dieser  Drehung  selbst  schon 
Widerstand   leisten,   weil  bei  dieser  Drehung  ^^-'^v 

(Fig.  13)  der  Schwerpunkt  von  s  bis  5'  gehoben,  ^^^'^'^  \ 

also  Arbeit  geleistet  werden  muss.    Diese  Ar-  <^  \ 

beitsgrösse,  also  die  Hubhöhe  es*  wird  demge-  \  \ 

mfiss   auch  das  Maass  der  Standfähigkeit  ab-  \       ^'       \ 

geben;  bezeichnet  man  die  Höhe  des  Schwer-    I      "       "      "~A^      1  ^ 

Punktes  über  der  Grundfläche,  also/j,  mit  h    \  /^     \\     |  ; 

and  die  Entfernung  des  Fusspunktes  /  von  der  |  /  \\  J         /^ 

Drehkante    c,    also  fc^   mit  /,    so   hat   man  /  p^Z  \\j     / 

offenbar  f  ^        ^^^^-^^^^ 

und  da  die  Standfähigkeit  5  ausserdem  ebenso  (Ph.  is.) 

wie  die  zu  leistende  Arbeit  dem  im  Schwerpunkt  vereinigt  zu  denkenden  Gewichte 

G  des  Körpers  proportional  ist, 

S^G  (i/7M=^  —  h)]  (36) 

die  Standfiihigkeit  ist  also  desto  grösser,  je  schwerer  der  Körper,  je  breiter  seine 
Basis  ist  und  je  tiefer  sein  Schwerpunkt  liegt. ^)  Wie  man  ausserdem  sieht,  bezieht 
sich  die  Standfähigkeit  immer  nur  auf  eine  bestimmte  Kante,  und  es  kann  daher 
die  Standfestigkeit  eines  Körpers  nach  verschiedenen  Richtungen  eine  sehr  ver- 
schiedene sein.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Standfestigkeit  von  Körpern, 
welche  im  Grossen  und  Ganzen  homogen  und  im  Vergleich  zu  ihrer  Höhe  schmal 
sind,  z.  B.  von  Mauern;  man  kann  dann  aus  der  obigen  Formel  die  einfachere 

(1  />        \  Gl^ 

herleiten,  welche  zeigt,  dass  durch  gleichmässige  Verdoppelung  der  Breite  die 
Standfähigkeit  verachtfacht,  durch  Verdoppelung  der  Breite  nur  an  der  Basis  ver- 
vierfacht wird,  dass  sie  dagegen  bei  Verdoppelung  der  Höhe  ungeändert  bleibt. 
Das  letztere  Ergebniss  mag  befremden,  man  muss  aber  erwägen,  einmal,  dass 
es  sich  hier  nur  um  die  Mauer  als  Ganzes  (nicht  um  das  Herabfallen  eines 
Theiles  vom  andern),  und  sodann,  dass  es  sich  auch  für  die  Mauer  als  Ganzes 
um  zwei  verschiedene  Dinge  handelt:  einmal  um  die  Arbeit,  welche  aufge- 
wendet werden  muss,  um  die  Mauer  umzukanten,  und  diese,  also  nach  unserer 
Definition  die  Standfestigkeit,  ist  von  der  Höhe  unabhängig,  weil  in  demselben 
Maasse,  in  welchem  die  Hubhöhe  des  Schwerpunktes  mit  wachsender  Höhe 
der  Mauer  abnimmt,  das  zu  hebende  Mauergewicht  zunimmt;  und  andererseits 
um  den  Drehungswinkel,  welcher  genügt,  um  die  Mauer  in's  labile  Gleich- 
gewicht zu  bringen,  und  dieser  ist  desto  kleiner,  je  höher  die  Mauer  ist.  Es 
werden  also  bei  der  höheren  Mauer  unbedeutendere  Verschiebungen,  wenn  auch 
mit  demselben  Kraftaufwand,  den  Einsturz  bewerkstelligen. 

Beziehung  zumPrincip  der  virtuellen  Verrtickungen.  Wir  wollen  nun 
die  drei  Arten  des  Gleichgewichtes  oder  mindestens  das  stabile  im  Gegensatz  zu 
den  beiden  anderen  noch  anal3rtisch  und  durch  eine  weit  allgemeinere  Beziehung 
als  bisher  charakterisiren,  indem  wir  von  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen 
[Gleichung  (6),  pag.  47]  ausgehen,  welches,  auf  die  in  der  Z-Richtung  wirkende 
Schwerkraft  angewendet,  2Z8«s=0  lautete.    Hierfür  kann  man,  indem  man  das 


^  Zuweilen  wird  noch  eine  andere  Formel  für  die  Standfähigkeit  abgeleitet  und  diese  dann 
dßc  statische,  die  obige  die  dynamische  Stabilität  genannt.  Digitized  by  V^jOOy  iC 
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Gewicht  G  des  Körpers  und  die  Coordinate  C  des  Schwerpunktes  einführt,  ff  dC  es  0, 
also  dC«»0  schreiben.  Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  beim  Durchgange  durch 
das  Gleichgewicht  der  Schwerpunkt  sich  in  gleicher  Höhe,  d.  h.  horizontal  be- 
wegt. Dies  ist  nun  möglich  1.,  wenn  überhaupt  C=^constant  ist:  Fall  des  in- 
differenten Gleichgewichtes;  2.  wenn  C  ein  Minimum  ist,  also  der  Schwerpunkt 
seine  tiefste  Lage  einnimmt:  labiles  Gleichgewicht,  und  3.,  wenn  C  ein  Maximum 
ist,  also  der  Schwerpunkt  seine  höchste  Stellung  einnimmt.  Verallgemeinert  man 
jetzt  die  Betrachtung,  so  kann  man  die  Gleichung  2 (A'djiP  +  Y^y  +  Z^z)  =  0  durch 
Einführung  des  Potentials  F'der  wirklichen  Kräfte  in  die  Form  hV^=Q  bringen, 
und  gelangt  dann  zu  dem  wichtigen  Resultat,  dass  beim  stabilen  Gleichgewicht 
eines  Körpers  unter  der  Wirkung  irgend  welcher  Potentialkräfte  das  Potential  ein 
Maximum  ist 

Gleichgewicht  eines  biegsamen,  unausdehnbaren  Fadens.  Es 
handelt  sich  darum,  die  Spannungen  in  dem  Faden,  d.  h.  die  negativen  Drucke, 
welche  seine  Theile  auszuhalten  haben,  hauptsächlich  aber  seine  Gleichgewichts« 
figur  zu  finden.  Physikalisch  ist  die  letztere  Anfgabe  nach  dem  obigen  durch  die 
Angabe  gelöst,  dass  der  Faden  diejenige  Gestalt  annehmen  muss,  bei  welcher 
sein  Schwerpunkt  möglichst  tief  liegt,  und  es  handelt  sich  hiernach  nur  noch  um 
die  mathematische  Lösung. 

Es  seien  x^y^z^  und  x^y^z^  die  Coordinaten  der  Endpunkte,  die  Compo« 
nenten  der  auf  diese  wirkenden  Kräfte  X^Y^Z^  und  X^Y^Z^,  endlich  Xds, 
Yds,  Zds  die  Componenten  der  auf  ein  beliebiges  Bogenelement  des  Fadens 
wirkenden  Kraft.  Die  Grösse,  welche  alsdann  nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Verrückungen  [Gleichung  (6),  pag.  47]  gleich  null  zu  setzen  ist,  enthält  dann  die 
folgenden  Glieder: 

X^^x^ -h  Y^ty^  +  Z^bz^  +  X^bx^ -h  Y^iy^  +  Z^^z^-i-fäs {Xdx  -t-  Y^y  H-  Zdz). 

Nun  ist  aber  das  System  einer  Bedingung  unterworfen,  nämlich  der,  dass  das 
Bogenelement  ds  von  unveränderter  Länge  bleiben  muss.  Man  muss  also  zu  den 
obigen  noch  das  mit  dem  LACRANGE'schen  Faktor  X  multiplicirte  und  über  den 
ganzen  Faden  integrirte  Glied  ^ds,  d.  h.  den  Ausdruck 


dix- 


dl 
ds 


£dBy  +  ^_dSz\ 


ds 
Ts' 


hinzufügen.    Dabei  empfiehlt  es  sich,  die  einzelnen  Theile  desselben  partiell  zu 
integriren,  also  z.  B. 

XI  *1         Xi 

zu  setzen  und  schliesslich  alle  Glieder  nach  den  d  gleicher  Grössen  zu  ordnen. 
Es  ergiebt  sich  dann  die  Gleichung 

Bzi 
Nunmehr  darf  das  System  als  ein  völlig  freies  betrach^|^||^§^^(d^^^^d 
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simmtlich  willkürlich,  man  kann  z.  B.  alle  bis  auf  eins  gleich  Null  setzen,  und 
es  mnss  daher  dessen  Faktor,  und  in  analoger  Weise  alle  andern  Faktoren  für 
sich  verschwinden.    Man  erhält  somit  die  neun  Gleichungen: 

-.-(xa=o.      y.-{4l-o,      z^-{4l-o,       ^^^ 

^'-^('^Ir''    ^«-^(^Älr"'    ^'■^(^£1.=«'    • 

Jfrf*-rf(xg)=0.      YJs-ä(\^^^0.     Zrf*-^(xg)  =  0,       (38). 

von  denen  die  sechs  ersten  die  Grenzbedingungen,  die  drei  letzten  die  Haupt- 
gleichongen  des  Problemes  darstellen.  Es  ergiebt  sich  nun  auch  unmittelbar  die 
physikalische  Bedeutung  des  Multiplicators  X.  Es  ist  nämlich  Äds  die  XCom- 
ponente  der  auf  ds  wirkenden  äusseren  Kraft,  es  muss  also  ä{\äx/ds)  die  jener 
Kraft  das  Gleichgewicht  haltende  XComponente  der  Spannung  von  ds  sein. 
Diese  ^Spannung  ist  nun  das  Resultat  des  Umstandes,  dass  die  +  XSpannung 
an  dem  einen  Ende  von  ds  etwas  grösser  ist,  als  die  —  ^-Spannung  am 
anderen  Ende  und  zwar  um  das  Differential  der  letzteren.  Die  X-Componente 
der  Spannung  in  einem  Punkte  des  Fadens  ist  also  — \dx/ds  und  folglich  die 
gesammte  Spannung  in  diesem  Punkte  gerade  — X.  Man  erkennt  wieder  aufs 
Deutlichste  die  physikalische  Bedeutung  der  Lagrange' sehen  Methode:  Der  Faden 
kann  sich  nicht  ausdehnen,  dieser  Zwang  ruft  Spannung  hervor  und  diese  Spannung 
findet  ihr  Maass  in  dem  LAGRANGE'schen  Multiplikator. 

Schreibt  man  jetzt  .S  für  X  und  führt  die  zweiten  Glieder  der  Gleichung  (38) 
aus,  so  erhält  man 

dx  dx 

y^x  +  rf5^-t-5//g  =  0,  (39) 

Diese  drei  Gleichungen  sind  unmittelbar  geeignet,  um  die  beiden  gestellten 
Aufgaben  zu  lösen.  Multiplicirt  man  die  erste  derselben  mit  dyjds^  die. zweite 
mit  dxjds  und  zieht  die  zweite  von  der  ersten  ab,  so  heben  sich  die  mitderen 
Glieder  fort;  bringt  man  dann  die  letzten  Glieder  nach  rechts  und  dividirt  die 
ganze  Gleichung  durch  den  Faktor  von  5,  so  erhält  man  einen  der  Spannung  S 
gleichgesetzten  Bruch.  Zwei  ebensolche  Brüche  erhält  man  aber  auch,  wenn 
man  die  analoge  Operation  mit  der  zweiten  und  dritten,  sowie  mit  der  dritten 
und  ersten  der  Gleichungen  (39)  ausgeführt,  man  kann  also  alle  drei  Brüche 
einander  gleich  setzen  und  findet: 


ds  ds  ds  ds  ds  ds 


dx    dy      4y  *^         ^^^'  dz    dy         ^  j^^      dx    dz 
ds     ds      ds    ds         ds     ds      ds     ds         ds    ds  ^  ds     ds 


(40) 


Dies  sind  die  beiden  Gleichungen  der  Curve,  welche  der  Faden  bildet. 

Es  bandelt  sich  nun  noch  um  die  Ermittelung  der  Spannung.    Multiplicirt 

dx     dy '  dz 
man  nun  die  Gleichungen  (39)  resp.  mit  d-j-^  d-r-^  cHr  und  addiert  sie,  erwägt  man, 

dass  das  zweite  Glied  verschwindet,  weil  der  Faktor  von  dS 

dx  Jx      dy  Jy      dz    dz        S(dx\      (dy\^      (dzy\       ^,,,_  ^ 
Ts^Ts^Ts^ds'^Ts'js-'']Sj's)  -*-  Vs)  ^  UJal  =  d^4te?Ogle 
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wird  und  femer,  dass  der  Faktor  von  S  im  letzten  Gliede  sich  durch  den  ersten 
Krümmungsradius  r^)  nach  der  Formel 


i-imFW^m 


ausdrücken  lässt,  so  erhält  man 

^         Multiplicirt  man  andererseits  die  Gleichungen  (39)  resp.  mit  dx/ds,  dy/ds, 
dz/ds  und  addirt  sie,  so  wird  der  Faktor  von  dS  gleich  eins,  der  von  5  gleich 

null,  und  es  wird 

Xdx  +  Ydy  -+■  Zdz  -hdS^O,  (40b) 

Quadrirt  man  endlich  die  Gleichungen  (39)  und  addirt  sie,  benutzt  die  beiden 
Beziehungen  (40  a)  und  (40  b)  und  nennt  die  Kraft  i?,  so  findet  man 

£ids^  ^dS^^S^^^ 0.  (41) 

Damit  ist  eine  Relation  zwischen  Spannung,  Krümmungsradius  und  wirkender 
Kraft  gefunden.  Die  Gleichungen  (40)  und  (41)  enthalten  die  Lösungen  des 
allgemeinen  Problems. 

Kettenlinie.^  Die  obigen  Resultate  lassen  sich  leicht  für  den  Fall  der 
Schwerkraft  specialisieren.  Die  Ä^-Ebene  sei  die  Vertikalebene,  die  ^Axe  der 
Schwere  entgegengerichtet;  dann  hat  man  als  Hauptgleichungen,  wenn  p  die 
Dichte  des  Fadenmateriales  ist  (Gewicht  der  Längeneinheit): 

Man  kann  diese  Gleichungen  übrigens  auch  direkt  ableiten.  Successive  er- 
hält man  nun  folgende  Ausdrücke 


hieraus 


^Ts^''        -5^  =  ?^  +  ^.         folglich    g  =  £,  +  ,'; 

0 = f  £ = ?  V"^ + (^)*'  f°^««^»»  ^'««^^ 


Die  Integrationsconstanten  bestimmen  sich  durch  die  für  die  beiden  End- 
punkte des  Fadens  gegebenen  Beziehungen  zwischen  ji:  und  j^;  es  zeigt  sich  dabei, 
dass  die  Gleichung  am  einfachsten  wird,  wenn  man  die  j^-Axe  durch  den  tiefsten 
Punkt,  den  sogenanten  Scheitel  der  Curve  hindurchlegt  und  die  x-Axe  in  einem 
gewissen  Abstand  m  unterhalb  des  Scheitels  zieht.    Es  wird  dann 

>'  =  2^^'""^^   «•/.  (42) 

Diese  Gleichungscurve  emes  hängenden  unausdehnbaren  Fadens  heisst  die 
gemeine  Kettenlinie.  Es  handelt  sich  noch  darum  anzugeben,  wie  man  den  in 
ihr  vorkommenden  Parameter  m  zu  bestimmen  habe.  Geometrisch  bedeutet 
derselbe  die  Höhe  des  Scheitels  über  dem  Coordinatenanfange,  physikalisch,  wie 
leicht  abzuleiten,  das  Verhältnis  der  Scheitelspannung  zum  Gewichte  der  Längen- 
einheit. Von  den  Formeln,  welche  m  bestimmen,  sind  die  wichtigsten,  wenn  der 
Einfachheit  halber  die  Kette  symmetrisch,  also  beide  Endpunkte  in  gleicher  Höhe 

^)  D.  h.  durch  den  Krümmungsradius  in  der  Schmiegungsebene. 

*)  Die  Lösung  dieses  Problems  findet  sich,  als  Antwort  auf  die  FragestelluDg  Jac.  Be&nouilu's 
in  den  Acta  Erud.  1691,  u.  zwar  gleichzeitig  von  JoH.  BERNOUitxi,  Lkibnitz  und  Huvgxns. 
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angenommen  werden  (andernfalls 
resp.  anders  zu  deuten): 

1.  Ans    Kettenlänge    s    und 
Hängetiefe  /: 

2.  Ausbund  dem  Hängewinkel 9: 

3.  Aus  s  und  der  Spannweite  a: 

m  a' 

4  — 
a 

eine  trancendente  Gleichung,  aus 
welcher  mit  Hilfe  von  Tafeln  m  er- 
mittelt werden  kann. 

4.  Aus  dem  Hängewinkel  9  und  der  Hängetiefe  / 


sind  die  Formeln  ein  wenig  zu  modifiziren, 
Y 


m  =  • 


tCOS(f 


1 


Schliesslich  ergiebt  sich  die  Scheitelspannung 
und  die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte,  wenn  4^  der  Neigungswinkel  daselbst  ist: 

Das  Problem  der  Kettenlinie  hat  ein  Analogon  im  Räume,  das  Problem  des 
Gleichgewichts  biegsamer,  unausdehnbarer  Flächen;  es  muss  indessen  genügen, 
auf  die  Bearbeitung  hinzuweisen,  welche  diesem  Problem  kürzlich  zu  Theil  ge- 
worden ist^)  und  zu  bemerken,  dass  man  dabei  auf  ABEL'sche  Functionen  kommt. 

Gleichgewichtsaxen.  Wenn  eine  gerade  Linie  die  Eigenschaft  hat, 
dass,  wenn  man  ein  gegebenes,  unter  der  Wirkung  gegebener  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht befindliches  System  um  sie  dreht  und  in  der  neuen  Lage  an  denselben 
Punkten  des  Systems  dieselben  Kräfte  in  derselben  absoluten  Raumrichtung  wirken 
lässt,  das  System  immer  noch  im  Gleicgewicht  ist,  so  nennt  man  jene  Linie  eine 
Gleichgewichtsaxe.  Als  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  solchen  findet  man, 
wenn  ^j^^^  die  Richtungswinkel  einer  gewissen,  durch  den  Coordinatenanfang 
gehenden  Geraden  sind,  und  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  die  drei  Gleichungen: 

^-fcos^  -H  Hcosx  H-  Gcos'^  ==  0, 

-f-  Hcos^  —  gcosx  +  Fcos^  »  0,  (43) 

H-  Gcos^  4-  Fcosi  —  hcos^^^Of 
woraus  sich 

— /      ^         C? 

H     -^g        F    =^  (48a) 

G        F       -^h 

ergiebt   Jede  Linie,  welche  der  Gleichgewichtsaxe  im  Räume  parallel  ist,  ist  eben- 
falls als  Gleichgewichtsaxe  zu  betrachten.    Wenn  die  Gleichung 

*)  KOttbr,  Crbllk's  J.   103,  pag.  44  (1888).  Digitized  by  VjOOQIC 
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gi  +  £gX^£^^0.  (43b) 

erfüllt  wird,  so  giebt  es  sogar  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  Gleichgewichtsaxen, 
und  jede  Linie,  welche  in  dieser  oder  einer  ihr  parallelen  Ebene  liegt,  ist  eben- 
falls eine  Gleichgewichtsaxe.  Wenn  endlich  ein  System  drei  weder  in  derselben 
noch  in  parallelen  Ebenen  liegende  Gleichgewich tsaxen  hat,  so  kann  jede  Linie 
im  Räume  als  Gleichgewichtsaxe  betrachtet  werden.  Von  besonderer  Wichtig- 
keit ist  noch  der  Satz,  dass  man  jede  Linie  durch  geeignete  Anbringung  eines 
Kräftepaars  zu  einer  Gleichgewichtsaxe  machen  kann.  Die  Theorie  des  stabilen, 
indifferenten  und  labilen  Gleichgewichtes  lässt  sich  auf  Grund  der  Theorie  der 
Gleichgewichtsaxen  in  ganz  allgemeiner  Weise  behandeln. 

Im  Obigen  ist  nur  ein  Theil  der  Betrachtungen  und  Probleme  der  Statik, 
mit  vorzugsweiser  Berücksichtigung  der  Resultate,  skizzirt  worden.  Auf  die 
weitere  Ausführung  dieser,  sowie  auf  die  Behandlung  der  übrigen  statischen 
Probleme  muss  und  darf  hier  verzichtet  werden,  ersteres  des  Raumes  halber, 
letzteres,  weil  das  Interesse  an  diesen  Problemen  und  Ausführungen  in  über- 
wiegendem Maasse  entweder  ein  mathematisches  oder  ein  technisches  ist.^) 

F.  Auerbach. 


Dynamik. 


Dynamik  ist  die  allgemeine  Lehre  von  der  Bewegung,  also,  ebenso  wie  die 
Statik,  ein  Theil  der  Mechanik,  aber  insofern  ein  weit  allgemeinerer  und  um- 
fassenderer Theil,  weil  die  Statik,  wenn  man  will,  nur  einen  speciellen  Fall  der 
Dynamik  darstellt,  nämlich  denjenigen,  in  welchem  die  Beschleunigungen  und 
Geschwindigkeiten  verschwinden.  In  der  That  wird  sich  zeigen,  dass  die 
fundamentalen,  in  der  Dynamik  giltigen  Beziehungen  in  der  Gestalt  von 
Gleichungen  auftreten,  aus  denen  man  durch  Nullsetzen  der  Beschleunigungen 
die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  erhält.') 

Grundgleichungen  der  Dynamik.  Für  ein  völlig  freies  System  bedarf 
es  zur  Aufstellung  derselben  keiner  weiteren  Betrachtungen  als  der  Erinnerung 
an  das  Kraftprincip  und  das  Massenprincip  (Princtp  2  und  3,  pag.  35).  Es  ist 
hiernach  Hir  einen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogenen  Punkt, 
wenn  tn  seine  Masse  ist,  und  XYZ  die  Componenten  der  Resultante  sämmtlicher 
auf  ihn  wirkenden  Kräfte  sind: 


')  Die  Lehren  der  Statik  sind  in  einer  Reihe  von  Werken  entwickelt  worden,  von  denen 
hier  folgende  hervorgehoben  werden  mögen:  Ubaldi,  Mechanicorum  liber.  Pes.  1577.  — 
Steww,  in  versch.  Schriften,  1585— 1608.  —  Galilei,  opera  (1600— 1642).  —  Bernouilli, 
Jac,  Opera.  Genf  1744.  —  Bernouiuj,  Joh.,  Opera.  Laus.  1742.  —  Lagrangb,  M6c  analyt. 
Paris  1788.  —  PoiNSOT,  Elem.  de  Statique.  Par.  1804.  —  Möbius,  Statik.  Leipz.  1837.  —  Von 
Lehrbüchern,  die  aber  zugleich  auch  die  Dynamik  behandeln,  sind  zu  nennen:  Duhamel, 
Lehrbuch  d.  Mechanik;  Sturm,  cours  de  mec;  Thomson  u.  Tait,  Handb.  d.  theor.  Phjrs.; 
Kirchhoff,  Mechanik;  Führmann,  Autgaben  a.  d.  analyt  Mech.;  Schell,  Th.  d.  Bew.  u.  d. 
Kräfte;  Buff,  Lehrb.  d.  phys.  Mech.;  Mach,  die  Mechanik;  Rausenberger,  analyt  Mechanik; 
Somoff,  theor.  Mechanik  (deutsch  v.  Ziwet)  und  viele  Andere. 

^)  In  der  englischen  Litteratur  wird,  da  dort  Dynamik  meist  mit  unserer  »Mechanik«  iden- 
tisch gebraucht  wird,  unsere  »Dynamik«  häufig  »Kinetik«  genannt      oigitized  by  V^jOU^  It: 
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m  -jß  =  ^,       m  -^  ==  y,       m  -^  =r  z.  ^i; 

Ffir  ein  freies  System  von  Punkten  gelten  so  viel  Mal  drei  solche 
Gleichungen,  als  dasselbe  Punkte  hat  Man  kann  dieselbe  aber  in  eine  einzige 
zusammenfassen,  indem  man  unter  Bx,  by,  bz  beliebige  Verschiebungen  der 
Punkte  versteht,  die  Gleichungen  beziehungsweise  mit  ihnen  multiplicirt  und  dann 
addirt;  man  erhält  dann  die  Gleichung 


2[(^-«^)«*+(^-«?^)«>+(^-'«SJ)H=ö- 


(2) 


Aus  ihr  erhält  man  jederzeit  wiederum  rückwärts  das  ursprüngliche 
Gleichungssystem,  indem  man  den  Faktor  jedes  8  für  sich  gleich  Null  setzt, 
was  man  darf,  da  die  d  ganz  beliebig  sind,  also  z.  B.  alle  bis  auf  eins  gleich 
Null  gesetzt  werden  dürfen. 

Nicht  so  einfach  verhält  es  sich,  wenn  das  System  ein  unfreies,  also  ge- 
wissen Bedingungen  unterworfen  ist.  Der  Gang  der  Betrachtung  ist  dann  ganz 
analog  demjenigen,  welcher  in  der  Statik  eingeschlagen  worden  ist  (s.  oben 
pag.  42).  Sind  nämlich  die  Bedingungen,  denen  die  Punkte  unterworfen  sind,  in 
Form  der  Gleichungen  9  =  0,  ^  ==  0  u.  s.  w.  gegeben,  und  sind  X,  [l  u.  s.  w. 
LAGRANGE'sche  Muldplicatoren,  so  berücksichtigt  man  den  den  Punkten  in  Bezug 
auf  ihre  Bewegungen  auferlegten  Zwang,  indem  man  zu  der  Kraft  X  die  Kräfte 
kd^/dx,  yid^/dx  u.  s.  w.  und  entsprechende  Kräfte  zu  den  anderen  Kraft- 
componenten  hinzufügt,  so  dass  man  folgendes  Gleichungssystem  erhält: 

d^x       vr      s  8?  0^ 

^ig-r+xf^+^IJ^-...,  (3) 

und  ebenso  iür  die  anderen  Punkte  des  Systemes.    Diese  Gleichungen  sind  die 
LAGRANGE'schen  Bewegungsgleichungen  .^) 

D'AL£MBERT'sches  Priucip.  In  der  Statik  ist  das  Gleichgewicht  eines  un- 
freien Systemes,  ausser  durch  Gleichungen,  welche  den  Gleichungen  (3)  ent- 
sprechen und  mit  Hilfe  der  bewussten  Specialisirung  aus  ihnen  hervorgehen,  in 
noch  einfacherer  Weise  durch  eine  einzige  Gleichung,  nämlich  durch  den  ana- 
lytischen Ausdruck  des  Principes  der  virtuellen  Verrückungen  charakterisirt 
worden.  In  ganz  derselben  Weise  lässt  sich  auch  die  Bewegung  eines  unfreien 
Systems  durch  eine  einzige  Gleichung  charakterisiren,  und  die  Ableitung  dieser 
Gleichung  kann  in  genau  analoger  Weise  wie  dort  erfolgen;  der  Abwechslung 
halber  soll  jedoch  hier  ein  der  Form  nach  etwas  abweichender  Weg  einge- 
schlagen  werden,   welcher    überdies  weit   unmittelbarer   zum   Ziele   führt.     Es 

^)  WcDii  bei  dem  Zwange,  welchem  die  Bewegung  unterworfen  ist,  die  Reibung  eine 
Rolle  spielt,  so  nehmen  die  LACRANGE'schen  Multiplicatoren  und  demgemäss  auch  die  Bewegungs« 
l^chimgen  eine  verwickeltere  Gestalt  an;  sie  lauten,  wenn  nur  eine  Bedingung  besteht,  und 
wenn  A  der  Reibungsco^fficient  ist: 


'feH-^gi/(lir-(l)-@)')' 
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sollen  jetzt  dji;  u.  s.  w.  nicht  mehr  beliebige,  sondern  virtuelle  Verrückungen 
sein,  d.  h.  sie  sollen  mit  den  Bedingungsgleichungen  in  Einklang  stehen.  Es 
gelten  dann  die  Gleichungen: 

wo  die  1  über  alle  Coordinaten  und  Punkte  auszudehnen  sind.  Es  möge 
bemerkt  werden,  dass  in  den  Bedingungsgleichungen  auch  die  Zeit  vorkommen 
kann;  es  wird  das  z.  B.  der  Fall  sein,  wenn  ein  Punkt  sich  ausschliesslich  in 
einer  Schale  bewegen  soll,  diese  selbst  aber  im  Räume  nicht  fest  ist  In  solchen 
Fällen  ist  dann  in  den  Gleichungen  (4)  die  Zeit  als  constant  zu  betrachten. 
Muldplicirt  man  nun  die  Gleichung  (3)  beziehungsweise  mit  ^x,  by  u.  s.  w.  und 
addirt  sie,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4) 

Diese  Gleichung  ist  mit  dem  Gleichungssystem  (3)  ganz  gleichbedeutend, 
wenn  hinzugefügt  wird,  dass  sie  fiir  alle  virtuellen  Verrückungen  gelten  solle, 
und  man  kann  auch  umgekehrt  aus  dieser  Gleichung  jenes  System  ableiten,  d.  h. 
zeigen,  dass  es  Grössen  X,  ^  u.  s.  w.  giebt,  welche  die  Gleichungen  (3)  erfüllen, 
wenn  die  Gleichung  (5)  für  alle  den  Gleichungen  (4)  genügenden  5  be- 
friedigt wird. 

Wie  man  sieht,  stimmt  die  Gleichung  (5),  obgleich  sie  für  ein  unfreies 
System  gilt,  formell  vollständig  überein  mit  der  für  ein  freies  System  giltigen 
Gleichung  (2).  Diese  Gleichung  oder  auch  die  Thatsache  dieser  formellen  Ueber- 
einstimmung  kann  man  der  modernen  Auffassung  gemäss  als  das  D'ALEMBERT'sche 
Princip  bezeichnen.  Es  wird  aber  gut  sein,  die  Ableitung  und  die  Ausspruchs- 
weise dieses  Principes  auch  in  derjenigen  Form  anzugeben,  welche  die  historisch 
ursprüngliche  ist. 

Man  denke  sich  die  Punkte  -P,  F\  P' durch  die  Kräfte  R,  R\  R'  .  . ., 

sowie  durch  die  Bedingungen  <p  =  0,  ^  =  0  .  .  . .  in  ihren  Bewegungen  bestimmt 
Wären  die  Punkte  frei,  so  müsste  man,  um  dieselbe  Bewegung  zu  erzielen,  statt 

der  Kräfte  R  Kräfte   von  anderer   Grösse  und  Richtung,  Q,  Q' auf  sie 

wirken  lassen;  da  hierdurch,  die  Bewegungen  gar  nicht  geändert  werden,  so 
bleiben  auch  die  Bedingungsgleichungen  giltig,  und  man  kann  sagen,  dass  man 
die  Kräfte  R  ohne  weiteres  durch  die  Kräfte  Q  ersetzen  darf.  Denkt  man  sich 
nun  statt  der  Kräfte  Q  die  ihnen  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräfte  — Q 
eingeführt,  so  kommt  man  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Kräfte  P  und  die  Kräfte 
—  Q  sich  das  Gleichgewicht  halten.  In  Worten:  Die  bewegenden  Kräfte  eines 
Systemes  sind  in  Folge  der  Bedingungen  des  Systems  stets  im  Gleichgewicht  mit 
den  Kräften,  welche  gleich  und  entgegengesetzt  denjenigen  sind,  welche  die  wirk- 
lichen Bewegungen  des  Systems  hervorbringen  würden,  wenn  dasselbe  frei  wäre. 
Nun  sind  letztere  Kräfte  formell  auszudrücken  durch  md^xldt^  .  .  .  .,  erstere 
durch  A"  .  .  .  .  Unter  den  Kräften  md^xjdt^  —  X  ....  ist  also  das  System  im 
Gleichgewicht  Man  kann  daher  das  System  der  virtuellen  Verrückungen  an- 
wenden und  erhält  auf  diese  Weise  die  Gleichung  (5). 

Diese  Betrachtung  zeigt  zugleich  den  Zusammenhang  zwischen  dem 
D'AiEMBERx'schen  Princip  und  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen,  indem 
sie  ersteres  auf  letzteres  zurückführt.  Man  kann  daher  sagen:  Das  d'Aleh- 
BERT^sche  Princip  ist  die  Verallgemeinerung  des  Principes  der  vir- 
tuellen Verrückungen  auf  Bewegungsvorgänge.  In  der  That  erhält  man 
letzteres,  wenn  man  in  Gleichung  (5)  die  Beschleunigung  gJl^^ß^dJfHltötJ^yit: 
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Hamilton' sch es  Princip.  Das  D'ALEMBERx'sche  Princip  lässt  sich  noch 
auf  eine  andere  Form  bringen,  welche  formell  weit  einfacher  ist  und  den  Vorzug 
hat,  dass  in  ihr  nur  Grössen  vorkommen,  welche  vom  Coordinatensystem  nicht 
mehr  abhängen.    Es  ist 

d  (dx  ^  \      d^x  ^         dx  dhx 


also 

Nun  ist  aber 

« 
es  wird  also 


dt^  ""-  ^  dt    dt 


d^x  d  (dx     \       dx  dhx 

'W^''=Jt\di^'')-Tt  ~dr 


) 

dx  dhx      dx    (dx\  _1  ./^V 
dt    dt  ^  dt^  \dt)  ~  2  *  \dt)  ' 

und  somit  der  ganze  positive  Theil  der  Gleichung  (5) 

X^    (i*x^         d*y  ^         d^s  ,\       d\ry    (dx  ^         dy ,        rf*     \ 

-2f[(S)'-(iy-(gy]- 

Die  in  dem  letzten  Gliede  dieser  Gleichung  vorkommende  Summe  ist  die 
kinetische  Energie  des  Systemes  (s.  i Grundbegriffe «,  pag.  21),  nämlich,  wenn  G 

die  Geschwindigkeit  ist,  Ar=ö"  x   ^^*'     Andererseits   ist  der  negative  Theil 
der  Gleichung  (5),  d.  h. 

^(^hx^Y^y-^Zbz) 
die  von  den  Kräften  bei  den  Verrückungen  bx .  ,  . .  geleistete  Arbeit  (s.  »Gnind- 
begiiffec,  pag.  19);  sie  möge  L  genannt  werden.    Die  Gleichung  (5)  erhält  dann 
die  Gestalt  

^/S*"  (§»* + S  «-y + S«') = «^+ ^' 

oder,   da  die  Klammergrösse  linkerseits  das  Produkt  der  Geschwindigkeit  G  mit 
der  Verrückung  A  und  dem  Cosinus  des  Winkels  d  zwischen  beiden  Richtungen  ist: 

J^y^T^^  r^?jd  =  8  AT-i-  Z,  (6) 

eine  Gleichung,  welche  sich  nicht  mehr  auf  ein  Coordinatensystem  bezieht. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (6)  mit  dt,  integrirt  sie  zwischen  irgend 
zwei  Grenzen  t^  und  t^  und  wählt  die  virtuellen  Verrückungen  so,  dass  sie  für 
die  Grenzen  verschwinden,  so  erhält  man 

fdt(BK-hZ)^0.  (7) 

Der  Satz,  dass  diese  Gleichung  gelten  muss  für  alle  an  den  Grenzen  ver- 
schwindende virtuelle  Verrückungen  der  Punkte,  heisst  das  HAMiLT0N*sche 
Princip.  Es  ist  formell'  der  einfachste  analytische  Ausdruck  der  der  Bewegung 
eines  S)rstemes  zu  Grunde  liegenden  Beziehung.  Wie  es  hier  aus  dem  d'Alem- 
BERx'schen  Principe  hergeleitet  wurde,  so  ist  auch  das  Umgekehrte  möglich,  und 
zwar  durch  eine  Betrachtung,  ähnlich  derjenigen,  durch  welche  das  D'ALEMBERT'sche 
Princip  seinerseits  in  die  LAGRANGE'schen  Gleichungen  aufgelöst  werden  konnte. 
Das  LAGRANGE'sche  System  von  Differentialgleichungen  (3),  das  D'ALEM- 
BERT'sche Princip  (5)  und  das  HAMiLXON'sche  Princip ^7J.jJpc^^^^^ 
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Sache  nach  ganz  gleichbedeutend,  und  nur  der  Form  nach  verschiedene 
Ausdrucksweisen  der  Fundamentalbeziehung  fUr  die  Bewegung  eines  Systemes. 

Transformation  der  Bewegungsgleichungen.  Zur  Transformation 
der  Bewegungsgleichungen  von  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  xyz 
in  irgend  ein  anderes,  beliebiges  Coordinatensystem  Pit  p%  -  •  -  •  eignet  sich 
naturgemäss  am  meisten  das  HAMiLTON'sche  Princip.  L  wird  alsdann  eine  lineare, 
homogene  Funktion  der  d/,  deren  Coöfücienten  von  den/,  dpidi  und  /abhängen. 
Ebenso  wird  K  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von  den  dpjdt,  deren 
Coefficienten  von  den  p  abhängen,  also  ^K  eine  homogene  lineare  Funktion 
theils  der  $/,  theils  der  ^  dpi  dt  oder,  was  dasselbe  ist,  der  dhpidt  Sind  also  I^^ 
und  P^  Funktionen  von  p  dpi  dt  und  /,  so  nimmt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6) 
die  Gestalt  ^ 

an.  Nun  bestehen,  wie  früher  zwischen  den  xyz^  so  jetzt  zwischen  den  p 
Bedingungsgleichungen,  die  6/,  welche  demgemäss  nicht  beliebig  sind,  lassen  sich 
somit  auf  eine  um  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  geringere  Anzahl  von 
einander  unabhängiger  Verrückungen,  die  der  einfacheren  Schreibweise  halber 
kurz  mit  $  bezeichnet  werden  mögen,  zurückführen,  und  folglich  die  dhpidt  auf 
lineare,  homogene  Funktionen  der  5  und  dhldt,  deren  Coefficienten  wieder 
/,  dpidt  und  /  enthalten,  so  dass  obiger  Ausdruck,  neu  geordnet, 

wird.    Das  HAMiLTON^sche  Princip  nimmt  also  die  Gestalt 


/-"2('.'-'J)-* 


oder,  mittelst  partieller  Integration  des  zweiten  Gliedes 


>S('--^)-«' 


an.  Da  nun  die  $,  ausser  dass  sie  Hir  die  Grenzen  verschwinden  sollen,  ganz 
beliebig  sind,  so  muss  unter  der  Summe  der  Faktor  jedes  5  für  sich  ver- 
schwinden, und  diese  Gleichungen,  d.  h.  die  Gleichungen 

sind  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  dem  neuen  Coordinatensystem. 
Haben  die  Kräfte  ein  Potential  /)  so  ist 

dp  dP  dp 

-y=g^,      K=^,     Z^j-^,     Z  =  ^P 

Das  HAMiLTON'sche  Princip  erhält  also  die  Gestalt 

Bfdt{K^-P)^0.  (9) 

Diese  Gleichung  ist  die  Verallgemeinerung  einer  früher  für  das  Gleichgewicht 
aufgestellten  (s.  Sta^k,  pag.  62). 

Die  erläuterte  Transformationsmethode  führt  beispielsweise  für  Polarcoor- 
dinaten  r(f^  zu  folgenden  Bewegungsgleichungen,  in  welchen  erste  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  der  Uebersichtlichkeit  halber  durch  Striche  be- 
zeichnet sind: 
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dP 


"^V    dt 


-   i''*^^*Tr)-=rf 


Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie.  Aus  dem  D'ALEMBERT'schen  Princip 
eigiebt  sich,  wenn  die  d  durch  d  ersetzt  werden,  durch  Integration  sofort  eine 
wichtige  Beziehung  zwischen  der  kinetischen  Energie,  deren  Anfangs-  und  End- 
werthe  K^  und  JT,  heissen  mögen,  und  der  Arbeit  Z,  nämlich 

t\ 

in    Worten:   die  Zunahme  der  kinetischen  Energie  ist  gleich  der  verbrauchten 

Arbeit;    und    umgekehrt:    die  Abnahme    der  kinetischen  Energie    ist   gleich  der 

geleisteten  Arbeit.     Es  ist  dies  der  Satz  von  der  kinetischen  Energie.     Ist 

wiederum  F  das    von    der   Zeit   unabhängige    Potential,    so   ist  L^s:^  P^  —  P^, 

also  auch  K^  —  -ÄT^  =  /\  —  -Pq,  K  und  P  unterscheiden  sich  also  nur  durch  eine 

Constante,  in  Formel 

K'-P^const 

Führt  man  statt  des  Potentials  die  potentielle  Energie  (s.  Art.  > Grundbegriffe c) 
ein,  die  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheidet  und  schreibt  man  demgemäss 
die  Gleichung  in  der  Form 

K-^^^—  P)^con$t., 
so  erhält  man  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie:  Die  kinetische 
und  die  potentielle  Energie  ergänzen  sich  zu  einer  constanten  Summe. 

Verschiedene  Arten  von  Bewegungen.  Man  unterscheidet  zunächst 
fortschreitende  und  schwingende  Bewegungen.  Bei  ersteren  gelangt  der 
sich  bewegende  Punkt  oder  Körper  mit  der  Zeit  in  immer  neue  Gebiete  des 
Raumes,  bei  letzteren  bleibt  er  stets  in  einem  und  demselben  Raumgebiete 
und  ändert  nur  in  diesem  periodisch  seinen  Ort.  Betrachtet  man  an  einer  Be- 
wegung der  letzteren  Art  nur  einen  verhältnismässig  kleinen  Theil,  so  kann  dieser 
an  sich  eine  Bewegung  der  ersteren  Art  sein.  Die  Bewegung  der  Erde  um  die 
Sonne  ist  z.  B.,  wenn  man  nur  einige  Tage,  Wochen  oder  Monate  in  Betracht 
zieht,  eine  fortschreitende  Bewegung,  als  Ganzes  betrachtet  dagegen  und  selbst 
dann  schon,  wenn  man  nur  einige  Jahre  ins  Auge  fasst,  eine  schwingende  Be- 
wegung. Die  Bewegung  eines  Geschosses  andererseits  ist  nicht  nur  in  ihren 
Theilen,  sondern  auch  als  Ganzes  eine  fortschreitende  Bewegung,  und  nur  in 
dem  speciellen  Falle,  dass  das  Geschoss  vertikal  nach  oben  geworfen  wird,  so 
dass  es  in  derselben  Linie  wieder  herabfällt,  kann  man  von  einer  Schwingungs- 
bewegungsbewegung,  freilich  von  im  Ganzen  nur  einer  einzigen  halben  Schwingung 
sprechen;  ein  Beispiel,  welches  lehrt,  dass  eine  strenge  Trennung  der  beiden 
Arten  Bewegung  von  einander  nicht  durchführbar  ist,  und  dass  man  jede  fort- 
schreitende Bewegung  als  den  Anfang  einer,  vor  ihrem  völligen  Zustandekommen 
abgebrochenen  Schwingungsbewegung  auffassen  kann. 

Eine  zweite  Unterscheidung,  nämlich  diejenige  zwischen  geradlinigen  und 
krummlinigen  Bewegungen,  und  eine  dritte,  nämlich  diejenige  zwischen  gleich- 
förmigen, beschleunigten  und  verzögerten  Bewegungen  ist  schon  früher 
gemacht  worden  (s.  Art.  Grundbegriffe,  pag.17).  Sowohl  eine  fortschreitende  als  auch 
eine  schwingende  Bewegung  kann  geradlinig  sein;  ein  Beispiel  für  den  ersteren  Fall 
bildet  ein  fallender  Stein,  ein  solches  für  den  letzteren  Fall  der  Mittelpunkt  der 
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Membran  einer  geschlagenen  Pauke.  Bei  krummlinigen  Schwingungen  ist  abei 
eine  weitere  Unterscheidung  von  besonderer  Wichtigkeit:  diejenige  zwischen 
hin-  und  hergehenden  Schwingungen,  welche  man  meist  ausschliesslich  als 
Schwingungen  bezeichnet,  und  drehenden  Bewegungen ;  ein  Beispiel .  der  ersteren 
bietet  das  gewöhnliche  Pendel  dar,  Beispiele  für  die  letzteren  ein  Wassertheilchen 
auf  der  Wellenoberfläche  eines  Teiches  oder  ^e  Bewegung  der  Erde  um  die 
Sonne. 

Der  einfachste  Fall  einer  Bewegung  ist  offenbar  derjenige,  in  welchem  so- 
wohl die  Richtung  als  auch  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  constant  ist,  also 
die  geradlinige  gleichförmige  Bewegung.  Nach  dem  in  den  Grundbegriffen 
Gesagten  kann  man  diese  Bewegung,  statt  durch  die  Constanz  von  Richtung  und 
Geschwindigkeit,  auch  durch  die  Constanz  der  drei  Geschwindigkeitscomponenten 
u,  V,  w  charakterisiren.    Umgekehrt  erhält  man,  wenn  als  Bewegungsgleichungen 

die  Gleichungen 

dx  dy       ,  dz 

u^-j-^^a,       v^-j^^b,      w^j^^c, 

und  ausserdem  als  Grenzbedingungen  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten,  x^y^  s^ 
gegeben  sind,  als  Lösungen 

X^XQ-hat,       yz=y^-^dt,        Z^XQ-^ct, 

und  folglich  als  Bahn  die  gerade  Linie,  deren  Gleichungen 

x  —  ^o  ^y—yp  _«—^o 
a  b  c 

sind.  Die  Bewegung  kann  übrigens  auch  durch  die  Angabe  charakterisirt  werden, 
dass  die  Beschleunigungscomponenten  gleich  Null  sind,  oder  was  dasselbe  ist, 
dass  keine  Kräfte  wirken,  oder  die  wirkenden  Kräfte  sich  aufheben;  es  müssen 
dann  ausser  den  Gleichungen 

d^x  ^  d^  ^  d^z^  __ 

noch  die  Anfangswerthe  der  Geschwindigkeiten  abc  und  die  des  Ortes  x^^z^ 
gegeben  sein;  diese  Formulirung  ist  aber  hier  offenbar  ein  Umweg,  weil  die 
Anfangswerthe  abc  hier  zugleich  die  dauernden  Werthe  sind. 

Eine  geradlinige,  aber  ungleichförmige  Bewegung  ist  dadurch  cha- 
rakterisirt, dass  nur  eine  der  drei  Beschleunigungscomponenten  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  dass  auch  von  den  drei  Geschwindigkeitscomponenten  nur 
diese  eine  einen  Werth  hat.     Die  Gleichungen  sind  alsdann 

dx  dy  d^z 

"5/""^'       Tt^^'       dW"^^' 

Lässt   man  die  zweite  Anforderung  weg,  stellt  man  also  die  Gleichungen 

d^x      ^       d^y      ^       d^z  ,^^. 

^=0.       ^  =  0,      -^^g  (10) 

auf,  so  erhält  man  eine  krummlinige,  aber  nur  in  der  j^-Richtung  beschleunigte 
Bewegung.  Ueber  die  Art  dieser  Bewegung  s.  Art.  iFall  und  Wurfe  Wirken  in 
allen  drei  Richtungen  Kräfte,  so  ist  die  Bewegung  im  allgemeinen  krummlinig 
und  beschleunigt.  Noch  coroplicirter  wird  natürlich  das  Verhalten,  wenn  die  Kräfte, 
also  auch  die  Beschleunigungen  nicht,  wie  bisher  angenommen  wurde,  constan^ 
sondern  veränderlich  sind. 

Der  einfachste  Fall  einer  Bedingungen  unterworfenen  Bewegung  ist 
die  eines  Punktes,  auf  den  keine  Kräfte  wirken,  der  sich  aber  auf  einer  gegebenen 
Fläche  bewegen  muss,  z.  B.  auf  einer  Ebene,  einer  Kugelfläche  u.  s.  w.  Wichtiger 
sind  die  den  genannten  sonst  analogen  Fälle,  in  denen  aber  in  einer  der  drei 
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Cooidmatenrichtungen  eine  constante  Kraft  g  wirkt.  Im  Falle  der  Bewegung 
auf  einer  Ebene  ax-{-  by  -{-  cz  -^  d^=0  werden  alsdann  die  Lagrange* sehen 
Gleichungen  (3) 

^  =  Xa.       ^=X^,       —  =^-hXr,  (11) 

in  dem  Falle  der  Bewegungen  auf  einer  Kugeloberfläche  x^  -^y^  +  «a  — .  ^2 
werden  sie 

d^x      ^  d^y      ,  d^z  ^  ,,^. 

—  ^\x,       ^  =  X^,       ■^=g-^\z.  (12) 

Das  erstere  Problem  ist  das  der  schiefen  Ebene  (s.  Art.  »Fall  und  Wurfe), 
das  letztere  das  des  mathematischen  Pendels  *  in  seiner  allgemeinsten  Gestalt 
(s.  Art  »Pendele). 

Die  einfachste  Schwingungsbewegung  wird  durch  die  Gleichung 

X  =  Asin  1 2ic  «i  H-  ^  j  '  oder  auch    x  =  Asin  (2tc«/ H-  <:) 

daigesteHt  A  ht  die  Amplitude  oder  Schwingungsweite,  7"  die  Schwingungsdauer, 
n  die  Schwingungszahl,  c  die  Phase.  Setzt  man  zwei  derartige  Schwingungen 
von  gleichen  Schwingungszahlen,  aber  auf  einander  senkrechten  Richtungen,  so- 
wie verschiedenen  Amplituden  und  Phasen: 

x^Asini^nn^-^  ä),  y  ^=  B sin{2's:nt  -h  b) 
zusammen,  so  findet  man  als  Bahn  des  Punktes  die  Ellipse 

xtB%  •^y^A^—2xyA£i:os(a  —  b)^A^B^sinHa—b). 
Haben  speciell  beide  Schwingungen  dieselbe  Phase,  so  erhält  man  als  Bahn 

die  gerade  Linie  x:y  =  A:B.    Ist  andererseits  die  Phasendifierenz  gleich  -5,  so 

ist  die  Excentricität  der  Ellipse  am  kleinsten,  und  ist  in  diesem  Falle  auch 
noch  Gleichheit  der  Amplituden  vorhanden  (B=iA),  so  erhält  man  als  Bahn  den 
Kreis  x^  -+- J'*  =  A^.  Untersucht  man  in  allen  diesen  Fällen  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung,  so  findet  man,  dass  diese  Bewegung  eine  ungleichförmige  ist, 
ausgenommen  den  Fall  der  kreisförmigen  Bahn.  Die  gleichförmige  Drehbewegung 
auf  einem  Kreise  last  sich  also  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  zwei  auf 
einander  senkrechten  Sinusschwingungen  von  gleicher  Amplitude  und  der  Phasen- 
differenz -^ . 

In  analoger  Weise  lassen  sich  Schwingungen  in  drei  auf  einander  senkrechten 
Raumrichtungen  kombinieren. 

Complicirtere  Schwingungen  erhält  man,  wenn  man  einfachere  Schwingungen 
von  verschiedener  Schwingungszahl  combinirt,  sei  es  nun,  dass  die  Schwingungen 
in  aufeinander  senkrechten  oder  in  gleichen  Richtungen  erfolgen.  In  letzterem 
Falle  handelt  es  sich  häufig  um  die  Combination  zahlreicher  Schwingungen,  und 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist  dann  der  Fall,  dass  die  Schwingungszahlen  der 
Einzelschwingungen  sich  wie  die  natürlichen  Zahlen  verhalten. 

Derartige  Schwingungserscheinungen  kommen  bei  zahlreichen  hydrodyna- 
mischen und  anderen  Vorgängen  vor;  insbesondere  aber  liegen  sie  den  akustischen 
und  optischen  Erscheinungen  zu  Grunde  (s.  das.). 

Bewegung  des  Schwerpunktes.  Handelt  es  sich  nicht  um  die  Bewegung 
eines  einzelnen  Punktes,  sondern  um  die  eines  Systemes  starr  mit  einander  verbun- 
dener Punkte  oder  eines  starren  Körpers,  so  liegt  es  nahe,  sich  daran  zu  erinnern, 
dass  es  für  das  Gleichgewicht  solcher  Systeme  in  ihnen  einen  Punkt  giebt,  welcher 
eine   ausgezeichnete  Rolle  spielt    In  der  That  lässt  sich  durch  die  Bei 
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dieses  Punktes,  des  Schwerpunktes,  auch  für  eine  Art  der  Bewegung,  nämlich 
die  fortschreitende,  eine  übersichtliche  Anschauung  gewinnen.  Findet  diese 
Bewegung  etwa  in  der  :c- Richtung  statt,  so  sind  in  der  D'ALEMBERT'schen 
Gleichung  (5)  alle  hy  und  bz  gleich  Null,  und  alle  bx  einander  gleich;  man  er- 
hält also,  wenn  man  dieselbe  Betrachtung  auch  flir  die  Bewegungen  der  y-  und 
5-Richtung  anstellt,  die  Gleichungen 

^J^'di^^Zu^*     S^^'^S^'     Zu^li^^Zu^' 

In  diese  Gleichungen  kann  man  die  Masse  J/und  die  Coordinaten  £,  v),  C  des 
Schwerpunktes  mit  Hilfe  der  Gleichungen  [s.  Statik,  pag.  52,  Gleichung  (14)] 

jLf^y^      c^^^-*        ^^^"^y       rl-^^* 
ilf-2/w,     S--^;^,      »J-j;;^.      ^-im 

einführen  und  erhält  dadurch 

M^^^X.      Mg^^-y.       J^g^^Z.  (13) 

Diese  Gleichungen  enthalten  den  Satz  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes: 
Der  Schwerpunkt  eines  Systemes  von  Massen  bewegt  sich  so,  als  ob 
in  ihm  alle  Massen  vereinigt  wären  und  auf  ihn  alle  Kräfte  wirkten. 
Dabei  kann  das  System  beliebigen,  mit  den  Bewegungen  in  drei  auf  einander 
senkrechten  Richtungen  vereinbaren  Bedingungen  unterworfen  sein.  Sind  die 
Componenten  der  äusseren  Kräfte  gleich  Null,  so  verhält  sich  der  Schwer- 
punkt des  Systemes  wie  ein  Punkt,  auf  welchen  keine  Kräfle  wirken,  d.  h.  er 
beschreibt  eine  gerade  Linie,  mit  constanter  Geschwindigkeit.  Das  letztere  Re- 
sultat lässt  sich  auch  auf  den  Fall  eines  nicht  starren  Systemes  erweitem,  wenn  die 
im  Innern  desselben  von  Masse  zu  Masse  wirkenden  Kräfte  ein  nur  von  der  re- 
lativen Lage  dieser  Massen  abhängiges  Potential  haben,  z.  B.  auf  unser  Sonnen- 
system unter  Vernachlässigung  der  Einwirkung  der  Fixsterne.  Diesen  Spezialfall 
des  Schwerpunktes  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegung 
des  Schwerpunktes  (häufig  kürzer  aber  weniger  gut  »Satz  von  der  Erhaltung 
des  Schwerpunktesf). 

Flächensatz.  Dieser  Satz  spielt  dieselbe  Rolle  für  drehende  Bewegungen, 
wie  der  Schwerpunktsatz  für  fortschreitende.  Betrachtet  man  zunächst  eine 
Drehung   um   die   x-Axe,    und    führt    man    den  Drehungswinkel   b  durch  die 

Gleichungen 

xssspcosb,     y^spsinb 
ein,  so  erhält  man 

öjc  «  —  p  j//»»  dd  =  — j'd»,      Sy  =  p  c^sb  80  =  x^b,      tx  «  0; 
es  lassen  sich  also  in  der  D'ALEMBERT'schen  Gleichung  (5)  sämmtliche  8  auf  das 
eine,  für  alle  Punkte  gleiche  80  zurückführen;  der  Factor  desselben  muss  also  ver- 
schwinden, und  die  Gleichung  geht  über  in 

oder,  wenn  man  die  linke  Seite  durch  p  und  d  ausdrückt: 

Die  Grösse  rechterseits  heisst  das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  die  jr-Axe, 
und  analoge  Bezeichnungen  gelten  für  die  beiden  anderen  Axen. 

Die  Gleichung  (14)  nebst  den  beiden  für  die  anderen  Axen  analogen  Be- 
ziehungen stellt  den  analytischen  Ausdruck  des  allgemeinen  Flächensatzes  dar. 
Die  Bedeutung  dieses  Namens  sieht  man  ein,  wenn  man  erwägt,  dass  ^p'^0  die 
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Fläche  ist,  welche  der  Radius  vector  p  in  der  Zeit  dt  beschreibt.  Von  besonderer 
Wichtigkeit  ist  hier  der  Fall,  in  welchem  die  rechte  Seite  verschwindet,  also 
z.  B.  der  Fall,  wo  keine  Kräfte  wirken  oder  der  Fall  von  Kräften,  deren  Potential 
nur  von  der  relativen  Lage  der  Teile  des  Systemes,  das  in  diesem  Falle  ein  nicht 
starres  sein  darf,  abhängt.  Man  kann  dann  die  Gleichung  (14)  integriren  und 
erhält,  wenn  c  eine  Constante  ist,  die  Gleichung 

2«p»^=:..  (15) 

In  Worten:  Die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  in  die  proji- 
cirten  Bewegungsflächen  ist  mit  der  Zeit  proportional.  Das  wichtigste 
auf  die  Bewegung  der  Planeten  bezügliche  Beispiel  für  diesen  Satz  vonderEr- 
haltung  der  Flächen  ist  durch  das  berühmte  zweite  KEPLER'sche  Gesetz  aus- 
gesprochen (s.  Artikel  »Gravitation«). 

Zur  Vervollständigung  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Flächen  dienen 
noch  folgende  Sätze,  auf  die  weiter  unten  zum  Theil  noch  zurückgekommen 
werden  wird: 

1.  Der  Flächensatz  gilt  nicht  bloss  für  ein  festes,  sondern  auch  für  ein  durch 
den  Schwerpunkt  des  Systemes  gelegtes,  bewegliches  Coordinatensystem. 

2.  Eine  Drehung  des  Coordinatensystemes  hat  nur  zur  Folge,  dass  die  Con- 
stanten c  sich  ändern. 

3.  Bei  einer  beliebigen  Bewegung  des  Coordinatensystem s  giebt  es  doch  eine 
gewisse  Ebene,  welche  unverändert  bleibt;  es  ist  dies  die  für  den  Fall  des 
Sonnensystemes  sogenannte  L^PLACE'sche  unveränderliche  Ebene. 

4.  Wenn  im  Inneren  des  Systemes  Veränderungen  vorgehen,  derart,  dass 
nach  denselben  doch  noch  der  Flächensatz  besteht,  so  ist  auch  die  LAPLAC£*sche 
Ebene  unverändert  geblieben;  wenn  dagegen  von  aussen  eine  plötzliche  Ein- 
wirkung auf  das  System  erfolgt,  so  ändert  sich  die  LAPLACE'sche  Ebene.  Beob- 
achtet man  eine  Aenderung  dieser  Ebene,  so  kann  man  also  hieraus  einen 
Rückschluss  auf  eine  stattgehabte  Katastrophe  ziehen.. 

5.  Die  LAPLACE'sche  Ebene  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Pro- 
jectionen  der  Bewegungsflächen  auf  sie  grösser  .ist,  als  fUr  irgend  eine  andere 
Ebene.'  Nennt  man  die  der  Constanten  c  in  Gleichung  (15)  für  die  beiden 
anderen  Axen  entsprechenden  Constanten  c*  und  ^",.so  ist  die  Gleichung  der  Ebene 

Centripetalkraft,  Tangentialkraft  und  Centrifugalkraft.  Jede 
drehende  Bewegung  kann  man  in  zweierlei  verschiedener  Weise  durch  Zerlegung 
der  Beschleunigungen,  also  der  Kraftcomponenten  in  Theilcomponenten,  sich 
veranschaulichen.  Ist  nämlich  v  die  Geschwindigkeit  und  a  der  Winkel,  welchen 
die  Tangente  an  die  Bahncurve  mit  der  ^c-Axe  bildet,  ist  femer  p  der  Krümmungs- 
radius und  X  dessen  Winkel  mit  der  ^-Axe,  so  ist  dxldi^vcos%  also 
d*x      d(vcosa)      dv  dcosd      dv  v^ 

IF Tt Tt''"'^''-dt ^rf7^««+7^«^ 

und  hieraus 

dv  MV^ 

X^=t  m  -t:  C0S9.  H cos\, 

at  p 

Nach  dieser  Gleichung  lässt  sich  X  als  aus  zwei  Kräften  bestehend  be- 
trachten, und  jede  dieser  Kräfte  ist  die  nach  der  jirRichtung  genommene 
Componente  einer  gewissen  Kraft.  Es  wird  also  auch  die  gesammte  Kraft  R  in 
zwei  Kräfte  mdvidt  und  mv^l^  sich  zerlegen  lassen.  Die  erstere  derselben  ist 
nach  der  Tangente  der  Bahn  gerichtet  und  heisst  Tangentialkraft;  die  andere 
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ist  nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  gerichtet  und  heisst  Centripetal- 
kraft.  Die  Tangentialkraft  ist,  wie  man  begreift,  nichts  anderes,  als  der  Aus- 
druck des  Beharrungsprincips  (s.  Princip  1)  mit  Rücksicht  auf  die  ursprüngliche 
Bewegung  des  Punktes;  diese  gleichförmige  Bewegung  und  die  der  Centripetal- 
kraft  entsprechende  Beschleunigung  sind  es  eben,  welche  durch  ihr  Zusammen- 
wirken die  gekrümmte  Bahn  erzeugen;  fällt  die  erstere  weg,  ist  also  der  Körper 
ursprünglich  in  Ruhe  gewesen,  so  geht  die  Curve  der  Bahn  in  die  gerade  Linie 
nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  über;  hört  die  Centripetalkraft  plötzlich  auf, 
so  geht  die  Curve  ebenfalls  in  eine  gerade  Linie,  nämlich  in  die  Tangente  über. 

Man  kann  nun  den  Vorgang  noch  anders  auflfassen,  indem  man  statt  der 
Centripetalkraft  den  Zwang  sich  vorstellt,  vermöge  dessen  der  Punkt  auf  der 
vorgeschriebenen  Curve  sich  bewegen  muss,  während  er  sonst  einen  gradlinigen 
Weg  einschlagen  würde.  Dieser  Zwang  findet  in  der  Centrifugalkraft  seinen 
Ausdruck.  Nach  dem  Wechselwirkungsprincip  (s.  Princip  6)  ist  hiemach  diese 
Centrifugalkraft  nicht  nur  der  Centripetalkraft  entgegengesetzt  gerichtet,  sondern 
ihr  auch  an  Grösse  gleich.  Auch  von  einer  direkten  Betrachtung  der  Centrifugal- 
kraft ausgehend,  sieht  man  leicht  ein,  dass  sie,  in  Uebereinstimmung  mit  obiger 
Formel,  der  lebendigen  Kraft,  also  der  Masse  und  dem  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit des  Punktes  direkt  und  dem  Krümmungsradius  umgekehrt  proportional  ist 
Bei  gleichförmigen  Kreisbewegungen  kann  man  dies,  indem  man  statt  der 
Geschwindigkeit  die  Umlaufszeit  einftihrt,  auch  so  ausdrücken:  Die  Centrifugal- 
kraft ist  der  Masse  des  bewegten  Körpers  und  dem  Halbmesser  der 
Kreisbahn  direkt,  dem  Quadrat  der  Umlaufszeit  umgekehrt  propor- 
tional. Die  durch  die  tägliche  Umdrehung  der  Erde  erzeugte  Centrifugalkraft 
ist  hiemach  an  jedem  Orte  dem  Halbmesser  des  Parallelkreises  desselben  pro- 
portional; im  Aequator  beträgt  sie  1/289  der  Schwerkraft  und  ist  dieser  gerade 
entgegengerichtet,  an  den  übrigen  Orten  ist  sie  nach  Verhältniss  kleiner  und 
büdet  mit  der  Schwerkraft  einen  stumpfen  Winkel. 

Experimentelles  über  die  Centrifugalkraft.  Die  Centrifugalkraft:,  auch 
Schwungkraft  genannt,  lässt  sich  durch  zahlreiche  Beobachtungen  und  Experi- 
mente erkennen.  Ist  ein  im  Kreise  bewegter  Körper  durch  einen  Faden  mit 
dem  festen  Mittelpunkt  verbunden,  so  ist  der  Faden,  so  lange  die  Bewegung 
dauert,  gespannt,  und  zwar  selbst  dann,  wenn  der  Körper  sich  senkrecht  über 
dem  Mittelpunkte  befindet.  Ist  der  betreffende  Körper  ein  mit  der  Oefthung 
nach  innen  gekehrtes,  mit  Wasser  gefülltes  Glas,  so  iiiesst  das  Wasser  nicht  aus, 
auch  dann  nicht,  wenn  das  Glas  über  dem  Mittelpunkte,  also  die  OefTnung  nach 
unten  gekehrt  ist.  Wenn  ein  Eisenbahnzug  eine  Curve  durchfährt,  so  üben  die 
Radkränze  einen  Druck  auf  die  äussere  Schiene  aus,  und  der  Oberbau  der 
Wagen  würde  eine  den  Umsturz  derselben  herbeiführende  Neigung  nach  aussen 
erhalten,  wenn  durch  Neigung  der  Schienenebene  nach  innen  dies  nicht  ausge- 
glichen würde.     Analoges  findet  beim  Reiten  in  geschlossener  Bahn  statt. 

Zahlreiche  Experimente  lassen  sich  mit  der  Centrifugalmaschine^)  oder 
Schwungmaschine  demonstriren.  Dieselbe  besteht,  um  eine  möglichst  rasche 
Rotation  zu  erzielen,  aus  zwei  in  einer  Ebene  liegenden,  durch  eine  Schnur  ver- 
bundenen Räder,  von  welchen  das  kleinere  mit  Hilfe  des  fünf-  bis  zehnmal 
grösseren,  an  welchem  eine  Kurbel  angebracht  ist,  in  Umdrehungen  versetzt  wird. 

')  Neuere  Formen  derselben,  die  in  mancher  Hinsicht  vollkommener  sind,  als  die  älteren, 
rühren  von  Köpping  (Rep.  d.  Ph.  i8,  1882),  Lisser  u.  Beneke  (Z.  z.  Ford.  d.  ph.  U.  2,  pag.  54. 
1885),  Watt  (Chem.  News  52,  pag.  232.  1885)  u.  A.  her.  —  Femer  sehe  man  W.  PscHEroL, 
Apparat  zur  Darstellung  der  Gesetze  der  Fliehkraft,  Wien  1886.         Diqitized  by  GoOQIc 
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Die  Axe  des  kleineren  ist  zum  Aufstecken  verschiedener  Versuchsvorrichtungen 
eingerichtet    Einige  der  bezüglichen  Versuche  sind  folgende: 

1.  Man  setzt  auf  die  Axe  einen  kleinen  Holzrahmen,  in  welchem  ein  wage- 
rechter Metallstab  angebracht  ist;  zwei  durchbohrte  Metallkugeln  sind,  durch  ein 
Schnürchen  verbunden,  auf  dem  Stabe  verschiebbar.  Bei  der  Drehung  der 
Maschine  werden  die  beiden  Kugeln,  wenn  sie  sich  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Axe  befinden,  aus  einander  fahren,  sich  gegenseitig  hin  und  herziehen  und 
schliesslich  ein  Gleichgewichtszustand  sich  herausbilden,  bei  welchem  die  Ent- 
fernungen der  Kugeln  von  der  Axe  sich  umgekehrt  wie  ihre  Massen  verhalten. 

2.  Innerhalb  eines  viereckigen  Rahmens  ist,  mit  dem  Drehpunkte  auf  der 
unteren  Leiste,  in  einiger  Entfernung  von  der  Axe  der  Maschine,  ein  Winkelhebel 
angebracht,  dessen  horizontaler  Arm  in  einem  auf  die  Axe  gesteckten  Plättchen, 
dessen  vertikal  nach  oben  gehender  Arm  in  einer  Metallkugel  endet.  Bei  der 
Rotation  wird  letzterer  nach  aussen,  und  folglich  der  horizontale  Arm  mit  dem 
Plätteben  nach  oben  getrieben.  Man  kann  nun  leicht  feststellen,  dass  man,  da- 
mit die  Kugel  seitlich  nur  eben  an  den  Rahmen  anschlage,  bei  der  doppelten 
Umdrehungsgeschwindigkeit  das  Plättchen  viermal  so  stark  belasten  muss,  wie 
bei  der  einfachen. 

3.  Eine  beiderseits  verschlossene  Röhre^  welche  eine  Kugel  enthält,  wird  mit 
dem  einen  Ende  an  die  Axe  befestigt,  während  das  andere  schräg  nach  oben 
steht;  bei  der  Rotation  wird  die  Kugel  nach  aussen  und  oben  getrieben.  Man 
kann  auf  diese  Weise  Schwerkraft  und  Schwungkraft  messend  vergleichen. 

4.  Ist  die  Röhre,  bei  sonst  gleicher  Anordnung,  mit  Quecksilber,  Wasser  und 
Luft  gefüllt,  so  ordnen  sich  diese  drei  Stoffe  bei  der  Rotation  umgekehrt  an,  wie 
im  Ruhezustand:  das  Quecksilber  aussen  und  oben,  das  Wasser  in  der  Mitte,  die 
Luft  unten  und  innen. 

5-  Eine  durchbohrte  Kugel  ist  auf  einem  horizontalen  Stabe  verschiebbar, 
jedoch  nur  in  der  Weise,  dass  sie  bei  ihrer  Verschiebung  nach  aussen  eine  Spiral- 
feder zusammendrückt.  Bei  der  Rotation  wird  sich  ein  Gleichgewichtszustand 
zwischen  der  Schwungkraft  der  Kugel  und  der  elastischen  Kraft  der  Feder  her- 
stellen, welcher  zur  vergleichenden  Betrachtung  beider  benutzt  werden  kann. 

6.  Setzt  man  einen  elastischen  Metallreifen  auf  die  Axe,  so  wird  derselbe 
bei  der  Rotation  zu  einer  in  vertikaler  Richtung  abgeplatteten  Ellipse  auseinander 
gezogen  und  veranschaulicht  dadurch  die  Entstehung  der  Abplattung  der  Erde. 

Die  Centrifugalkraft  wird  in  zahlreichen  Apparaten  praktisch  verwerthet:  bei 
den  Centrifugalregulatoren  zur  Reguliiung  des  Ganges  von  Maschinen,  bei  der 
Centrifugaltrockenmaschine  oder  Centrifuge  zum  Trocknen,  Reinigen,  Gewinnen 
von  Säften  u.  s.  w. 

Trägheitsmoment  Für  die  Untersuchung  drehender  Bewegungen  ist  die 
Einführung  des  sogenannten  Trägheitsmomentes  von  besonderer  Wichtigkeit.  Für 
einen  einzelnen  Punkt  versteht  man  unter  dem  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
die  Drehungsaxe  das  Produkt  der  Masse  des  Punktes  mit  dem  Quadrat  seines 
Abstandes  von  jener  Axe,  also  die  Grösse  mr^.  Das  Trägheitsmoment  eines 
starren  Systemes  materieller  Punkte  ist  die  Summe  der  Trägheitsmomente  seiner 
einzelnen  Punkte,  also  gleich  7,<«r*.  Handelt  es  sich  endlich  um  einen  starren 
Körper,  so  verwandelt  sich  die  Summe  in  ein  Integral,  und  man  erhält 

oder,  wenn  dv  ein  Raumelement  und  p  die  Dichtigkeit  ist: 


K      fr^pdv.  Digitizedby  Google 
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Fällt  die  Axe  der  Reihe  nach  mit  den  drei  Coordinatenaxen  zusammen,  so  wird 
K:,^J{y^-\'Z^)dm,    Ky==f(z^-^x^)dm,    K,=^f{x^^y^)äm. 

Wie  der  Schwerpunkt  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem  man  sich  für  die  Fälle 
des  Gleichgewichtes  und  der  fortschreitenden  Bewegung  die  gesammte  Masse 
des  Körpers  vereinigt  denken  kann,  so  giebt  es  offenbar  einen  entsprechenden 
Punkt  auch  für  drehende  Bewegungen,  einen  Punkt  also,  welcher»  wenn  in  ihm 
die  ganze  Masse  des  Körpers  vereinigt  wäre,  dasselbe  Trägheitsmoment  wie 
dieser  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  haben  würde.  Im  Gegensatz  zum  Massen- 
mittelpunkt (Schwerpunkt)  kann  man  diesen  Punkt  den  Trägheitsmittelpunkt^) 
nennen;  seine  Entfernung  von  der  Axe  heisst  Trägheitshalbmesser  oder 
Gyrationsradius.  Je  geringer  die  Krümmung  der  Bahn  wird,  desto  näher  rückt 
der  Trägheitsmittelpunkt  an  den  Massenmittelpunkt,  desto  grösser  wird  aber  auch 
das  Trägheitsmoment;  für  geradlinige  Bewegung  fallen  jene  beiden  Punkte  zu- 
sammen und  das  Trägheitsmoment  wird  unendlich  gross.  Der  Trägheitshalbmesser 
bestimmt  sich  aus  der  Formel  

^=  Mh^  =fr^ dm,       also  h  =  l/Lfr^dm, 

wo  M  die  Masse  des  ganzen  Körpers  ist 

Man  kann  auch  umgekehrt  einen  willkürlichen  Abstand  von  der  Drehungs- 
axe  annehmen,  in  welchem  man  sich  den  Körper  concentrirt  denken  will,  z.  6. 
die  I^ngeneinheit;  alsdann  darf  man  sich  daselbst  aber  nicht  die  Masse  des 
Körpers,  sondern  man  muss  sich  eine  andere  Masse  dort  concentrirt  denken, 
nämlich  die  Masse  MA^,  d.  h.  die  Masse  K,  Das  Trägheitsmoment  ist  hiemach 
die  auf  die  Einheit  des  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  reducirte  Masse  des 
Körpers. 

Das  Trägheitsmoment  steht  in  einer  einfachen  und  wichtigen  Beziehung  z\i 
der  Beschleunigung  des  die  Drehung  ausführenden  Körpers,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  zu  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft.  Ist  k  die  Winkel- 
beschleunigung, also  kr  die  lineare  Beschleunigung,  so  ist  jene  Kraft; 
jP=sJjkrdm,  also  das  Moment  der  Kraft  in  Bezug  auf  diese  Drehung,  wenn  sie 
an  dem  Hebelarm  /  wirkt, 

Fl=ikJr^dm^kK. 

Wie  also  bei  der  fortschreitenden  Bewegung  das  Produkt  aus  Masse  und 
Beschleunigung  die  bewegende  Kraft  ist,  so  ist  hiemach  bei  der  drehenden  Be- 
wegung das  Produkt  aus  Trägheitsmoment  und  Winkelbeschleunigung 
gleich  dem  Drehungsmoment  der  Kraft.  Die  zuletzt  angegebene  Defini- 
nition  des  Trägheitsmomentes  hat  demnach  den  Sinn,  dass  das  Trägheitsmoment 
diejenige  Masse  ist,  welche  im  Abstände  1  dieselbe  Winkelbeschleunigung  erfährt, 
wie  der  Körper  bei  den  verschiedenen  Abständen  r  seiner  einzelnen  Theile. 

Es  ist  leicht,  von  dem  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
Axe  auf  dasjenige  in  Bezug  auf  eine  andere,  der  ersten  parallele  Axe  über- 
zugehen. Ein  besonders  wichtiger  Fall  dieser  Art  ist  der,  wo  die  zweite  Axe 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  geht.  Sind  r^  die  Entfernungen  der  Punkte 
des  Körpers  von  dieser  neuen  Axe,  und  ist  a  der  Abstand  der  beiden  Axen, 
so  ündet  man  in  diesem  Falle 

1)  Es  ist  zu  bedauern,  dass  Thomson  und  Taft  in  Uirer  aTheor.  Phys.«  die  Ausdrücke 
9  Schwerpunkt«  und  9Trägheitsmittelpunktc  promiscue  brauchen,  für  den  Punkt,  der  hier  dem 
letzteren  Ausdrucke  zugeordnet  wird,  aber  überhaupt  keine  Bezeichnun|^|  j[j^^|^ljir^^^  1^  ^     j^ 
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in  Worten:  D^s  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  irgend  eine  Axe 
ist  gleich  seinem  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  parallele,  durch  seinen 
Massenmittelpunkt  gehende  Axe,  vermehrt  um  das  Trägheitsmoment,  welches 
die  ganze  Masse  in  Bezug  auf  die  erste  Axe  haben  würde,  wenn  sie  im  Massen- 
mittelpunkt des  Körpers  concentrirt  wäre. 

Für  eine  gegen  die  Coordinatenaxe  geneigte  Drehungsaxe,  deren  Richtungs- 
cosinus X,  (i,  V  sind,  findet  man 

Durch  Betrachtung  aller  Trägheitsmomente  eines  Körpers  um  die  verschiedenen 
Axen  gelangt  man  zur  Definition  der  Begriffe  Trägheitsellipsoid,  Hauptträgheits- 
axen  und  Hauptträgheitsmomente  (s.  weiter  unten.) 

Berechnung  von  Trägheitsmomenten, 
a)  Linien.    FürebeneCurven  von constantem  Querschnitt ^  und  constanter 
Dichtigkeit  p,  findet  man,  vfennj^=/(x)  und  hieraus  ^///ji:=sy  gegeben  ist: 
•»1  •»!  

oder  für  Polarcoordinaten  (r  =  9[ft]): 

»1     , »1     , 

Für  eine  mit  der  Drehungsaxe  in  einer  Ebene  gelegene  und  gegen  diese 
um  den  Winkel  x  geneigte  Gerade  von  der  Länge  /  und  der  Masse  m  erhält 
man  z.  B.,  wenn  ihr  Anfangspunkt  um  c  von  der  Axe  absteht: 

geht  die  Axe  durch  den  Anfangspunkt  der  Geraden,  so  wird  K=^mi^sm^%; 
geht  sie  durch  den  Schwerpunkt  der  Geraden,  Ks^^Mi^sm^a;  der  Trägheits* 
halbmesser  ist  im  ersten  Falle  Ä^^iydsina,  im  zweiten  h^=i\iyZsinti, 

Als  Beispiel  für  die  Ausdrücke  in  Polarcoordinaten  diene  der  Kreisbogen 
vom  BAdius  a  und  vom  Centriwinkel  7.  Das  Trägheitsmoment  desselben  in 
Bezug  auf  einen  Durchmesser  OX,  welcher  durch  den  Anfang  des  Bogens  hin- 
durchgeht, ist 

da^enige  für  einen  hierzu  senkrechten  Durchmesser  0Y\ 

endlich  findet  sich  für  die  ganze  Kreisperipherie  für  irgend  einen  Durchmesser  als  Axe 

1  a    r- 

Handelt  es  sich  um  Raumcurven,  welche  durch  ihre  Horizontal-  und 
Verdkalprojectionen  y^f{x)  und  z^ff^x)  gegeben  sind,  bei  x=^a  anfangen 
und  bis  jp  s  3  reichen,  so  ergiebt  sich 

6 


K, » ^p/(««  4-  **)yi-fy» -*-*'*//*, 

a 
b 
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8o  Flächen. 

Für  eine  mit  der  Drehungsaxe  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade 
z.  B.  ergiebt  sich,  wenn  /  die  Länge  der  Linie,  a  und  ß  die  Winkel  derselben 
mit  der  x-Axe  und  y-Axe,  von  denen  erstere  die  Drehungsaxe  sei,  und  endlich 
d  der  Abstand  des  Anfangspunktes  der  Geraden  von  der  Drehungsaxe  ist: 

b)  Flächen.  Für  ebene  Flächen  von  der  Dicke  d  und  der  Dichte  p, 
begrenzt  durch  die  Ordinaten  Xq  und  x^  und  die  Curven  y^  =/i  {x)  und 
y^  s=/^  (x)  findet  sich 

XI  XI 

Kx^\  hfiyi'  -yo')  äx,      Ky  =  «plcrt  -J'o)*' dx. 

Xq  Xq 

Beispielsweise  sind  die  Trägheitsmomente  eines  elliptischen  Ringes  in  Bezug 
auf  seine  Axen,  wenn  a  und  ^  die  inneren,  a^  und  ^,  die  äusseren  Halbaxen  sind: 

und  speciell  für  den  Kreisring  in  Bezug  auf  irgend  einen  Durchmesser 

ir=i«dp(r/-r«),      >i=lyr«H-V; 

durch  Fortlassung   der   negativen  Glieder   in   diesen   Formeln    erhält   man    die 
Trägheitsmomente  voller  Ellipsen  beziehungsweise  Kreisflächen. 

Das  Trägheitsmoment  der  oben  definirten  ebenen  Fläche  in  Bezug  auf  die 
zu  ihr  senkrechte  ;B;-Axe  ergiebt  sich 

Xq 

durch  Vergleichung  ergiebt  sich  die  merkwürdige  Beziehung 

JCs  =  ^x  "H  -^y 

Für  den  Kreisring  z.  B.  ist 

^.  =  I  ^8p  (r  «  -  r«),       A  =^\  (r»  +  r^). 

Das  Trägheitsmoment  von  Umdrehungsflächen  z=f  {x)  für  die  zum 
Drehungswinkel  ^  gehörige  Rotationsfläche  wird 

ä;  =  dp  ^Jx^  -j/TTJ^  dx. 

xo 

Für  beliebige  krumme  Flächen  z:=^f  {x^  y)  ist,  wenn  zur  Abkürzung 
j/l  4-  (dz/dx)^  H-  {dz/dy)^  =  IV  gesetzt  wird, 

Kx  =  ap/ 7(>»  -h ;?»)  IVdx  dy,      K,  =  ap/'/ci«  +  x^)  Wdx  dy, 

^,  =  8  p/  /(jc«  +  j^»)  ^//jc  <y. 
xo  ^0 

c)  Körper.  Für  Rotationskörper  in  Bezug  auf  die  geometrische  Axe 
als  Drehungsaxe  erhält  man 


Kx^\^9^^t-yi)dx, 


■a^o 


WO  das  negative  Glied  wegfällt,   wenn  der  Rotationskörper  nicht,   wie  der  All- 
gemeinheit halber  angenommen  wurde,  hohl,  sondern  massiv  ist.      VjoOqIc 

igi  ize     y  ^ 


Trägheitsmoment  von  Körpetn.  Si 

Für  Rotationskörper  senkrecht  zur  geometrischen  Axe  ergiebt  sich 

Beispiele:    1.  Kugel  vom  Radius  r  bezogen  auf  einen  Durchmesser: 

5 

2.  Dünner  Stab    von   der  Länge  /  in  Bezug  auf  eine  zu  ihm  senkrechte, 
dnrch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe: 

3.  Cylinder  oder  Kreisscheibe  vom  Radius  r  in  Bezug  auf  die  geometrische  Axe: 

4.  Cylinder  von  der  Länge  /  und  dem  Radius  r  in  Bezug  auf  eine  zur  geo- 
metrischen Axe  senkrechte,  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe: 

5.  Rechtwinkeliges  Parallelepipedon,  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Mittelpunkt 
gehende,  zu  einer  Kante  parallele  Axe,  wenn  a  und  b  die  beiden  andern  Kanten  sind 

6.  Kugel  in  Bezug  auf  eine  vom  Mittelpunkt  um  a  entfernte  Axe: 

Ä-=|(2r»4-5a»). 

Experimentelle  Ermittelung  des  Trägheitsmomentes. 
Auf  dieselbe  ist  man  in  allen  denjenigen  Fällen  angewiesen,  in  welchen  die 
Gestalt  des  drehenden  Körpers  zu  complizirt  ist,  als  dass  es  sich  berechnen 
liesse.  Man  geht  dabei  von  dem  aus  der  Definition  des  Trägheitsmomentes  und 
den  obigen  allgemeinen  Betrachtungen  über  dasselbe  sich  ergebenden  Satze  aus, 
dass  die  Schwingungsdauer  eines  Körpers  um  seine  Gleichgewichtslage,  aus 
welcher  er  eine  einmalige  Ablenkung  erfahren  hat,  der  Quadratwurzel  aus  seinem 
Trägheitsmoment  proportional  ist.  Lässt  man  also  einen  Körper,  dessen  Trägheits- 
moment man  kennt,  unter  ganz  denselben  Umständen  schwingen,  wie  den  Körper, 
dessen  Trägheitsmoment  man  ermitteln  will,  und  misst  man  die  Schwingungsdauer 
beider,  so  hat  man  die  Aufgabe  gelöst.  Die  erwähnte  Gleichheit  der  Umstände 
lässt  sich  aber  weit  sicherer  erreichen  und  die  Voraussetzung,  dass  das  Trägheits- 
moment des  Hilfskörpers  bekannt  sei,  leichter  erfüllen,  wenn  man  diesen  letzteren 
bei  der  Hilfisbeobachtung  nicht  an  die  Stelle  des  Hauptkörpers  setzt,  sondern  zu 
diesem  hinzufügt.  Ist  alsdann  k  das  Trägheitsmoment  des  Hilfskörpers  in  Bezug 
auf  die  Drehungsaxe  des  Hauptkörpers,  sind  femer  /und  /'  die  Schwingungsdauern 
des  Hauptkörpers  ohne  und  mit  Hilfskdrper,  so  verhält  sich  das  gesuchte 
K\K'\-k  wie/*:/'»;  es  ist  also 

Benützt  man  ab  Hilfskörper  zwei  gleiche  Cylinder,  so  findet  man,  wenn  der 
Abstand  der  Axen  der  beiden,  an  den  Enden  des  Hauptkörpers  angebrachten 
Cylinder  gleich  2^,  ihr  Radius  gleich  r  und  die  Summe  ihrer  Gewichte  gleich  m 
ist,  nach  den  obigen  Formeln  Digitizedby^JoOglc 

WiMKiLMAiiir,  Physik.    L  6 


S2  Trägheitsmoment,  durch  Schwingungen  bestimmt. 

Von  den  beiden  nächstliegenden  Methoden,  die  Hilfscylinder  an  den  Haupt- 
körper zu  befestigen:  Aufhängung  an  Fäden  und  Aufsteckung  auf  Stifte  ver- 
mittelst entsprechender  Bohrungen,  ist  die  letztere  entschieden  vorzuziehen,  weil 
die  Cylinder  in  dem  ersteren  Falle,  abgesehen  davon,  dass  sie  an  der  Drehung 
des  Hauptkörpers  theilnehmen,  sich  noch  um  ihre  eigenen  Axen  drehen,  und 
weil  nach  neueren  Untersuchungen  hierdurch  das  Resultat  in  nicht  unwesentlichem 
Grade  fehlerhaft  beeinflusst  wird.^) 

Beobachtung  von  Schwingungen.  £s  ist  hier  der  geeignete  Ort,  um 
über  die  Art  und  Weise,  wie  man  die  in  der  Physik  am  häufigsten  vorkommende 
Art  von  Bewegungen,  die  Schwingungsbewegung,  experimentell  misst,  das 
Erforderliche  zu  sagen.  Es  handelt  sich  dabei  um  drei  verschiedene  Messungen, 
nämlich  um  die  der  Schwingungsweite,  der  Schwingungsphase  und  der 
Schwingungsdauer.  Bei  allgemeinster  Behandlung  des  Problemes  kommt  aller- 
dings noch  eine  vierte  Messung  in  Betracht,  die  Messung  des  Verlaufes  einer 
einzelnen  Schwingung,  der  sogenannten  Schwingungsform,  welche,  wenn  es  sich 
z.  B.  um  Schallschwingungen  handelt,  den  Klang  des  erzeugten  Tones  bedingt. 
Es  sollen  jedoch  hier  derartige  Schwingungen,  welche  man  bekanntlich  stets  in 
einfachere  zerlegen  kann,  ausgeschlossen  und  nur  solche  ins  Auge  gefasst  werden, 
bei  welchen  das  Drehungsmoment,  welches  den  Körper  in  die  Gleichgewichts- 
lage zurücktreibt,  dem  Sinus  des  Ablenkungswinkels  proportional  ist;  dahin  ge- 
hören namentlich  die  Schwingungen  eines  Pendels  und  die  Schwingungen  einer 
Magnetnadel  u.  s.  w.  Einige  der  folgenden  Betrachtungen  gelten  aber  auch  für 
anders  geartete  Schwingungen,  z.  B.  Torsionsschwingungen. 

Die  Weite  oder  Amplitude  der  Schwingung  beobachtet  man  häufig  mit 
Hilfe  einer  möglichst  nahe  an  den  schwingenden  Körper  herangebrachten  Skala. 
Handelt  es  sich  um  drehende  Schwingungen,  so  muss  dies  eine  Kreistheilung  sein, 
deren  Mittelpunkt  in  die  Drehungsaxe  fällt  und  deren  Ebene  auf  dieser  senkrecht 
steht.  Bei  der  Ablesung  der  beiderseitigen  Ausschlagswinkel,  deren  Summe  oder 
Differenz,  je  nachdem  sie  auf  verschiedenen  oder  auf  derselben  Seite  des  Nullr 
Punktes  der  Theilung  liegen,  die  gesuchte  Amplitude  ergiebt,  hat  man  sorgfaltig  auf 
die  Vermeidung  von  Parallelaxenfehlern  zu  achten.  Eine  grosse  Genauigkeit  lässt 
sich  auf  diese  Weise  natürlich  nicht  erreichen.  Unter  Phase  der  Schwingung  versteht 
man  die  Ablenkung  zu  irgend  einer  Zeit,  etwa  zur  Zeit  /  =  0.  lieber  ihre  Ab- 
lesung ist  es  nicht  nöthig,  irgend  etwas  zu  bemerken ;  aber  es  ist  klar,  dass  auch 
hier  nach  dem  angegebenen  Verfahren  nur  ein  rohes  Resultat  erzielt  werden  kann, 
zumal  hier  eine  Winkelmessung  und  die  Fixirung  eines  Zeitpunktes  zusammen- 
treffen. In  erhöhtem  Maasse  gilt  dies  von  der  Messung  der  Schwingungsdauer, 
d.  h.  der  Zeit  zwischen  zwei  Urokehrungen  des  schwingenden  Körpers.*) 

Für  Schwingungen  von  geringer  Amplitude  ist  daher  die  Methode  der 
Spiegelablesung,  welche  eine  weit  grössere  Genauigkeit  gestattet,  vorzuziehen. 
Diese  von  Pogcendorf')  angegebene,  von  Gauss^)  zuerst  benutzte  Methode  be- 

')  Beling,  Zur  Theorie  der  Bifilar-Aufhängung,  Bresl.  1881.  —  Kreichgaukr,  Wikd. 
Ann.  25,  273,  1885.  —  RiCHARZ,  Verh.  d.  ph.  Ges.  1885,  pag.  76.  —  Ueber  die  Methode  der 
BifUar-Auf hängung  s.  Art.  »Pendel«. 

^  Bei  Schallschwingungen  nennt  man  bald  diese,  bald  die  doppelte  Zeit  Schwingungsdauer, 
und  unterscheidet  dann  zwischen  einfachen  und  doppelten  oder  ganzen  Schwingungen. 

^  PoGGENDORF,  PoGG.  Ann.  7,  pag.  121,   1826. 

*)  Gauss,  Gott.  Anz.  1833,  No.  205—207.  ^  t 
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Sieht  darin,  dass  man  an  der  Drehungsaxe  oder  an  dem  Körper,  dann  aber  mög- 
lichst nahe  der  Drehungsaxe  und  mit  dieser  parallel,  einen  kleinen  Spiegel  be- 
festigt, der,  wenn  der  Körper  sich  in  der  Gleichgewichtslage  befindet,  in  ein  ihm 
in  einiger  Entfernung  gegenüber  gestelltes  Femrohr  das  Spiegelbild  einer  mit 
dem  Femrohr  verbundenen  geradlinigen  auf  der  Drehungsaxe  senkrechten  Skala 
wiH^,  und  zwar  so,  dass  man  den  Mittelpunkt  der  Skala,  also,  wenn  diese  1  m 
lang  und  in  100  ^m  getheilt  ist,  den  Theilstrich  50,  gerade  im  Fadenkreuz  des 
Fernrohres  erblickt;  ist  die  Skala  symmetrisch  an  dem  Femrohr  angebracht,  so 
wird  hierzu  oflFenbar  erforderlich  sein,  dass  die  von  dem  Theilstrich  50  der  Skala 
nach  dem  Spiegel  gezogene  Linie  mit  der  Normale  denselben  Winkel  nach  oben 
bilde,  wie  die  auf  den  Spiegel  gerichtete  Femrohraxe  nach  unten  (oder  umgekehrt) 
und  dass  die  Ebene  dieser  beiden  Linien  vertikal  sei.  Je  nach  den  Umständen 
und  Zwecken  wendet  man  auf  Holz  oder  Glas  geklebte  Papierskalen  oder  Glas- 
skalen an.  Dreht  sich  nun  der  Körper,  also  auch  der  Spiegel,  um  den  Winkel  9, 
so  wird  nicht  mehr  der  Mittelpunkt,  oder  wie  man  sagt,  der  Nullpunkt,  sondern 
derjenige  Punkt  der  Skala  im  Fadenkreuz  abgebildet  werden,  dessen  vom  Spiegel 
reflectirter  Strahl  mit  der  Winkelnormale  den  horizontalen  Winkel  7,  also  mit  dem 
einfallenden  Strahl  den  Winkel  2  7  bildet.  Ist  daher  s  der  Skalenausschlag,  d.  h. 
die  Differenz  zwischen  Nullpunkt  und  dem  jetzt  im  Fadenkreuz  erscheinenden 
Theilstrich,  und  r  der  Abstand  der  Skala  vom  Spiegel,  so  hat  man 

5  1  s 

<f2<p  =  -,    also    ^^-^arctg-. 

Statt  dieser  exakten  Formel  kann  man  häufig  angenäherte  benutzen;  so  kann 
man,  wenn  die  Ablenkung  6  Grad  nicht  übersteigt, 

280,  648    (,       \  s^\ 

?  =  — T—^^i-S/^J- 

setzen;   bei  noch  kleineren  Ablenkungen   kann  man  das  zweite  Klammerglied 
auch  noch  vernachlässigen  und  in  einfacher  Proportionalität  zwischen  9  und  s 
28°,  648         1718',  9  103132" 

T  ^  r  r 

setzen;  man  macht  dann  nur  einen  Fehler,  welcher  bei  einer  Ablenkung  von 
V  2°  3°  4""  5° 

0'04{^      0*16^      0*36^      0-64^      l*Of 
beträgt 

Wie  man  die  Schwingungsamplitude  bestimmt,  isU hiernach  ohne  Weiteres 
klar.  Dagegen  sind  einige  Bemerkungen  über  die  Bestimmung  des  Nullpunktes 
zu  machen,  und  zwar  deshalb,  weil  es  nicht  möglich  ist,  zu  warten,  bis  Ruhe 
eingetreten  ist,  also  der  Nullpunkt  sich  einfach  ablesen  lässt.  Man  muss  alsdann 
den  Nullpunkt  aus  aufeinander  folgenden  Umkehrpunkten  ableiten,  dabei  aber 
berücksichtigen,  dass  fast  immer  die  Amplitude  der  Schwingungen  in  Abnahme 
begriffen  ist  Ist  diese  Abnahme  nur  klein,  so  genügt  es  zu  diesem  Zwecke  drei 
aufeinander  folgende  Umkehrpunkte  zu  beobachten,  aus  dem  ersten  und  letzten, 
welche  derselben  Seite  angehören  und  nur  wenig  von  einander  abweichen,  das 
arithmetische  Mittel  und  alsdann  aus  diesem  Mittel  und  der  zweiten  Beobachtung 
wiederum  das  Mittel  zu  nehmen.  Bei  grösserer  Dämpfung  der  Schwingungen 
muss  man  entweder  das  Dämpfungsverhältniss,  d.  h.  das  Verhältniss  eines 
Schwingungsbogens  zum  folgenden  k^  kennen  und  findet  dann  aus  zwei  Umkehr- 
punkten  u^  und  u^  den  Nullpunkt  », 
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84  Schwingungsdauer. 

oder  man  muss  eine  grössere  Anzahl  Umkehrpunkte  in  geeigneter  Weise  ver- 
binden (s.  Art  iWaagec).^)  Sind  die  Schwingungen  zu  heftig,  als  dass  sie  im 
Spiegel  exakt  beobachtet  werden  könnten,  so  kann  man  sie,  je  nach  der  Kraft, 
welche  die  Drehungen  hervorbringt,  auf  mechanischem,  magnetischem  oder 
elektrischem  Wege  beruhigen. 

Zur  Bestimmung  der  Phase  und  der  Schwingungsdaucr  bedient  man  sich 
einer  Sekundenuhr  oder  eines  Sekundenpendels,  sowie  eines  einfachen  Verfahrens, 
um  den  Zeitpunkt  einer  bestimmten  Stellung  des  Spiegels  hoch  bis  auf  Zehntel- 
sekunden fixiren  zu  können;  man  beobachtet  nämlich  den  Skalenpunkt  p^^ 
welcher  unmittelbar  vor  dem  Punkte  p,  dessen  Zeitpunkt  /  zu  fixiren  ist,  und  den 
Skalenpunkt  p^,  welcher  unmittelbar  nach  ihm  bei  einem  vollen  Sekundenschlage 
durch  das  Fadenkreuz  geht;  ist  dann  t^  der  Zeitpunkt  des  ersten  dieser  beiden 
Sekundenschläge,  so  ist 

Dieses  Verfahren,  auf  den  Nullpunkt  n  oder  einen  ihm  nahe  gelegenen  Punkt 
angewandt,  dient  auch  zur  Ermittelung  der  Schwingungsdauer.  Definirt  wird  die- 
selbe freilich  durch  die  Zeit  zwischen  zwei  anfeinander  folgenden  Umkehr- 
momenten; es  wäre  aber  unzweckmässig,  gerade  diese  beiden  Zeitpunkte  zu 
fixiren,  weil  bei  der  in  ihnen  gerade  besonders  langsamen  Bewegung  diese  Messung 
sehr  ungenau  ausfallen  würde.  Man  fixirt  daher  besser  zwei  aufeinanderfolgende 
Durchgänge  des  Nullpunktes;  von  der  bei  der  häufigen  Veränderlichkeit  des  Null- 
punktes lästigen  Nothwendigkcit,  dass  es  gerade  genau  der  Nullpunkt  sei,  macht 
man  sich  frei,  indem  man  ein  für  allemal  einen  ihm  nahe  gelegenen  Punkt,  z.  B. 
den  Theilstrich  50  wählt;  man  muss  dann  aber,  wegen  der  Ungleichheit  beider 
Seiten,  einen  Durchgang  auslassen,  d.  h.  zwei  auf  einander  folgende,  in  dem- 
selben Sinne  erfolgende  Durchgänge  fixiren;  die  Zeit  zwischen  beiden  ist  dann 
die  doppelte  Dauer  einer  Schwingung. 

Für  viele  Zwecke   genügt  es  jedoch  nicht,    die  Schwingungsdauer  bis  auf 
Zehntelsekunden   zu    bestimmen;     um    dann    noch    Hundertelsekunden    zu    be- 
kommen, kann  man  verschiedene  Methoden,  die  jedoch  im  Grunde  auf  dasselbe 
hinauslaufen,  anwenden.     Hat  man  z.  B.  in  der  obigen  Weise  zwei  Durchgangs- 
zeiten und  aus  ihnen  die  ungefslhre  Schwingungsdauer  gefunden,   so  lässt  man 
einige  Minuten  vergehen  und  bestimmt  wieder  einen  Durchgangsmoment  in  dem- 
selben Sinne;  die  Zeit 'zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  Durchgange,  durch 
die  ungefähre  Schwingungsdauer  dividirt,  müsste,  da  sicherlich  gerade  eine  ganze 
Zahl  von  doppelten  Schwingungen   vergangen  ist,    eine  ganze  gerade  Zahl  er- 
geben, wird  aber,  weil  eben  nur  mit  der  ungefähren  Schwingungsdauer  dividirt 
wurde,  einen  von  einer  solchen  geraden  Zahl  etwas  abweichenden  Quotienten  er- 
geben ;  nimmt  man  also  die  diesem  Quotienten  nächstgelegene  ganze  gerade  Zahl 
und  dividirt  mit  ihr  in  die  zwischen  dem  ersten  imd  letzten  Durchgange  liegende 
Zeit,  so  erhält  man  die  genaue  Schwingungsdauer.     Zur  Erhöhung  der  Genauig- 
keit wiederholt  man  entweder  dasselbe  Verfahren  nach  einigen  Minuten  noch- 
mals und  combinirt  den  Durchgang  der  zweiten  mit  dem  der  dritten  Serie  oder 
man  macht,  wenn  man  sich  wegen  Zeitmangels  mit  zwei  Serien  begnügen  muss, 
in  jeder  derselben  mehrere,  z.  B.  drei  Durchgangsbeobachtungen,  combinirt  den 
1.  Durchgang  mit  dem  6.,  den  2.  mit  dem  5.,  den  3.  mit  dem  4.  und  nimmt  aus 
den  so  erhaltenen  Schwingungsdauern  das  Mittel.    Noch  genauer  ist  es  vielleicht, 


1)  Thiesen,  Trav.  et  Mem.  d.  fiur.  int.  d.  poids  et  mes.,  Bd.  V,  2.  Th. 
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in  jeder  der  beiden  Serien  eine  gerade  Zahl,  z.  B.  6  Durchgänge  zu  beobachten, 
durch  Combination  des  1.  und  6.,  2.  und  5.,  3.  und  4.  Durchganges  der  ersten 
Serie  den  Zeitpunkt  der  mittelsten  Umkehr  dieser  Serie  abzuleiten,  für  die  zweite 
Serie  ebenso  zu  verfahren,  die  beiden  so  erhaltenen  Urokehrzeiten  von  einander 
abzugehen  und  die  Differenz  mit  der  Zahl  der  vergangenen  Schwingungen,  die 
man  wieder  wie  oben  findet,  zu  dividiren;  man  muss  dann  aber,  wenn  wirklich 
eine  grössere  Genauigkeit  erzielt  werden  soll,  eine  dritte  Serie  hinzufügen  und 
mit  der  zweiten,  wie  vorhin  diese  mit  der  ersten,  combiniren.  Erfolgen  die 
Schwingungen  zu  schnell,  als  dass  man  jeden  Durchgang  fixiren  könnte,  so  nimmt 
man  jeden  nten  und  dividirt  durch  n. 

Beträgt  eine  Schwingungsdauer  nahezu  eine  Sekunde  oder  ein  ganzes  Viel- 
faches derselben,  so  kann  man  die  Methode  der  Coinzidenzen  anwenden  (s.  Art. 
»Pendel«). 

Bekanntlich  ist  die  Schwingungsdauer  von  der  Amplitude  zwar  in  erster  An- 
näherung, aber  nicht  völlig  unabhängig.^)  Nun  handelt  es  sich,  wenigstens  bei 
der  experimentellen  Prüfung  theoretischer  Formeln,  fast  immer  um  die  Schwingungs- 
dauer bei  äusserst  kleiner  Amplitude ;  man  muss  also  diegefundeneDauer 
auf  unendlich  kleine  Schwingungen  reduciren.  Dies  geschieht,  wenn  9 
den  ganzen  Amplitudenwinkel  bezeichnet,  durch  die  Formel  (s.  Art  iPendelc). 

Bei  kleinen  Winkeln  kann  man  jedoch  das  letzte  Klammerglied  vernach- 
lässigen und  einfach 

setzen.  Wenn  f  kleiner  als  4°  ist,  kann  man,  falls  es  nicht  auf  eine  grössere 
Genauigkeit  als  0*01 }  ankommt,  die  Reduction  ganz  unterlassen.  Für  Winkel  bis 
zu  50^  enthält  die  folgende  Tabelle  die  in  den  obigen  Formeln  von  1  abge- 
zogene Grösse  k. 
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Allgemeinste  unendlich  kleine  Bewegung  eines  starren  Körpers.^ 
Die  bis  jetzt  aufgestellten  Begriffe,  Beziehungen  und  Gesetze  bezogen  sich  theils 
auf  die  fortschreitende,  theils  auf  die  drehende  Bewegung,  und  hinsichtlich  der 
letzteren  handelte  es  sich  sogar  stets  um  die  Drehung  um  eine  einzige  gegebene 
Drehungsaxe.  Offenbar  kann  aber  ein  starrer  Körper  sich  um  mehrere  Axen  zu- 
gleich drehen,  wie  z.  6.  die  Erde  um  ihre  eigene  Axe  und  um  die  Sonne,  und  er 

^)  Fttr  TonionsschwiDgnngen  ist  die  Unabhängigkeit  eine  vollständige. 

*)  Im  Anschluss  an  die  besonders  klare  irad  elegante  Darstellong,  welche  KncmfOFF  von 

diesem  Ptoblem  geliefert  hat  (Vorl.  üb.  matb.  Phys.,  Mechanik,  pag.  41—77).    .      ,  .,  ., 
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86  Unendlich  kleine  Bewegung  eines  starren  Körpers. 

kann  zu  derselben  Zeit  noch  eine  fortschreitende  Bewegung  besitzen.  Es  ist  da- 
her die  Frage  aufzuwerfen:  Welches  ist  die  allgemeinste  Bewegung,  welche  ein 
starrer  Körper  ausführen  kann?  Zweckmässiger  Weise  wird  man  sich  dabei  zu- 
nächst auf  eine  unendlich  kleine  Bewegung  beschränken. 

xys  sei  ein  mit  dem  Körper  fest  verbundenes  Coordinatensystem ;  dasselbe 
dient  zur  Angabe  der  Lage  eines  Punktes  des  Körpers  in  Bezug  auf  diesen,  und 
die  Coordinaten  des  Punktes  xyz  eines  Körpers  sind  daher  mit  der  Zeit  nicht 
veränderlich.  Dagegen  sei  £t)C  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem,  Et)C  sind 
dann  die  Coordinaten,  welche  der  Punkt  xyz  des  Körpers  zur  Zeit  /  hat,  also 
mit  /  veränderlich.  Es  wird  gut  sein,  die  in  der  Physik  sehr  häufig  anzuwenden- 
den Formeln,  welche  die  Beziehungen  zwischen  den  beiden  Coordinatensystemen 
enthalten,  hier  zusammenzustellen.    Zunächst  ist 

6  =  a  -+-  ttj  jp  -+-  fi^y  4-  a,  z, 

T|  =  p-+-ßi*-l-ß^-l-p,5,  (1) 

wo  aßY  die  Werthe  von  5t)C  für  dien  Punkt  ««0,  ^^«0,  «==0,  die  neun  übrigen 
CoSfficienten  aber  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den  Axen  der  xyz  und  der 
(t)Ci  alle  12  Coefficienten  also  mit  der  Zeit  veränderlich  sind.   Ebenso  ist  umgekehrt 

*  =  ai(5-a)-hßi(7)-ß)-|-Ti(C-7), 
j'-a,«-a)4-ß,(7,^P)-h7,(C-7),  (2) 

*  =  a,(5-a)-|-ß3(i3-ß)4-7,(C-Y). 

Die  geometrische  Bedeutung  der  mit  Indices  versehenen  Coefficienten  führt 
für  diese  zu  den  Gleichungen: 

«1*  +  Pi'  -*- Ti*  =  1,        «8«,  -»-  hp3  -*-  T2T8  -  0, 

«2*  H-  ßa*  -+-  Ta*  =  1,        «s  «1  -»"  Ps Pi  -»"  7a 7i  =0,  (3) 

«s*  +  Ps^  +  78^  =  1,         «i«»  -H  PiPi  H-7i7?«0, 

und  ferner 

a  «  H-  a,»  -*-  aj»  =  1,         ßj 7^  H-  ßj 7»  -+"  p878  =  0, 
Pi^  -HP8*  +P8*  =  1.         7i«i  -*■  78«8  -»-78«8  =0,  (4) 

7i*  -+-  T8*  -H  7s*  =  1*         «'  Pi  -H  «8  ßj  -h  a,  ßs  «  0, 
Löst  man  femer  die  Gleichungen  (1)  nach  xyz  auf,  so  erhält  man  Gleichungen, 

welche    mit   den '  Gleichungen  (2)  identisch  sein   müssen;    hieraus   folgen   drei 

Gleichungen,  in  welchen  die  Grösse 

A  =  «l  (P»78  —  P872)H-  Pl  (78«3  —  78«8)-»-7l  (a8p8  —  «8P8) 

enthalten,  und  aus  deren  Quadrirung  und  Addirung  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (3)  ergiebt,  dass  A'  =  1  ist.  Liegen  die  Coordinatensysteme  so,  dass 
sie  durch  geeignete  Drehung  des  beweglichen  zur  congruenten  Deckung,  auch 
dem  Sinne  der  Axen  nach,  gebracht  werden  können,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen, 
A  =  -+-  1,  und  die  drei  in  Rede  stehenden  Gleichungen,  sowie  6  entsprechend 
gebildete,  durch  gleichzeitige  cyklische  Vertauschung  der  Indices  1,  2,  3  und  der 
Buchstaben  x,yy  z  in  den  Gleichungen  (1)  entstehende  werden  dann: 

«l  =Pa78  -"  P872I  «2  ==P3  7i  —  Pl78»  ^z  =Pi78  "■  Pt7i> 

Pl  =72  «8— 78^2'  P2  =78  «1—71  «8*  p8  =  7l  «8  —  7«  «1»  (5) 

7i  =a2ps  —  «8P2»  72  =«8pi  ""«iPs»  78  =«ip2^«2Pr 
Von  den  9  Grössen  mit  Indices  sind  offenbar  nur  3  willkürlich,  die  6  übrigen 
lassen  sich  z.  B.  durch  die  Gleichungen  (3)  oder  durch  die  Gleichungen  (4)  aus  den 
3  ersten  berechnen.  Es  muss  also  möglich  sein,  diese  9  Grössen  auch  durch 
irgend  3  andere,  von  einander  unabhängige  Grössen  7,  ^,  d  auszudrücken,  und  dies 
soll   mittelst  der  Gleichungen  ^  j 
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«j  SS  cifsff  sm9,        7|  =s  C4>s^  sinby 

pj  s  sint^  sinb,    •    7,  «=  j/>n|»  j/«0,  (6) 

geschehen.  Die  Grössen  9,  4*»  ^  sind  Winkel  von  einfacher  Bedeutung:  ft  ist  der 
Winkel  zwischen  der  z-Axe  und  der  C-Axe,  9  ist  der  Winkel,  um  welchen  die 
(C-Sbene  gedreht  werden  muss,  um  der  z-Axe  parallel  zu  werden,  ^  ist  der 
Winkel,  um  welchen  die  ««-Ebene  gedreht  werden  muss,  um  der  C-Axe  parallel 
za  werden;  die  in  diesen  Definitionen  noch  liegende  Unbestimmtheit  in  Bezug 
auf  Vorzeichen  und  Quadrantenlage  der  Winkel  lässt  sich  in  jedem  Falle  durch 
einmalige  Festsetzung  und  Rücksicht  auf  die  nothwendige  Stetigkeit  leicht  be- 
seitigen. Drückt  man  schliesslich  noch  die  4  übrigen  Grössen  a^,  a^,  ß^,  ß^  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (5)  durch  die  5  obigen  und  somit  durch  tf^b  aus,  so  erhält 
man  folgendes  Schema: 

«1  =  —  cos  ff  cos^  cosb  —  x/«9  sin^, 

ß  1  =s  —  x/« 9  cos ^cosb-^-  costf  sin 4>, 

Yi  =a=       cos^sinb, 

Oj  ==  —  cos  ff  sin^  cosb  H-  sin^f  cos^^ 

ßj  =s  —  sinffsin^  cos ft  —  cos^  cos 4>,  (7) 

73  =       sin^sinb, 

838=»       cosffsinbf 

ßi  as       sinffsinb, 

Y,  «=s      cosb. 

Aus  den  obigen  Formeln  lassen  sich  leicht  diejenigen  für  eine  unendlich 
kleine  Bewegung  des  Körpers  ableiten.  Bezeichnet  man  die  Aenderungen,  welche 
die  Grössen  dabei  erfahren,  durch  vorgesetzte  d,  so  folgt  zunächst  aus  d€n 
Gleichungen  (1): 

dE  sas  8«  -f-  ^rd«!  -f- J'Äaj  -h  «dag, 

^7)  «=  «ß  H-  jcÄßi  -h  j^«ß,  4-  *aß„  (8) 

ÄC  =  ^T  -*-  ^^Ti  H-  J'^Tj  H-  '^ti- 

Während  die  S  Grössen  $a,  dß,  ^7  beliebig  sind,   müssen  die  9  übrigen  5 

rechterseits  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (7)  durch  ^9,  d<|»,  8&  ausgedrückt  werden; 

der  Symmetrie  der  Formeln  halber  sollen  statt  dessen  die  3  durch  die  Gleichungen 

«'«Pi^Ti+ßjÄTj+PaÖTs» 

p'=aiÄßi-+-aj«p9  +  a3$ß, 
definirten,  unendlich  kleinen  Grössen  ic'  x'  p'  eingeführt  werden ;    es  ergiebt  sich 
dann  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3)  und  die  aus  Gleichungen  (4)  durch 
Variation  entstehenden  Gleichungen: 

.  ««1  =  Ti  X'  —  Pi  P'.        «ßi  =  «1 P'  -  7i^'*        ÖTi  ==  ßi  ^'  —  «1 X'» 
««j  =  TjX'  —  ßjp'i         «ß«  =  «tP'  —  Tfa«',         $Yi  «  ß,ic'  —  a,x', 
««j  =  T3X'  —  ß»p''         öß»  =  «8  P'  —  T8'^'>         ^T8  =  ß8«'  —  «8X'- 
Die  Gleichungen  (8)  werden  hiernach  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (1): 

ae  =  «a-h({;~7)x'-(^-ß)p'. 

8t)«aß-h(5~«)p'~(C-T)i:',  (9) 

ac=ÖY4.(^-ß)t,'-(e-a)x'. 
Man  kann  hiernach  die  untersuchte  unendlich  kleine  Bewegung  des  Körpers 
betrachten  als  zusammengesetzt  aus  6  Einzelbewegungen,  nämlich  aus  denjenigen, 
welche  der  Körper  ausfuhren  würde,  wenn  einmal  nur  da,  ein  anderes  Mal  nur 
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6ß,  3)  nur  «Y,  4)  nur  n\  5)  nur  x'i  6)  nur  p'  von  0  verschieden  wäre.  Ist  nur 
ÖY  vorhanden,  so  erhält  man: 

«5  =  0,      «^«0,      «C  =  «Y. 
d.  h.  der  Körper  führt  eine  Bewegung  aus,  bei  welcher  alle  seine  Punkte  in  der- 
selben, nämlich  der  C-Richtung  sich  parallel  verschieben  und  alle  seine  Linien 
deshalb    sich   selbst   parallel   bleiben;   man  nennt  dies  eine  Verschiebung    des 
Körpers  in  der  C-Richtung,  und  ihr  Betrag  ist  67.    Ebenso  ist  die  durch  da  resp. 
durch  sp  repräsentirte  Einzelbewegung   eine  Verschiebung  des  Körpers  in  der 
^Richtung  um  $a  resp.  in  der  T^Richtung  um  dß.    Finden  alle  3  Verschiebungen 
gleichzeitig  statt,  so  erfährt  der  Körper  eine  Verschiebung,  deren  Richtung  und 
Betrag  durch  die  Resultante  der  Linien  da,  dß,  «7  angegeben  wird. 
Findet  nur  die  durch  p  repräsentirte  Bewegung  statt,  so  ist 
8g  =  ^(,j^ß)p',     d>,  =  (e-a)p',      «C«0; 
hierbei  bleiben  die  Punkte  der  Linie  E  «==  a,  t)  «=  ß  an  ihren  Orten,  diese  Linie  ist 
also  eine  Aze,  und  die  Bewegung  eine  Drehung  um  sie.    Der  Drehungsbogen 
ist  dabei  , 

.  p'y(S-«)«H-(T-P)*. 

folglich  ist  p'  der  Drehungswinkel.  In  analoger  Weise  ist  die  durch  tc'  resp.  /' 
dargestellte  Bewegung  eine  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe  irj  =  ß,  6=7  um 
den  Winkel  ic'  resp.  um  die  Axe  C  =  7,  S  «=  a  um  den  Winkel  x'«  Es  ist  ein- 
leuchtend, dass  die  3  Drehungsaxen  den  ET)C«Axen  beziehungsweise  parallel 
sind.  Finden  alle  3  Drehungen  gleichzeitig  statt,  so  führt  der  Körper  eine 
Drehung  aus,  bei  welcher  die  Drehungsaxe  die  Gleichungen 

und  der  Drehungswinkel  die  Grösse 


hat;    die  Richtung  der  Drehungsaxe   ist  hiemach  dadurch  bestimmt,    dass  die 
Cosinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  E7)7-Axen  bildet,  gleich 


j! ?_ 


sind,  auch  geht  diese  Axe  durch  den  Punkt  aß 7. 

Um  schliesslich  noch  zu  veranschaulichen,  in  welchem  Sinne  eine  Drehung 
als  positive  bezeichnet  werden  soll,  denke  man  sich,  das  Coordinatensystem  sei 
derart,  dass,  wenn  eine  menschliche  Figur  so  gestellt  ist,  dass  die  von  den  Füssen 
nach  dem  Kopfe  gehende  Linie  der  C-Axe  parallel  ist  und  die  Figur  in  der 
Richtung  der  T)-Axe  hinsieht,  die  £-Axe  nach  ihrer  Rechten  gewendet  bt.  Eine 
positive  Drehung  der  Figur  soll  dann  eine  solche  sein,  welche  ihre  rechte  Seite 
nach  vom  bringt.  Dasselbe  soll  auch  für  die  Drehung  um  irgend  eine  Axe 
gelten,  falls  diese  Axe  ebenfalls  von  den  Füssen  zur  Axe  der  Figur  ginge. 

Jede  unendlich  kleine  Verrückung  eines  starren  Körpers^  lässt 
sich  hiernach  ansehen  als  zusammengesetzt  aus  einer  Verschiebung 
in  einer  gewissen  Richtung  und  einer  Drehung  um  eine  gewisse  durch 
den  Punkt  aß7  gehende  Axe;  die  erstere  Theilbewegung  lässt  sich  wiederum 
zeiiegen  in  die  3  Componenten  der  Verschiebung,  letztere  in  die  3  Componenten 
der  Drehung  nach  den  Coordinatenaxen. 

Eine  etwas  andere  Darstellung  der  Bewegung  erhält  man,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  (9)  die  Glieder  rechterseits  etwas  anders  anordnet  und 

5a  --7x'  +  ßp'  =  X',       Öß  -  ap'4-  71^'  =  f^'i       «T  —  P«'  -»"  a^'  =»  V 
setzt;  man  erhält  dann 
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oder,   wenn   man  die  C-Axe.  in  die  Axe  der  durch  die  beiden  letzten  Glieder 
recbterseits  dieser  Gleichungen  dargestellten  Drehung  verlegt,    wodurch   X  =  0, 
|jL  &=  0,  «'  =  0,  x'  =  ^  wird,  die  einfacheren  Gleichungen 
$?  =  -T|p',        Ä>j  =  ?p',        $C  =  v'. 

Die  allgemeinste  unendlich  kleine  Bewegung  eines  stanen  Körpers  ist  hier- 
nach eine  sogenannte  Schraubenbewegung. 

Es  sei  bemerkt,  dass  man  die  Bewegung,  statt  auf  das  Coordinatensystem 
der  EtjC  auch  auf  das  der  xyz  in  seiner  Anfangslage  beziehen  kann;  man  erhält 
dann  die  ähnlichen  Formeln: 

u^  -^zq^  —yr\ 

'uf'\-yp^ — xq^ 
für   die  Componenten  der  Bewegung;    u*  v' w*  sind  die  Componenten  der  Ver- 
schiebung, /'^V  die  Componenten    der   Drehung.      Zwischen    den    6   Grössen 
X'|*.'v'«'x'p'  "°^  ^^^  ^  Grössen  «'t^'Ä/'/'/r' bestehen  gewisse  Beziehungen,  welche 
sich  ohne  Schwierigkeit  ableiten  lassen. 

Von  Wichtigkeit  ist  noch  die  Betrachtung  der  wirkenden  Kraftcomponenten 
und  der  Drehungsmomente  der  Kräfte;  nennt  man  diese  in  Bezug  auf  das  im 
Körper  feste  Coordinatensystem  XYZMxMyMz,  in  Bezug  auf  das  im  Räume  feste 
Coordinatensystem  EIAZ MiM^M^,  und  giebt  man  der  Einfachheit  halber  den 
beiden  Coordinatensystemen  denselben  Anfangspunkt,  wodurch  a  =  ß=7=0  wird, 
so  hat  man 

H^piA-^-ßjy+ßjZ,        My^^^^M^-^^^My-t^.M,,  (11) 

Denkt  man  sich  MxMyM»  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  und  verbindet 
diesen  mit  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten,    so  heisst  das  Drehungsmoment 
in  Bezug  auf  diese  Axe  das  Hauptdrehungsmoment.    Ist  speziell  nur  eine 
einzige  Kraft  XYZ  mit  dem  Angriffspunkt  xyz  vorhanden,  so  ist  (s.  oben  pag.  74) 
Mjc^yZ-'zY,      My=^zX—xZ,      M,  =  xY^yX,  (12) 

die  Axe  des  Hauptdrehungsmomentes  steht  dann  senkrecht  auf  der  durch  die 
Kiaftrichtung  und  die  Linie  vom  Anfangspunkt  nach  xyz  gelegte  Ebene,  und 
das  Hauptdrehungsmoment  ist 

yiii»-l-JI^»-h^,»  =  y^^ -^yi -^g9){X^  -^  Y^ -^Z^) -  (xX-^yY-hzZ)^,  (12a) 
oder  auch  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Anfangsabstande  des  Punktes  xyz,  der 
Grösse  der  Kraft  und  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  der  Kraftrichtung  und 
der  Linie  vom  Anfangspunkt  nach  xyz, 

Bewegungsgleichungen  eines  starren  Körpers.  Zur  Ableitung  der 
Bewegungsgleichungen  mit  Hilfe  der  obigen  Formeln  eignet  sich  am  besten  die 
von  dem  HAMiLTON*schen  Princip  [Gleich.  (7)]  ausgehende  Gleich.  (8)  (pag.  70). 
Es  kommen  daselbst  vor  die  Variation  der  kinetischen  Energie  $  AT  und  die  Arbeit 
der  wirkenden  Kräfte  Z.  Die  kinetische  Energie  ist  eine  Function  der  Com- 
ponenten der  Verschiebungsgeschwindigkeit  und  der  Componenten  der  Drehungs- 
geschwindigkeit, also  von  6  Grössen,  welche  man  aus  den  bezüglichen  oben 
untersuchten  Verrückungen  durch  Division  mit  ät  erhält;  sie  sollen  mit  den  gleichen 
Buchstaben,  aber  unter  Fortlassung  der  Striche,  bezeichnet  w^^j^y  b^^^SJ^i^l^TC 
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Die  Variationen  der  Geschwindigkeiten  kann  man  nun,  je  nachdem  man  sie  auf 
das  System  der  xys  oder  der  £t)C  zurückführen  will,  entweder  durch  «'»'«'' y'^'r* 
oder  durch  XV'v'«'x'p'  ausdrücken.     Im  ersten  Falle  findet  man 

</»'  dp' 

iu=-jj-+vr'  —  v'r  +  it^f  —  Wf',      ip^-fr-hfr'  —  g'r,    . 

<'»'  .         •  1  ...        ^^ 

«»  ==  -^  -I-  wp'  —vfp  +  u'r  —  ur',       8f  =  -^  +  r/'  —  r'p, 

dv^  df* 

«w— -^+«/  —  «Vh-»'/  -»/'.      ^f  =  -^+pq'—p'q; 

im  anderen  Falle 

dV      „  rf^'  dy'      ,    „     „    y«'     ,  ,</x'     ,«  «^<'p' 

8«  =  «i-^+Pi-^+Ti-^+(TiP-PiT)7^+(«,7-Ti«)^H-(Pi«-«iP)-^. 

*«'='«»^+P»^^+Tf»-^+(TiP-PiT)^  +  («.7-78«)^+(P.«-«.P)^. 

</«'  rfV  </p' 

Andererseits  ist  die  Arbeit  im  ersten  Falle 

Z  =  Jfi»'  +  Yv'  H-  Zw'  4-  Mjcff  +  Jl/,y'  +  Mur", 
im  anderen 

Z  -  SX'  +  H|*'  -I-  Zv'  +  J/jit'  +  J!r,x'  +  -^cp'- 
Bildet  man  nun  die  genannte  Gleichung  (8),  so  erhält  man  die  Bewegungs- 
gleichungen eines  starren  Körpers  entweder  in  der  Form 

dt  du-''  dv~^dw'^^' 

d  dK        dK        dK      „  „,  , 

d_  dK_    ££    £^   7 

d  dK         dK        dK        dK        dK      ,, 

Jt  ^  =  «'äF-'?^+'-ä7-^^-^^" 

d  dK        dK         dK        dK        dK      .,         ,.„^, 
d  dK        dK         dK        dK        dK      ,_ 

dt  ^^'"Ji-'^w^^-^-^-^-^^" 

oder  in  der  Form 

„      d  f    dK         dK         dK\ 

d  (    dK .       dK         dK\ 
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^«^  J/[<^»  P  -  P«  Tf)  IJ+ (Tf»P  -  P«1f)|f -^  (Tf»  P  -  P»Tf)  ?f 


dK         dK^ 


dK 

dK 


d\  dK  dK  dK 

„   dK^^   dK      ^   dK-\  (14b) 

Jedes  dieser  beiden  Gleichungssysteme  (13)  und  (14)  besitzt  eigenthümliche 
Vorzüge;  wirken  z.  B.  keine  Kräfte,  so  enthalten  jene  keine  anderen  unbekannten 
Funktionen  als  uvwpqr,  diese  sind  ohne  weiteres  integrabel.  Ganz  allgemein 
können  sie  als  Ausspruch  des  Schwerpunktssatzes  resp.  als  Ausspruch  des 
Flächensatzes  angesehen  werden. 

Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  Wenn 
ein  Punkt  des  Körpers  fest  ist  und  zum  Anfangspunkt  beider  Coordinatensysteme 
gemacht  wird,  so  kommen  die  Grössen  uvw  u^ if  vf  X'|i'v'  ^ßT  ^^^  folglich  die 
Gleichungssysteme  (13a)  und  (14a)  in  Fortfall,  die  Gleichungen  (13b)  und  (14b) 
veremfacben  sich  und  man  erhält  bei  der  ersten  Darstellungsart 
d   dK        dK        dK      ,. 

d   dK        dK        dK      .,  ,,.  , 

Ttd^-^W'^^'^^^'  (^^^> 

d  dK        dK        dK      ,, 

5?  a?^  ="^"37 ""^■57"*-^" 


bei  der  andern 


d  f     dK  dK  dK\       ., 

d  L    dK      ^   dK      ^    dK\       .,  „^^, 

d)     dK  dK  dK\       ., 

Tty^-dp-^^^-d^-^^^J?)^^'' 

Die  lebendige  Kraft  ist  in  diesem  Falle  das  über  alle  Punkte  des  Körpers 
summirte  halbe  Product  der  Masse  und  des  Quadrates  der  aus  den  Drehungs- 
geschwindigkeiten gebildeten  Bewegungsausdrücke,  d.  h.  es  ist 

2  Ar=p/w  [(5^  —  j'r)«  4- (:vr  —  *;>)«  4- (>/>  —  :»^)»]. 
oder  in  anderer  Anordnung 

2K=  p^Jdm  0>  -h  5»)  -f-  q^Jdm  (*»  -h  x^)  -+■  r^Jdm  {x^  -{-y^) 
—  ^grjyzdm  —  2rpjzxdm  —  ^pqjxydm, 
dabei  stellt  die  Linie  vom  Anfangspunkte  nach  dem  Punkte  pqr  de^  Richtung 
nach  die  Drehnngsaxe,  der  Grösse  nach  die  Drehungsgeschwindigkeit 
um  diese  Axe  dar.  Nun  liegt,  wie  man  sieht,  der  Punkt  pqr  auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades;  die  Radien  vektoren  dieser  Fläche  stellen  also  die  Drehungs- 
geschwindigkeiten dar,  welche  der  Körper  haben  muss,  wenn  er  bei  der  Drehung 
nm  sie  die  lebendige  Kraft  K  haben  soll.  Eine  Vereinfachung  erzielt  man,  wenn 
>Mn  die  xyst-Ax^n  in  die  Hauptaxen  der  Fläche  legt;  es  wird  dann 

^K^p^jdmiy^  4-  5«)  4-  q^jdm{z^  4-  x^)  -h  r^  j dm{x\i^yl^^^  GoOglc 
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Man  nennt  dieses  Ellipsoid  das  Trägheitsellipsoid,  die  Hauptaxen  des- 
selben die  Hauptaxen  des  Körpers  fllr  den  Anfangspunkt  der  xys,  sowie  die 
offenbar  durch  die  drei  Integrale  dargestellten  Trägheitsmomente  in  Bezug 
auf  die  Hauptaxen  die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  für  den  An- 
fangspunkt  der  xyz;  sie  sind,  wie  man  unmittelbar  einsieht,  die  reziproken 
Quadrate  der  Halbaxen  des  Trägheitsellipsoids.  Das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  beliebige  Axe,  T,  drückt  sich  hiemach  durch  die  Hauptträgheitsmomente 
J^QJi  mittelst  der  Gleichung 

r=  F^os^ 9  -+-  C^^^*  ♦  -+-  J^^^s^ ^  (16) 

aus,  wo  94^^  die  Richtungswinkel  der  betreffenden  Axe  sind. 

Das  Trägheitsellipsoid  selbst  bewegt  sich  natürlich  gleichzeitig  mit  dem  Köper, 
und  zwar  um  seinen  Mittelpunkt  Diese  Bewegung  besteht  darin,  dass  es  auf 
der  durch  den  Endpunkt  der  augenblicklichen  Drehungsaxe  gelegten  Tangential- 
ebene ohne  Gleichung  rollt,  diese  Tangentialebene  ist  demgemäss  im  Räume  fest, 
sie  ist  der  Richtung  nach  identisch  mit  der  früher  erwähnten  LAPLACE'schen 
Ebene  und  steht  senkrecht  auf  der  Hauptdrehungsaxe,  d.  h.  der  dem  Haupt- 
drehungsmoment [s.  oben  Gleichung  (12  a)]  entsprechenden  Richtung.  Der  Ort 
der  augenblicklichen  Drehungsaxen  im  Körper  ist,  wie  man  ebenfalls  leicht  ab- 
leitet, ein  Kegel  zweiten  Grades.  Schliesslich  ist  anzumerken,  dass  die  kinetische 
Energie  sich  nunmehr  in  der  Form 

K^i(Fp^^Qg^-^Är^)  (17) 

schreiben  lässt 

In  dem  Falle,  dass  keine  Kräfte  wirken,  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen 
integriren.    Setzt  man  den  Werth  (17)  in  die  Gleichung  (15  a)  ein,  so  erhält  man 

Die  Integrale  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mit  Hilfe  abgekürzter  Bezeichnung 

gen  in  der  einfacheren  Form  hinschreiben:  

psssa  cos^f        q  =  bsin^,        r  =  C^X  — x*xi«*^. 
Hierin  ist  ^  die  Amplitude  einer  Grösse  u  nach  dem  Modul  x,  d.  h.  es  steht 
4f  mit  u  in  der  Begehung 

4» 


und  u  ist  als  Funktion  der  Zeit  durch  die  Gleichung 

definirt;  ferner  sind  von  den  sechs  Constanten  adc%\\t. drei  durch  die  Gleichungen 

bestimmt,  die  drei  übrigen  ac^  bestimmen  sich  aus  den  Anfangswerthen  p^  q^  r^ 
von/^r  für  t=0,  welche  gegeben  sein  müssen,  durch  die  Gleichungen 

R  (i>-  j^c'  ^Q{P-Q)q^-^R  {F^R)r^,       (18) 

pQ  =s  acos  amp  ja,       q^  =  hsin  amp  ji,       ^o  =  ^  V  ^  —  %^sin^  amp  ja. 
Die  Vorzeichen  der  Constanten  sind  durch  besondere  Betrachtungen  zu  fixiren. 
Zur  Vervollständigung  der  Lösung  müssen  noch  die  Winkel  9  <|;  d  ermittelt 
werden,  welche  die  Lage  des  Körpers  im  Räume  jeden  Augenblick  bedingen^). 

1)  Es  ist  wohl  nicht  notwendig  zu  bemerken,   dass  der  Winkel  \  mit  der  soeben  yorttbei^ 
gehend  benutzten  HiUsgrösse  ^  nichts  zu  thun  hat  Digitized  byGoOQlc 
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Hierzu  dienen  die  auf  das  im  Räume  feste  Sv]C  System  bezüglichen  Gleichungen  (15b), 
in  welchen  für  unseren  Fall  die  rechten  Seiten  Null  sind.  Integrirt  man  die- 
selben mit  Rücksicht  auf  (17),  so  erhält  man 

wo  ABC  Constanten  sind;  hieraus  folgt,  dass  Fp,  Qq,  jRr,  als  rechtwinkelige 
Coordinaten  im  ä:^« -System  betrachtet,  demselben  Punkt  angehören,  wie  ABC 
im  5 TjC -System,  d.  h.  einem  constanten  Punkt.  Wählt  man  die  Linie  vom  Anfangs- 
punkt nach  diesem  Punkte  zur  C-Axe,  so  wird  A  =  0,  B  =  0,  C=  yP^a^  -h  jR^c^, 
Die  obigen  Gleichungen  geben  dann,  geeignet  combinirt: 

Pp  Qq  Rr 

und  hieraus  findet  man  endlich 

6  =  arc  cos^^,      ^z=.arctg^, 

^     J^  F^a^ -^  R^c^%*stn^amp(kt-^^     ' 

der  letzte  der  drei  bestimmenden  Winkel  ist  hiernach  ein  elliptisches  Integral 
dritter  Gattung. 

Setzt  man  p^  nnd  q^ ,  also  auch  a  unendlich  klein,  so  gelangt  man  zu  dem 
Fall,  dass  im  Anfange  der  Bewegung  die  Drehungsaxe  unendlich  wenig  von  der 
s-Axe  abweicht.    Man  findet  dann 

p  ^  acos  Q.t -^  ^,       q  =  ^sm{U-h\»>),      r^c^X^  %^ sin^  Q^t -^  ^\ 

Fa'^  (F     -P—  Q  \ 

,,V,,a  =  ^^(^^+^— ^./«»(X/4-^)j, 

Ob 
tg^  =  ;^/^(X/-f-  jjl),       9  =  +  -f-  ct-vconst 

Die  oben  durchgeführte  Constantenbestimmung  führt  nun  nur  dann  zu  brauch- 
baren Werthen  derselben  [s.  oben  Gleichung  (18)],  wenn  festgesetzt  wird,  dass  Q 
seiner  Grösse  nach  das  mittlere  von  den  drei  Trägheitsmomenten  FQR  sei. 
Die  eben  gefundenen  Formeln  zeigen  daher,  dass  die  Axe  des  grössten  oder 
des  kleinsten  Hauptträgheitsmomentes,  wenn  sie  der  Drehungsaxe  anfangs  un- 
endlich nahe  war,  dies  immer  bleibt  Die  Annahme  p^  und  r^  unendlich  klein 
führt  dagegen  zum  entgegengesetzten  Ergebnis,  d.  h.  wenn  der  Körper  um  eine 
Axe  sich  dreht,  welche  seiner  mittleren  Hauptaxe  unendlich  nahe  ist,  so  entfernt 
sich  jene  von  dieser  im  Laufe  der  Zeit  mehr  und  mehr.  Man  überträgt  die 
Ausdrücke  stabil  und  labil  häufig  vom  Gleichgewicht  auf  die  Bewegung;  im 
vorliegenden  Falle  kann  man  dann  sagen:  die  Rotation  um  die  grösste  sowohl 
als  um  die  kleinste  Hauptaxe  eines  Körpers  ist  stabil,  seine  Rotation  um  die 
mittlere  Hauptaxe  ist  labil. 

Für  einen  Rotationskörper  wird  F=Q,  also  x  =  0,  und  man  findet 


p  =  ypf-^^o^^^Q'^  +  j*)>     ^  =  v77"hh77««  (^^ + J*), 


r  =  r, 


0» 


also  die  letztere  Drehungscomponente  constant;  ebenso  wird  von  den  Winkeln  ft 
constant,  9  und  ^  lineare  Funktionen  der  Zeit 

Weit  complicirter  wird  natülich  das  Problem,  wenn  Kräfte  wirken,  also 
insbesondere  die  Bewegung  eines  der  Schwere  unterworfenen  starren  Körpers. 
Für  einen  Rotationskörper  mit  vertikaler  Axe  bleibt  dann  die  eben  gefundene 
Gleichung  r  =  consf.  giltig,  dagegen  werden  die  Winkel  ellipt^]^^gf ^^^^^i  dfj> 
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Zeit.  Die  beiden  wichtigsten  Spezialfölle  einer  derartigen  Bewegung  sind  derjenige, 
wo  r  =  0  ist  und  derjenige,  wo  anfangs  /  =  0  und  ^^  =  0  ist.  Der  erste  entspricht 
dem  sogenannten  physischen  Pendel  (s.  Art.  »Pendel«),  der  zweite  der  sogenannten 
Kreiselbewegung  (s.  Art.  »Kreisel« ;.  Der  oben  in  Betreflf  der  Stabilität  gezogene 
Schluss  ist  für  diesen  Fall  zu  modificiren.  Thatsächlich  ist  nämlich  hier  nur  die 
Hauptaxe  des  grössten  Trägheitsmomentes  stabil,  die  Axe  des  kleinsten  Trägheits- 
momentes ist  labil,  die  mittlere  Axe  endlich  verhält  sich  in  der  Ebene  jener  stabil, 
in  der  Ebene  dieser  labil.  Die  stabile  Hauptaxe  kann  man  experimentell  be- 
stimmen, indem  man  den  Körper  an  einem  Faden  aufhängt,  möglichst  schnell 
rotiren  lässt  und  die  bleibende  Einstellung  abwartet.  Der  Schwerpunkt  liegt 
dann  vertikal  unter  dem  Auf  hängepunkte,  und  die  Verbindungslinie  beider  ist  die 
stabile  Hauptaxe. 

Ist  der  Körper  gänzlich  frei,  so  werden  die  durchgeführten  Betrachtungen 
der  letzten  Seite  im  allgemeinen  hinfallig;  sie  bleiben  aber  giltig,  wenn  es  sich 
um  eine  Rotation  um  den  Schwerpunkt  des  Körpers  handelt.  Ob  nämlich  der 
Schwerpunkt  fest  oder  frei  ist,  kann  nach  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  keinen  anderen  Unterschied  hervorrufen,  als  den,  dass 
sich  zu  der  Rotation  noch  eine  forschreitende  Bewegung  addirt,  welche  derjenigen 
gleich  ist,  die  der  Schwerpunkt,  wenn  er  ein  einzelner  Massenpunkt  wäre,  unter 
der  Wirkung  der  Kräfte  ausführen  würde.  Die  Bewegung  des  Körpers  relativ 
zum  Schwerpunkt  ist  also  umgeändert,  und  auch  die  Hauptaxen,  welche  in  diesem 
Falle  Hauptaxen  der  freien  Drehung  oder  kürzer  freie  Axen  heissen,  spielen 
dieselbe  Rolle  wie  zuvor^). 

Zur  Demonstration  der  bei  der  Drehung  starrer  Körper  auftretenden  Ver- 
hältnisse sind  verschiedene  Modelle  und  Apparate  construirt  worden.  Es  sei  hier 
besonders  auf  diejenigen  von  Mach  und  von  Obermaver  hingewiesen.^) 

F.  Auerbach. 


Einfache  Maschinen. 


Allgemeines. 
Unter  der  Bezeichnung  «einfache  Maschinen»  fasst  man  eine  Reihe  von 
Apparaten  zusammen,  welche  den  Charakter  von  Maschinen  haben,  insofern 
sie  dazu  dienen,  die  in  der  Natur  vorkommenden  Verhältnisse  in  einer  für  die 

1)  FUr  die  allgemeine  Dynamik  und  insbesondere  das  Problem  der  Rotation  seien  hier  aus 
der  grossen  Zahl  in  Betracht  kommender  Schriften  und  Abhandlungen  die  folgenden  genannt: 
RoBERVAL,  Sur  la  comp,  des  mouv.  Anc.  Mem.  Ac.  Paris  VI.  —  Wallis,  Mechanica  sive  de 
motu.  Lond.  1670.  —  Die  Werke  von  Galiei,  Huygens,  Newton,  Joh.,  Jac,  D.  Bernouuxi.  — 
EuLBR,  Mechanica,  Pet.  1736.  —  d'Alembert,  Fr.  de  dynamique,  Par.  1743.  —  Lagrange, 
Mcc.  analyt  P.  1788.  —  Laflace,  Mec.  Celeste.  P.  1799.  —  PorosoT,  Th.  nouv.  de  la  rot. 
des  Corps.  P.  1834.  —  Maccullagh,  on  the  rot.  etc.  Proc.  Ir.  Ac.  II  u.  III.  (1840^1847).  Frans. 
Jr.  Ac.  22  (1855).  —  Clebsch,  Grelle  J.  57,  pag.  73  (1860).  —  Jacobi,  Vorl.  üb.  Dynamik; 
Berl.  1866.  —  LoTTNER,  Grelle,  J.  Bd.  50  (1856).  —  Schlaekli,  Progr.  Bemer  Hochsch.  1867. 
—  Semmler,  In.-Diss.  Gott  1874.  —  Resal,  Traite  de  cin^matique.  — Jullien,  Probl.  de  mec. 
rat.  —  Weikrstrass  (Auszug  v.  Natani  in  Hoffmann's  math.  Wort,  Art.  «Rotation«,  oder 
Vorles.  V.  J.  1879  «•  s.  w.).  —  Söderblom,  N.  Acta  Ups.  (3)  12  (1884).  —  Halphen,  Cpt  Rend.  100, 
pag.  1065  (1885).  —  Paladini,  Rend.  Ac.  Line.  (4)  4,  pag.  187.  Die  Litteratur  über  die 
Kreiselbewegung  im  besonderen  s.  das. 

«)  Mach,  Rep.  d.  Phys.  15,  pag.  54  (1879).  -  v.  Obermaysr,  R«^- J^y^lg-oOQle 


Einfache  Maschinen.  95 

praktische  Anwendung  geeigneten  Weise  zu  dirigiren,  zu  spezialisiren  oder  zu 
modificiren,  und  welche  den  Charakter  der  Einfachheit  aufweisen,  insofern  sie 
keine  Gliederung  und  Zusammensetzung  in  concreter  und  kein  Zusammenwirken 
verschiedener  Principien  und  Vorgänge  in  abstrakter  Hinsicht  darbieten.  Na- 
mentlich gehören  hierher  der  Hebel,  die  Rolle,  die  schiefe  Ebene,  der  Keil  und 
das  Zahnrad.  Andere  hierher  gehörige  Maschinen  sind  specielle  Formen  oder 
Anwendungen  der  oben  genannten  Maschinen,  z.  B.  die  Waage  ein  auf  dem 
Hebel  beruhender  Messapparat  (s.  Art.  »Waagec),  noch  andere  Modificationen 
oder  Combinationen  derselben,  so  das  Wellrad  ein  modificirter  Hebel,  die 
Schraube  eine  modificirte  schiefe  Ebene,  der  Flaschenzug  eine  Combination  von 
Rollen,  der  Bohrer  eine  Combination  von  Keil  und  Schraube. 

Das,  was  diese  Maschinen  leisten,  ist  ein  Mehrfaches  und  kann  unter  die 
folgenden  Gesichtspunkte  gebracht  werden:  1.  Aenderung  der  Kraft  rieh- 
tung  (einzelne  Rolle).  2.  Aenderung  des  Angriffspunktes  der  Kraft 
(Zahnräder,  Seilräder).  3.  Vergrösserung  der  Kraft  auf  Kosten  der 
Schnelligkeit  der  Leistung  oder  auf  Kosten  des  zurückgelegten  Weges 
resp.  der  Hubhöhe,  oder  umgekehrt  Beschleunigung  der  Leistung  auf  Kosten 
des  Kraftaufwandes  (Hebel,  schiefe  Ebene).  4.  Vereinigung  mehrerer  dieser 
Leistungen,  namentlich  der  Vergrösserung  der  Kraft  und  der  Richtungsänderung 
(Flaschenzug,  Keil). 

Andererseits  kann  man  diese  Maschinen  nach  der  Art  ihrer  Wirksamkeit  in 
zwei  Klassen  theilen:  In  Maschinen  mit  drehender  Bewegung  (Hebel,  Zahn- 
rad u.  s.  w.)  und  in  Maschinen  mit  fortschreitender  Bewegung  (schiefe 
Ebene  u.  s.  w.),  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  zuweilen  auch  beide  Be- 
wegungsarten vereinigt  sich  vorfinden  (bewegliche  Rollen,  Schraube).  Insoweit 
nun  eine  Maschine  durch  drehende  Bewegung  wirkt,  ergiebt  sich  diese  Wirkung 
aus  dem  Hebelprincip ,  d.  h.  aus  dem  Frincip  der  virtuellen  Verrtickungen; 
insoweit  sie  durch  fortschreitende  Bewegung  wirkt,  aus  dem  Frincip  der  Zer- 
legung der  Kräfte;  in  Anbetracht  der  Beziehung  zwischen  dem  Hebelprincip  und 
dem  Zerlegungsprincip  (s.  Art.  »Statikc)  kann  jedoch  auch  dieser  Trennung  keine 
entschiedene  Bedeutung  beigelegt  werden.  Die  Betrachtung  der  einzelnen  Ma- 
schinen folgt  daher  hier  ohne  weitere  Gliederung. 

Der  Hebel  und  seine  Modificationen. 
Hebelprincip.  Ein  Hebel  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes  besteht 
aus  zwei  starren,  von  einem  festen  Funkte  ausgehenden  und  in  diesem  starr  mit 
einander  verbundenen,  in  einer  und  derselben  vertikalen  Ebene  verlaufenden 
geraden  Linien.  Der  feste  Funkt  heisst  der  Drehpunkt ;  er  ist  gewöhnlich  in  der 
Wirklichkeit  durch  eine  auf  der  genannten  Vertikalebene  senkrechte,  kurze  Dreh- 
axe  ersetzt,  wodurch  horizontale  Schwankungen  besser  ausgeschlossen  sind; 
hiervon  und  von  dem  Gewicht  des  Hebels  soll  im  Folgenden  abgesehen  werden. 
Dagegen  soll  an  jedem  seiner  Endpunkte  eine  Kraft  in  beliebiger  Richtung 
wirken;  die  Verallgemeinerung  der  für  diesen  Fall  giltigen  Betrachtungen  für 
den  Fall,  dass  ausserdem  auch  in  anderen  Funkten  des  Hebels  Kräfte  an- 
greifen, z.  B.  die  in  den  Schwerpunkten  vereinigt  gedachten  Gewichte  der  beiden 
Linien,  wird  keine  Schwierigkeit  darbieten.  Es  fragt  sich  alsdann,  unter  welchen 
Umständen  die  beiden  Kräfte  jP  und  Q  im  Gleichgewicht  sind.  Das  J^rincip 
der  virtuellen  Verrtickungen^)  giebt  die  Antwort  hierauf  ohne  weiteres.    Sind 


1)  t.  Art.  Statik,  pag.  51. 

Digitized  by 


Google 


96 


Hebel. 


nämlich  ^A  und  BJB  von  den  Venückimgen,  welche  die  Punkte  A  und  ^5  bei 
einer  kleinen  Drehung  erfahren,  die  Componenten  in  der  Richtung  der  Kräfte 
P  und  Q,  so  muss 

PBA-hQ^B  =  0 
sein  oder  vielmehr,  wenn 
berücksichtigt  wird,  dsss  ^A 
von  A  aus  in  der  der  Kraft 
entgegengesetzten  Richtung 
verläuft, 

^PdA-^Q8jB  =  0, 
also    FdA=-QBB. 

Die  wirklichen  Ver- 
rückungen AA*  und  jBB', 
von  welchen  AE=  BA  und 
BF^^bB   die    nach    den 


(1) 


(PIlISl) 


Kraftrichtungen  genommenen  Componenten  sind,  sind  Kreisbögen  von  in  Anbe- 
tracht der  Starrheit  des  Winkels  gleichen  Centriwinkeln,  AOÄ  und  BOB*,  aber 
verschiedenen  Radien  OA  und  OB]  sie  verhalten  sich  also  zu  einander  wie  diese 
Radien.  Bedenkt  man  nun,  dass  man  diese  Bögen  ihrer  Kleinheit  wegen  als 
gerade  Linien  betrachten  kann,  fällt  man  vom  Drehpunkte  O  die  Senkrechten 
OC  und  0Z>  auf  die  Kraftrichtungen  und  nennt  man  die  Winkel,  welche  dA  mit 
AA'  und  BB  mit  BB  bildet,  also  auch  die  Winkel  AOC  und  BOD  a  und  p, 
so  hat  man 

BA  =  AA'  cosa,        BB  =  BB  c(?s^,    und  ebenso 

OCe=i  OA  cosa,       OD  =  OB  cos^\    andererseits: 

AA\OA^BB\OB\     mithin    OC\OD^hA\hB. 

Setzt  man  flir  d^  und  hB  diese  ihnen  proportionalen  Werthe  in  die  zweite 
Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man 

P^OC^Q^OD.  (2) 

OC  und  OD  heissen  die  Hebelarme,  die  Produkte  aus  Kraft  und  zuge- 
hörigem Hebelarm  die  statischen  Momente  des  Hebels.  In  Worten  lautet 
daher  die  Gleichung  (2):  Damit  der  Hebel  im  Gleichgewicht  sei,  müssen 
die  statischen  Momente  einander  gleich  sein.^) 

Wirken  an  beiden  Hebeltheilen  mehrere  Kräfte,  so  tritt  an  die  Stelle  der 
obigen  Gleichung  die  allgemeinere 

WO  a  und  b  die  Abstände  der  verschiedenen  linksseitigen  resp.  rechtsseitigen 
Kraftangriffspunkte  vom  Drehpunkt,  senkrecht  zu  den  resp.  Kraftrichtungen  sind. 
Hierin  ist  auch  der  Fall  enthalten,  dass  der  Hebel  eigenes  Gewicht  besitzt,  also, 
wie  man  auch  sagt,  kein  mathematischer,  sondern  ein  physischer  Hebel  ist. 
Wirken  dann  ausser  den  Gewichten  G  und  H  der  beiden  Hebelseiten  nur  noch 
in  den  Endpunkten  die  Kräfte  P  und  Q,  sind  ferner  a  und  h  die  Hebelarme, 
c  und  d  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  beiden  Hebelseiten  vom  Dreh- 
punkte, so  ist 
^  Pa-^Gc=^Qh'\-Hd,  (2b) 

Der  Zug  der  Kräfte  und  Gewichte  überträgt  sich  natürlich  durch  die  starren 
Seiten  des  Hebels  auf  den  Drehpunkt;    auf  diesen  wirkt  also  die  Resultirende 


')  Sachlich    nicht  stichhaltig,    aber   historisch  interessant  ist  der  ARCHDfEDES-GAliLEl'sche 

Beweis  des  Hebelgesetzes,  s.  z.  B.  Mach,  Die  Mechanik.  C^  r^ 
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aller  dieser  Kräfte;  hiemach  kann  man  die  Stärke  und  Festigkeit  beurtheilen, 
welche  man  dem  Drehpunkt  oder  eventuell  dem  denselben  tragenden  Stativ 
geben  muss,  damit  er  im  Stande  sei,  jener  Gesammtwirkung  Widerstand  zu 
leisten.^) 

Die  Gleichung  (2)  resp.  (2  a)  ist,  wie  gezeigt,  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes; welcher  Art  dieses  Gleichgewicht  ist,  ob  es  nämlich  indifferent,  stabil 
oder  labil  ist,  hängt  davon  ab,  ob  der  Gesammtschwerpunkt  in,  unter  oder  über 
dem  Drehpunkt  liegt  (s.  Art.  »Statikc.)  Der  Hebel  mit  indififerentem  Gleich- 
gewicht verharrt  in  jeder  beliebigen,  deijenige  mit  stabilen  nur  in  einer  be- 
stimmten  Stellung,  nämlich  in  derjenigen,  in  welcher  der  Gesammtschwerpunkt 
vertikal  unter  dem  Drehpunkte  liegt,  der  Hebel  mit  labilem  Gleichgewicht  end- 
lich schlägt  um  und  verwandelt  sich  dadurch  in  einen  solchen  mit  stabilem 
Gldchgewicfat 

Formen  des  Hebels.  Je  nach  der  Gestalt  kann  man  zwischen  grad- 
linigen und  krummlinigen  Hebeln  unterscheiden;  ein  prinzipieller  Unter- 
schied wird  jedoch  hierdurch  nicht  bedingt,  da  man  sich  die  beiden  krummen 
Theile  eines  krummlinigen  Hebels  meist  ohne  weiteres  ersetzt  denken  kann 
durch  die  gradlinigen  Verbindungen  des  Drehpunktes  mit  den  beiden  Enden  ;^) 
nur  wenn  auch  an  den  Zwischenstellen  Kräfte  wirken,  ist  dies  nicht  ohne 
weiteres  möglich.  Greifen  nur  an  den  Enden  Kräfte  an  und  zwar,  was  häufig 
der  Fall  ist,  in  senkrechter  Richtung,  so  sind  die  beiden  graden  linien  selbst 
die  Hebelarme.  Ein  gradliniger  Hebel  ist  im  allgemeinen,  da  die  beiden  graden 
Linien  im  Drehpunkte  einen  Winkel  mit  einander  bilden,  ein  Winkelhebel. 
Derartige  Winkelhebel  kommen  z.  B.  bei  der  Briefwaage  vor,  wo  sie  zu  Messungen 
dienen,  femer  zur  Arbeitsleistung  dienend  bei  manchen  Werkzeugen;  so  dient 
der  Hammer  ausser  seinem  Hauptzwecke  noch  dem  Nebenzwecke,  mittelst  einer 
geschlitzten  Metallkante  kleine  Gegenstände,  wie  Nägel,  aus  sehr  festen  Ver- 
bindungen zu  befreien:  in  dieser  Beziehung  ist  er  ein  Winkelhebel  und  dient, 
da  die  Kraft  an  dem  weit  längeren  Stiel  angreift,  zur  vergrösserten  Uebertragung 
dieser  Kraft  an  das  Ende  des  anderen  Armes.  Eine  grosse  Rolle  spielt  die 
Wirkung  von  Winkelhebeln  beim  Mechanismus  des  menschlischen  und  thierischen 
Körpers,  insbesondere  des  Kniees,  wie  denn  auch  statt  Winkelhebel  vielfach 
Kniehebel  gesagt  wird. 

Besonders  häufige  Spezialfälle  sind  die  beiden,  wo  der  Winkel  des  Hebels 
gleich  180°  oder  gleich  0°  wird;  im  ersten  Falle  erhält  man  den  zweiarmigen 
und  speziell,  wenn  die  beiden  Arme  gleich  lang  sind,  den  gleicharmigen 
Hebel,  im  letzteren  Falle  den  einarmigen  Hebel.  Der  gleicharmige  Hebel, 
bei  welchem  Kraftersparniss  offenbar  ausgeschlossen  ist,  dient  nur  zur  Kraft- 
übertragung und  gleichzeitigen  Richtungsumkehr,  also  in  Fällen,  wo  der  Angriffs* 
punkt  der  Last  unzugänglich  ist,  wo  ein  Abwärtsziehen  bequemer  ist  als  ein 
Aufwärtsziehen  oder  umgekehrt,  oder  wo  beide  Methoden  mit  einander  ab- 
wechseln sollen  (z.  B.  manche  Construktionen  von  Pumpenstengeln,  Orgel- 
gebläsen u.  s.  w.),  endlich  zu  direkten  Wägungen  (s.  Art.  >Waagec).  Beim  un- 
gleicharmigen, gleichviel  ob  ein-  oder  zweiarmigen  Hebel  hat  man  praktisch  die 

1)  Der  bei  allen  einfachen  Maschinen  auftretende  Druck  auf  die  Axc  wird,  als  nur  tech- 
nischen Interesses,  im  Folgenden  nicht  mehr  berührt.  Messen  kann  man  diesen  Druck,  indem 
man  den  Drehpunkt  ni<iht  fest,  sondern  an  einer  festen  Rolle  (s.  u.)  aufhängt;  an  das  um  diese 
geschlnngene  Seil  muss  man  dann  ein  Gewicht  gleich  der  Resultirenden  von  P  und  Q,  z,  B.  bei 
Panülelkräften  das  Gewicht  P-hQ  hängen,  damit  Gleichgewicht  stattfinde. 

•)  OA  und  OB  in  Fig.  15.  ^  j 

WifocBMANw,  Physik.    I.  Digitized  by  VyjOOglC 


$8  Rad  an  der  Welle. 

beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  die  Kraft  am  längeren,  die  zu  überwindende 
Last  am  kürzeren,  oder  umgekehrt  die  Kraft  am  kürzeren,  die  Last  am  längeren 
Hebelarme  wirkt;  im  erstercn  Falle  findet  Krafterspamiss  (d.  h.  Kraftvergrösserung) 
auf  Kosten  des  Zeitaufwandes,  im  letzteren  Zeit-  oder  Wegerspamiss  auf 
Kosten  von  Kraftaufwand  statt.  Die  Scheere  bietet  ein  Beispiel  für  beide  Fälle 
dar,  und  zwar  in  den  meisten  Formen  für  den  ersten,  als  Papierscheere  für  den 
zweiten.  Die  Scheere  ebenso  wie  die  Zange  sind  zweiarmige,  der  Nussknacker 
«in  einarmiger  Hebel.  Jedoch  ist  zu  bemerken,  dass  diese  drei  Werkzeuge  streng 
genommen  keine  einfachen  Hebel  sind,  sondern,  ihrem  Zwecke  entsprechend, 
Verbindungen  je  zweier  Hebel  mit  gemeinschafdichem  Drehpunkt.  Ein  einfacher 
Hebel,  und  zwar  ein  einarmiger,  ist  dagegen  z.  £.  ein  gehobener,  ruhender 
Schiebkarren;  dass  durch  Fortrollen  des  Drehpunktes  oder  vielmehr  des  um 
denselben  angebrachten  Rades  der  ganze  Apparat  eine  fortschreitende  Bewegung 
ausfuhren  kann,  kommt  hier  nicht  in  Betracht. 

Zusammengesetzter  Hebel.  Eine  Reihe  von  Hebeln,  welche  derart 
verbunden  sind,  dass  sie  mit  ihren  successiven  Enden  aufeinander  wirken,  nennt 
man  einen  zusammengesetzten  Hebel.  Von  Wichtigkeit  ist  hier  namentlich  der 
Fall,  dass  nur  am  Anfang  des  ersten  und  am  Ende  des  letzten  Hebels  Kräfte 
wirken.  Es  findet  in  diesem  Falle  Gleichgewicht  statt,  wenn  das  Produkt  der 
einen  Kraft  mit  dem  Produkte  aller  ihr  zugewandten  Hebelarme  gleich  ist  dem 
Produkte  der  andern  Kraft  mit  dem  Produkte  aller  dieser  zugewandten  Hebel- 
arme. Durch  passende  Wahl  der  Längenverhältnisse  der  Arme  kann  man  au! 
diese  Weise  offenbar  eine  grosse  Krafterspamiss  erzielen.  Die  Brückenwaage 
(s.  Art.  »Waage«)  liefert  ein  Beispiel  hierfür. 

Rad  an  der  Welle.  Zu  einer  Modifikation  des  Hebels  gelangt  man,  wenn 
man  im  Drehpunkte  desselben  auf  der  Hebelebene  eine  Senkrechte  errichtet  und 
den  einen  der  beiden  Hebelarme  an  einen  beUebigen  andern  Punkt  dieser 
Senkrechten,  der  sogen.  Welle  verpflanzt,  ohne  im  übrigen  seine  Richtung  zu 
ändern.  Wie  man  nämlich  häufig  zum  Angriffspunkte  der  Last  keinen  Zugang 
hat,  80  hat  man  nicht  selten  überhaupt  zur  Ebene,  in  welcher  die  Last  wirkt, 
keinen  Zugang;  die  Welle  ermöglicht  es  alsdann,  die  Kraft  nicht  nur  an  einem 
andern  Punkte,  sondern  sogar  in  einer  anderen  Ebene  angreifen  zu  lassen. 
Ueberdies  gewinnt  man  dabei  den  Vortheil,  dass  die  Drehungen  des  einen  und 
die  des  andern  Hebelarmes  sich  nun  gegenseitig  nicht  mehr  stören  können.  Ein 
einfaches  Beispiel  bietet  der  Schlüssel:  Der  Schaft  ist  die  Welle,  die  Breite  des 
Bartes  der  Hebelarm  der  Last  (es  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene  dieses  Armes 
unzugänglich  ist),  der  Querhalbmesser  des  Ringes  ist  der  Hebelarm  der  Kraft; 
eine  Krafterspamiss  findet  hier  kaum  statt,  da  der  letztere  Hebelarm  meist  nicht 
wesentlich  länger  als  der  erstere  ist 

Die  verbreitetste  derartige  Modifikation  des  Hebels  ist  das  Rad  an  der 
Welle.  Bei  ihm  ist  die  Welle  in  den  beiden  Endlagern  drehbar  und  trägt 
irgendwo  ein  aufgesetztes  Rad.  Um  eine  Last  Q,  welche  an  einem  um  die 
Welle  gewundenen  Seil  hängt,  im  Gleichgewicht  zu  halten,  muss  man,  wenn  r 
und  jR  die  Radien  von  Welle  und  Rad  sind,  an  der  Peripherie  des  Rades 
eine  Kraft 

wirken  lassen;  um  jene  Last  zu  heben,  also  eine  etwas  grössere  Kraft;  denn  r 
ist  der  Hebelarm  der  Last,  jR  derjenige  der  Kraft.  An  die  Stelle  des  Rades 
tritt   häufig    eine    am    Ende    angebrachte    Kurbel,    deren    Stange    alsdann   J? 
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ist.  t>ie  Krafterspamiss  itn  Verhältniss  von  r :  /?  wird  nochmals  vertheilt,  wenn 
an  beiden  Enden  Kurbeln  angebracht  wenden.  Dies  ist  z.  B.  bei  der  zwei- 
männigen  Haspel  der  Fall;  bei  der  Winde  dagegen,  bei  welcher  die  WeUe 
nicht  wie  bei  der  Haspel  horizontal,  sondern  vertikal  steht,  ist  roeist  nur  am 
oberen  Ende,  hier  dafür  aber  eine  vierarmige  Kurbel,  d.  h.  ein  Drehkrenz  an- 
gebracht   Aehnliche  Apparate  sind  die  Göpel,  Tretwerke  u.  s.  w. 

Um  eine  möglichste  Krafterspamiss  zu  erzielen,  müsste  man  die  Welle  mög- 
lichst schwach  oder  das  Rad 
möglichst  grosd  machen.  Da 
nun  Beides,  über  eine  gewisse 
Grenze  hinaus,  mit  augenschein- 
lichen Unzuträglichkeiten  ver- 
knüpft ist,  wendet  man  in  der 
Differential  welle  (Fig.  16)  den 
Kunstgriff  an,  die  Welle  aus 
zwei  Welltheilen  von  wenig 
abweichenden  Radien  r  und  r' 
bestehen  zu  lassen,  derart, 
dass  das  Seil,  an  dem  die  Last 
hängt,  von  dem  kleineren  Well- 
theile  sich  abwindet,  während 
es  sich  auf  dem  grösseren  auf- 
windet Es  ist  dann  die  Kraft 
1  r  —  r' 

man  kann  also  durch  Ver- 
kleinerung von  r — r\J^  be- 
liebig verkleinem,  ohne  die  ge- 
dachten Unzuträglichkeiten  befürchten  zu  müssen 


(Ph.  1«.) 


Rolle  und  Flaschenzug. 

Rollen.  Eine  Rolle  ist  eine  kreisförmige,  flache  Scheibe,  die  sich  um  eine 
durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  Axe  drehen  und  an  dem  mit  einer  Rinne  ver- 
sehenen Rande  ein  Seil  aufnehmen  kann.  Zum  Zwecke  der  Befestigung  oder 
des  Anhängens  von  Gewichten  ist  an  dem  Mittelpunkte  die  sog.  Scheere  an- 
gebracht, deren  beide  Seiten  über  den  Rand  der  Rolle  hinausragen  und  dort 
sich  zusammenschliessen.  Ist  diese  Scheere  an  einem  festen  Gegenstande  ange- 
bracht, sodass  der  Mittelpunkt  der  Rolle  uubeweglich  ist  so  hat  man  eine  feste 
Rolle  vor  sich.  Sie  ist  im  Princip  nichts  anderes  als  ein  gleicharmiger  Hebel 
und  somit  im  Gleichgewicht,  wenn  an  den  Enden  des  um  sie  gelegten  Seiles 
gleich  grosse  Kräfte  angreifen.  Diese  Rolle  leistet  daher  keine  Krafterspamiss, 
sondern  dient  als  Leit-  oder  Richtungsrolle  nur  zur  Richtungsänderung;  also 
z.  B.  um  durch  die  Schwere  eines  Gewichtes  eine  Last  zu  heben,  wobei  die 
Kraft  der  Last  entgegengesetzt  sich  bewegt;  oder  um  durch  die  Vorwärts- 
bewegung eines  Pferdes  eine  Last  zu  heben,  wobei  Kraft  und  Last  in  aufeinander 
senkrechten  Richtungen  sich  bewegen;  dasselbe  findet  bei  manchen^Klingelztigen 
statt,  nur  dass  hier. die  Kraft  vertikal  wirkt,  die  Last  horizontal  bewegt  wird. 

Eine  bewegliche  oder  lose  Rolle  andererseits  erhält  man,  wenn  man 
das  eine  Seilende  an  einem  festen  Punkte  anhängt,  das  Seil  über  die  untere 
Rinne  der  Rolle  führt  und  auf  das   andere  Seilende  eine^^i^^ii^^i^l^^iUf^. 

7" 
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Rollenzug. 


Damit  Gleichgewicht  bestehe,  müssen  die  beiden  Seilenden  gleich  gespannt 
sein;  es  muss  aber  hier  noch  eine  weitere  Bedingung  erfüllt  werden;  da  nämlich 
der  Mittelpunkt  der  Rolle  hier  beweglich  ist,  würde  die  Resultirende  der  beiden 
an  den   Seilenden   wirkenden  Kräfte    die  Rolle  heben,    wenn   nicht  in  diesem 

Mittelpunkte  oder  an  der  mit  ihm 
verbundenen  nach  unten  stehenden 
Scheere  mittelst  eines  Hakens  eine 
gleich  grosse  Last  angebracht  wäre. 
Ist  die  resultirende  Kraft  grösser  als 
diese  Last,  so  wird  letztere  gehoben. 
Sind  insbesondere  die  beiden  Seilenden 
vertikal,  so  vertheilt  sich  die  Last  auf 
beide  zur  Hälfte,  und  cU  die  auf  das 
angehängte  Seilende  ausgeübte  Zug- 
hälfte von  dem  festen  Funkte,  an 
welchem  es  aufgehängt  ist,  aufge- 
nommen wird,  so  braucht  man  an 
dem  freien  Ende  nur  mit  der  halben 
Kraft  zu  ziehen.  Durch  eine  beweg- 
liche Rolle  wird  somit  die  Kraft  ver- 
doppelt, natürlich  wieder  auf  Kosten 
der  Geschwindigkeit  resp.  des  Weges; 
denn  es  ist  klar,  dass,  wenn  durch 
/  Zug  nach  oben  das  freie  Seilende  jP 
bis  /"  gehoben  wird,  der  Rollenmittel- 
punkt und  folglich  auch  die  Last  nur 
um  die  Hälfte,  von  M  bis  M^  resp. 
von  Z  bis  Z'  gehoben  wird;  man 
si^ht  dips  am  einfachste^  Qin,  «^enn 

man  bedenkt,  dass  die  beiden  gleichen  Seilstücke  AA'  und  BB*  fortfallen  müssen, 

um  das  Stück  FP'  zu  liefern. 

Um  den  Zug,  was  meist  bequemer  ist,  statt  nach  oben  nach  unten  ausüben, 

also  auch  ein  Gewicht  P^  dafür  ver^erthen  zu  können,    schlingt  man  das  freie 

Seilende  um  eine  fes^e  Rolle. 

Rollenzug.    Noch  weiler  kann  man  die  Last  verkleinern,  indem  man  das 

freie  Seilemk,  statt  unmittelbar  an  ihm  zu  ziehen,   oder  es  um  eine  feste  Rolle 

zu  schUngen,  als  Last  ao  die  Scheere  einer  zweiten  losen  Rolle  hängt,   sodass 

einie  nocbma.lige  Yertheilung  stattfindet  und  an  dem  fr^eien  Seilende  der  zweiten 

Rolle  nur  noch  ein  Viertel  der  ursprünglichen  Last  als  Kraft  zu  wirken  braucht. 

So  kann    m^i>  fortÜEÜiren    und  h^at  schliesslich  für  das  Gleichgewicht,  wenn   n 

Rollen  vorhanden  sind: 


(Ph.  17.) 
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Schliesslich  kann  man  wieder  wie  oben  eine  feste  Rolle  Äq  hinzufügen,  um 
P  abwärts  wirkien  lassen  zu  können.  Der  obigen  Formel  verdankt  dieser  Apparat 
(Fig.  18)  auch  den  Namen  Potenzrollenzug  (Potenzzug,  fälschlich  Potenz- 
flaschienzug). 

Flaschenzug.  Unter  einer  Flasche  versteht  man  ein  System  von  Rpllen, 
welche  entwediar  auf  dipselbp  Axjb  geseUt  sind  oder,  falls  sie  über  einander- 
bängeq,  doch  eine  gemeinschaftliche  Scheere  besitzen.    Verbindet  man  nun  eini^ 
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feste  Flasche  mit  einer  losen  in  der  Weise,  dass  das  an  der  Scheere  der  festen 
Flasche  angeknüpfte  Seil  zunächst  um  die  oberste  der  losen  Rollen,  dann  hinauf 
und  um  die  unterste  der  festen 
Rollen,  dann  wieder  hinunter- 
und  um  die  zweite  lose  Rolle 
geht  u.  s.  w.,  bis  es  von  der 
obersten  festen  Rolle  herab- 
hängt, so  erhält  man  den 
Flaschenzug  (Fig.  19).  Eine  an 
die  lose  Scheere  gehängte  Last 
vertheilt  sich  hierbei  auf  so- 
viel Seilstrecken,  als  im  ganzen 
Rollen  vorhanden  sind;  sind 
dies  ff,  so  findet  Gleichgewicht 
statt,  wenn  das  an  das  freie 
Seilende  gehängte  Gewicht 

Q 

n 
ist;  ein  etwas  grösseres  Gewicht 
wird  also  die  Last  heben.   Wie        £ 
man  sieht,  ist  der  Flaschenzug  (Ph-  W 

für  die  Krafterspamiss  weniger  günstig  als  der  Rollenzug;  er  wird 
aber  trotzdem  häufiger  angewandt,  da  seine  Construktion  praktisch         ^^  ^^^ 
sicherer   und  vortheilhafter  ist.     Unter  den  auf  Rollen  und  Flaschenzügen   be- 
ruhenden Maschinen  i.st  der  Krahn  die  verbreitetste  und  wichtigste. 


A 


Räderwerke. 
Der  doppelte  Zweck  der  Uebertragung  von  Bewegungen  an  andere  Stellen 
und  der  Krafterspamiss  auf  Kosten  der  Geschwindigkeit  oder  umgekehrt  wird  in 
ebenso  einfacher  wie  günstiger  Weise  durch  Apparate  erreicht,  deren  leitende 
Idee  der  Gedanke  ist,  dass,  wenn  an  einer  Axe  zwei  Räder  von  verschiedenem 
Durchmesser  starr  verbunden  sitzen,  bei  der  gleichzeitigen  Umdrehung  die 
Peripherieen  verschiedene  Geschwindigkeiten  annehmen.  Hierzu  kommt  dann 
der  zweite  Gedanke,  dass  man  durch  irgend  eine  geeignete  Verbindung  die  Ge- 
schwindigkeit des  grossen  Rades  in  unveränderter  Grösse  auf  das  kleinere  Rad 
eines  zweiten  ähnlichen  Apparates  tibertragen  kann,  wodurch  dessen  grosses 
Rad  wiederum  eine  noch  grössere  Geschwindigkeit  erhält'.  Setzt  man  dies  fort, 
und  bringt  man  an  den  beiden  freien  Anfangs-  und  Endrädem  R^  und  r«  Kraft 
und  Last  an,  so  wird  man,  wenn  die  Kraft  K  an  R^^  die  Last  L  an  r«  wirkt, 
eine  sehr  beträchtliche  Krafterspamiss  erzielen,  dafür  aber  freilich  die  Last  nur 
um  einen  sehr  kleinen  Bruchtheil  der  Strecke,  welche  die  Kraft  beschreibt,  fördern; 
wirkt  dagegen  K  an  r«,  L  an  J?^  so  kann  man,  freilich  mit  grossem  Kraflauf- 
wande,  sehr  erhebliche  Geschwindigkeiten  erzielen.  Im  ersten  Falle  gilt  die  Formel 


i'«^ 


im  zweiten  die  umgekehrte 


.^. 


p^'^.-^ 


Seilräder  und  Zahnräder.    Die  beiden  wichtigsten,   durch  die  Methode 
der  Geschwindigkeitsttbertragung  von  Apparat  zu  Apparat  sich  unterscheidenden 
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Formen  der  Räderwerke  sind  die  Seil-  oder  Riemenräder  und  die  Zahnräder, 
deren  Beschreibung  sich  erübrigt  Die  Riemenräder  haben  den  Vorzug,  dass 
man  die  Bewegung  auf  grössere  Entfernungen  übertragen  kann  und  dass  man  bei 
der  Uebertragung  der  Bewegung  von  einem  Räderpaar  zum  nächsten  nach  Be- 
lieben die  Richtung  der  Drehung  beibehalten  oder  umkehren  kann,  je  nachdem 
man  den  Riemen  gewöhnlich  oder  gekreuzt  umlegt.  Die  Zahnräder  andererseits 
wirken  sicherer,  weil  ein  Gleiten,  wie  das  des  Riemens,  bei  ihnen  nicht  statt- 
finden kann;  man  braucht,  im  Zusammenhange  hiermit,  bei  ihnen  keinen  oder 
mindestens   keinen   so  erheblichen  Uebertragungsverlust,    wie   bei  jenen   anzu- 


(Fh.90.) 

nehmen;  sie  sind  auf  weit  kleinere  Räderwerke  anwendbar;  schliesslich  gestatten 
sie  die  Uebertragung  der  Bewegung  in  andere,  zur  ursprünglichen  geneigte 
Ebenen.  Will  man  bei  kleinen  Apparaten  die  erstere  Verbindungsart  anwenden, 
so  nimmt  man  statt  des  Riemens  Schnüre  (Schwungmaschine,  stroboskopische 
Scheibe  u.  s.  w.).  Zahnräderwerke  wer- 
den in  der  Physik  namentlich  zur  Er- 
zielung grosser  Drehungsgeschwindig- 
keiten verwendet  (Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Lichtes,  der  Elektri- 1 
cität  u.  s.  w.).i)  Im  Räderwerk  der 
Uhr  hat  gewöhnlich  beim  »Sekunden- 
rade das  Getriebe  (d.  h.  das  kleine 
Rad)  10  Zähne,  beim  »Mittelradc  das 
grosse  Rad  8  mal  10  =  80,  das  Ge- 
triebe 12  Zähne,  beim  »Minutenrad« 
das  grosse  Rad  7^mal  12  =  90,  das 
Getriebe  12  Zähne,  beim  »Wechsel- 
rad« das  grosse  Rad  3  mal  12  =  36, 
das  Getriebe  12  Zähne,  endlich  beim 
»Stundenrad«  das  grosse  Rad  4  mal 
12=s:48  7.ähne;  die  Umdrehungszeiten 

sind  demgemäss  resp.  1,  8,  60,   180,  720  Minuten,  d.  h.  wenn  von  den  beiden 
Hilfsrädem  abgesehen  wird,  1  Minute,  1  Stunde,  12  Stunden. 

1)  Zur  Erleichterung  des  Betriebes  ist  meist  am  freien  Kraftrade  eine  Kurbel  angebracht, 
welche  trotx  des  grösseren  zu  beschreibenden  Weges  bequemer  und  vortheilhafter  wirkt 
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Schiefe  Ebene,  Schraube,  Keil. 
Schiefe  Ebene.  Fällt  man  von  der  schiefen  Ebene  AB  das  Perpendikel 
BC  auf  die  horizontale  Ebene,  so  heisst  AB  die  Länge  /,  -4C  die  Basis  b  und 
BC  die  Höhe  h  der  schiefen  Ebene.  Das  Gewicht  eines  auf  dieser  schiefen 
Ebene  ruhenden  Körpers  sei  durch  die  Verticallinie  EF=^  Q  dargestellt  und  in  die 
beiden  Componenten  EG  senkrecht  gegen  die  schiefe  Ebene  und  EH  parallel 
mit  ihr  zerlegt  gedacht.  Die  erstere  Componente  wird  durch  den  Widerstand 
der  schiefen  Ebene  aufgehoben,  fiir  die  andere  EH=^  P  gilt  die  Proportion 

Mit  dieser  Kraft  würde  der  Körper  die  schiefe  Ebene  hinabgleiten  oder  rollen, 
wenn  ihr  nicht  eine  ebensogrosse,  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  das  Gleichgewicht 
hielte.  Versteht  man  unter  ^  jetzt  diese  Gegenkraft,  so  erhält  man  den  Satz: 
Auf  der  schiefen  Ebene  findet  Gleichgewicht  statt,  wenn  sich  die 
Kraft  zur  Last  verhält  wie  die  Höhe  der  schiefen  Ebene  zu  ihrer 
Länge.  Da  nun  die  Höhe  stets  kleiner  ist  als 
die  Länge,  so  findet  Krafterspamiss  statt,  und 
zwar  eine  desto  grössere,  je  sanfter  geneigt  die 
schiefe  Ebene  ist  Nennt  man  den  Neigungs 
Winkel  BAC  a,  so  ist  noch  einfacher  (Fig.  22) 
^=  Qsifta. 

In  zahlreichen  Fällen,  so  bei  ansteigenden 
Strassen,  Rampen  u.  s.  w.  wird  das  Princip  der  ^^ 
schiefen  Ebene  in  dieser  Form  angewendet;^)  in  (Ph.22.) 

anderen  Fällen,  wo  es  unbequem  ist,  schräg  auf- 
wärts zu  ziehen,  führt  man  ein  an  der  Last  angebrachtes,  der  schiefen  Ebene 
parallel  laufendes  Seil  irgendwo  über  eine  feste  Rolle  und  kann  nun  in  beliebiger 
Richtung,  z.  B.  seitwärts  oder  vertical  nach 
unten  mit  Gewichten  arbeiten.  In  noch  anderen 
F^len  lässt  man  die  Kraft  horizontal  (Fig.  28) 
an  der  Last  angreifen,  hat  dann  aber,  weil  jetzt 
eine  grössere  Componente  des  Gewichtes  Q  in 
Betracht  kommt,  statt  der  obigen  Gleichung 
die  neue 

woraus  hervorgeht,  dass  in  diesem  Falle  Krafterspamiss  nur  bei  Steigungen  bis 
zu  45^  stattfindet  Der  Kraftierspamiss  steht  auch  hier  wieder  in  allen  Fällen  ein 
verhältnissmässiger  Mehraufwand  an  Zeit  resp.  Weg  gegenüber;  die  Last  muss, 
um  eine  Hebung  s  zu  erfahren,  den  Weg  s/sina  zurücklegen.  Schliesslich  ist  zu 
bemerken,  dass  bei  den  obigen  Betrachtungen  die  Reibung  ausser  Acht  gelassen 
ist  Ist  dieselbe  von  merklichem  Einfluss,  so  muss  man,  da  sie  der  Normalkraft 
EG^YQ^  —  I^  proportional  ist,  statt  P  die  Kraft  P-h  J^  YQ^—P^  zur  An- 
wendung bringen,  wo  k  der  Reibungscoeflficient  ist  (s.  Art  »Reibungc). 

Ueber  die  freie  Bewegung  eines  sich  selbst  überlassenen  Körpers  auf  der 
schielen  Ebene  s.  Art.  >Fa]l  und  Wurfe 

Schraube.  Die  wichtigste  Modification  der  schiefen  Ebene  und  in  ihren 
Anwendungen  weit  verbreiteter  als  diese  selbst  ist  die  Schraube.  Dieselbe  lässt 
sich   auffassen  als  eine    um    einen  Cylinder,  die  Schraubenspindel,  gewundene 


(P1L28.) 


')  Praktiscli    wird   die  Steigung   einer   schiefen  Ebene    meist   nicht  durch  den  Winkel  a, 
sondern  durch  das  Verhältniss  li/jA  oder  auch  in  Procenten  (100  A//)  WÄfli?J^ß9*GoOQlc 


I04  Schraube. 

schiefe  Ebene;  jedoch  tnlt  in  der  Wirklichkeit»  was  freilich  an  dem  Princip 
nichts  ändert,  an  die  Stelle  der  Ebene  häufig  ein  dreikantiger  oder  vierkantiger 
Stab.  Das  Gewinde  passt  genau  in  die  entsprechend  vertieft  gearbeitete 
Schraubenmutter.  Ist  die  letztere,  was  der  häufigere  Fall  ist,  fest,  denkt  man 
sich  das  Ganze  vertikal  und  lässt  man  am  Kopfe  der  Schraube  eine  horizontale 
Drehkraft  wirken,  so  steigt  die  Schraube,  je  nach  der  Drehrichtung  und  dei 
Schnittrichtung  des  Gewindes  (man  unterscheidet  rechtsgewundene  und  links- 
gewundene Schrauben)  entweder  in  die  Höhe  oder  in  die  Tiefe,  kann  also  in 
jenem  Falle  eine  Last  heben  (Schraubenwinde),  in  diesem  einen  Druck  ausüben 
(Schraubenpresse).  Ist  Q  diese  Last  oder  dieser  Druck,  so  ergiebt  die  Auffassung 
der  Schraube  als  einer  schiefen  Ebene  (zweiter  der  beiden  oben  unterschiedenen 
FäJle),  sofort,  wenn  r  der  Spindelradius  und  A  die  Höhe  eines  Schraubenganges 
ist,  die  Gleichung 

d.  h.  die  Kraft  verhält  sich  zur  Last  wie  die  Ganghöhe  zum  Spindel* 
umfang,  oder  sie  ist  gleich  dem  Produkt  der  Last  mit*  dar  Tangente  des 
Steigungswinkels.  Es  wdrde  hiemach  Kraftersparniss  stattfinden,  wenn  der 
Steigungswinkel  a  <  45^  also  die  Ganghöhe  kleiner  als  der  Spindehiralang  ist  — 
ein  Schluss,  der  jedoch  durch  die  sehr  beträchtliche  Reibung  der  Schraube  in 
der  Mutter  hinfällig  gemacht  wird.  Dieser  Reibung  verdanken  es  die  Schrauben, 
dass  sie  weit  weniger  als  Kraftmaschinen  als  vielmehr  einerseits  als  Be- 
festigungsvorrichtungen, andererseits  als  Messungsvorrichtungen  be* 
nutzt  werden.!)  jn  ersterer  Hinsicht  sind  die  Druck-  und  Klemmschiaubien, 
sowie  die  Schraubstöcke  zu  erwähnen  und  auf  die  Propfeozieher  hinzuweiseoi 
welche  insofern  ein  instructives  Beispiel  abgeben,  als  von  ihnen  diejenigen  Con« 
structionen,  welche  die  Schraube  als  Krafhnittel  verwenden  wollen,  sich  fast 
immer  als  unpraktisch  erwiesen  haben,  nicht  aber  diejenigen,  bei  welchen  die 
Schraube  nur  als  Reibungsmitte],  als  Kraflmittel  aber  die  Muskelkraft  nait  Hebel- 
oder Zahnradunterstützung  benutzt  wird.  Für  die  Physik  smd  die  Schrauben 
gerade  in  der  letzterwähnten  Hinsicht  am  wichtigsten,  nämlich  als  Stell*  und 
Messschrauben,  weil  bei  ihnen  eine  verhältnissmässig  beträchtliche  Drehung  nur 
eine  sehr  kleine  Hebung  oder  Senkung  resp.  Fortrückung  hervorruft;  die  Mikro- 
meterschraube, das  Spbärometer  und  die  Theilmaschine  sind  Beispiele  (s.  Azt. 
»GrundbegrifFef). 

Die  Schraube  ohne  Ende,  welche  nur  wenige  Gänge  und  keine  Mutter 
hat,  dient  zur  Uebertragung  der  Bewegung  auf  ein  Zahnrad,  in  dessen  Zähne  die 
Gänge  eingreifen.  Hängt  die  Last  an  dem  mit  diesem  Zahnrad  verbundenen  Ge- 
triebe und  wirkt  die  die  Schraube  drehende  Kraft,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht, 
nicht  am  Schraubenkopf  selbst,  sondern  an  einer  Kurbel,  so  ist,  wenn  r  der 
Radius  des  Getriebes,  J?  der  des  Zahnrades,  p  der  der  Spindel  und  /  der  der 
Kurbel,  endlich  A  die  Ganghöhe  der  Schraube  ist: 

der  Spindelradius  fällt  aus  der  Formel  ganz  heraus. 

Keil.  Dieses  Werkzeug  dient  zur  Trennung  von  Theilen  eines  Körpen,  zu 
deren  direkter  Trennung  entweder  der  günstigste  Punkt  nicht  zugänglich  ist  oder 


')  Eine  Ausnahme  von  freilich  immenser  Bedeutung  bildet  die  Schiffsschraube,  die  aber,  da 
die  Mutter  hier  durch  das  flüssige  Wasser  dargesteUt  wird,  mehr  in  die  Hydrodynamik  als  hier- 
her gehört.  j 
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ein  zu  grosser  Kraftaufwand  erforderlich  wäre.  Bei  dem  Keil  wirkt  die  Kraft  P 
auf  den  Rücken  AB^  treibt  die  Spitze  desselben  in  den  zu  theilenden  Körper 
hinein  und  zerlegt  sich  dabei  in  zwei  zu  den  Seiten  AC  und  BC  senkrechte 
Kräfte  öi  und  ö»*  Entweder  direkt  oder 
durch  Uebertragung  der  Betrachtungen  über 
die  schiefe  Ebene  erhält  man,  wenn  r  den 
Rücken,  s^  und  s^  die  Seiten,  a  den  Spitzen- 
winkal,  p|  und  ß^  die  beiden  andern  Winkel 
bezeichnen,  die  Formeln 

P       r        Si'na  '        P       r        sind  ' 

oder,    wenn    der   Keil    symmetrisch,    also 
Ci=et,  ßi«P>,  s^^s^  ist: 


P^^ 
s 


Q^Qcos^. 

Wie  man  sieht,  verhält  sich  die 
Kraft  zur  Last,  wie  der  Rücken  zur 
Seite;  je  schärfer  also  der  Keil  ist,  eine 
desto  geringere  Kraft  genügt,  um  den  Körper  ^p,^  ^^ 

zu    zerspalten;     auch    hier    muss    freilich 

wiederum  der  Rücken  beträchtlich  eindringen,  um  die  Körperhälften  wenig  aus- 
einanderzubringen. Der  Keil  findet  bei  einer  grossen  Zahl  von  Werkzeugen  An* 
Wendung,  so  bei  den  Beilen,  Messern,  Scheeren,  Meissein,  Nägeln  und  Nadeln. 
Beim  Hobel  ist  der  Keil  mit  einer  schiefen  Ebene,  beim  Bohrer  ist  er  mit  einer 
Schraube  verbunden. 

Seil-  und  Kettenmaschinen. 

Diese,  wesentlich  vom  technischen  Standpunkt  interessante  Klasse  einfacher 
Maschinen  kann  und  braucht  hier  nur  erwähnungsweise  behandelt  zu  werden. 
Wird  das  Wort  Seil  möglichst  allgemein  gefasst,  so  versteht  man  unter  einer  Seil- 
maschine  ein  Seil  oder  eine  Verbindung  von  Seilen,  an  welchen  Kräfte  angreifen. 
Ein  Angriffspuiikt  heisst  ein  Knoten,  weil  hier  eine  Richtungsänderung  stattfindet, 
und  es  giebt  feste  und  lose  Knoten.  Um  das  Gleichgewicht  zu  finden,  muss  man 
nach  dem  Zerlegungsprincip  in  jedem  Knoten  Gleichgewicht  herstellen.  Durch 
Vermehrung  der  Knoten  ins  Unendliche  gelangt  man  von  den  Seilpolygonen  zu 
den  parabolischen  Kettenlinien  und  zu  den  wirklichen  Kettenlinien  (s.  Artikel 
-»Statik«).!)  f ,  Auerbach. 


Fall  und  Wurf. 


Allgemeines.  Unter  Fall  und  Wurf  versteht  man  diejenigen  Bewegungen 
irdischer  Körper,  welche  man  als  Wirkungen  einer  ihrer  allgemeinen  Eigen- 
schaften, oder,  wie  man  auch  sagt,  einer  Kraft,  betrachtet;  diese  Eigenschaft 

1)  Näheres   ttber    die    einfachen  Maschinen   in  wissenschafUicher  und  technischer  Hinsicht 

findet  wmsk  u.  A.  in  Wbisbach,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik.     4  Bde.  —  Apparate  zur 

DenoDStfsäon    der  Gesetze   der   einf.  Masch.    sind   vielfach,    ganz  neuerdings  noch  u.  A.  von 

V.  V.  Lang  (Z.  f.  bntr.  K.  3,  pag.  159.  1S83)  und  von  W.  Nsu  (Z.  z,  Ford.  d.  ph.  U.  2,  1885) 

constmiit  woideo.  (^  r\r\n\o 
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oder  Kraft  heisst  die  Schwere.  Dass  die  Schwere  wirklich  eine  allgemeine 
Eigenschaft  der  irdischen  Körper  ist,  zeigt  sich  schon  im  Ruhezustande  der- 
selben, und  zwar  durch  den  Druck,  den  sie  auf  die  Unterlage  ausüben;  ein 
Druck,  welcher,  wie  die  Wägungen  lehren,  für  denselben  Körper  an  demselben 
Orte  zu  allen  Zeiten  der  gleiche,  für  verschiedene  Körper  aber  verschieden 
ist.  Das  Maass  dieser  Verschiedenheit  ist  das  Gewicht  der  Körper;  man  kann 
also  auch  sagen:  die  Körper  fallen  durch  ihr  Gewicht  herab.  Endlich  sagt  man 
auch,  auf  Grund  der  Einordnung  der  irdischen  Schwere  unter  eine  allgemeinere 
Erscheinung  (s.  Art.  »Gravitation«):  Die  Körper  fallen  in  Folge  der  Anziehungs- 
kraft der  Erde,  oder  sachgemässer  ausgedrückt:  in  Folge  der  zwischen  der 
Erde  und  ihnen  wirksamen  Anziehung. 

Freier  Fall,  unfreier  Fall,  Wurfbewegung.  Die  in  Rede  stehenden 
Bewegungen  können  im  wesentlichen  von  dreierlei  verschiedenem  Charakter  sein. 
Beim  freien  Fall  ist  die  Schwere  das  einzige  für  die  Bewegung  maassgebende 
Moment.  Beim  unfreien  Fall  tritt  zu  der  Schwere  noch  ein  Zwang  hinzu, 
welchem  der  Körper  bei  seiner  Bewegung  gehorchen  muss,  z.  B.  der  Zwang, 
auf  einer  Ebene  zu  bleiben:  Fall  auf  der  schiefen  Ebene;  oder  der  Zwang,  auf 
krummen  Flächen  zu  bleiben;  ein  Zwang,  der  entweder,  wie  z.  B.  beim  Fall  auf 
der  Cycloide,  durch  eine  Unterlage,  oder  aber,  wie  beim  Pendel,  durch  die  Ver- 
bindung mit  einem  festen  Punkte,  oder  endlich,  wie  beim  Cycloidenpendel,  durch 
beides  zugleich  ausgeübt  werden  kann.  Wenn  drittens  zu  der  Schwere  ein  an- 
fänglicher, dem  Körper  ertheilter  Impuls  hinzukommt,  so  nennt  man  die  Be- 
wegung eine  Wurfbewegung.  Diese  Fälle  sollen  hier  untersucht  werden,  jedoch 
mit  Ausschluss  des  Pendels,  welchem  seiner  grossen  Bedeutung  halber  ein  selbst- 
ständiger Artikel  gewidmet  ist. 

Richtung  desfreienFalles.  Bei  der  Untersuchung  einer  Bewegung  handelt 
es  sich  vor  allem  um  zweierlei:  um  ihre  Richtung  und  um  ihre  Geschwindigkeit 
Wir  untersuchen  also  zunächst  die  Richtung  des  freien  Falles.  Dieselbe  ist,  wie  die 
Erfahrung  lehrt,  im  allgemeinen  und  im  grossen  Ganzen  übereinstimmend  mit  der 
Richtung  des  Lothes,  d.  h.  mit  der  vertikalen  Richtung.  Beim  Loth  ist  diese  Richtung 
durch  ein  Nebeneinander,  beim  freien  Falle  durch  ein  Nacheinander  von  Punkten 
dargestellt.  Ausser  direkt  durch  das  Loth  kann  man  diese  Richtung  auch  er- 
mitteln, indem  man  auf  einer  freien  Wasserfläche,  welche  horizontal  ist,  eine 
Senkrechte  errichtet.  Es  fragt  sich  nun,  wie  sich  die  Lothrichtung,  also  auch 
die  Fallrichtung,  zur  Figur  der  Erde  verhält.  Wäre  die  Erde  eine  genaue 
Kugel,  so  würde  das  Loth,  wie  schon  aus  Gründen  der  Symmetrie  eiiileuchtet, 
an  jedem  Orte  genau  mit  dem  Erdradius  zusammenfallen.  Die  Erde  ist  aber 
in  Wahrheit  ein,  wenn  auch  nur  wenig  von  der  Kugelgestalt  abweichendes 
Sphäroid  (s.  Art.  »Gravitation«),  und  in  Folge  dessen  stimmt  die  Lothrichtung 
und  folglich  auch  die  Richtung  des  freien  Falles  nur  an  den  Polen  und  am 
Aequator  mit  der  Richtung  des  Erdradius  überein,  weicht  aber  an  allen  anderen 
Orten  ein  wenig  von  derselben  ab,  und  zwar  verhältnissmässig  am  meisten  in 
den  mittleren  Breiten.  Eine  andere  Abweichung  der  Loth-  und  Fallrichtung  von 
der  Richtung  des  Erdradius  lässt  sich  auf  die  Wirkung  der  aus  der  Drehung 
der  Erde  um  ihre  Axe  resultirenden  Centrifugalkraft  (s.  Art.  »Dynamik«) 
zurückführen.  An  jedem  Punkte  der  Erde  nämlich,  ausgenommen  an  den 
Polen,  wo  keine  Rotation  stattfindet,  und  am  Aequator,  wo  die  Centrifugalkraft 
der  Schwere  gerade  entgegengerichtet  ist,  bilden  beide  Kraftrichtungen  einen 
Winkel  miteinander,  der  den  Breitenwinkel  des  Ortes  zu  180°  ergänzt;  und 
somit  setzen  sie  sich  zu  einer  Resultante  zusammen,  welche  dem  Loth  ,und,  dejn 
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fallenden  Körper  eine  von  der  auf  der  freien  Wasserfläche  errichteten  Vertikalen 
etwas  abweichende  Richtung  ertheilt;  die  Anschauung  lehrt,  dass  diese  Ab- 
weichung auf  der  nördlichen  Halbkugel  nach  Süden  zu,  auf  der  südlichen  nach 
Norden  zu  stattfinden  muss.  Für  die  Physik  hat  diese  Erscheinung  jedoch  keine 
aktuelle  Bedeutung.  Endlich  ist  noch  eine  dritte  hierhergehörige  Richtungs- 
abweichung von  Loth  und  Fall  zu  beachten:  diejenige,  welche  eine  Folge  lo- 
kaler Unregelmässigkeiten  der  Erde  ist;  an  Orten  z.  B.,  wo  sich  einerseits 
eine  weite  Ebene,  andererseits  aber  ein  massiger  Berg  befindet,  weicht  das  Loth 
und  die  Fallrichtung  nach  der  Seite  des  letzteren  um  einen  durch  feine 
Messungen  zu  ermittelnden  Betrag  von  der  Richtung,  die  ohnedies  stattfinden 
würde,  ab  (s.  Art.  1  Gravitation c). 

Die  bisher  angeführten  Richtungsabweichungen  waren  dem  Loth  und  dem 
freien  Fall  gemeinsam,  so  dass  man  nach  wie  vor  sagen  darf:  die  Richtung  des 
freien  Falles  ist  lothrecht.  Dagegen  ist  nunmehr  eine  Abweichung  zu  besprechen, 
welche  nur  die  Richtung  des  freien  Falles  betrifft,  welche  also  zur  Folge  hat, 
dass  die  Körper  nicht  lothrecht  zur  Erde  fallen.  Diese  Abweichung  rührt  daher, 
dass  der  fallende  Körper  aus  der  Höhe,  aus  welcher  er  herabfällt,  eine  grössere 
Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Erdaxe  mitbringt,  als  die  Erdoberfläche 
selbst  besitzt;  dieser  Ueberschuss  an  horizontaler  Geschwindigkeit  wird  ihn  also 
gegenüber  dem  Loth  ostwärts  vorauseilen  lassen.  Um  wieviel,  ergiebt  folgende 
elementare  Betrachtung.  Ein  an  der  Erdoberfläche  befindlicher  Punkt  hat  in 
Folge  der  Drehung  der  Erde  die  Geschwindigkeit 

{R  Erdradius,  9  Breite  des  betreffenden  Ortes),  ein  in  der  Höhe  A  über  der 
Oberfläche  befindlicher  Punkt  dagegen  die  Geschwindigkeit 

Ein  von  der  Höhe  /i  auf  die  Oberfläche  herabfallender  Punkt  befindet  sich 
nun,  wie  aus  den  Fallgesetzen  (s.  u.)  folgt,  durchschnittlich  in  der  Höhe  |^; 
seine  Voraneilung  in  der  Sekunde  beträgt  also 


und  folglich  während  der  ganzen  Fallzeit  (/r=y2^/^,  siehe  unten) 


3      43200      ^    ~       ^  ^  ^ 

Durch  Versuche  von  Benzenberg,!)  Reich  u.  A.  ist  diese  Vorauseilung  in  der 
That  nachgewiesen  worden,  natürlich  unter  Anwendung  beträchtlicher  Fallhöhen. 
Am  zahlreichsten  und  sorgfältigsten  sind  die  Versuche  von  Reich  ^,  welche  bei 
einer  Fallhöhe  von  158*54  m  eine  östliche  Abweichung  von  im  Mittel  28'4  mm 
ergaben,  während  die  entwickelte  Theorie  zu  der  Zahl  27'5  führt;  die  Ueberein- 
stimmung  zwischen  Theorie  und  Experiment  ist  also  eine  fast  vollständige.  Aus  der 
östlichen  beobachtete  übrigens  Reich  auch  eine  freilich  unsichere  und  viel  kleinere 
südliche  Abweichung  der  freien  Fallrichtung;  vielleicht  ist  dieselbe  auf  Rech- 
nung des  Umstandes  zu  setzen,  dass  die  vorhin  besprochene,  dem  Loth  und  dem 

>)  Benzsnberg,  Vers.  üb.  d.  Gesetze  des  Falls  u.  s.  w.  Dortmund  1804.  Die  älteren 
Versuche,  sowie  die  Theorien  von  Gauss  u.  A.  sind  hier  mitgetheUt  und  besprochen.  Zuerst  ausge- 
sprochen wurde  die  Fallabweichung,  wie  es  scheint,  von  Newton,  zuerst  constatirt  von  Hocke. 

«)  RmCH,  Fallversuche.    Freiberg  1831.  .      ,  ,,  ,.,,^ 
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io8  Fallbeschleunigung. 

Fall  gemeinsame  südliche  Abweichung  in  Folge  der  Centrifugalkraft  bei  dem  aus 
beträchtlicher  Höhe  herabfallenden  Körper  grösser  sein  muss,  als  beim  Loth, 
weil  oben  die  Schwere  kleiner,  die  Centrifugalkrail  grösser,  der  Einfluss  der 
letzteren  also  aus  doppeltem  Grunde  beträchtlicher  ist^) 

Geschwindigkeitscharakter  des  freien  Falles.  Die  Geschwindigkeit 
des  freien  Falles  ist  erfahrungsmässig  nicht  constant,  sondern  gleichförmig  zu- 
nehmend, die  Bewegung  selbst  also  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Es  stimmt 
dieses  Ergebniss  der  Erfahrung  überein  mit  der  Folgerung,  welche  man  theoretisch 
aus  der  Thatsache  ziehen  kann,  dass  die  Schwere  eine  dauernde  Eigenschaft  der 
Körper,  eine  dauernde  Kraft  ist;  denn  unter  der  Wirkung  einer  solchen  nimmt 
eine  Bewegung  stets  den  Charakter  einer  beschleunigten  an  (s.  Art  fGnmd- 
begriffec);  und  zwar  muss^  da  die  Schwere  von  constanter  Grösse  ist,  auch  die 
Beschleunigung  constant  sein.  Zu  der  Geschwindigkeit,  welche  der  fallende 
Körper  am  Ende  irgend  eines  Theilchens  besitzt,  und  welche  er  nach  dem  Be- 
harrungsprinzip (s.  Art.  »Princ.  d.  Mech.c)  beibehalten  würde,  kommt  in  Folge 
der  Schwere  eine  neue  Geschwindigkeit,  eben  jene  constante  Beschleunigung  hinzu. 
Es  muss  hier  genügen  anzuführen,  dass  diese  Beschleunigung  in  runder  Zahl 

beträgt,  dass  sie  an  den  Polen  grösser  ist,  als  am  Aequator  und  an  der  Erd- 
oberfläche selbst  grösser  als  entfernt  von  dieser  in  der  Höhe,  endlich  dass  sie 
verschieden  angegeben  werden  muss,  je  nachdem  man  die  wahre  oder  die  schein- 
bare Beschleunigung  durch  die  Schwere  (unter  Mitwirkung  der  Rotation  der 
Erde)  meint;  in  dem  Art.  »Gravitation«  sind  die  Untersuchungen  über  die 
Grösse  und  die  Variation  von  g  im  Zusammenhange  dargestellt. 

Zwischen  den  beiden  Erscheinungen,  welche  man  sich  als  Wirkungen  der 
Schwere  vorstellt,  nämlich  dem  Druck  der  Körper  auf  ihre  Unterlage  und  dem 
freien  Fall  der  Körper,  besteht  nun  aber  ein  wesentlicher  Unterschied.  Während 
nämlich  jener  Druck,  je  nach  dem  Gewichte  der  Körper,  ein  sehr  ver- 
schiedener ist,  so  dass  das  Gewicht  geradezu  das  Maass  des  Druckes  ist,  ist  die 
Beschleunigung  beim  freien  Fall  für  alle  Körper  die  gleiche.  Wenn 
man  eine  hölzerne  und  eine  metallene  Kugel,  beide  von  gleicher  Grösse  und 
folglich  von  sehr  verschiedenem  Gewicht,  zu  gleicher  Zeit  von  demselben  Niveau 
herabfallen  lässt,  so  erreichen  sie  gleichzeitig  den  Boden ;  es  giebt  Vorrichtungen,' 
mittels  deren  sich  dies  sehr  exakt  nachweisen  lässt.  Haben  die  Körper  auch 
noch  verschiedene  Gestalt,  so  fallen  sie  allerdings  in  Folge  des  verschiedenen 
Luftwiderstandes  (s.  unten)  verschieden  schnell;  man  braucht  sie  aber  nur  in 
einem  hohen,  auf  den  Teller  der  Luftpumpe  gesetzten  und  dann  ausgepumpten 
Glascylinder  fallen  zu  lassen,  um  sich  auch  hier  von  der  Gleichheit  der  Fallzeit 
zu  überzeugen.^  Nach  dem  in  Art.  »Grundbegriffe«  Gesagten  ist  es  ohne 
weiteres  klar,  wie  man  sich  von  dieser  Erscheinung  Rechenschaft  zu  geben  habe. 
Die  Beschleunigung,  welche  eine  Kraft  einem  Körper  ertheilt,  ist  nämlich  nicht 
blos  der  Grösse  dieser  Kraft  direkt,  sondern  auch  der  Masse  des  zu  bewegenden 
Körpers    umgekehrt  proportional;    sie  ist  also  in  unserem   Falle  ein  Quotient, 

1)  Ganz  allgemein  ist  der  »freie  Fall  aus  e.  Punkte  der  Erdoberfläche«  von  Hoppb  (Arcb. 
d.  M.  u.  Pb.  64,  pag.  96.   1879)  bebandelt  worden. 

^  Ein  ohne  Apparate  anzustellender  Versuch,  der  dasselbe,  wenn  auch  nicht  völlig  über- 
zeugend, nachweisstf  besteht  darin,  dass  man  auf  eine  MUnze  eine  Papierscheibe  von  gleicher 
Grösse  legt  und  beide  nun  fallen  lässt;  sie  erreichen  dann  zugleich  den  Boden.  (Versuch  und 
Deutung  von  P.  Ariaoa  um  1650  herrührend.)  _,  , 
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dessen  Zähler  das  Gewicht,  dessen  Nenner  die  Masse  des  fallenden  Körpers  ist; 
und  da  dieser  Quotient  erfahrungsgemäss  für  alle  Körper  der  gleiche  ist,  so 
mQssen  wir  annehmen,  dass  der  Körper  von  grösserem  Gewicht  auch  eine  in 
demselben  Verhältniss  grössere  Masse  hat,  dass  also  Gewicht  und  Masse  pro- 
portionale Begriffe  sind;  der  Proportionalitätsfaktor  ist  g.    In  Formeln 

G  G 

i'="M'       ^=S^y        ^"^7' 
wo  M  die  Masse  und  G  das  Gewicht  ist.    G  und  g  vaniren  fUr  verschiedene 
Breiten  und  Höhen,  M  dagegen  ist  eine  absolute,  dem  Körper  charakteristische 
Constante. 

Fallgesetze.  Aus  dem  Charakter  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung 
folgen  unmittelbar  die  Formeln 

v=gt.     /  =  |. 

wo  V  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  ist;  femer,  wenn  man  erwägt,  dass  die  mittlere 

Geschwindigkeit  während  des  Zeitraumes  /  gleich  — ^ —  ist;  für  den  in  der 
Zeit  /  durchfallenen  Raum  h  die  Formel 

^_0-h^/^^      also   h^]rgfi,  (2a) 


2 
Man  hat  also  die  Sätze: 

1.  Die  Fallgeschwindigkeit  ist  der  Fallzeit  proportional. 

2.  Die  Fallhöhe  ist  dem  Quadrate  der  Fallzeit  proportional. 

3.  Die  Fallhöhe  ist  halb  so  gross,  wie  die  Strecke,  welche  mit 
der  erreichten  Geschwindigkeit  in  derselben  Zeit  gleichförmig 
zurückgelegt  werden  würde. 

Die  beiden  ersten  Gesetze  kann  man,  mit  einer  leicht  zu  machenden  Er- 
gänzung, auch  folgendennaassen  formuliren:  1.  Die  am  Ende  der  einzelnen  Se- 
kunden erlangten  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  ganzen  Zahlen. 
2.  Die  in  den  einzelnen  Sekunden,  jede  für  sich  genommen,  durchfallenen 
Strecken  verhalten  sich  wie  die  ungeraden  Zahlen.  3.  Die  nach  Ablauf 
der  einzelnen  Sekunden  im  ganzen  durchfallenen  Höhen  verhalten  sich  wie 
die  Quadrate  der  ganzen  Zahlen.^) 

Von  den  drei  Grössen  Geschwindigkeit,  Fallzeit  und  Fallhöhe  lassen  sich 
mit  Hilfe  der  obigen  und  der  folgenden  Formeln 

V  v^ 

stets  zwei  aus  der  dritten  berechnen. 

Die  ATWooD'sche  Fallmaschine.  Bei  dem  Versuche,  die  eben  theoretisch 
entwickelten  Fallgesetze  experimentell  zu  prüfen,  ist  man  in  der  Zeit,  in  welcher 
man  diesen  Versuch  zuerst  machte,  auf  die  Schwierigkeit  gestossen.  dass  der 
freie  Fall  viel  zu  rasch  erfolgt,  als  dass  man  die  einzelnen  Zeitabschnitte  in 
irgendwie  genauer  Weise  mit  einander  vergleichen  oder  gar  absolut  messen 
könnte.  Unter  den  Gedanken,  durch  welche  man  dieser  Schwierigkeit  begegnet 
ist,  darf  als  einer  der  glücklichsten  derjenige  bezeichnet  werden,  welcher  in  der 
ATwooD'schen  Fallmaschine ^)   verwirklicht   ist,    und|<  der  in  folgendem  besteht. 

^)  Die  Fallgesetie  sind  zuerst  von  Galh.«  gefunden  worden. 
^  Atwood,  A  treatiie  on  the  rect.  motion  etc.    Cambr.  1784. 
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Die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  ist  doch  nur  desshalb  eine  so  grosse,  weil 
jedes  Gewicht  nur  grade  seine  eigene  Masse  in  Bewegung  zu  setzen  braucht 
Rann  man  es  durch  irgend  eine  Vorrichtung  erreichen,  dass  ein  kleines  Ge- 
wicht, also  eine  kleine  Kraft,  eine  grosse  Masse  in  Bewegung  setzen  muss,  um 
selbst  fallen  zu  können,  so  muss  die  Beschleunigung  und  zwar  im  Verhältniss 
des  bewegenden  Gewichtes  zur  bewegten  Masse,  kleiner  ausfallen.  Eine  solche 
Vorrichtung  ist  ein  über  eine  feste  Rolle  geschlungenes  und  an  beiden  Enden 
belastetes  Seil  (s.  Art.  »Einfache  Maschinen«).  Hängt  an  jedem  Ende  ein  Ge- 
wicht P^  so  ist  Gleichgewicht  vorhanden;  fügt  man  aber  auf  der  einen  Seite 
ein  kleines  Uebergewicht  p  hinzu,  so  ist  das  Gleichgewicht  gestört,  das  Gewicht 
p  ist  bestrebt,  seine  eigene  Masse  abwärts  zu  ziehen  und  muss,  um  dies  aus- 
führen zu  können,  die  Masse  der  Gewichte  2  P  mitnehmen.  Die  bewegende 
Kraft  ist  also  p,  die  bewegte  Masse  diejenige,  welche  dem  Gewicht  2P-\-p 
entspricht,  also  nach  dem  Obigen  die  Masse  (2 -P-h^)/^,  oder  genauer,  weil  noch 
das  Gewicht  ic  der  Schnur  hinzukommt,  die  Reibung  p  an  der  Rolle  aber  ent- 
gegenwirkt, die  Masse  (2-P-f-^ -h  it— -  p)/^. 
Folglich  ist  die  Beschleunigung 
P 


g  = 


(2-P-l-/-l-Tr  — p) 


(3) 


'=g 


(Ph.  35.) 


2/'4-^-Mc  — p' 
Durch  geeignete  Wahl  des  Grössenver- 
hältnisses  von  P  und  p  kann  man  also  offenbar 
eine  beliebig  kleine  Beschleunigung  erzielen. 
In  der  Form,  welche  ihr  gegenwärtig  ge- 
geben zu  werden  pflegt,  besteht  die  Atwood*- 
sche  Fallmaschine  (Fig.  25)  aus  einer  2 — 3  m 
hohen  vertikalen  Säule,  welche  auf  ihrem 
Gipfel  die  möglichst  leichte  und  bewegliche, 
auf  Friktionsrädchen  ruhende  Rolle  mit  der 
Schnur  und  den  beiden  gleichen  Gewichten  P 
trägt.  In  einiger  Entfernung  von  der  Haupt- 
säule verläuft  ebenfalls  vertikal  eine  zweite 
mit  Maasseintheilung  versehene,  an  welcher 
sich  zwei  Holzbrettchen  verschieben  lassen, 
ein  durchlochtes,  zum  Durchlassen  des  fallen- 
den Gewichtes  bestimmtes,  und  ein  massives, 
auf  welches  dasselbe  aufschlägt  An  der 
Hauptsäule  ist  unmittelbar  unter  der  Rolle 
ebenfalls  ein  seitliches  Brettchen  befestigt,  auf 
welchem  zu  Anfang  des  Versuches  das  Ge- 
wicht ruht,  und  welches  von  einem  an  der 
Hauptsäule  angebrachten  Sekundenpendel 
durch  den  ersten  Sekundenschlag  desselben 
umgeklappt  wird.  Als  Uebergewichte  benutzt 
man  theils  geschlitzte  Metallringe,  theils  eben- 
solche mit  zwei  seitlichen  Ansätzen,  welche 
sie  verhindern,  das  durchlochte  Brettchen  zu 
passiren.     Besonders   geeignete  Maasse   sind 
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je  97^  für  die  Gewichte  (mit  Schnur-  und  Reibungscorrektion)  und  je  2^  für 
die  Uebergewichte;  legt  man  dann  nämlich  ein  Uebergewicht  auf,  so  ist  die 
Beschleunigung  nach  obiger  Formel  (3)  gerade  10  cm^  die  Fallhöhe  in  der  ersten 
Sekunde  5  cm.  Man  kann  dies  zunächst  verifiziren,  indem  man  das  massive 
Brettchen  5  cm  unterhalb  der  Klappe  aufstellt;  das  Gewicht,  das  beim  ersten 
Sekundenschlage  seinen  Fall  begann»  schlägt  dann  beim  zweiten  Sekundenschlage 
auf  das  Brettchen  auf;  bei  der  Feinheit  des  Ohres  in  der  zeitlichen  Diflferenzirung 
von  Schallen  ist  hierbei  eine  verhältnissmässig  grosse  Genauigkeit  erreichbar. 
Stellt  man  nun  statt  des  massiven  das  durchlochte  Brettchen  bei  5  cm  ein  und 
benutzt  ein  Uebergewicht  mit  Ansätzen,  so  geht  der  Fallkörper  am  Ende  der 
ersten  Sekunde  durch  das  Brettchen  hindurch,  lässt  das  Uebergewicht  auf  dem- 
selben liegen,  geht  nun  nach  dem  Beharrungsprinzipe  mit  constanter  Geschwindig- 
keit weiter  und  legt,  wie  man  durch  Einstellen  des  massiven  Brettchens  auf  15 
oder  25  u.  s.  w.  findet,  nunmehr  in  jeder  Sekunde  \^  cm  zurück.  Benutzt  man 
endlich,  unter  Beibehaltung  der  Einstellung  des  durchlochten  Brettchens  auf  5 
ein  Uebergewicht  •  ohne  Ansätze,  so  dass  die  Beschleunigung  andauert,  so  muss 
man  das  massive  Brettchen  auf  4  x  5  =  20  oder  auf  9  x  5  =  45  u.  s.  w.  ein- 
stellen, damit  der  Fallkörper  am  Ende  der  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Sekunde 
aufschlage.  Durch  diese  und  ähnliche  Versuche  lassen  sich  die  verschiedenen 
für  den  freien  Fall  giltigen  Gesetze  und  Beziehungen  bestätigen  und,  durch  um- 
gekehrte Anwendung  der  Formel  (3),  mittelst  Messung  von  g^  die  Grösse  g 
(wenn  auch  nicht  sehr  genau)  bestimmen.  Will  man  sich  von  dem  Einflüsse 
der  nicht  gut  genau  bestimmbaren  Reibung  p  freimachen,  so  beobachtet  man  die 
bei  Anwendung  zweier  verschieden  schwerer  Uebergewichte /^  und/^  stattfindenden 
Beschleunigungen  g^  und  g^.    Man  hat  dann 

p^g  =  (2-P-h  IT  -  p  -H/i)^i,      /8^=  (2/^  4-  IT  -  p  ^p^)g^ 
und  folglich  durch  Elimation  von  2-P-h«  —  p 

Mit  dem  Pendel  ist  zuweilen  noch  ein  Zifferblatt 
mit  Sekundenzeiger  verbunden.  Diese  und  andere 
Neuerungen  rühren  von  Stroumbo,i)  Bäquiä^)  u.  A.  her. 

Neuere  Fallmaschinen.  Die  ArwooD'sche 
Fallmaschine  rührt,  wie  bemerkt,  aus  einer  Zeit  her, 
wo  man  kleine  Zeiträume  noch  nicht  messen  und 
rasch  auf  einander  folgende  Zeitpunkte  noch  nicht 
exakt  fixiren  konnte.  Gegenwärtig  hingegen  ist  man 
in  beiden  Hinsichten  schon  sehr  weit  gediehen,^}  und 
so  ist  eine  grosse  Anzahl  von  Fallmaschinen  neuerdings 
construirt  worden,  welche^  sonst  auf  sehr  verschieden- 
artigen Gedanken  beruhend,  doch  dies  der  AxwooD'schen 
gegenüber  gemeinsam  haben,  dass  die  Beschleunigung 
wirklich^  ist.  Es  muss  hier  genügen,  einen  dieser  Appa- 
rate hervorzuheben  und  einige  andere  kurz  zu  erwähnen. 

DieFallmaschine  von  Mönnich*)  (Fig.  26  u.  27)  (pil26.) 

*)  Stroumbo,  Mondes  53,  pag.  72  (1880). 
«)  BÄQUii.  J.  de  phys.  (3)  2,  pag.  323  (1883). 

■)  Man  denke  insbesondere  an  die  Chronoskope  von  Wheatstone,  Hipp  u.  A.  s.  Art.  »Grand« 
begriffe«,  pag.  13. 

^)  MöNNiCH,  Rep.  d.  Phys.  21,  pag.  31  (1885).  ^  j 
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beruht  auf  der  elektrolytiscben  Markining  der  von  dem  Fallkörper  nach  gleichen 
Zeitabschnitten  erreichten   Orte.     Der  Fallkörper  B  ist  central  durchbohrt  und 

fallt  an  einem  senkrechten  Draht  M  reibungslos  herab; 
er  trägt  einen  äquatorialen,  scharf  auslaufenden  Gürtel  r. 
Etwa  2  mm  seitlich  entfernt  verläuft  die  Hauptsäule  H^ 
in  diese  ist  eine  Metallskala  eingelassen,  und  auf  diese 
wird  bei  Beginn  des  Versuches  ein  angefeuchteter 
weisser  Papierstreifen  geklebt  und  mit  gekochtem  Jod- 
kaliumstärkekleister bestrichen.  Das  durch  einen  Hebel- 
arm d  gestützte  Fallgewicht  wird  durch  den  Schluss 
eines  elektrischen  Stromes  ausgelöst,  in  demselben 
Momente  wird  dieser  Strom  aber  auch  schon  wieder 
unterbrochen,  und  der  dadurch  ineinem  secundftren 
Stromkreise  erzeugte  Inductionssrtrom  erzeugt  einen 
Funken,  der,  von  dem  scharfen  Rande  des  Fallkörpers 
auf  den  Papierstretfen  überspringend,  den  Beginn  des 
Falles  durch  einen  schwarzen  Fleck  e^  markirt.  Während 
dann  der  Körper  fällt,  springen  dann  in  gleichen  Zeit- 
intervallen von  sehr  kleiner  Grösse,  etwa  0*1  x,  weitere 
derartige  Funken,  e^,  e^  u.  s.  w.  über.  Es  ist  nun  ein- 
I  leuchtend,  dass  man  auf  diese  Weise  die  Fallgesetze 
unmittelbar  für  das  Auge  demonstriren,  und  dass  man 
ferner,  wenn  man  die  Grösse  des  kleinen  Zeitintervalls 
genau  bestimmt  (wozu  sich  das  BEETz'sche  Vrbrations- 
chronoskop  vorzüglich  eignet)  den  Werth  von  g  bestimmen 
kann  und  zwar,  wie  Mönnich's  Versuche  ergaben,  bis 
auf  wenige  Tausendstel  des  Werthes  genau.  Als  Stromunterbrecher  dient  ein« 
(auf  der  Fig.  27  nicht  mit  angegebene)  mit  der  Hand  in  Rotation  versetzte 
.  Scheibe,  deren  Platinansatz  bei  jeder  Umdrehung  einmal  mit  dem  Platinstift  der 
Axe  in  leitende  Berührung  kommt,  und  deren  Drehgeschwindtgkeit  man  für  die 
nur  eine  halbe  bis  eine  Sekunde  betragende  Versuchsdauer  als  constant  betrachten 
darf.  Die  Auslösung  des  Gewichtes  endlich  wird  durch  einen  Elektromagneten  E 
vermittelt 

Bei  anderen  Fallapparaten,  wie  bei  denjenigen  von  Laborde,  STÄVAitT,^)  Lippich, 
V.  Babo,  Leboürg,2)  Lavaut  de  Lestrade,8)  Krass,*)  dem  I^apsometer  von 
Engelbert^)  u.  s.  w.  werden  die  Schwingungen  einer  Stimmgabel  oder  eines 
anderen  elastischen  KJörpers  entweder  auf  einem  fallenden  Körper  oder  durch 
einen  fallenden  Körper  mittelst  einer  Schreibspitze  und  einer  berussten  Fläche 
verzeichnet;  aus  der  abnehmenden  Länge  dieser  Schwingungen  (s.  Fig.  28,  welche 
sich  auf  den  ersteren  Fall  bezieht),  lässt  sich  dann  alles  schliessen.  Bei  noch 
anderen  Apparaten  wird  das  fruchtbare  Princip  der  Auflösung  der  Zeit  in  eine 
horizontale  Raumlinie  in  der  Weise  benutzt,  dass  die  vertikale  Fallbewegung  und 
eine  gleichzeitige  horizontale  Rotation  zu  einer  graphisch  als  Curve  sich  darstellen- 
den Bewegung  vereinigt  werden.    Bei  dem  Murin' sehen  Apparat*)  (Fig.  29)  wird 

1)  St^vart,  Cat  de  l'Expos.  de  Brux.   i88o,  pag.  15. 

^)  Lebourg,  J.  d.  phys.  7,  pag.  44  (1878). 

3)  Lavaut  de  Lestrade,  Mondes  45,  pag.  501  (1878). 

*)  KRASS,  Z.  f.  InstT.  K.  4,  pag.  347  (1884). 

6)  Engelbert,  Mond.  50,  pag.  354  (1879). 

«)  Morin,  s.  Jamtn,  Cours  de  physique  i,  pag.  46  (1858). 
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dies  dadurch  erreicht,  dass  der  an  dem  fallenden  Körper  angebrachte  Stift  auf 
einem  gleichförmig  rotirenden  Papiercylinder  seine  Bahn  verzeichnet;  diese  Bahn 
bewährt  sich  beim  Aufrollen  des  Papieres 
als  Parabel,  entsprechend  der  durch  Qua- 
drirung  der  ersten  der  Gleichungen  (2  c) 
sich  ergebenden  Gleichung  /»  =  (2/4)/^. 
Bei  dem  Apparat  von  Rousseau^)  ist  es 
der  durch  einen  mit  Papier  beklebten 
Cylinder  gebildete  Fallkörper  selbst,  wel- 
chem durch  zwei  oben  an  ihm  befestigte, 
auf  zwei  festliegende  Curven  sich  stützende 
Arme  beim  Fall  zugleich  eine  rotirende 
Bewegung  mitgetheilt  wird,  während  ein 
fester  Stift  oder  Pinsel  die  Curve  ver- 
zeichnet. Endlich  sei  noch  der  Fall- 
apparat von  Paquet2)  erwähnt,  bei  wel- 
chem ein  Gewicht  frei  fallt,  nach  einer 
bestimmten  Zeit  ein  anderes  mitreisst  und 
schliesslich  beide  zugleich  angehalten 
werden.  Das  Verhältniss  der  Fallhöhen  beider  Gewichte  lässt  sich  ablesen  und 
hieraus  eine  Reihe  von  Schlüssen  ziehen. 

Schiefe  Ebene.  Ein  anderes  Mittel,  um  durch  Verringerung  der  Be- 
schleunigung die  Fallgesetze  beobachten  zu  können,  ist  die  Ersetzung  des  freien 
Falles  durch  den  unfreien  auf  einer  schiefen  Ebene.  Auf  diesem  Wege  sind  die 
Fallgesetze  überhaupt  zuerst,  und  zwar  von  Galilei,  ermittelt  worden.  Nach  dem 
im  Artikel  »Einfache  Maschinenc  Angegebenen  ist  es  einleuchtend,  dass,  wenn  w 
der  Steigungswinkel  der  schiefen  Ebene  ist,  die  Beschleunigung  beim  Fall  auf  ihr 
n\xx  g  sinw  beträgt,  für  22/= 36'  z.  B.  nur  0*1  fri,  so  dass  die  Fallstrecken  in  den  ersten 
Sekunden  resp.  5,  15,  25  u.  s.  w.  cm  sind.  Zu  derartigen  Versuchen  eignet  sich 
am  besten  eine  lange,  innen  polirte  Rinne  mit  Maasseintheilung.  Ist  h  die  Höhe, 
/  die  Länge  der  schiefen  Ebene  und  g^  die  Beschleunigung  beim  Fall  auf  ihr, 
so  hat  man,  analog  der  zweiten  der  Gleichun- 
gen (2  c),  die  Gleichung  z/'  =  y2^7;  nun  ist 
aber^  im  Verhältniss  von  sinw  kleiner  als  g^ 
andererseits  /  im  Verhältniss  von  \\sinw 
grösser  als  h\    man  findet  also: 

t''  =  y2^,  (4) 

d.  h.  ebenso  gross  wie  v  in  der  zweiten 
Gleichung  (2c);  in  Worten:  ein  auf  einer 
schiefen  Ebene  herabgefallener  Körper 
besitzt  dieselbe  Geschwindigkeit,  als 
wenn  er  durch  die  Höhe  der  schiefen 
Ebene  frei  herabgefallen  wäre.^) 

Zieht  man  (Fig.  30)  von  dem  höchsten 
Punkte  A  eines  Kreisumfanges  den  verticalen 
Durchmesser  AB  und    eine  Anzahl   Sehnen 


*)  Rousseau,  Cat  de  l'Expos.  de  Brux.  1880,  pag.  16. 
^  Paquet,  J.  de  phys.  (2)  2,  pag.  226.  1883. 
^  Auch  dieser  Sats  rührt  schon  von  Galilei  her. 
W1MC8LMANH,  Physik.    I. 
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ACt  ADf  AE,  so  ist,  da  die  Dreiecke  ACB^  ADB^  AEB  rechtwinklig  und  die 
Winkel  ABC,  ABD,  ABE  g\tic\i  den  Neigungswinkeln  der  betreffenden  schiefen 
Ebenen  sind,  jede  derselben  in  demselben  Verhältniss  kürzer  als  der  vertikale 
Durchmesser,  in  welchem  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  auf  ihr  kleiner 
ist  als  auf  jenem  Durchmesser.  Diese  beiden  Einflüsse  gleichen  sich  also  aus, 
und  es  ergiebt  sich:  Die  Fallzeit  auf  allen  von  A  ausgehenden  Linien  AB,  AQ 
AD  u.  s,  w.  ist  die  gleiche.  Ebenso  würden,  wenn  man  sich  die  Figur  auf  den 
Kopf  gestellt  denkt,  die  zu  gleicher  Zeit  in  B,  Cu,  s.  w.  losgelassenen  Fallkörper 
zu  gleicher  Zeit  in  A  eintreffen.^) 

Noch  bequemer  und  umfassender  kann  man  mit  der  schiefen  Doppel- 
ebene, d.  h.  mit  zwei,  von  links  und  von  rechts  kommenden,  oben  zusammen- 
stossenden  schiefen  Ebenen  experimentiren.  Verbindet  man  dann  die  beiden  auf 
ihnen  befindlichen  Körper  durch  ein  Seil,  so  hat  man  einen  Apparat  vor  sich, 
der  sich  zur  einfachen  schiefen  Ebene  verhält  wie  der  ATwooD'sche  Fallapparat 
zum  freien  Fall. 

Fall  auf  Curven.  Jede  Curve  lässt  sich  ansehen  als  zusammengesetzt  aus 
lauter  kurzen,  schiefen  Ebenen  von  verschiedener  Neigung.  Man  kann  folglich 
einen  flir  die  schiefe  Ebene  erhaltenen  Satz  erweitem  und  folgendermaassen  aus- 
sprechen: Gleichviel  auf  welchem  Wege  ein  Körper  von  einer  Höhenschicht 
nach  einer  anderen  herabfällt,  gleichviel  von  welchem  Punkte  der  ersten  Höhen- 

7 1 -^ T Schicht  er  ausgeht  und  in  wel- 

/    1 y__ y chem    der   zweiten    er   eintrifit, 

/  /      X        >^  die  Geschwindigkeit,  welche   er 

yT  /     /         f  in    irgend    einer    Höhenschicht 

/         y      I  \  erreicht  hat,  also  insbesondere 

auch  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  er  in  der  untersten  Schicht  anlangt,  ist  stets  die  gleiche.  Es  kann 
auch  der  Fall  sein,  dass  die  Curve,  auf  welcher  der  Punkt  fallt,  nur  anfangs 
abwärts,  später  aber  aufwärts  verläuft.  Der  Punkt  wird  alsdann  in  Folge  des 
Beharrungsvermögens  auch  diesen  Zweig  der  Curve  mindestens  theilweise  noch 
durchlaufeni  und  zwar  in  Erweiterung  des  obigen  Satzes,  in  der  Weise,  dass  er 
nach  Erreichung  derselben  Höhenschicht  wieder  die  Geschwindigkeit  besitzt,  wie 
beim  Herabfallen,  also  auch  gerade  die  Höhe  erreicht,  von  welcher  er  fallen 
gelassen  wurde.  Im  übrigen  sei  hierfür  auf  den  Abschnitt  über  Wurfbewegung 
verwiesen,  mit  welcher  dieser  Fall  das  Wesentliche  gemeinsam  hat. 

Brachistochrone.  Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  auf  welchem 
Wege  ein  Körper  von  einem  von  zwei  gegebenen  Punkten  A  zu  dem  anderen, 
tiefer  und  seitlich  gelegenen  B  in  der  kürzesten  Zeit  durch  Fall  gelangen  wird. 
Dieses  Problem  rührt  ursprünglich  von  Galilei  her,  wurde  von  Joh.  Bernouilli 
in  präciser  Form  gestellt  und  ist  zuerst  von  Leibnitz  gelöst  worden.')  Zunächst 
ist  klar,  dass  die  gesuchte  Curve  in  der  durch  die  beiden  Punkte  gelegten 
Verticalebene  verlaufen  wird.  Verliefe  sie  nämlich  nicht  in  dieser  und  denkt 
man  sich  gleichzeitig  auf  ihr  und  auf  ihrer  auf  die  Verticalebene  gemachten  Pro- 
jection  zwei  Körper  gleichzeitig  fallend,  so  haben  beide  nach  obigem  Satze  in 
gleichen  Höhenschichten  die  gleichen  Geschwindigkeiten;    der  auf  der  Projections- 


1)  Ebenfalls  von  Galilei  gefunden. 

^  In  den  Acta  eniditorum  1696.  —  JoH.  Bernouilli  selbst  löste  das  Problem  durch 
geistvolle  Analogie  mit  dem  Gange  eines  Lichtstrahls  auf  dem  kürzesten  Wege;  s.  Mach,  Die 
Mech.,  pag.  401.  Digitized  by  \^(^  --^  — 
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curve  fallende  hat  aber  den  kürzeren  Weg  und  kommt  folglich  eher  unten  an. 
Legt  man  nun  den  Nullpunkt  des  Coordinatensystems  in  den  tiefsten  Punkt, 
während  der  höhere  um  h  höher  liegt,  richtet  man  die  Ä-Axe  vertikal  nach 
unten,  die  x-hsA  horizontal,  so  hat  man  flir  irgend  eine  Höhenschicht  z  nach 
der  zweiten  Gleichung  (2  c)  die  Geschwindigkeit 

, ds 

wo  ds  das  Bogenelement,  dt  das  Zeitelement  ist;   folglich  ist  die  Fallzeit 


^^iy2^(^  "jyw-^)  ^'' 


0  0 

Dieses  T  soll  nun  ein  Minimum  werden.  Die  Variationsrechnung  lehrt,  dass 
dies  erreicht  wird,  wenn  der  Differentialquotient  der  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  jc'  einer  Constanten  c  gleichgesetzt  wird*     Man  erhält  somit 

und  schliesslich,  wenn  für  z^=h  x^x^  sein  soll: 

durch  die  Bedingung  ;f  =  0  für  ät  =  0  bestimmt  sich  c.  Diese  Gleichung  stellt 
eine  Cycloide  dar,  welche  durch  einen  auf  der  unteren  Seite  einer  horizontalen 
Geraden  rollenden  Kreis  von  einem  Peripheriepunkte  desselben  erzeugt  wird;  die 
complicirte  Form  der  Gleichung  erklärt  sich  dadurch,  dass  der  Nullpunkt  zwar 
der  tiefste  Punkt  des  vom  Körper  durchlaufenen  Cycloidenbogens,  aber  kein  aus- 
gezeichneter Punkt  der  Cy-  ^  u_— — 

cloide  als  solcher  ist;  aus 
der  Fig.  32  ist  dies  ohne 
Weiteres  ersichtlich. i) 

Man  sieht  hiemach, 
dass  die  gerade  Linie  zwar 
räumlich  die  kürzeste  Ver* 
bindung  zwischen  den  bei* 
den  gegebenen  Punkten  ist, 
nicht  aber  der  zeitlich  kür- 
zeste Fallweg;  schon  ein  (Ph.82T 
zwischen  den  Punkten  ge- 
zogener Kreisbogen,  nach  oben  concav,  ist  ein  kürzerer,  der  kürzeste  von  allen 
aber  der  oben  gefundene  Cycloidenbogen.  Man  kann  diese  Verhältnisse  leicht 
an  einem  Apparat  demonstriren,  der  auf  einem  Stativ  drei  dicht  nebeneinander 
anfangende  und  endende  Rinnen  trägt,  eine  von  geradliniger,  die  zweite  von 
kreisbogenformiger,  die  dritte  von  cycloidischer  Gestalt;  von  drei  oben  gleichzeitig 
ausgelösten  Kugeln  kommt  dann  erstere  zuletzt,  letztere  zuerst  unten  an;  zu 
weiteren  Versuchen  sind  die  Rinnen  gewöhnlich  gemeinschaftlich  um  eine  hori- 
zontale Axe  drehbar. 

Tautochrone.      Ein    dem    obigen    verwandtes    Problem   betrilSt   die   Er- 
mittelung einer  Curve  von  der  Eigenschaft,  dass  ein  Körper,  um  bis  zu  ihrem 


>)  Weiteres   über  dieses  und  verwandte  Probleme  s.  Haton  db  la  GoupiixifeRS,  Xo)^[c 
Rend.84,  pag.  72,  n.  83,  pag.  143  u.  ausführlicher  Mem.  Inst.  22,  pag.  i  (1884}. 
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tiefsten  Punkte  auf  ihr  selbst  zu  fallen,  stets  dieselbe  Zeit  braucht,  gleichviel  von 
welchem  ihrer  Punkte  er  ausgeht;  die  bezügliche  Curve  heisst  Tautochrone.  Der 
Nullpunkt  des  Coordinatensyslems  liege  wie  vorhin  im  tiefsten  Punkte  der  Bahn 
des  fallenden  Körpers;  im  Gegensatz  zum  vorigen  Problem  ist  dies  aber  hier 
zugleich  der  tiefste,  also  ein  ausgezeichneter  Punkt  der  Curve.  Wieder  sei  g  ver- 
tical,  X  horizontal,  A  die  Fallhöhe  und  der  Bogen  j  =  9  (m),  sodass  die  Funktion  9 
zu  bestimmen  ist.    Dann  ist  die  Fallzeit 

k  k 


wo  z^=hu  substituirt  worden  ist. 
k  eine  Constante  verstanden, 


Damit  dies  von  h  unabhängig  sei,  muss,  unter 


k 


sein.     Nun  wird  der  Reihe  nach 


also 


9'W  =  ^ 


dx      i/k^- 


k^ 


k^  —  lz 


jtr  «=  ±  )/>&*«  —  jp*  ±  -^  arc  cos  — ^, 
Dies  ist  wiederum  die  Gleichung  einer  Cycloide,  entstanden  durch  Rollen 


(Ph.88.} 

eines  Kreises  (und  zwar  vom  Radius  \k>')  auf  der  unteren  Seite  einer  hori- 
zontalen Graden.  Die  Gleichung  ist  einfacher  als  die  vorige,  weil  sie  auf  den 
tiefsten  Punkt  der  Cycloide  als  den  Nullpunkt  bezogen  ist.  Wenn  der  fallende 
Körper  im  tiefsten  Punkt  der  Cycloide  nicht  aufgehalten  wird,  so  bewegt  er  sich 
auf  der  anderen  Seite  nach  oben  weiter,  fallt  dann  wieder  herunter  und  führt 
somit  Schwingungen  aus;  die  Dauer  dieser  Schwingungen  ist  hiernach  von  der 
Amplitude  völlig  unabhängig  (s.  auch  Cycloidenpendel  im  Artikel  »Pendele).  Das 
vorliegende  Problem  ist  zuerst  von  Huygens^)  behandelt  worden.«) 

Wurfbewegung.  Vertikaler  Wurf.  Ertheilt  man  einem  Körper,  ehe 
man  ihn  frei  fallen  lässt,  einen  Impuls  vertikal  nach  unten,  so  dass  er  bei  Be- 
ginn des  Falles  schon  die  Geschwindigkeit  w  hat,  so  ist  zwar  die  Beschleunigung 
nach  wie  vor  gleich  ^,  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  aber  nicht  gt^  sondern  auf 
Grund  des  Unabhängigkeitsprincips  (s.  Princip  d.  Mech.) 


^)  HUYGENS,  HoToIogium  oscillatorium,  Paris  1673.  — 

^  Näheres  hierüber  und  über  verwandte  Probleme  s.  Ohrtmann,  BcrL  1872  (Progr.)  

Amodeo,  Monographie  d.  tautochronen  Curven,  Avellino  1883.  —  Bislsil  In.-DissAMarburs  1884. 
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und  folglich  die  zur  Zeit  /  zurückgelegte  Strecke 

Wirft  man  den  Körper  mit  derselben  Geschwindigkeit  w  vertikal  aufwärts, 

so  ist  •  ,  N 

v=^w  — gt,        h=^wt--  ^gi^-  (5) 

Diese  Bewegung  ist  dann  nicht  mehr  eine  gleichförmig  beschleunigte,  sondern 
eine  gleichförmig  verzögerte,  die  Geschwindigkeit  nimmt  mehr  uud  mehr 

ab,  und  für 

T      w  w^ 

'=2  =  7'      ''-''-^  ^'^ 

ist  sie  gleich  null,  der  Körper  fUllt  nun  abwärts  und  erreicht  nach  der  ersten 
Gleichung  (2  c),  wo  für  h  der  obige  Werth  H  zu  setzen  ist,  nach  nochmaligem 
Verlauf  der  Zeit  ^T  wieder  den  Ausgangspunkt;  auch  hat  er  beim  Herabfallen  in 
jedem  Punkte  die  Geschwindigkeit,  welche  er  in  demselben  Punkte  beim  Auf- 
stieg hatte,  kommt  also  insbesondere  am  Ausgangspunkte  wieder  mit  der  Ge- 
schwindigkeit w  an.  -ÄTkann  man  die  Wurfhöhe,  7"  die  Wurfdauer  nennen.  Von 
besonderem  Interesse  ist  noch  der  in  der  letzten  Gleichung  enthaltene  Satz: 
Die  Wurfhöhe  ist  dem  Quadrate  der  Wurfgeschwindigkeit  propor- 
tional, sowie  die  Umkehrung  dieser  Gleichung:  ws="|/2^/r,  welche  angiebt, 
welche  Anfangsgeschwindigkeit  man  einem  in  die  Höhe  zu  werfenden  Körper 
ertheilen  muss,  wenn  man  wünscht,  dass  er  eine  gegebene  Höhe  erreiche. 

Schiefer  Wurf.  Ertheilt  man  einem  Körper,  ehe  man  ihn  frei  fallen  lässt, 
eme  Geschwindigkeit  w  in  irgend  einer  Richtung,  welche  mit  der  horizontalen 
den  Winkel  a,  den  sog.  Elevationswinkel  bildet  (positiv,  wenn  nach  oben,  negativ, 
wenn  nach  unten  gerichtet),  so  beschreibt  der  Körper  eine  Curve.  Um  diese  zu 
ermitteln,  hat  man  zunächst  zu  erwägen,  dass  sie  in  der  Vertikalebene  liegen  wird, 
welche  durch  die  Richtung  von  w  gelegt  ist,  und  sodann  die  Bewegungsgleichungen 
{x  horizontal,  z  vertikal  nach  unten) 

zu  integriren,  und  dabei  zu  beachten,  dass  die  horizontale  Componente  der  An- 
fangsgeschwindigkeit w  cosa^  die  vertikale  w  sin  a  ist.  Man  findet  dann,  wenn 
man^den  Ausgangspunkt  zum  Nullpunkt  macht. 


g 


und  durch  Elimination  von  /: 

«  ==  S« — 9 xtatigd.  (7) 

Die  Bahn  ist  also  ein  Stück  einer  Parabel,  deren  Axe  vertikal  steht  Ist  a 
negativ,  so  ist  nur  ein  Stück  des  absteigenden  Zweiges  vorhanden;  ist  dagegen 
a  positiv,  so  steigt  der  Körper  zunächst  bis  zu 

T      wsifid  W      w^sin2cL  __     w^sin^a 

und  erreicht  dann,  nachdem  nochmals  diese  Zeit  verstrichen  und  nochmals  die 
horizontale  Entfernung  x  durchmessen  ist,  wieder  das  Ausgangsniveau.  JV  ist 
also,  wenn  der  Ausgangspunkt  am  Erdboden  sich  befindet,  die  Wurfweite,  ^die 
Wurfhöhe,  7  die  Wurfdauer;  (liegt  der  Ausgangspunkt  über  dem  Erdboden,  so 
fällt  der  Körper  noch  weiter,  und  JV  und  T  haben  dann  entsprechend  grössere 
Werthe);  der  höchste  Punkt  der  Bahn  liegt  räumlich  und  zeitlich  gerade  in  der 
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Mitte  der  Bahn.    Die  Wurfhöhe  sowohl  wie  die  Wurfweite  ist  proportional  dem 
Quadrat   der   Anfangsgeschwindigkeit     Will    man  bei   gegebenem  Impuls  ^ine 


möglichst  grosse  Wurfweite  erzielen,  so  muss  man  sin^a  möglichst  gross,  also 
a=s45°  (Fig.  34)  machen;   es  wird  dann 

W       —  — -• 

''  max  —  f 

o 

die  Wurfweite  ist  also  in  diesem  Falle  doppelt  so  gross  wie  die  Wurfhöhe  senk- 
recht nach  oben  bei  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit.  Allgemein  muss  man,  um 
die  Wurfweite  W  zu  erzielen, 

1  gW 

fi^-^arcsin—^  (9) 

wählen.     Allgemeiner  ist  die  Frage,  wie  man  a  wählen  müsse,  um  den  Punkt 

x^  %  zu  treffen;  die  Antwort  liegt  in  der  Gleichung^ 

1  (w^  _i_   1      / \ 

tangfi  =  -  1^—  ±  _  y^4  _  2^5  w»  —  g^  x^j  .  (10) 

Punkte,  welche  ausserhalb  der  einhüllenden  Curve  (ebenfalls  eine  Parabel) 
liegen,  kann  man  überhaupt  nicht,  die  Punkte  dieser  Parabel  selbst  nur  auf  eine 
Weise,  jeden  innerhalb  gelegenen  aber,  wie  schon  die  Figur  vermuten  Hess,  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  treffen ;  und  liegt  insbesondere  der  Zielpunkt  mit  dem 
Ausgangspunkt  in  gleichem  Niveau,  so  sind  die  beiden  Elevationswinkel,  mit 
welchen  man  denselben  Punkt  trifft,  complementär^).  In  der  Ballistik  wird  der 
Schuss  mit  kleinerem  Elevationswinkel  Kemschuss,  derjenige  mit  grösserem 
Bombenschuss  genannt.  Je  grösser  w,  desto  grösser  ist  auch  das  Gebiet  der 
erreichbaren  Punkte.    Weiteres  über  Ballistik  sehe  man  unten. 

Zur  experimentellen  Prüfung  der  Wurfgesetze  wendet  man  am  zweck- 
mässigsten  kleine  Metallkugeln  an.  Da  aber  auch  hier  die  Bewegung  eine  zu  rasche 
ist,  als  dass  man  sie  ohne  weiteres  studiren  könnte,  so  greift  man  zu  dem  einfachen 
Hilfsmittel,  die  Bahn  entweder  graphisch  zu  fixieren  oder,  wie  beim  Fall,  an  die 
Stelle  des  freien  Wurfes  den  Wurf  auf  der  schiefen  Ebene  zu  setzen. 
Zu  ersterem  Zweck  bedient  man  sich  bei  Versuchen  in  grösserem  Massstabe 
einer  Reihe  von  mit  Papier  bespannten  Rahmen,  welche  fest  aufgestellt  sind  und 
von  der  Kugel  der  Reihe  nach  durchlocht  werden.  Handelt  es  sich  einfach  um 
die  Bestätigung  der  parabolischen  Gestalt  der  Bahn,  so  benutzt  man  einen 
Apparat,  der  aus  einer  Anzahl  eine  Parabel  bildenden  Ringen  besteht:  eine  mit 
geeigneter  Anfangsgeschwindigkeit  in  geeigneter  Richtung  geworfene  Kugel  fallt 
dann  durch  sämtliche  Ringe  hindurch.  Man  kann  in  diesem  Apparate  auch  in 
sehr   einfacher   Weise  die  Entstehung  der  Wurflinie   demonstriren,    indem   man 


')   Auch  'das  Wurfproblem  ist,  wenigstens  theilweise,  schon  von  Galilei  behandelt  worden. 
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vom  Anfangspunkte  des  Wurfes  aus  in  der  Anfangsrichtung  desselben  eine  Stange 
ausgehen  und  von  dieser  in  gleichen  Abständen  Ringe  an  Fäden  herabhängen 
lässt;  die  Längen  dieser  Fäden  verhalten  sich  dann,  ganz  wie  die  Theorie  es 
verlangt,  wie  1:4:9:16  u.  s.  w.  Ueberdies  ist  die  Stange  um  den  Anfangspunkt 
drehbar,  man  kann  also  auch  zeigen,  dass  bei  Aenderung  der  Anfangsrichtung 
die  Bahncurve  sich  ändert  (mit  Beibehaltung  ihres  parabolischen  Charakters), 
dass  die  Wurfweite  bei  45°  am 
grössten  ist  u.  s.  w.  (s.  Fig.  35).  Zu 
den  Versuchen  auf  der  schiefen 
£bene  dient  am  besten  eine 
schwarze  Holz-  oder  Schiefertafel, 
der  man  in  einer  ihrer  beiden 
Richtungen  eine  geringe  Neigung 
giebt;  die  zu  benutzende  Kugel 
taucht  man  vorher  z.  B.  in  Schlemm- 
kreide, so  dass  sie,  wenn  man  ihr 
verschieden  grosse  und  verschieden 
gerichtete  Anfangsgeschwindigkei- 
ten ertheilt  und  sie  dann  herabrollen 
lässt,  verschiedene  Parabeln  be- 
schreibt. Die  bei  allen  diesen  Ver- 
suchen vorkommenden  Anfangsge- 
schwindigkeiten erzielt  man  am 
besten  dadurch,  dass  man  die  Kugel 
in  einer  entsprechend  geneigten 
Rinne  von  einer  passend  zu  wählen- 
den Höhe  herabfallen  lässt.  Andrerseits  dienen  verschiedene  einfache  Vorrich- 
tungen zur  Messung  der  in  irgend  einem  Punkte  erreichten  Geschwindigkeit  (für 
die  Zwecke  der  Ballistik  z.  B.  das  ballistische  Pendel).  Uebrigens  kann  man  diese 
Verhältnisse  auch  an  der  Gestalt  ausgespritzter  oder  ausfliessender  Wasserstrahlen 
beobachten. 

Einfluss  der  Körpergestalt.  Das  bisher  über  Fall  und  Wurf  Gesagte 
gilt  streng  genommen  nur  unter  zwei  Voraussetzungen.  Die  eine  derselben  ist 
die,  dass  der  fallende  oder  geworfene  Körper  kugelförmig  und  sehr  klein,  also 
vom  Charakter  eines  materiellen  Punktes  sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  gelten 
die  erhaltenen  Resultate  nur  für  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  während  die 
Bewegung  der  übrigen  Punkte  desselben  eine  complicirtere  ist  und  je  nach  den 
Umständen  sehr  verschieden  ausfallen  kann.  Lässt  man  z.  B.  eine  nicht  homo- 
gene Kugel  so  los,  dass  ihr  schwererer  Theil  oben  liegt,  so  wird  sie  sich  während 
des  Falles  überschlagen;  auf  der  schiefen  Ebene  wird  ein  Würfel  hinabgleiten, 
dagegen  eine  Kugel  hinabrollen.  In  der  Ballistik  ertheilt  man  den  Geschossen 
absichtlich  durch  spiralförmige  Construction  des  Laufes  eine  rotirende  Bewegung, 
weil  sie  hierdurch  (s.  Art.  »Kreiselbewegung«)  unabhängiger  von  äusseren  Ein- 
flüssen werden.  Wie  abweichend  die  Bewegung  einzelner  Punkte  eines  fallenden 
Körpers  von  derjenigen  seines  Schwerpunktes  sein  kann,  zeigt  am  besten  die 
Thatsache,  dass,  während  letzterer  vertical  fallt,  erstere  schräg  oder  gar  vertical 
aufsteigen  können.  An  der  oben  gedachten  nicht  homogenen  Kugel  lässt  sich 
dies,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Umschlagens  beträchtlich  ist,  leicht  einsehen. 
Am  frappantesten  vielleicht  ist  die  Erscheinung  bei  einem  altbekannten  Apparat, 
der  aus  zwei  verticalen,  einen  Winkel  von  etwa  30—40°  bildenden,  vom  Scheitel 
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nach  den  Enden  sich  gleichmässig  erhöhenden  Holzwänden  besteht;  legt  man 
nun  einen  hölzernen  Doppelkegel  nahe  dem  Scheitel  symmetrisch  auf,  so  dass 
seine  Axe  horizontal  liegt,  so  rollen  die  Berührungspunkte  an  den  Wänden  hinauf, 
weil  damit  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  Gelegenheit  erhält,  sich  abwärts  zu  bewegen. 

Dass  bei  einem  Körper  sogar  die  Fallgesetze  andre  werden  können,  als 
bei  einem  materiellen  Punkte,  zeigt  das  Beispiel  einer  Kette,  welche  theils  aut 
einer  glatten,  horizontalen  Unterlage  ruht,  theils  aber  auf  einer  an  diese  sich 
anschliessenden  schiefen  Ebene  (oder  auch  frei)  herabhängt  Hier  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Krail  zur  Masse  ein  variables,  und  man  findet,  dass  die  erlangte 
Geschwindigkeit  nicht  der  Zeit  oder  dem  Quadrate  der  Fallhöhe,  sondern  der 
Wurzel  aus  der  Zeit  oder  der  Fallhöhe  selbst  proportional  ist. 

Einfluss  des  Luftwiderstandes.  Die  zweite,  bei  den  bisherigen  Be- 
trachtungen stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  ist  die,  dass  die  Bewegung 
im  luftleeren  Raum  erfolge.  Erfolgt  sie  in  der  Luft,  so  wird  zwar  bei  specifisch 
schweren,  kugeligen  Körpern  die  Abweichung  keine  erhebliche  sein,  zumal  bei 
kleinen  Geschwindigkeiten;  unter  entgegengesetzten  Umständen  aber  kann  sie 
einen  erheblichen  Grad  erreichen.  Die  Ursache  dieser  Abweichung  ist  eine 
dreifache,  nämlich  eine  statische,  insofern  in  Luft  nur  solche  Körper,  welche 
specifisch  schwerer  als  Luft  sind,  herabfallen,  andere  aber  in  ihr  schweben  oder 
gar  aufsteigen  (s.  Hydrostatik  und  Aeronautik),  eine  dynamische,  insofern  der 
Körper  einen  Theil  der  ihn  umgebenden  Luft  mit  in  Bewegung  setzen  muss, 
und  eine  dritte,  welche  auf  der  Reibung  beruht;  und  diese  drei  Einflüsse 
setzen  sich  meist  in  sehr  verwickelter  Weise  zusammen.  Da  die  bezüglichen 
Untersuchungen  theils  der  Hydrodjmamik  (s.  Art  »Bewegung  fester  Körper  in 
Flüssigkeitenc),  theils  der  Reibung  (s.  d.)  angehören,  können  hier  nur  einige 
Angaben  gemacht  werden.  Handelt  es  sich  um  einen  Körper  vom  Charakter 
eines  materiellen  Punktes,  so  kommt  nur  der  d3mamische  Einfluss  in  Betracht. 
Setzt  man  denselben,  den  sogen.  Luftwiderstand,  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit proportional,  also  gleieh  kv^,  so  findet  man  flir  den  freien  Fall 

______      ,  =  _Ä,^ _ .  (u) 

Die  Geschwindigkeit  wächst  also  zwar  auch  hier,  aber  nicht  gleich- 
mässig, sondern  allmählich  immer  langsamer  bis  zum  Maximalwerth  Y^Tk,  die 
Beschleunigung  wird  also  immer  kleiner  und  zuletzt  Null.  In  der  Wirklichkeit 
kann  diese  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  schon  nach  verhältnissmässig  kurzer 
Zeit  eintreten,  wie  man  dies  für  kleine  Geschwindigkeiten  am  Staub  und  Schnee, 
für  grosse  am  Regen  und  Hagel  wahrnehmen  kann. 

Beim  Wurf  senkrecht  nach  unten  gelten  die  obigen  Formeln  auch  noch, 
wenn  man  zu  /  jedesmal  eine  und  zu  z  ausserdem  eine  andere  Constante  hinzu- 
fügt; diese  beiden  Constanten  drücken  sich  durch  ^k  und  die  Wurfgeschwindig- 
keit* w  aus.  Dagegen  gelten  für  den  Wurf  senkrecht  nach  oben  andere 
Formeln,  nämlich 

v^y\tang\}fgk{f^c%       z  =  --\logcos\^{t^c^'^C,  (12) 

wo  die  beiden  Constanten  c  und  C 

sind.  Die  Steighöhe  H  und  die  Geschwindigkeit  bei  der  Rückkehr  zum  Aus- 
gangspunkt vf  finden  sich  t 
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Die  erreichte  Höhe  ist  also,  wie  Reihenentwicklung  im  Vergleich  mit 
Gleichung  (6)  zeigt,  kleiner  als  ohne  Luftwiderstand,  die  Rückkehrgeschwindigkeit 
kleiner  als  die  Anfangsgeschwindigkeit. 

Für  schiefen  Wurf  endlich  erhält  man  die  Coordinaten  eines  Babnpunktes 
durch  den  ihm  entsprechenden  Neigungswinkel  a  in  folgender  Form  ausgedrückt 

a^ ^'^     . 

k   sin a  ■+■  cos^a  ^<^^  <?"  (  T  "•"  o" )  ""  ^  ^^^^* 
wo  c  eine  von  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  dem  Elevationswinkel  abhängige 
Constante  ist;  da  femer  dz^^tgoidx  ist,  so  kann  man  die  Curve  construiren.^) 

Sie  erweist  sich  (Fig.  36)  als  ^- -^^ 

Ton  der  Parabel  abweichend 
und    besteht,   wenn  die  An- 
fangsgeschwindigkeit   schräg  ^^  \  X 
nach  oben  gerichtet  ist,  nicht           j^                      1  \ 
aus  zwei  symmetrischen  Zwei-                                       ^^yl  86.) 
gen,   sondern  neigt  mit  dem 

zweiten  früher  und  steiler  zu  Boden.  Auch  diese  Curve  weicht  jedoch  von  der 
wirklichen  >ballistischen  Curve«  noch  ab,  und  man  hält  sich  daher  in  der 
Ballistik  vorzugsweise  an  das  Experiment  resp.  an  aus  diesem  abgeleitete  Tafeln 
für  Wurfhöhe,  Wurfweite,  Geschwindigkeit  u.  s.  w.3) 

Der  unfreie  Fall  auf  Curven  wird  ebenfalls  durch  den  Widerstand  modi- 
fizirt;  so  behält  die  Cycloide  nach  Newton  den  Charakter  des  Tautochronismus 
bei,  wenn  der  Widerstand  der  Geschwindigkeit,  nicht  aber,  wenn  er  ihrem 
Quadrate  proportional  ist.^ 

Kommt,  in  Folge  unregelmässiger  Gestalt  des  fallenden  oder  geworfenen 
Körpers,  auch  noch  Reibung  hinzu,  so  wird  die  Flugbahn,  wie  beim  Federball, 
Bumarang  u.  s.  w.  eine  gänzlich  abweichende  (s.  Reibung). 

Zum  Schlüsse  sei  hier  noch  ein  Apparat  erwähnt,  welcher  die  abschwächende 
Wirkung  der  Luft  beim  Falle  der  Körper  dem  Ohre  bemerklich  gemacht  Dieser 
Apparat,  der  sogen.  Wasserhammer,  ist  eine  zum  Theil  mit  Wasser  gefüllte,  zum 
Theil  luftleere  Röhre,  in  welcher,  wenn  man  sie  umkippt,  das  Wasser  mit  lautem, 
hartem  Schall  gegen  die  Glaswand  schlägt.  F.  Auerbach. 


Waage  und  Wägung. 


Instrumente,  welche  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  dienen,  nennt  man 
Waagen,  die  Bestimmung  des  Gewichtes  selbst  heisst  Wägung.  Als  Einheit 
des  Gewichtes  ist  seit  längerer  Zeit  fast  ausschliesslich  das  Gramm  in  Ge- 
brauch, d.  h.  das  Gewicht  eines  Kubikcentimeters  Wasser  bei  4^  C.    Die  Wägung 

^)  Die  Ableitung  s.  Rausenberger,  Anal.  Mech.  (Leipz.  1888),  Bd.  I,  pag.  21. 
^  Das  ballistische  Problem  ist  zuerst  von  JOH.  Bernouilli  (Acta  erud.21719)  und  dann 
Ton  Legendre,  Poisson,  Jacobi,  Neu.,  Austerlitz  u.  y.  A.  behandelt  worden. 

^  Weiteres  bierttber  s.  bei  Haton  de  la  GoupnxiiRE,  Mem.  Inst.  ^^■^^^^  Vä^^t^Qlc 
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eines  Körpers  beruht  hiemach  auf  der  Vergleichung  desselben  mit  dem  Gramm ; 
gewöhnlich  erfolgt  diese  Vergleichung  jedoch  nicht  direkt,  sondern  man  bedient 
sich  hierzu  eines  Satzes  von  Gewichten  aus  irgend  einem  festen  Material,  welche 
selbst  wiederum  durch  Vergleichung  mit  einem  Normalgramme  resp.,  was  zweck- 
mässiger ist,  mit  einem  Normalkilogramm  gewogen  worden  sind,  oder  denen  auf 
Grund  einer  derartigen  Vergleichung  gleich  bei  der  Herstellung  Gewichte  ge- 
geben worden  sind,  welche  die  verschiedenen  Vielfachen  und  die  verschiedenen 
Bruchtheile  eines  Gramm  darstellen,  derart,  dass  man  mittelst  eines  solchen  Ge- 
wichtssatzes jedes  beliebige  zwischen  zwei  gewissen  Grenzen  liegende  Gewicht 
zusammenstellen  kann.  Gewöhnlich  bilden  die  Gewichte  eines  Satzes  einen 
Theil  der  folgenden  Reihe: 

100^^,  50  >5'^,  20  kg  (2mal);  10  kg  [oder  auch  20  kg  (Imal),  dafür  aber 
10^^  (3 mal)];  b  kg^  ^  kg  (2 mal);  1  kg  [oder  entsprechend  wie  oben],  500^, 
200^  (2mal);  100^,  50^,  20  ^  (2  mal);  10^,  hg,  2^  (2  mal);  1^,  500  «5r, 
200  mg  (2 mal);  100  mg,  50  mg,  20  mg  (2 mal);  10  mg,  5  mg,  2  mg  (2 mal);  1  mgS) 

Mit  einem  solchen  Gewichtssatze  kann  man  eine  Wägung  ganz  schematisch 
ausführen:  man  greift  dasjenige  Gewicht  heraus,  von  welchem  man  etwa  glaubt, 
dass  es  dem  Gewichte  des  zu  wägenden  Körpers  am  ehesten  entsprechen  werde; 
erweist  es  sich  als  zu  klein,  so  fügt  man  noch  das  nächste  hinzu;  erweist  es 
sich  als  zu  gross,  so  ersetzt  man  es  durch  das  nächste;  und  so  fährt  man  fort, 
bis  das  Gewicht  mit  der  gewünschten  Genauigkeit  ermittelt  ist. 

Von  grosser  Wichtigkeit  für  genaue  Wägungen  ist  die  Frage,  ob  und  wie 
weit  die  Gewichte  sich  mit  der  Zeit  verändern,  sei  es  durch  Materialverlust  in 
Folge  von  Verunreinigung,  Oxidation  u.  s.  w.  Hierfür  ist,  abgesehen  von  der 
selbstverständlichen,  möglichst  schonenden  Behandlung  und  Aufbewahrung  der 
Gewichte,  das  Material,  aus  welchem  sie  hergestellt  sind,  von  hervorragender 
Bedeutung.  Die  Wahl  desselben  wird  sich  wesentlich  nach  dem  gestatteten 
Kostenaufwande  richten.  Grosse  Gewichte  werden  gewöhnlich  aus  Eisen  oder 
Stahl,  mittlere  aus  Messing  hergestellt,  dessen  Vergoldung  zweckmässig  ist, 
kleine  aus  Platin,  ganz  kleine  aus  dem  leichten  Aluminium,  weil  sie  alsdann 
beträchtlich  grössere  Dimensionen  haben  und  darum  weniger  heikel  sind.  Für 
höchst  feine  Wägungen  sind  es  zwei  Stoffe,  welche  sich  auf  Grund  vielfacher 
Prüfungen  als  besonders  geeignet  erwiesen  haben:  Bergkry stall  und  eine  Le- 
girung  aus  Platin  und  Iridium.^)  Von  Zeit  zu  Zeit  muss  man  die  Gewichte 
mit  einem  Normalgewicht  vergleichen,  eventuell,  wenn  man  im  Besitze  eines 
solchen  nicht  ist,  die  Vergleichung  anderwärts  ausführen  lassen  (z.  B.  im  Berliner 
Normal-Aichungsamt). 

Verschiedene  Klassen  von  Waagen.  In  den  meisten  Fällen,  z.  B.  bei 
allen  wissenschaftlichen  Wägungen,  bedient  man  sich  der  auf  dem  Prinzipe  des 
Hebels  beruhenden  Waage  und  führt  die  Gewichtsvergleichung  in  jedem  einzelnen 
Falle  wirklich  durch.  Es  giebt  aber  auch  einige  Arten  von  Waagen,  bei  welchen 
die  Wirkung  der  verschiedenen  Gewichte  ein  für  allemal  bestimmt  und  hiemach 
eine  Skala  an  dem  Apparat  angebracht  worden  ist,  welche,  wenn   man  den  zu 


^)  Ein  andrer,  aus  weniger  Stücken  sich  zusammensetzender,  aber  auch  weniger  praktischer 
Satz  ist  der  folgende:  1,  %  4,  8,  16,  32,  64,  128,  256,  512  m^,  1024,  2-048,  4*096,  8192. 
16*384/  32-768,  65*536,  131*072  g  u.  s.  w.,  oder  der  ähnliche  aber  brauchbarere:  1,  2,  4,  8, 
16,  32,  64,  125,  250,  500  mg,  1,  %  4,  8,  16,  32.  64,  125,  250,  500^,  1, 2,  4,  8,  16,  32,  64  kg. 

*)  Bei  Versuchen,  welche  u.  A.  in  St.  Petersburg  angestellt  worden  sind,  haben  diese 
beiden  Stoffe  sich  als  am  widerstandsfähigsten  gegen  Erschütterungen  und  andre  Einflüsse  er- 
wiesen.    Die  internationalen   Normal-Urgewichte  werden   daher  in  Zukunft  aus  ihnen  bestehen. 
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wägenden  Körper  mit  dem  Apparat  in  Verbindung  bringt,  sein  Gewicht  un- 
mittelbar abzulesen  gestattet;  solche  Waagen  sind  bequem,  aber  nicht  genau; 
sie  werden  am  Schlüsse  des  Artikels  besprochen  werden. 

Die  gleicharmige  Hebelwaage. 
Diejenigen  Waagen,  bei  welchen  man  den  zu  wägenden  Körper  thatsächlich 
mit  Gewichtsstücken  vergleicht,  beruhen  fast  sämmtlich  auf  dem  Prinzip  des  Hebels. 
Die  gewöhnliche,  in  den  verschiedensten  Formen  und  für  die  verschiedensten 
Zwecke  übliche  Waage  ist  diejenige,  bei  welcher  der  Hebel  zwei  gleich  lange 
Arme  besitzt.  An  den  Enden  derselben  sind  die  beiden  Waagschalen  aufgehängt, 
auf  deren  eine  der  zu  wägende  Körper,  auf  deren  andere  die  Gewichtsstücke  ge- 
bracht werden;  letztere  werden  so  lange  verändert,  bis  die  beiden  Hebelarme, 
d.  b.  der  Waagebalken,  welcher,  als  beide  Schalen  leer  waren,  die  horizontale 
Lage  hatte,  diese  wiederum  einnimmt.  Zur  Constatirung  dieser  Lage  ist  bei 
den  für  geringere  Genauigkeit  bestimmten  Waagen  im  Drehpunkt  des  Waage- 
balkens senkrecht  nach  oben  ein  Zeiger,  die  Zunge,  angebracht,  welcher  an  den 
Schwingungen  des  Balkens  theilnimmt  und  bei  horizontaler  Lage  desselben,  also 
bei  vertikaler  eigener  Stellung  gerade  in  einen  Rahmen,  die  sog.  Scheere  ein- 
spielt, welche  mit  der  Hängevorrichtung  oder  dem  Stativ  der  Waage  fest  ver- 
bunden ist.  Bei  feinen  Waagen  ist  in  der  Mitte  des  Balkens  ein  langer  und 
spitzer,  vertikal  nach  unten  gehender  Zeiger  angebracht,  dessen  Spitze  vor  einer 
an  dem  Stativ  befestigten  kleinen  Skala  spielt  und,  wenn  die  Waage  horizontal 
steht,  den  Nullpunkt  der  Theilung  bedeckt.  Die  Skala  ist  gewöhnlich  spiegelnd 
eingerichtet,  damit  man  bei  der  Ablesung  genau  senkrecht  auf  sie  blicken  und 
auf  diese  Weise  Parallaxenfehler  vermeiden  könne.^)  Der  Waagebalken  selbst 
ist,  um  Festigkeit  mit  Leichtigkeit  zu  vereinigen,  aus  einem  Metallrahmen  ge- 
fertigt, dessen  Stücke  durch  Querstücke  verbunden  sind.  Die  Drehungsaxe  des 
Waagebalkens  wird  durch  ein,  in  der  Mitte  desselben  angebrachtes  Stahlprisma 
gebildet,  oder  vielmehr  durch  dessen  nach  unten  gekehrte  Schneide,  mit  welcher 
der  Balken  auf  einer  Achat-  oder  Stahlplatte  aufsitzt.  Die  Waagschalen  hängen 
meistens  mittelst  Haken  an  den  Enden  des  Waagebalkens;  bei  feineren  Waagen 
trägt  dagegen  der  Waagebalken  auch  an  den  Enden  Prismen,  und  zwar  diesmal 
mit  den  Kanten  nach  oben  gerichtete ;  auf  diesen  Kanten  ruhen  wiederum  ebene 
Achat-  oder  Stahlplättchen,  und  an  diesen  hängen  die  Waagschalen.  Die  drei 
Schneiden  müssen  möglichst  in  einer  Ebene  liegen.  Nur  in  seltenen  Fällen  be- 
dient man  sich  statt  der  Schneiden  stählerner  Federn  zur  Aufhängung  des 
Balkens  sowohl  als  der  Schalen.  Zur  Vervollständigung  der  Beschreibung  ist 
noch  zu  erwähnen:  eine  durch  einen  drehbaren  Knopf  gehandhabte  mechanische 
Vorrichtung,  um  die  drei  Schneiden  von  den  betreffenden  Plättchen  zu  ent- 
fernen und  den  Waagebalken  anderweitig  festzulegen  —  bei  feinen  Wägungen 
muss  dies  stets  geschehen,  ausgenommen  während  der  eigentlichen  Ablesung  — ; 
eine  Stellschraube  über  der  Mitte  des  Waagebalkens,  um  den  Schwerpunkt  des- 
selben auf-  und  abwärts  verrücken  zu  können ;  Vorrichtungen  zur  Veränderung 
der  Lage  der  drei  Schneiden ;  endlich  ein  Glaskasten,  in  welchen  die  Waage  ge- 
setzt wird  (bei  den  sog.  Vacuumwaagen  luftdicht  abgeschlossen  im  luftleeren 
Räume),  und  in  dessen  Inneres  mechanische  Vorrichtungen  hineinreichen  mit 
der  Bestimmung,  möglichst  viele  der  erforderlichen  Manipulationen  von  aussen, 
ohne  Oefihung  des  Kastens,  bewerkstelligen  zu  können. 

')  Zuweilen   ist  der  Zeiger,    und  dem  entsprechend  auch  die  Skala,   seitlich  angebracht, 
letztere  fest,  erstercr  am  Ende  des  Arms.  ^^  ^ 
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Theorie  der  Waage.  Die  drei  wesentlichen  Eigenschaften  einer  guten 
Waage  sind:  1.  Die  Richtigkeit,  d.  h.  die  Eigenschaft,  immer  dieselben  Re- 
sultate und  zwar  diejenigen  Resultate  zu  ergeben,  welche  mittelst  einer  anderen, 
als  richtig  erkannten  Waage  oder  auf  irgend  einem  anderen  Wege  ermittelt 
worden  sind.  2.  Die  Empfindlichkeit,  d.  h.  die  Eigenschaft,  durch  eine  ge- 
wisse, minimale  Aenderung  der  Belastung  einer  Schale  noch  merklich  aus  der 
bisherigen  Lage  abgelenkt  zu  werden;  ein  je  kleinerer  Bruchtheil  der  ganzen 
Belastung  dieses  Uebergewicht  ist,  desto  grösser  ist  die  Empfindlichkeit.  3.  Die 
Stabilität,  d.  h.  die  Eigenschaft,  Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage  zu 
machen,  und  zwar  Schwingungen  von  bestimmter  Schwingungsdauer;  je  kleiner 
diese  Dauer  ist,  desto  grösser  ist  die  Stabilität.  Auf  diese  drei  Punkte  ist  also 
in  der  Theorie  der  Waage  das  Augenmerk  hauptsächlich  zu  richten. 

Gemäss  der  Theorie  des  Hebels  findet  Gleichgewicht  statt,  wenn  der  Schwer- 
punkt in  der  durch  den  Drehpunkt  gelegten  Vertikalen  liegt;  es  ist  also  die  Be- 
dingung dafür,  dass  der  Waagebalken  bei  beiderseitig  gleicher  Belastung  in 
horizontaler  Lage  im  Gleichgewicht  sei,  die,  dass  sein  Schwerpunkt  in  der  durch 
die  Drehungsaxe,  oder,  wie  wir  hier  kürzer  sagen  können,  durch  den  Drehpunkt, 
senkrecht  zur  Balkenrichtung  gelegten  Linie  liege.  Die  Art  dieses  Gleichgewichtes 
kann  aber  (s.  Art.  »Statikf ,  pag.  59)  je  nach  der  Lage  des  Schwerpunktes  auf  dieser 
Linie  eine  dreifach  verschiedene  sein.  Liegt  erstens  der  Schwerpunkt  im  Dreh- 
punkt selbst,  so  ist  das  Gleichgewicht  indifferent,  d.h.  der  Waagebalken  ist 
bei  gleicher  Belastung  zwar  in  horizontaler  Lage,  aber  auch  in  jeder  anderen 
im  Gleichgewicht.  Das  kleinste  Uebergewicht  auf  der  einen  Seite  hat  in  diesem 
Falle  zur  Folge,  dass  der  Schwerpunkt  horizontal  neben  den  Drehpunkt  fällt, 
so  lange  der  Balken  wagerecht  steht.  Damit  also  der  Schwerpunkt  wiederum 
vertikal  unter  den  Drehpunkt  falle,  wird  sich  der  Balken  vertikal  einstellen, 
d.  h.  um  90^  drehen  müssen.  Man  kommt  also  zu  folgendem  Ergebnisse: 
für  gleiche  Belastungen  ist  dieser  Apparat  unendlich  unempfindlich,  fUr  Ge- 
wichtsdifferenzen auf  beiden  Seiten  unendlich  empfindlich.  Aus  beiden 
Gründen  ist  er  zu  Wägungen  unbrauchbar.  Liegt  zweitens  der  Schwerpunkt 
senkrecht  über  dem  Drehpunkt,  so  ist  das  Gleichgewicht  labil;  der  Waage- 
balken wird  daher  zwar  in  horizontaler  Lage,  und  in  keiner  anderen  im  Gleich- 
gewicht sein;  das  kleinste  Uebergewicht  auf  der  einen  Seite  aber,  oder  selbst 
die  minimalste  zufällig  eintretende  Drehung  wird  zur  Folge  haben,  dass  der 
Balken  umschlägt,  d.  h.  sich  um  180°  dreht.  Auch  dieser  Apparat  ist  offenbar 
zu  Wägungen  unbrauchbar.  Es  bleibt  also  nur  die  dritte  Möglichkeit  übrig, 
wobei  der  Schwerpunkt  vertikal  unter  dem  Drehpunkt  liegt;  dann  ist  das 
Gleichgewicht  ein  stabiles.  Die  Waage  ist  also  ein  gleicharmiger 
Hebel,  dessen  Schwerpunkt  senkrecht   unter   dem   Drehpunkt  liegt 

Für  die  Richtigkeit  der  Waage  kommen  ausserdem  noch  drei  wesentliche 
Punkte  in  Betracht.  Der  erste  derselben  betrifft  die  Gleichheit  der  Ge- 
wichte der  beiden  Waagehälften,  und  der  beiden  Schalen  nebst  Gehänge  eben- 
falls für  sich.  Diese  Gewichtsgleichheit  beider  Seiten  lässt  sich  nun  aber  einer- 
seits leicht  feststellen  oder,  wenn  sie  eine  Abweichung  zeigt,  erreichen';  anderer- 
seits handelt  es  sich  hierbei  um  einen  constanten  Einfluss,  der  bei  geeignetem 
Verfahren  für  das  Ergebniss  ohne  Folge  bleibt. 

Weit  wichtiger  ist  die  Forderung  der  exakten  Längengleichheit  der 
beiden  Hebelarme.  Dass  diese  Forderung  erfüllt  ist,  erkennt  man  z.  B 
daran,  dass  zwei  Gewichte,  welche,  auf  die  beiden  Schalen  gelegt,  sich  das 
Gleichgewicht  halten,  auch  nach  ihrer  Vertauschung  dies  noch  thun,  so  dass  in 
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beiden  Fällen  der  Zeiger  der  Waage  auf  denselben  Skalentbeil  einspielt.  Ist 
dies  nicbt  der  Fall,  so  sind  die  Arme  ungleich  lang,  und  man  kann  ihr  Längen- 
verbältniss  folgendermaassen  ermitteln.  P  und  Q  seien  die  beiden  Gewichte, 
welche,  wenn  P  links  und  Q  rechts  liegt,  sich  gerade  ausgleichen;  nach  der 
Vertauschung  hingegen  sei  es  erforderlich,  rechts  zu  P  noch  p  hinzuzufügen,  um 
wieder  Gleichgewicht  zu  erhalten;  endlich  seien  /  und  r  die  Längen  der  beiden 
Anne.    Es  ist  dann  nach  der  Grundgleichung  des  Hebels 

Pl^Qr,       Ql={P^p)r, 


also 


•'r'V 


l  +  i-"  +  2?' 


letzteres  in  Anbetracht  des  Umstandes,  dass  /  jedenfalls  klein  gegen  P  sein  wird. 
Durch  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen  findet  man  femer 

Während  also  von  den  beiden  obigen  Wägungen  die  erste  den  Werth  Py  die 
zweite  den  Werth  P-^- p  für  ö  ergab,  ist  dessen  wahrer  Werth  das  geometrische 
Mittel,  oder,  in  Anbetracht  des  jedenfalls  geringen  Unterschiedes  beider,  näherungs- 
weise das  arithmetische  Mittel  aus  beiden.  Hiemach  hat  man  die  Wahl  zwischen 
drei  Möglichkeiten:  entweder  man  beseitigt  die  Ungleichheit  der  Arme  durch 
Verkürzung  des  zu  langen,  oder  man  wägt  den  Körper  auf  beiden  Waagschalen 
und  nimmt  das  Mittel  aus  den  erhaltenen  Zahlen,  oder  endlich  man  verschafft 
sich  auf  die  angedeutete  Weise  die  Kenntniss  des  Längenverhältnisses  der  beiden 
Arme  und  multiplicirt  jedes  durch  Aufsetzen  des  Körpers  auf  die  linke  Schale 
erhaltene  Resultat  mit  rjl. 

Endlich  muss  an  eine  genau  richtige  Waage  die  Anforderung  gestellt  werden, 
dass  die  drei  Schneiden  einander  parallel  sind  und  bleiben.  Die  Fehler, 
welche  aus  einer  Schiefstellung  der  Endschneiden  gegen  die  mittlere  oder  gar 
aus  einer  Neigung  aller  drei  gegen  die  Horizontale  entstehen,  sind  mannigfaltiger 
Art,  auch  tritt  dann  der  weitere  Uebelstand  ein,  dass  es  nicht  mehr  gleichgiltig 
ist,  auf  welche  Stelle  der  Wagschale  man  den  Körper,  resp.  die  Gewichte  setzt. 
Durch  geeignete  Detailconstruction  der  Endschneidensysteme,  symmetrische  An- 
ordnung der  Wägungen  und  Bestimmung  gewisser  Constanten  kann  man  hier- 
gegen Abhülfe  schaffen.^) 

Empfindlichkeit.*)  Gewöhnlich  versteht  man  hierunter  den  Ausschlag 
der  Waage  bei  einem  einseitigen  Uebergewicht  von  1  mg.  Von  welchen  Faktoren 
die  Empfindlichkeit  einer  Waage  abhängt,  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtung. 
Der  Allgemeinheit  halber  nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  Arme  ungleich  sind, 
und  dass  der  mittlere  Drehpunkt  mit  den  beiden  seitlichen  nicht  in  einer  Hori- 
zontalen, sondern  z,  B.  darüber  liege.  Der  Waagebalken  wird  alsdann  unbelastet 
durch  die  Linie  LOR  dargestellt  sein,  ebenso  auch,  wenn  die  Belastung  /'beider- 
seits die  gleiche  ist.  Wird  dagegen  rechts  das  Uebergewicht  p  hinzugefügt,  so 
dreht  sich  der  Waagebalken  um.  den  Winkel  9  in  die  Lage  LOR!.    Nach  dem 


^)  Man  sehe  hierüber  u.  A.  Thibsen,  Z.  f.  Instr.  K.  1882,  pag.  359;  u.  1883,  pag.  81. 
Ferner:   Sartorius,  Z.  f.  Instr..  K.  1882,  pag.  385. 

^  Bei  einer  guten  Waage  für  physikalische  Zwecke  soll  die  Emfindlichkeit  so  gross  sein, 
dass  sie  noch  den  millionten  Theil  des  Höchstgewichtes,  mit  welchem  jede  Schale  belastet 
werden  darf,  angiebt,  also  für  letzteres  ^=\  kg  noch  1  mg.  Des  zulässigen  Höchstgewichtes 
muss  man,  wie  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt  werden  möge,  bei  der  Benutzung  einer  Waage 
stets  eingedenk  bleiben.  Digitized  by  ^ ^  iC 
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Empfindliclikeit. 


(Ph.  87.) 


Hebelgesetz  ist  alsdann, 
wenn  M  das  in  dem 
Schwerpunkte  (vor  der 
Drehung  5,  jetzt  S")  des 
Balkens  concentrirt  zu 
denkende  Gewicht  dessel- 
ben ist: 

P'VD-^MS'E 

oder 
P{IJG^GD)'\'M'S'E 

oder  endlich  y  wenn  die 
verschiedenen  Katheten 
durch  die  betreffenden  Hy- 
potenusen und  den  Winkel 
9  ausgedrückt  werden: 
F{jyKcos^  4-  KOsint^) 

{KR'  cos  ff  —  KO  sin  ff). 


Hieraus   ergiebt  sich 


'M'S'O' 


(1) 


Sind  nun  die  beiden  Arme  gleich  lang,  so  kann  man,  wenn  /  diese  Länge 
und  a  der  Neigungswinkel  der  Arme  OL  und  OR  gegen  die  Horizontale,  also 
auch  der  Arme  OL'  und  OR'  gegen  die  Linie  Z'R  ist,  die  Linien  Z'K  und 
JCR',  sowie  die  Linie  RO  durch  /  und  a  ausdrücken.  Bezeichnet  man  dann 
noch  die  Tiefe  des  Schwerpunktes  unter  dem  Drehpunkt,  also  die  Linie  SO=sS'0 
mit  ä,  so  erhält  man 

p/ci?Sfi 
''"'^^  =  {2P+p)/sma  +  Md  '  ^^^ 

Wie  man  hiernach  sieht,  ist  bei  einer  gleicharmigen  Waage  der  Ausschlag, 
also  die  Empfindlichkeit,  desto  grösser:  1.  je  länger  die  Arme  sind,  2.  je  leichter 
der  Balken  ist,  3.  je  kleiner  a  ist,  d.  h.  je  näher  der  mittlere  Drehpunkt  an  der 
Verbindungslinie  der  beiden  seitlichen  liegt  und  4.  je  näher  der  Schwerpunkt  dem 
mittleren  Drehpunkt  liegt.  Man  macht  demgemäss  den  Waagebalken  feiner 
Waagen  durch  Anwendung  der  schon  erwähnten  durchbrochenen  Construction 
möglichst  lang  und  leicht;  femer  sieht  man  die  drei  Schneiden  geradezu  in  eine 
Ebene  zu  bringen,  sodass  ZOR  und  Z'OR'  gerade  Linien  werden  und  a=0 
wird;  dann  hat  man  ganz  einfach 

'««^T  =  ;^-  (3) 

Man  erreicht  hierbei  noch  einen  weiteren  Vortheil.  In  der  allgemeineren 
Formel,  deren  Nenner  das  Glied  2-P-l-/  enthält,  nimmt  die  Empfindlichkeit  mit 
wachsender  Gesammtbelastung  ab,  d.  h.  für  dasselbe  Uebergewicht  wird  der  Aus- 
schlag kleiner.  Das  gilt,  wenn  der  mittlere  Drehpunkt  über  der  Verbindungslinie 
der  seitlichen  liegt;  liegt  er  unter  ihr,  so  nimmt,  wie  man  in  entsprechender 
Weise  findet,  die  Empfindlichkeit  mit  wachsender  Belastung  zu;  liegt  dagegen 
derselbe  in  der  Verbindungslinie  jener,  so  ist,  wie  die  zuletzt  angegebene  Formel 
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zeigt,  die  Empfindlichkeit  der  Waage  unabhängig  von  der  Belastung, 
d.  h.  die  Waage  hat  eine  constante,  ihr  ein  fUr  allemal  eigenthümliche,  durch  eine 
Zahl  ausdrückbare  Empfindlichkeit.  Vollkommen  lässt  sich  dies  freilich  deshalb 
nicht  erreichen,  weil  bei  stärkeren  Belastungen  der  Wagebalken  durchgebogen, 
also  die  lAmc  der  seitlichen  Schneiden  unter  die  mittlere  herabgedrückt  wird; 
wird  die  Bedingung  aber  für  mittlere  Belastung  genau  erfüllt,  was  bei  feinen 
Waagen  zu  geschehen  pflegt,  so  wird  die  Abweichung  auch  bei  kleineren  und 
grösseren  Belastungen  nicht  erheblich  werden. 

Einer  ähnlichen  Discussion  ist  die  Gleichung  (1),  welche  für  ungleicharmige 
Waagen  gilt,  fähig;  wie  man  sieht,  besteht  hier  ein  weiteres  Mittel  zur  Erhöhung 
der  Empfindlichkeit  daijn,  dass  man  die  Länge  des  einen  Armes  gegenüber  dem 
anderen  verringert,  und,  um  das  Gleichgewicht  zu  wahren,  zugleich  die  ent- 
sprechende Belastung  in  geeignetem  Grade  vergrössert.  Waagen  von  einer  der- 
artigen Construction  sind  in  manchen  Fällen  thatsächlich  von  Nutzen. 

Endlich  baut  man  den  Waagebalken  so,  dass  sein  Schwerpunkt  zwar  senkrecht 
unter  den  Drehpunkt,  aber  möglichst  nahe  an  denselben  fällt.  Man  nähert 
sich  hierbei  dem  oben  kurz  erwähnten  Falle  eines  Hebels,  dessen  Schwerpunkt 
im  Drehpunkt  liegt;  man  erreicht  also  zwar  für  einseitiges  Uebergewicht  eine 
ausserordentliche  Empfindlichkeit,  ist  aber  zugleich  der  Gefahr  ausgesetzt  —  zumal 
da  stets  etwas  Reibung  stattfindet,  —  dass  bei  gleichen  Gewichten  der  Balken 
eine  schiefe  Lage  einnehme  (s.  oben);  durch  Anwendung  der  gleich  zu  be- 
schreibenden Schwingungsmethode  kann  man  dieser  Gefahr  entgehen. 

Für  eine  häufig  zu  benutzende  feine  Waage  verschafit  man  sich  zweckmässiger 
Weise  die  Kenntniss  ihrer  Empfindlichkeit,  einmal  um  ihre  Güte  beuitheilen  zu 
können,  und  sodann  zur  Vereinfachung  der  Wägungen.  Ist  man  nämlich  bei 
einer  solchen  schon  so  weit  gediehen,  dass  man  nur  noch  einen  kleinen  Aus- 
schlag erhält,  so  braucht  man  diesen  nur  mit  der  Empfindlichkeit,  d.  h.  mit  dem 
Ausschlag  durch  1  mg  zu  vergleichen;  das  Wievielfache  jener  Ausschlag  von 
dieser  Empfindlichkeit  ist,  so  viele  mg  fehlen  noch  (oder  sind  zu  viel).  Nun  ist 
die  Empfindlichkeit,  wie  wir  sahen,  im  Allgemeinen  für  jede  Belastung  eine 
andere;  man  muss  sie  also  für  eine  Reihe  von  Belastungen  (z.  B.  für  0,  10,  20, 
50  u.  s.  w.  gr)  bestimmen  und  sich  hiernach  durch  Eintragung  der  erhaltenen 
Werthe  in  Coordinatenpapier  die  Curve  der  Empfindlichkeit  anfertigen.  Bei  jeder 
einzelnen  dieser  Bestimmungen  verfahrt  man  am  besten  so,  dass  man,  nachdem 
beide  Waagschalen  die  betreffende  Belastung  erhalten  haben,  auf  die  eine  ein 
Uebergewicht  legt,  welches  den  Zeiger  um  einige  Skalentheile  aus  der  Nulllage 
ablenkt,  auf  die  andere  Schale  alsdann  das  doppelte  Uebergewicht  legt,  sodass 
der  Zeiger  sich  jetzt  ebensoweit  nach  der  anderen  Seite  einstellt,  und  schliesslich 
die  Skalentheile  zwischen  den  beiden  Einstellungen  durch  die  mgr-Zahl  des 
doppelten  Uebergewichtes  dividirt.^) 

Stabilität.  Wir  haben  noch  anzugeben,  wovon  die  dritte  der  oben  ge- 
forderten Bedingungen  der  Brauchbarkeit  der  Waage,  die  Stabilität,  abhängt,  zu 
welchem  Zwecke  wir  die  Schwingungsdauer  der  Waage  ins  Auge  fassen 
müssen.  Es  möge  hier  aber  der  Kürze  halber  gleich  das  Resultat  der  bezüg- 
lichen Rechnung  hingeschrieben  werden,  und  zwar  unter  den  vereinfachenden 
Annahmen,  dass  die  Arme  gleiche  Länge  haben,  die  beiderseitigen  Belastungen 
gleich  und  die  Schwingungen  sehr  klein  sind.     Werden  dann  die  obigen  Be- 


*)  Weiteres   über   die  Empfindlichkeit  s.  TraESEN  a.  a.  O.,    sowie  in  der  grösseren  Abh. 
»EtttdM  8.  1.  Balance«  (Trav.  du  Bur.  int.  d.  poids  et  mes.  V,  2).        Digitized  byV^OO^lC 
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Zeichnungen  beibehalten,  ist  ferner^  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  und 
k  derjenige  Abstand  vom  mittleren  Drehpunkt,  in  welchem  man  sich,  in  Rücksicht 
auf  die  Schwingungen,  die  Masse  jedes  Armes  concentrirt  denken  kann  (Gyrations- 
radius),  so  ist  die  Schwingungsdauer 


-Vi 


Mk^'^-'iPlcosfi. 


Für  eine  gegebene  Belastung  ist  die  Stabilität  also  um  so  grösser:  1)  je 
kleiner  die  Länge  des  Balkens  ist,  2)  je  kleiner  seine  Masse  ist,  3)  je  kleiner  sein 
Gyrationsradius  ist,  4)  je  weiter  der  Unterstützungspunkt  von  dem  Balken  und 
von  dem  Schwerpunkt  desselben  entfernt  ist.  Diese  Erfordernisse  sind,  mit  Aus- 
nahme der  zweiten,  den  für  die  Empfindlichkeit  ermittelten  direkt  entgegengesetzt, 
und  daher  bleibt  nichts  anderes  übrig,  als  einen  angemessenen  Compromiss  zu 
schliessen.  Je  geringer  aber  die  Masse  des  Balkens  ist,  um  so  besser  ist  die 
Waage  sowohl  hinsichtlich  der  Empfindlichkeit  als  auch  der  Stabilität^) 

Führt  man  z^  Abkürzung  die  Länge  des  Sekundenpendels  Z  und  den  Bruch- 
theil  yß^  ein,  welche  der  G3rrationsradius  eines  Armes  von  seiner  ganzen  Länge 
bildet,  so  erhält  man^  zwischen  T  und  der  Empfindlichkeit  E  die  Beziehung 

Die  Discussion  derselben  führt  zu  folgenden  drei,  durch  zwei  Grenzfälle  ge- 
schiedenen Fällen,  durch  welche  die  oben  in  Betracht  des  Verhaltens  der  Empfind- 
lichkeit gemachte  Unterscheidung  mit  einer  entsprechenden  für  die  Stabilität 
verknüpft  wird.  1)  a  (s.  oben)  >  ^/2/ß  und  positiv:  mit  wachsender  Belastung 
nehmen  E  und  T  ab;  ist  4/ negativ,  so  wird  die  Waage  erst  von  einer  bestimmten 
Belastung  an  brauchbar,  la)  Grenzfall:  a^==dl2l^  und  positiv:  mit  wachsender 
Belastung  nimmt  E  ab,  T  bleibt  constant.  2)  a<:ä/2/%  aber  positiv:  E  nimmt 
ab,  y  wächst.  2a)  Grenzfall:  a-=0:  jE  constant,  T  wächst.  3)  a  negativ:  E 
und  7"  nehmen  zu;   die  Waage  ist  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Belastung  brauchbar. . 

Schwingungsbeobachtungen.  Bei  rohen  Wägungen  wartet  man  bei 
jeder  Ablesung  ab  oder  bringt  es  selbst  gewaltsam  dazu,  dass  die  Zunge  oder  der 
Zeiger  still  steht.  Für  genaue  Wägungea  hat  diese  Methode  aber  verschiedene 
Nachtheile:  sie  ist  zeitraubend,  und  sie  führt  wegen  der  nicht  ganz  vermeidlichen 
Reibung  nicht  selten  zu  Fehlem.  Man  bedient  sich  daher  mit  Vortheil,  unter  Be- 
nutzung der  Skala,  der  Schwingungsmethode,  und  zwar  sowohl  zur  Bestimmung 
des  Nullpunktes,  d.  h.  der  Zeigerstellung  bei  unbelasteter  Waage,  als  auch  zur 
Gewichtsbestimmung.  Für  manche  Zwecke  genügt  es,  einen  Umkehrpunkt  links 
und  einen  rechts  zu  beobachten  und  das  Mittel  zu  nehmen.  Für  grössere  Genauig- 
keit muss  man,  weil  die  Schwingungen  allmählich  kleiner  werden,  drei  Umkehr- 
punkte (links,  rechts,  links)  oder  fünf  beobachten  und  aus  dem  Mittel  aller  linken 
und  dem  Mittel  aller  rechten  wiederum  das  Mittel  nehmen.  Noch  genauer  sind 
nach  neueren  Untersuchungen  3)  die  fUr  3  resp.  4  Umkehrpunkte  (/|  u.  s.  w.)  giltigen 
Formeln  für  die  Ruhelage  Z: 

Z  =  i(/,H-2/,-t-/3), 
Z  =  J(^,  +  3/aH-3/,H-/J, 
und  zwar  ist  die  zweite  noch  genauer  als  die  erste.    Hat  man  so  den  wahren  Null- 
punkt von   dem  auf  der  Skala  markirten  beträchtlich  abweichend  gefunden,   so 


1)  Thomson  u.  Tait,  Handb.  d.  Üicor.  Physik.     Deutsche  Ausg.  I,  2,  pag.  100. 
^  Thiksen,  Z.  f.  Instr.  K.  1882,  pag.  361. 
^  Thi£S£n,  Etudes  s.  1.  balance,  pag.  22  ff. 
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corrigirt  man  die  Gesammtstellung  der  Waage  mit  Hilfe  von  Stellschrauben  an  ihrem 
Stativ;  bei  kleinen  Abweichungen  ändert  man  nichts,  sondern  man  betrachtet  den 
gefundenen  Nullpunkt  (also  z.  B.  den  Theilstrich  + 1  der  Skala)  als  den  wahren. 
Allgemein  sei  dies  der  Skalentheil  Sq.  Nun  setzt  man  den  zu  wägenden  Körper  auf 
und  äquilibrirt  ihn  durch  Gewichte  annähernd,  so  dass  der  Zeiger  bei  seinen 
Schwingungen  die  Grenzen  der  Skala  innehält;  die  hieraus  nach  obigem  berechnete 
Einstellung  desselben  sei  s,  und  es  möge  sich  dabei  ergeben  haben,  dass  das  auf- 
gelegte Gewicht  p  noch  nicht  ganz  ausreicht  Nun  legt  man  einige  ff^  zu,  so  dass 
die  Einstellung  in  einer  auf  den  ersten  Blick  merkbaren  Weise  auf  die  andere  Seite 
des  Nullpunktes  fällt;  die  Belastung  sei  jetzt  JP,  die  Einstellung  S.  Man  kann  dann 
aus  diesen  beiden  ungefähren  Wägungen  das  wahre  Gewicht  G  des  Körpers  ohne 
weitere  Wägungen  nach  der  Formel 

finden.  Die  übliche  Einzeichnung  der  Skalentheile :  0  in  der  Mitte,  und  von  hier 
nach  beiden  Seiten  wachsend,  ist  hierbei  recht  unbequem,  weil  man  die  Zahlen  der 
einen  Seite  positiv,  die  der  anderen  negativ  in  Rechnung  bringen  muss.  Vortheil- 
hafter  ist  es,  die  Skalentheile  von  einem  Ende  bis  zum  anderen  fortlaufend,  z.  B. 
von  0  bis  40,  zu  numeriren,  so  dass  der  Strich  20  der  Nullpunkt  der  Waage  ist; 
und  zwar  thut  man,  da  man  links  den  Körper,  rechts  die  Gewichte  aufzulegen 
pflegt,  gut,  von  rechts  nach  links  zu  numeriren;  die  beiden  oben  vorkommenden 
Differenzen  Sq — s  und  S — s  sind  dann  positiv. 

Gewichte.  Zu  den  eingangs  gemachten,  allgemeinen  Bemerkungen  hierüber 
ist,  soweit  es  sich  um  grössere  Gewichte  handelt,  nichts  hinzuzufügen.  Kleinere 
Gewichte  als  1  fng  sind  aber  nicht  anwendbar,  und  selbst  die  Handhabung  von 
Gewichtsstücken  von  emigen  m^  ist  für  die  meisten  Zwecke  zu  heikel.  Man  geht 
daher  gewöhnlich  nicht  unter  1  c^  hinab.  Um  nun  kleinere  Gewichtsdiflferenzen 
zo  bestimmen  resp.  auszugleichen,  hat  man  drei  Methoden  zur  VerfUgung. 
Erstens  die  eben  besprochene  Schwingungsmethode,  die  aber  bei  den  meisten 
Waagen  auf  Gewichtsdifferenzen  von  einem  ganzen  c^  {F — p  =^  \  cg  =^  \0  tng) 
noch  nicht  anwendbar  ist,  weil  der  Zeiger  alsdann  beiderseits  noch  über  das 
Skalenende  hinaus  ausschlagen  würde;  man  müsste  sich  also  mindestens  noch 
halbe  cg  verschafien.  Zweitens  —  und  das  ist  die  üblichste  Methode  —  kann 
man  von  dem  Umstände  Gebrauch  machen,  dass  die  Wirkung  eines  Gewichtes 
sich  in  demselben  Verhältniss  verringert,  in  welchem  der  Hebelarm,  an  dem  es 
wirkt,  sich  verkürzt.  Demgemäss  stellt  man  sich  eines  jener  kleinsten  Gewichte, 
also  z.  B.  ein  cg,  aus  Platin-  oder  Aluminiumdraht  in  Form  eines  sogen.  Reiters^) 
her,  um  es  bequem  auf  denjenigen  Arm  des  Waagebalkens  setzen  zu  können, 
an  welchem  die  für  die  Gewichte  bestimmte  Schale  hängt.  Dieser  Hebelarm  ist 
durch  Marken  in  10  oder  100  Theile  getheilt;  die  ersteren  entsprechen  daher, 
wenn  der  Reiter  1  cg  ist,  Milligrammen,  letztere  Zehnteln  derselben.  Zur  Ver- 
schiebung des  Reiters,  bis  er  den  richtigen  Stand  hat,  dient  der  Reiterschieber, 
den  man  von  ausserhalb  des  Glaskastens  handhaben  kann,  so  dass  man  den 
Kasten  nicht  zu  öflihen  braucht.  Eines  zweiten  derartigen  Reiters  kann  man  sich 
auch  bedienen,  um  die  nicht  genau  einstehende  Waage  vor  der  eigentlichen 
Wägung  zu  äquilibriren.  Bei  dem  geringen  Gewichte  des  Reiters  wird  es  hier 
nicht  nöthig  sein,  auf  die  Theorie')  seines  Einflusses  näher  einzugehen;  es  sei 


')  Die  Idee  der  Reitergewichte  oder  ihre  praktische  Ausführung  rührt  von  Berzsuus  hen 
»)  SCHWÄKUS,  Z.  f.  Instr.  K.   1887,  pag.  46.  Digitized  byV^OOQlC 
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nur  bemerkt,  dass  die  mehrfach  gemachte  Annähme,  die  Linie,  auf  welcher  der 
Reiter  verschoben  wird  (das  sogen.  Reiterlineal),  müsse  mit  der  Linie  der  drei 
Drehpunkte  zusammenfallen,  nicht  richtig  ist;  sie  braucht  ihr  nur  parallel  zu  sein, 
und  selbst  bei  einer  Neigung  bis  zu  10°  ist  der  fehlerhafte  Einfluss,  der  sich 
übrigens  nur  auf  die  Empfindlichkeit  erstreckt,  in  fast  allen  Fällen  zu  vernach- 
lässigen. Nur  ist  es  zu  empfehlen,  den  Reiter  niemals  ganz  abzunehmen,  sondern 
als  integrirenden  Bestandtheil  der  Waage  zu  betrachten;  es  hat  das  noch  den 
weiteren  Vortheil,  dass  dann  der  zur  Aequilibrirung  dienende  Reiter  fast  immer 
auf  dem  anderen  Arm  wird  belassen  werden  können,  so  dass  er  die  Verschiebung 
des  ersteren  nicht  stört. 

Die  dritte  Methode  besteht  in  der  Anwendung  von  Anhängegewichten. 
Dieselben  haben  Hufeisenform  und  können  mit  Hilfe  eines  Mechanismus  ohne 
Oefihung  des  Gehäuses  an  die  beiden  Schalengehänge  angehängt  werden.  Damit 
dieser  Mechanismus  nicht  zu  complicirt  und  seine  Handhabung  nicht  zu  zeit- 
raubend werde,  ist  es  erforderlich,  mit  möglichst  wenig  derartigen  Gewichten 
auszukommen.  Es  sind  hierfür  verschiedene  Vorschläge  gemacht  worden,  z.  B. 
die  beiderseitige  Anwendung  der  Reihe  1,  3,  9  u.  s.  w.,  durch  deren  Differenzen 
und  Summen  man  bekanntlich  alle  Zahlen  darstellen  kann.  Es  ist  aber  zu 
beachten,  dass  man  hier,  um  z.  B.  noch  Differenzen  von  1  mg  bestimmen  zu 
können,  auch  dem  kleinsten  Anhängegewicht  das  Gewicht  1  mg  geben,  ein  zweites 
von  3  mg  haben  muss,  also  ohne  2  sehr  kleine  Stücke  nicht  auskommt  Von 
diesem  Fehler  frei  ist  die  folgende,  jüngst  vorgeschlagene  Combination: 

Rechts  {,   f ,  2,  8, 
Links    H»  h  li  4. 

Sind  dies  cg,  so  kann  man  alle  beliebigen  Sechszehntel  mg  bestimmen,  also 
jedesmal  noch  ^  des  kleinsten  erforderlichen  Anhängegewichtes. ^} 

Einfluss  der  Temperatur.  Der  Einfluss  der  Temperatur,  welcher  sich 
bei  jeder  irgendwie  genauen  Wägung  geltend  macht,  giebt  zu  zwei  verschiedenen 
Fragen  Anlass,  nämlich  einerseits,  wie  man  die  unregelmässigen  Einflüsse,  d.  h. 
die  Schwankungen  der  Temperatur  möglichst  verhüten^  und  andererseits,  ob  man 
ihren  regelmässigen  Einfluss  in  Rechnung  ziehen  müsse.  Den  grössten  unregel- 
mässigen Einfluss  übt  der  Beobachter  selbst  aus,  und  zwar  hauptsächlich  mit 
seiner  beim  Auflegen  der  Gewichte  in  den  Kasten  eingeführten  Hand.  In  An- 
betracht der  15  bis  20°  betragenden  Temperaturdifferenz  zwischen  Hand  und 
Zimmerluft  ist  es  verständlich,  dass  sich  warme  Strömungen  ausbilden,  welche 
ihrerseits  die  verschiedenen  Theile  der  Waage  beeinflussen.  Die  Folge  ist  theQs 
eine  rein  mechanische,  d.  h.  eine  Verstellung,  theils  eine  verschieden  starke 
Ausdehnung  der  beiden  Arme  durch  ungleiche  Erwärmung  (ein  Unterschied  von 
nur  0*1°  würde  auf  ein  1  kg  schon  2  mg  Fehler  hervorbringen),  theils  endlich 
die  Ansammlung  wärmerer  Luft  über  den  Waagschalen  und  unter  der  Decke  des 
Kastens.  Es  empfiehlt  sich  daher,  den  Kasten  nicht  zu  niedrig  zu  machen  und 
die  Thüren  desselben  so  einzurichten,  dass  sie  bis  zur  Decke  geöffiiet  werden 
können.  Ausserdem  aber  muss  man  in  den  letzten  Stadien  der  Wägung  langsam 
zu  Werke  gehen,  damit  sich  die  Einflüsse  vertheilen,  und  schliesslich  bei  der 
Reiterhandhabung  den  Kasten  überhaupt  geschlossen  lassen.^  Für  feinste 
Wägungen  ist  es  aber  ein  geradezu  entscheidender  Vortheil,  wenn  der  Beobachter 


1)  ScHWiRKUS,  Z.  f.  Instr.  K.  1887,   pag.  83.  ^  Die  Idee  der  Differenzen-WSgang  rUhit 
von  Arzbergkr  her  (Dinol.  polyt.  J.  219.). 

»)  Schwirkus,  a.  a.  O.  pag.    42.  Digitized  byGoOglc 
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der  Waage  überhaupt  nicht  nahe  zu  kommen  braucht.  Derartige  Normal waagen 
sind  dementsprechend  eingerichtet;  die  Schwingungen  des  Zeigers  werden  mit 
dem  Femrohr  beobachtet,  und  die  Arretirung  der  Waage,  das  Auflegen,  Ver- 
tauschen und  Abnehmen  der  Gewichte  u.  s.  w.  erfolgt  ebenfalls  aus  der  Feme.^) 

Abgesehen  von  diesen  unregelmässigen  Temperatureinflüssen  fragt  es  sich,  ob 
auf  das  Ergebniss  der  Wägung  der  Umstand  von  Einfluss  sei,  dass  die  Temperatur 
innerhalb  des  Waagenkastens  zwar  in  jedem  einzelnen  Falle  constant,  von  Fall 
zu  Fall  aber  eine  andere  ist,  je  nach  der  Zimmertemperatur,  der  Temperatur  der 
zu  wägenden  Körper  u.  s.  w.  Was  die  Waage  selbst  anbetriflt,  so  ist  nun  aber  klar, 
dass  jener  Einfluss,  da  er  für  beide  Hälften  der  gleiche  ist,  aus  dem  Resultat  heraus- 
fällt Es  bleibt  also  nur  die  Erwärmung  der  Luft  zu  berücksichtigen,  was  jedoch 
in  die  nächstfolgende  Betrachtung  gehört. 

Reduction  der  Wägungen  auf  den  luftleeren  Raum.  Die  Wägung 
in  der  Luft  ergiebt  nicht  das  wahre  Gewicht  des  gewogenen  Körpers,  einen  be- 
sonderen Fall  ausgenommen.  Nach  dem  archimedischen  Principe  nämlich  ver- 
liert jeder  Körper,  wenn  er  in  eine  Flüssigkeit  oder  ein  Gas,  also  z.  B.  in  Luft, 
getaucht  wird,  so  viel  von  seinem  Gewicht,  als  die  von  ihm  verdrängte  Flüssig- 
keits-  oder  Gasmenge,  also  hier  Luftmenge,  wiegt.  Ist  nun  bei  einer  Wägung 
das  Gleichgewicht  zwischen  dem  zu  wägenden  Körper  und  den  Gewichten  her- 
gestellt, so  kann  allerdings  der  Fall  vorkommen,  dass  beide  in  Wahrheit  gleich 
viel  wiegen,  nämlich,  wenn  beide  dasselbe  Volumen  besitzen,  also  aus  demselben 
Stoffe  oder  aus  zwei  gleich  dichten  Stoffen  bestehen;  dann  verdrängen  sie  näm- 
lich gleich  viel  Luft,  der  Gewichtsverlust  ist  also  bei  beiden  derselbe,  die  Fehler 
heben  sich  auf,  und  die  Wägung  bleibt  richtig.  Anders,  wenn  Körper  und  Ge- 
wichte verschiedenes  Volumen,  also  verschiedene  Dichtigkeit  haben.  Das  wahre 
Gewicht  des  Körpers  ist  dann  gegenüber  dem  durch  Wägung  gefundenen  einer- 
seits in  Anbetracht  des  Gewichtsverlustes  des  Körpers  grösser,  andererseits  kleiner, 
weil  die  Gewichte,  mit  denen  er  gewogen  wurde,  in  Folge  ihres  Gewichtsver- 
lustes nicht  voll  zur  Geltung  kamen.  Sind  5,  d  und  D  die  Dichtigkeiten  von 
Luft,  Gewichten  und  Körper,  v  und  V  die  Volumina  von  Gewichten  und  Körper, 
€?  das  gefundene,  G  das  wahre  Gewicht  des  Körpers,  so  sind  die  von  den  Ge- 
wichten, resp.  dem  Körper,  verdrängten  Luftvolumina  ebenfalls  v  und  V^  also 
deren  Gewichte,  d.  h.  die  Gewichtsverluste  von  Gewichten  und  Körper  gleich 
Iv  und  hV.    Die  Wägung  lehrt  also,  dass 

ist    Nun  ist  aber 

G  G 

Setzt  man  dies  ein,  so  findet  man 

8 


<.=<.--4-<p(i-A+^), 


D 

letzteres  in  Anbetracht  des  Umstandes,  dass  man  bei  der  Vereinfachung  des 
ersteren  Ausdruckes,  wenn  es  sich  um  feste  oder  flüssige  Körper  handelt,  8  als 
sehr  klein  gegen  d  und  D  betrachten  darf.  Es  ist  nun  zu  beachten  —  und  das 
ist  der  PuiÜLt,  auf  welchen  oben  hingewiesen  wurde  —  dass  die  Dichtigkeit  der 

')  Eine  solche  Einrichtung  besitzen  die  Waagen  in  den  mr  Feststellung  und  Vergleichung 
Ton  Nonnalgewichten  bestimmten  Instituten,  z.  B.  in  dem  Bur.  intemat  d.  poids  et  mes.  in 
Sivres  und  im  Berliner  Normal-Aich-Institut 

Digitizec«*)'^  Google 
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Luft  mit  der  Temperatur  sich  nicht  unbeträchtlich  ändert  Doch  kommt  dies 
nur  für  besonders  feine  Wägungen  oder  für  solche  bei  sehr  hohen  oder  sehr 
niedrigen  Temperaturen  in  Betracht.  Dasselbe  gilt  von  dem  £influss  des 
herrschenden  Luftdrucks.  Für  derartig  feine  Wägungen  kann  man  den  Werth 
von  d  aus  den  Tabellen  entnehmen  (s.  Art.  Dichte).^)  In  den  meisten  Fällen  ge- 
nügt es,  6  =  0*0012  und  demgemäss  die  anzubringende  Correction 


^'' 


G'.  00012 


(i-^) 


zu  setzen.  Wägt  man  mit  Messinggewichten  resp.  mit  Platingewichten,  so  zeigen 
die  Zahlen  g{M)  resp.  g{F)  der  folgenden  Tabelle,  das  Wievielfache  des  in 
Grammen  gefundenen  Körpergewichtes  man  in  Milligrammen  hinzuzufügen  hat, 
wenn  der  Körper  die  Dichtigkeit  Z>  hat 


D 

gW 

i(^ 

D 

i(^ 

f(^ 

0-5 

4-2-26 

-I-2-84 

2-8 

+  0-29 

+  0-87 

0-6 

1-86 

1-94 

3-0 

0-26 

0-34 

0-7 

1-57 

1-66 

3-6 

0-20 

0-29 

0-8 

1-86 

•l-44 

4-0 

0-16 

0-24 

0-9 

M9 

1-28 

4-5 

0-12 

0-21 

10 

106 

114 

50 

010 

0-18 

M 

0-95 

108 

5-5 

008 

016 

1-2 

0-86 

0-94 

60 

006 

014 

1-3 

0-78 

0-87 

70 

0-03 

0-12 

1-4 

0-71 

0-80 

8-0 

001 

009 

1-5 

0-66 

0-74 

9-0 

-001 

-♦-0-08 

1-6 

0-61 

0-69 

100 

-0-02 

0-06 

1-7 

0-56 

0-65 

11-0 

-003 

006 

1-8 

062 

0-61 

12-0 

—  0-04 

0-04 

1-9 

0-49 

0-58 

14-0 

-0-06 

0-03 

20 

0-46 

0-Ö4 

160 

—  0-07 

002 

2-2 

0-40 

0-49 

180 

—  008 

0-01 

2-4 

0-36 

0-44 

20-0 

-0-08 

+  0-00 

2-6 

0-32 

0*40 

220 

-009 

-0-00 

Tarirmethode.  Es  ist  schon  oben  bei  Besprechung  der  Länge  der  Hebel- 
arme eine  Methode  erwähnt  worden,  welche  Doppelwägung  heisst,  und  darin 
besteht,  dass  man  den  Körper  nach  einander  auf  beiden  Schalen  wägt  und  das 
Mittel  nimmt.  Dadurch  wird  man  von  einer  hauptsächlichen  Fehlerquelle  der 
Waage  unabhängig.  Durch  eine  andere  Methode  kann  man  sich  sogar  von  den 
meisten  Fehlerquellen  unabhängig  machen,  nämlich  durch  die  Tarir-  oder 
Substitutionswägung,  welche  nur  eine  möglichste  Empfindlichkeit  der  Waage 
voraussetzt.  Man  setzt  den  zu  wägenden  Körper  auf  die  eine  Waagschale  und 
äquilibrirt  ihn  durch  Schrotkömer  resp.  Sand  auf  der  anderen  Waagschale.  Dann 
nimmt  man  den  Körper  fort  und  legt  so  viele  Gewichte  auf,  bis  Schrot  und 
Sand  wieder  äquilibrirt  sind.  Die  einzige  Correction,  welche  in  diesem  Falle 
anzubringen  ist,  ist  die  wegen  des  Gewichtsverlustes  in  der  Luft*)  Bei  der 
neuerdings   verbesserten   Substitutionswaage,   die   eigens  zu  Tarirwägungen   be- 


^)  Man  muss  dann  ausser  Druck  und  Temperatur  aber  auch  noch  die  chemische  Beschaffenheit 
der  Luf^  insbesondere  ihren  Gehalt  an  Wasserdampf  und  Kohlensäure  berücksichtigen,  der  in  Folge 
des  Einflusses  des  Beobachters  oft  nicht  unbeträchtlich  ist.    Vergl.  Schwducus,  a.  a.  O.»  pag.  414. 

»)  Die  Tarinnethode  rührt  von  Borda  her  (1788).  p.^.,.^^^  ^^  GOO^.^ 
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stimmt  ist,  erspart  man  Schrot  und  Simd  sogar  gänzlich.  Die  Waage  (Fig.  38)  hat 
nämlich  nur  eine  Schale,  aber  mit  zwei  Platten  übereinander;  die  untere  ist  als 
Gewichtskasten  eingerichtet  und  enthält  so  viele  Gewichtsstücke,  als  der  höchsten 
Belastung  entsprechen.    Auf  der  anderen  if 

Seite    ist   der    Waagebalken    so    schwer,  J^ 

dass  er  allein  schon  der  ersten  Seite  das 
Gleichgewicht  hält.  Eine  Wägung  besteht 
dann  einfach  im  Auflegen  des  Körpers 
auf  die  obere  und  entsprechender  Ab- 
nahme von  Gewichten  von  der  unteren 
Platte;  auch  Reiter  kann  man  in  An- 
wendung bringen.  Die  Waage  arbeitet 
bei  veihältnissmässig  grosser  Genauigkeit 
sehr  schnell.  Uebrigens  sei  bemerkt,  dass 
sie  streng  genommen  nicht  mehr  zu  den 
gleicharmigen  Waagen  gehört.^} 

Schliesslich  ist  anzuführen,  dass  es 
eine  grosse  Anzahl  individuell  ver- 
schiedener Waagenconstructionen 
giebt,  die  sich  theüs  nach  ihrer  Bestimmung 
zu  groben,  mittleren,  feinen  und  feinsten 
Wägungen,  theils  durch  die  Eigenthümlich-  CPH.  «s.) 

keiten  unterscheiden,  welche  verschiedene  Construkteure  den  einzelnen  Theilen 
gegeben  haben.  Insbesondere  haben  der  Waagebalken  uud  die  verschiedenen 
Schneiden  die  mannigfaltigsten  Formen  erhalten  und  sind  mit  den  verschiedensten 
Hilfevorrichtungen  versehen  worden.^)  Eine  besondere  Klasse  von  Waagen  bilden 
die  zu  ganz  feinen  Wägungen  (z.  B.  zur  Vergleichung  von  Normalkilogrammen) 
bestimmten  Vacuumwagen,  bei  welchen  im  möglichst  luftleeren  Räume  ge- 
wogen wird  —  eine  Einrichtung,  welche  den  Zweck  hat,  sich  von  den  Einflüssen 
von  Luftströmungen,  Feuchtigkeit,  Temperaturschwankungen,  Gewichtsverlust  u.s.  w. 
völlig  unabhängig  zu  machen.  Solche  Waagen  bedüriien  natürlich  einer  zum 
Theil  ganz  besonderen  Construction;  es  würde  jedoch  zu  weit  führen,  hier  daran 
einzugehen.^  Auch  die  Sortirwaagen,  d.  h.  die  Waagen,  welche  automatisch 
die  von  ihnen  gewogenen  Körper  in  verschiedene  Fächer  werfen,  je  nachdem 
sie  ein  bestimmtes  oder  ein  zu  kleines  oder  ein  zu  grosses  Gewicht  haben  — 
es  gehören  hierher  u.  A.  die  geistvollen  Münzensortirwaagen^)  und  die  Getreide- 
waagen —  können  hier  nur  Erwähnung  finden. 

Andere  Waagen. 
Eine  für  gröbere  Zwecke  häufig  benutzte  ungleicharmige  Hebelwaage  ist  die 
Schnellwaage»  auch  römische  Waage*)  genannt.    An  dem  kürzeren  Arm  hängt 

*)  S.  LOBWKNHERZ,  Bcr.  üb.  d.  wiss.  App.  auf  d.  BerL  Gew.-Ausst.  1879.   Berl.  1880,  pag.  196. 

^  Unter  den  modernen  Präcisionswaagen  sind  die  von  Stueckrath,  Bunge,  RuAprecht, 
ScHiCKXRT,  REDiANN,  Oerlting  u.  A.  hervorzuheben.  S.  Loewenherz,  a.  a.  O.  und  in  dem 
yon  T.  HOFMANN  herausgegeb.  Ber.  üb.  d.  Lond.  Ind.-Ausst.  1876.    Braunschw.  1878,  pag.  223. 

*)  Das  "V^^lgen  im  luftverdUnnten  Räume  scheint  zuerst  von  RegnAult,  Morin  u.  Brdc  1860 
ausgeführt  worden  zu  sein. 

*)  Am  wichtigsten  dieCottonwaage  (England  u.  Deutschland)  unddieSiGUlER'sche  (Frankreich). 

*)  Wahrscheinlich  verdorben  aus  dem  arabischen  »Romman«!   d.  h.  Granatapfel  (Gestalt 


des  Laufgewichts  in  alter  Zeit). 
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die  zu  wägende  Last,  am  längeren  ist  ein  Laufgewicht  verschiebbar,  welches  so 
gewählt  isty  dass  es,  am  äussersten  Ende  des  Armes  befindlich,  die  höchste  Last, 
für  welche  die  Waage  bestimmt  ist,  äquilibrirt  Für  alle  leichteren  Körper  kann 
man  dann  ofifenbar  durch  Verschiebung  des  Laufgewichtes  das  Gleichgewicht 
herstellen.  Mit  Hilfe  einer  Reihe  von  Versuchen  sind  die  den  verschiedenen 
Stellen  des  Laufgewichtes  entsprechenden  Körpergewichte  ein  für  allemal  ermittelt 
und  auf  dem  Arm  verzeichnet,  so  dass  man  sie  ohne  weiteres  ablesen  kann. 

Von  ähnlicher  Art  ist  die  dänische  oder  schwedische  Waage,  bei  welcher 
das  Gewicht  am  Ende  steht,  dafür  aber  der  Drehpunkt  verschiebbar  ist  Ihrer  ge- 
ringen Genauigkeit  halber  wird  jedoch  diese  Waage  nur  ausnahmsweise  angewendet 

Die  Brückenwaage  (Fig.  39)  ist  als  eine  zusammengesetzte  Hebelwaage  zube- 
Jt ^ 


CPh.89.) 

trachten.  Die  Last  Z  wird  auf  eine  Platte  gebracht,  welche  an  dem  einen  Ende  O 
an  einer  Stange  A  befestigt  ist,  mit  dem  anderen  auf  einer  Schneide  s  ruht 
Die  Stange  A  ist  in  dem  Punkte  F  an  den  einen  Arm  eines  auf  der  Schneide  S 
ruhenden  Hebels  angehängt,  dessen  anderer  Arm  an  seinem  Ende  die  für  die 
Gewichte  bestimmte  Schale  trägt.  Die  Schneide  s  ist  nun  aber  selbst  nicht  fes 
sondern  ruht  ihrerseits  auf  dem  Hebel  A,  welcher  mittelst  der  Stange  B  im 
Punkte  Q  des  Haupthebels  angehängt  ist  und  am  anderen  Ende  auf  der  festen 
Schneide  s^  ruht  Es  seien  nun  /,  m,  n  die  Hebelarme,  an  welchen  die  Gewichte, 
die  Brücke,  d.  h.  die  für  die  Last  bestimmte  Platte,  und  der  zweite  Hebel  wirken. 
Femer  seien  G  die  zur  Messung  benutzten  Gewichte,  p  und  q  die  in  den  Punkten  P 
und  Q  angreifenden  Gewichte.  Auf  der  Brücke  seien  d  und  e  die  Abstände  der  Last 
(d.  h.  ihrer  Schwerlinie)  und  der  Stange  A  von  der  Schneide  s.  Endlich  seien/ und 
^  die  Abstände  der  auf  den  festen  Hebel  wirkenden  Last  L'  und  der  Stange  B 
von  der  Schneide  s'.    Es  ist  dann  für  den  Haupthebel 

Für  die  Brücke,  und  zwar  einerseits  in  Bezug  auf  s  als  Drehpunkt 

fe=^Ldf 
andererseits  in  Bezug  auf  O  als  Drehpunkt 

Z'^  =  Z(^  — rf). 
Endlich  für  den  festen  Hebel 

Setzt  man  die  Werthe  von  f  und  g  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

^ = 77  ['"''"•"('  ~  ''^  y]  •    Digimed  by  Google 


Federwaagen.  135 

Die  Waage  wird  nun  so  gebaut,  dass  sich  n :  m  wie  g :/  verhält.  Einmal 
erreicht  man  hierdurch  den  Vortheil,  dass  die  Brücke  stets  horizontal  bleibt, 
tmd  femer  vereinfacht  sich  in  diesem  Falle  obige  Gleichung  zu  der  folgenden: 

G  =  Zt,      also     Z  =  C?-. 

£s  verhält  sich  also  so,  als  ob  die  Last  unmittelbar  an  der  Stange  A  hinge; 
man  hat  aber  den  Vortheil,  dass  man  sie  an  eine  beliebige  Stelle  einer  grossen 
Platte  bringen  kann,  wozu  noch  andere  Vortheile  kommen,  ßei  der  am  häutigsten 
benutzten  Brückenwaage,  der  Decimalwaage,  ist  //m=10,  bei  der  Centesimal- 
waage  ist  lim  =  100.  Die  äussere  Einrichtung  dieser  Waagen  darf  bei  ihrer 
grossen  Verbreitung  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.^) 

Eine  andere  zusammengesetzte  Hebelwaage  ist  die  Tafelwaage,  bei  welcher 
die  Schalen  zu  beiden  Seiten  sich  über  den  übrigen  Apparat  frei  erheben; 
übrigens  giebt  es  auch  einfach  gleicharmige  Tafelwaagen. 

Noch  zur  Klasse  der  Hebelwaagen,  aber  andererseits  schon  zur  Klasse  der 
Skalen  Waagen,  bei  welchen  das  Körpergewicht  einfach  an  einer  Skale  abge- 
lesen wird  (s.  oben,  pag.  122),  gehören  die  unter  anderen  als  Briefwaagen  ge- 
bräuchlichen Zeigerwaagen;  der  Hebel  ist  aber  hier  nicht  nur  ungleicharmig, 
sondern  die  beiden  Arme  bilden  auch  einen  Winkel  miteinander. 

Den  Hebelwaagen  stehen  die  Federwaagen  gegenüber.  Das  Gewicht, 
d.  h.  die  Schwere,  des  zu  wägenden  Körpers  wird  hier  nicht  mit  der  ent- 
sprechenden Eigenschaft  eines  anderen  Körpers  (der  Gewichte)  verglichen,  son- 
dern mit  der  Wirkung  einer  ganz  anderen  Eigenschaft,  der  Elasticität  metallener 
Federn.  Auch  hier  wird  von  vornherein  durch  Anhängung  bekannter  Gewichte 
eine  Skale  hergestellt,  welche  man  dann  einfach  abliest.  Die  Feder  ist  meist 
eine  Schraubenfeder  oder  eine  Winkelfeder;  die  äussere  Einrichtung  der  Waage 
kann  sehr  mannigfaltig  sein.  Da  die  Elasticität  stark  veränderlich  ist,  sind  die 
Federwaagen  in  dieser  Form  nur  für  Zwecke  anwendbar,  wo  es  weniger  auf 
Genauigkeit  als  auf  Schnelligkeit  ankommt.*)  Man  kann  aber  auch  genauere 
Wägungen  mit  ihnen  ausftlhren,  wenn  man  sich  nicht  auf  die  Skale  verlässt, 
sondern,  wie  bei  der  Substitutionsmethode,  zuerst  den  Körper,  und  nach  Ab- 
nahme desselben  so  viel  Qewichte  auflegt  resp.  anhängt,  dass  der  Zeiger  wieder 
dieselbe  Stellung  einnimmt.^ 

Bei  allen  Skalenwaagen  ist  übrigens  zu  beachten,  dass  man  dieselben  ohne 
weiteres  nur  an  dem  Orte  anwenden  darf,  wo  sie  hergestellt  worden  sind.  Da 
nämlich  die  Schwerkraft,  also  auch  das  Gewicht  der  Körper,  auf  der  Erde  von 
Ort  zu  Ort  variirt,  so  ist  die  Skale  ftir  andere  Orte  nicht  ganz  richtig,  und  man 
muss  sich  eine  entsprechende  Correktionstabelle  anlegen.^) 

Schliesslich  ist  noch  eine  Methode  zu  erwähnen,  welche  sich  von  allen  bis- 
herigen principiell  unterscheidet,  das  sogen.  »Wägen  ohne  Gewichtem    Dasselbe 


^  Die  CoDStroction  der  Brückenwaage  in  dieser  Form  rührt  von  dem  Strassburger  Mecha- 
niker QunmsNZ  (182 1)  her. 

^  Anch  das  sogen.  Aneroidbarometer  ist  nichts  als  eine  Federwaage  zur  Messmig  des 
Gewichts  der  Luft,  gerade  wie  das  Quecksilberbarometer  eine  gewöhnliche  Waage  zu  diesem 
Zwecke  ist  Nur  pflegt  man,  statt  des  Gewichtes  der  Luft,  die  Quecksilberhöhe  anzugeben  und 
auf  den  Skalen  zu  verzeichnen,   und  zwar  auch  bei  dem  Aneroidbarometer.     S.  Art  Luftdruck. 

>)  S.  auch  die  RsuiANN'sche  Federwaage,  LoitWENHBRZ,  Ber.  ▼.  d.  BerL  Ausst,  pag.  198. 
Dieselbe  ist  freilich  eine  combinirte  Feder-Hebel-Waage.  Eine  unter  gewissen  Umständen  sehr 
branchbare  Federwaage  ist  die  von  Jolly. 

*)  Ueber  Gravimeter,   Waagen  z.  Best  d.  Gewichts  der  £rde  u.  s.  w.  s.  Art  Gravib^^n. 
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beruht  auf  dem  archimedrischen  Princip  und  ist  der  auf  pag.  10  erwähnten  Methode 
der  Volumenbestiminung  mit  der  Waage  gerade  entgegengesetzt  Man  stellt  auf 
'  die  eine  Schale  einer  gleicharmigen  Hebelwaage  ein  Gefäss  mit  Wasser,  äquilibrirt 
dasselbe  durch  auf  die  andere  Schale  gelegtes  Schrot,  fügt  zu  letzterem  dann  den 
zu  wägenden  Körper  hinzu,  und  senkt  schliesslich  einen  in  ccm  getheilten  Glasstab, 
der  an  einem  feststehenden  Stativ  angebracht  ist,  so  weit  in  das  Wasser  hinab, 
bis  das  Gleichgewicht  von  neuem  hergestellt  ist.  Soviel  ccm  und  Bruchtheile 
eintauchen,  soviel  gr  und  Bruchtheile  wi^  (bei  4°  C.  Zimmertemperatur)  der 
Körper.  F.  Auerbach. 


Dichte. 

(Dichtigkeit,  spedfisches  Gewicht,  Dampfdichte.) 


Zwei  nahe  verwandte  Begriffe  sind  die  Dichte,  auch  Dichtigkeit  genannt, 
und  das  specifische  Gewicht.  Unter  Dichte  versteht  man  die  Masse 
der  Volumeneinheit,  unter  specifischem  Gewicht  das  Gewicht  der 
Volumeneinheit  eines  Körpers.  Nun  ist  allerdings  Masse  nicht  identisch  mit 
Gewicht  (s.  Grundbegriffe);  aber  an  einem  bestimmten  Orte  der  Erdoberfläche 
ist  das  Verhältniss  von  Masse  und  Gewicht  für  alle  Körper  dasselbe;  dasjenige 
von  Dichte  und  specifischem  Gewicht  wird  es  also  auch  sein.  Der  Werth  dieses 
Verhältnisses  ist  dabei  gleich  der  Beschleunigung,  welche  die  Schwerkraft  an 
dem  betreffenden  Orte  ertheilt  Man  p  flegt  nun  meist  von  diesem  Proportionalitäts- 
faktor abzusehen  und  die  Begriffe  Dichte  und  specifisches  Gewicht  zu  identifi- 
ciren.  Wählt  man  femer  chmm  und  mg,  oder  ccm  und  g,  oder  /  (Liter)  und  ^ 
als  entsprechende  Raum-  und  Gewichtseinheiten,  so  besitzt  die  Raumeinheit 
Wasser  von  4*^  C.  die  Gewichtseinheit,  d.  h.  die  Dichte  oder  das  specifische 
Gewicht  von  Wasser  von  4^  ist  gleich  1.  Man  kann  also  auch  sagen:  Dichte 
oder  specifisches  Gewicht  ist  das  Verhältniss  der  Masse  oder  des 
Gewichtes  eines  Körpers  zur  Masse  oder  dem  Gewichte  eines  gleichen 
Volumens  destillirten  Wassers  von  4°.  Bei  Gasen  vergleicht  man,  statt 
mit  Wasser,  meist  mit  Luft  von  0^  und  760  mm  Druck,  bei  Dämpfen  mit  Luft 
von  gleicher  Temperatur  und  Druck  (Dampfdichte,  s.  unten). 

Messungsmethoden. 
A.    Für  feste   Körper. 
1.  Die  nächstliegende  und  direkteste  Methode  besteht  in  der  Messung  des 
Volumens  des  Körpers,    seiner  Wägung  und  der  Division  der  erhaltenen 
Zahlen  durch  einander. 

a)  Die  Volumenmessung  kann  in  manchen  Fällen,  namentlich  wenn  der 
Körper  regelmässige  Gestalt  hat  (Kugel,  Würfel  u.  s.  w.)  direkt  geschehen,  sei 
es  durch  mechanisches,  sei  es  durch  optisches  Ausmessen. 

b)  In  den  meisten  Fällen  ist  die  direkte  Ausmessung  entweder  überhaupt 
nicht  möglich  oder  zu  ungenau ;  man  wirft  dann  den  Körper  in  eine  Flüssigkeit, 
welche  ihn  nicht  angreift,  und  in  welcher  er  untersinkt;  in  dem  geaichten  und 
graduirten  Getässe,  in  welchem  sich  die  Flüssigkeit  befindet,  kann  man  dann 
die  Volumenzunahme,  also  das  Volumen  des  hineingeworfenen  Köipers  ablesen. 
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Besondere  Messcylinder  dieser  Art  rühren  von  Brügelmann,  Phipson^)  u.  A.  her. 
Genauer  wird  die  Messung,  wenn  man,  nach  dem  Vorschlage  von  Gisevius^  ein 
enges,  mit  dem  Gef^sse  communicirendes  Seitenrohr  benutzt,  in  welchem  dann, 
,  bei  geeigneter  Anordnung,  die  Volumenzunahme  sich  durch  ein  verhältnissmässig 
sehr  beträchtliches  Ansteigen  der  Flüssigkeit  geltend  macht  Schliesslich  kann 
man  auch,  wenn  die  Flüssigkeit  Wasser  oder  ihr  specifisches  Gewicht  bekannt 
ist,  die  überschüssige  Flüssigkeit  austreten  lassen  und  wägen,  womit  offenbar  in 
diesem  Falle  die  Aufgabe  gelöst  ist  Sinkt  der  Köiper  in  der  Flüssigkeit  nicht 
unter,  so  befestigt  man  ihn  an  einem  Draht  und  taucht  ihn  nur  soweit  ein,  dass 
er  gerade  vollständig,  der  Draht  aber  noch  gar  nicht  in  der  Flüssigkeit  sich  be- 
findet Poröse  Köiper  muss  man  duith  einen  geeigneten,  natürlich  möglichst 
dümien  Ueberzug  vor  dem  Eindringen  der  Flüssigkeit  schützen.  Endlich  ist  sorg- 
fältig darauf  zu  achten,  dass  keine  Luftblasen  an  dem  eingetauchten  Körper  sitzen; 
eventuell  sind  dieselben  mittelst  eines  Pinsels  oder  anderweitig  zu  entfernen. 

Die  zuletzt  gemachten  Bemerkungen  gelten  übrigens  auch  für  einen  Theil  der 
nachfolgenden  Methoden. 

2.  Mit  dem  Tarirfläschchen  oder  Pyknometer.  Diese  Methode  ist  eine 
Ausführung  und  Vervollkommnung  des  oben  erwähnten  Verfahrens,  das  überschüssige 
Wasser  austreten  zu  lassen.  Tarirfläschchen  oder  Pyknometer  sind  kleine  Glasgefasse, 
welche,  bis  auf  den  Boden  und  den  kurzen  Hals,  kugelförmig  oder  fläschchen- 
förmig  sind.  Die  innere  Wandung  des  Halses  ist  abgeschliffen,  und  in  sie  passt 
em  hohler  Glasstöpsel,  welcher  unten  zuweilen  ein  in  das  Gefäss  hinabreichendes 
kleines  Thermometer  trägt,  oben  aber  in  eine  capillare  Röhre  ausläuft.  Man 
wägt  das  Pyknometer,  wenn  es  völlig  mit  Wasser  gefüllt  ist  (/),  andrerseits  den 
zu  untersuchenden  Körper  für  sich  (F);  bringt  man  ^ 

nun  den  Körper  hinein,   so  muss  nothwendig  Wasser  11;^. 

aosfliessen,  so  dass,  wenn  man  jetzt  das  Gefäss  mit  V 

Wasser  und  festem  Körper  wägt,  man  nicht  P'\'P,  J^ 

sondern  den  kleineren  Werth  ic  erhält;  die  Differenz  y      ^      ^ 

t  +  P—  IC   ist   also   das  Gewicht   des   ausgetretenen  ^^^^^^'^^^ 

Wassers,  und  folglich  die  Dichte  s  des  Körpers  ^^^^ 

Eine  Form  des  Pyknometers,  welche  die  mancher-         IH 

lei  Fehlerquellen,  die  dem  Verfahren  anhaften,  mög-       Jfc" *^ 

liehst  verringert,  ist  die  von  E.  Wiedemann»)  (Fig.  40).    vln|      ^ 
a  ist  ein  eingeschliffener  Glasstöpsel,  c  ein  Schliff.    Zu-       Ifil^^« 
nächst  wägt  man  das  Pyknometer  mit  dem  schwach  (Ph.40.) 

gefetteten  Stöpsel  a  für  sich,  verbindet  es  dann  mit  dem  anderen  Teil,  schliesst  e^ 
dessen  Hohlraum  vorher  mit  einem  Tropfen  Wasser  gefüllt  worden  ist,  ö&et/  und 
evacuirt  mit  der  Quecksilberluftpumpe  möglichst  bis  zum  Vacuum.  Dann  lässt 
man  aus  h  das  vorher  gut  ausgekochte  Wasser  eintreten,  löst  das  Pyknometer 
bei  c  los,  wischt  das  Fett  ab  und  wägt;  schliesslich  trocknet  man  es  aus,  bringt 
das  Pulver  hinein  und  wiederholt  das  eben  beschriebene  Verfahren. 

Das  WsDEBCANN'sche  Pyknometer  ist  besonders  für  Pulver  sehr  geeignet  Andere 
Formen  rühren  von  Fleck  (für  feinste  Pulver)  und  Piotrowski  (Niederschläge)  her. 

0  S.  Wkd.  Ann.,  Beibl.  6,  pag.  417. 
^  GiSEVius,  Dissertation,  Bonn  1882. 

^  £.  WSDEUANM,  WiSD.  Ann.  17,  pag.  983.  1882.  ^  Modification  von  Schulze,  eben- 
^.  28,  pag.  144.   1886.  Digitized  by  ^^OOgle 
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Es  ist  gleich  hier  auf  die  verschiedenen  Temperatur-Correktionen  hin- 
zuweisen, welche,  wie  bei  allen  Dichtigkeitsbestimmungen,  so  auch  bei  der  An- 
wendung des  Pyknometers  anzubringen  sind.  Zunächst  werde  angenommen,  dass 
während  der  ganzen  Versuchsdauer  die  Temperatur  constant  sei.  Ist  sie  gleich  4^ 
so  erhält  man  ohne  jede  Correktur  die  Dichte  des  Körpers  bei  4^  Ist  sie  eine 
andere,  so  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  alsdann  das  Wasser  nicht  die  Dichte  1, 
sondern  eine  andere  d  hat;  in  demselben  Verhältnis  ist  also  auch  die  wahre 
Dichte  des  Körpers  bei  jener  Temperatur  kleiner  als  die  direkt  gefundene;  man 
muss  also,  um  erstere  zu  erhalten,  letztere  mit  B  multipliciren.  Die  Grösse  6 
kann  man  aus  den  Tabellen  (s.  unten)  entnehmen.  Die  gefundone  Dichte  gilt 
dann  ebenfalls  für  die  Versuchstemperatur. 

Aendert  sich  hingegen  während  des  Versuches  die  Temperatur,  und  ist  de 
bei  der  Wägung  mit  Wasser  allein  /,  bei  der  Wägung  mit  Wasser  nnd  Körper  /', 
so  ist  we^en  der  alsdann  bei  beiden  Wägungen  verschiedenen  Dichtigkeiten  des 
Wassers  d  und  d',  sowie  wegen  der  kubischen  Ausdehnung  des  Glases  (linearer 
Ausdehnungsco^fiicient  ß)  noch  eine  besondere  Correktion  an  dem  Gewichte  des 
ausgetretenen  Wassers  anzubringen,  um  aus  ihm  das  Gewicht  w  des  bei  der 
Temperatur  /'  dem  Körper  gleichen  Volumens  Wasser  zu  erhalten;  es  ist  näm- 
zu  setzen,  weim  g  das  Gewicht  des  leeren  Gefässes  ist, 

Diesen  Werth  hat  man  dann  in  die  Schlussformel  für  die  wahre  Dichte  des 
Körpers 

w 
emzusetzen. 

Will  man  ausserdem  noch  die  Correktion  wegen  des  Gewichtsverlustes  in 
der  Luft  anbringen,  so  benutzt  man  statt  der  letzten  Formel,  unter  X  die  Dichtig 
keit  der  Luft  verstanden,  die  folgende: 

^  =  £(«'-^)-^^- 

In  den  meisten  Fällen  genügt  es,  für  dß  den  Werth  0*000025,  für  X  den 
Werth  0*0012  zu  setzen:  anderenfalls  vergleiche  man  die  unten  folgenden  Tabellen 
und  den  Art.  Ausdehnung.  Der  Einfluss  von  X  wird  verhältnismässig  gross,  weim 
der  untersuchte  Körper  sehr  schwer  oder  sehr  leicht  ist 

Eine  Anzahl  von  hierher  gehörigen  Spezialapparaten,  wie  die  mannigfaltigen 
Densimeter,  Xylometer  u.  s.  w.  hat  ausschliesslich  technisches  Interesse. 

3.  Mit  dem  Volumenometer.  Diese  Methode  hat  den  Vortheil,  dass  man 
den  Körper  überhaupt  nicht  in  eine  tropfbare  Flüssigkeit  zu  bringen  braucht 
An  die  Stelle  der  letzteren  tritt  vielmehr  ein  abgeschlossener  Luftraum,  dessen 
Volumen  man,  zuerst  ohne,  dann  mit  dem  betreffenden  Körper,  durch  Druck- 
messung mit  Benutzung  des  BovLE'schen  Gesetzes  bestimmt  Ist  unter  dem 
Drucke  /  das  Volumen  einer  abgeschlossenen  Lufhnenge  v,  unter  dem  Drucke 
i*  dagegen  F,  so  ist  nach  jenem  Gesetze  y:v=sp:F,  also  ViV^-v^^pip  —  P 
Die  Drucke  misst  man  manometrisch;  richtet  man  es  ausserdem  so  ein,  dass 
das  Differenzvolumen  entweder  bekarmt  ist,  oder  in  eine  kalibrirte  Röhre  fällt, 
so  katm  man  V  bestimmen.  Eine  analoge  Bestimmungf  führt  man  darm  aus, 
nachdem  man  den  festen  Körper  in  denselben  Raum  gebracht  hat:  das  Resultat 
sei  V;  es  ist  dann  V — V*  das  Volumen  des  Körpers,  welches  in  Verbindung 
mit  seinem  absoluten  Gewichte  sein  specifisches  Gewicht  ergiebt 

Diese  Idee  ist  in  den  Apparaten  von  Say,  Kopp,   Regnault,   Ruedorff 
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rnid  PaalzowI)  auf  verschiedenartige  Weise  verwirklicht  worden.  Der  letztge- 
nannte ist  in  Fig.  41  abgebildet;  er  besteht  im  wesentlichen  aus  dem  Geßlss  A 
mit  dem  luftdicht  aufsetzbaren  Deckel  G^  dem  Zusatzraume  B  zwischen  den  Marken 
m  und  m\  dessen  Volumen  a  bekannt  ist,  dem  Schlauch  C  und  dem  mit  semer 
Hilfe  verschiebbaren  Schenkel  D,  welcher  somit  den  Druck  zu  variiren  gestattet; 
im  Uebrigen  erläutert  die  Figur  den  Apparat  Die  Formel  wird  am  einfachsten, 
wenn  man  den  durch  Verschie- 
bung von  2>  in  ^  (dessen  Deckel 
vorher  geschlossen  ist)  entstehen- 
den Unterdruck  mit  /  oder  f 
bezeichnet,  je  nachdem  es  sich 
um  den  Versuch  ohne  Körper 
oder  um  den  Versuch  mit  hinein- 
geworfenem Körper  handelt;  ist 
dann  h  der  Barometerstand,  so 
ist   das  Volumen   des   Körpers 

mid  folglich 

'=f  [i-»-(«-p)4 

wo  g  das  absolute  Gewicht  des 
Köii>ers,  /  die  Temperatur  und 
a  und  ß  die  Ausdehnungscoeffi- 
cientenvonKörper  und  Glas  sind. 

4.  Nach  dem  archimedi- 
schen Princip.  Nach  diesem 
Prindp  verliert  ein  Körper,  in 
eine  Flüssigkeit  getaucht,  soviel 
an  Gewicht,  als  das  Gewicht  der 
von  ihm  verdrängten  Flüssigkeit 
betlägt.  Ist  also  G  sein  Gewicht 
in  Luft,  g  in  Wasser  und  9  das 
spedfische  Gewicht  der  Flüssig- 
keit, so  ergiebt  sich  dasjenige 
des  festen  Körpers  s  aus  der 
Proportion  ^:^ — ^  =  x:a,  also 
G  G 

S=-p^ a,   SpeCiell   S^=ay^ , 

Cr — g         ^  Cr — g 

wenn  die  benutzte  Flüssigkeit  Wasser  von  4^  ist.  Gewöhnlich  hängt  man  den 
Körper  mit  einem  dünnen  Draht  oder  Faden  an  der  Schale  der  zur  Wägung 
dienenden  Waage  auf;  von  dem  Zähler  G  ist  alsdann  das  Gewicht  des  Fadens 
in  Luft,  von  dem  Nenner  G — g  sein  Gewichtsverlust  in  Wasser  abzuziehen. 

Eine  sehr  bequeme  Modifikation  dieses  Verfahrens  stellen  die  Dichtigkeits- 
waagen für  feste  Körper  dar.  Der  Körper  wird  durch  ein  Laufgewicht  äquili- 
brirt,  und  nach  dem  Eintauchen  des  Körpers  in  Wasser  durch  Verschiebung  des 
Läufers   das   Gleichgewicht   wieder   hergestellt;    eine   beigegebene   Tabelle   ge- 

^  Say,  Gilb.  Ann.  2.  1799.  —  Kopp,  Lieb.  Ann.  35.  184a  —  Rbgnault,  Pogg.  Ann.  66. 
1845.  —  RuxDORFF,  Wdsd.  Ann.  6,  pag.  288.  1879.  —  Paalzow,  eb£'3i'J,^^ag.  332.  188 1,  - 


(P11.4L) 


MO 


Methoden  för  feste  Körper. 


Stattet  aus  den  beiden  Läuferstellungen  das  specifische  Gewicht 
des  Körpers  zu  finden. 

5.  Mit  der  Nicholson' sehen  Senkwaage  (Fig.  42).  Die- 
selbe besteht  aus  einem  bohlen,  beiderseits  konisch  zugespitzten 
Messingcylinder,  welcher  oben  an  einem  Stäbchen  einen  Teller, 
unten  ein  konisches  Gewicht  mit  ebenfalls  ebener  Platte  trägt 
Das  Gewicht  des  Apparates  ist  so  gewählt,  dass  eine  an  dem 
Stäbchen  angebrachte  Marke  beim  Eintauchen  des  Apparates  in 
Wasser  aus  diesem  hervorragt.  Man  kann  es  nun  einerseits 
durch  Auflegen  von  Gewichten  G,  andererseits  durch  Auflq[en 
des  zu  untersuchenden  Körpers  K  nebst  geeigneten  Zusatzge- 
wichten g  auf  die  obere  Platte  erreichen,  dass  beide  Mal  die 
Senkwaage  bis  zur  Marke  eintaucht  (vorausgesetzt,  dass  nicht  schon 
der  Körper  allein  zu  schwer  ist).  Dann  ist  offenbar  ir-l-^=s=(r, 
also  G  —-g  das  absolute  Gewicht  des  Körpers.  Legt  man  nun 
drittens  den  Körper  auf  die  untere  Platte,  so  verliert  er  an  Ge- 
wicht, und  man  wird,  um  wieder  auf  die  Marke  eiiuustellen,  zu 
g  noch  ein  weiteres,  dem  Gewichtsverluste  des  Körpers  in  Wasser 
gleiches  Gewicht  ^  auf  die  obere  Platte  hinzufügen,  so  dass  auf 
derselben  jetzt  das  Gesammtgewicht  Cr'  sich  befindet.    Es  ist  dann 


K^h.  iJ.) 


X  = 


G^g 


oder  auch     x  = 


G-g 


g-  G'-i' 

In  neuerer  Zeit  sind  mehrfach  Modifikationen  dieses  Apparates  constmift 
worden. 

6.  Nach  dem  umgekehrten  archimedischen  Princip.  Wenn  man 
einen  Körper  in  Wasser  taucht,  so  nimmt  nicht  nur  das  Gewicht  des  Körpers 
um  das  Gewicht  der  verdrängten  Wassermenge  ab,  sondern  auch  das  Gewicht 
des  Wassers  um  ebensoviel  zu.  Man  wägt  hiemach  ein  Gefäss  mit  Wasser  mid 
bestimmt  dann  die  Gewichtszunahme,  welche  eintritt,  wenn  man  den  betreffenden 
Körper,  den  man  an  einem  Faden  mit  der  Hand  hält  oder  an  einem  festen 
Stativ  aufhängt,  in  das  Wasser  taucht;  der  Quotient  aus  dem  absoluten  Gewichte 
des  Körpers  und  jener  Gewichtszunahme  ist  alsdann  wiederum  sein  spedfisches 
Gewicht. 

7.  Mit  JoLLv's  hydrostatischer  Federwaage.^)  An  einem  spiralförmigen 
Drahte  hängen  übereinander  zwei  Waagschalen,  von  denen  die  untere  ständig  in 
Wasser  taucht.  Je  nachdem  man  den  zu  untersuchenden  Körper  auf  die  obere 
oder  untere  Schale  legt,  erfährt  die  Spirale  die  Verschiebungen  d  und  ^';  es  ist 
dann  s=^d/{d — d*).  Die  Verschiebungen  misst  man  an  einer  Skale  oder,  wenn 
es  sich  um  grössere  Genauigkeit  handelt,  mit  dem  Kathetometer.  Man  kann 
diese  Messungen  auch  vermeiden,  wenn  man  am  unteren  Ende  der  Spirale  eine 
Marke  anbringt  und  nun  (ganz  ähnlich  wie  bei  der  Senkwaage)  die  Gewichte 
bestimmt,  welche,  auf  die  obere  Schale  gelegt,  die  Marke  in  eine  bestimmte 
Stellung  bringen,  je  nachdem  die  Schalen  leer  sind  oder  der  Körper  auf  der 
oberen  oder  drittens  der  Körper  auf  der  unteren  Schale  liegt. 

8.  Auflösungsmethode.  Für  sehr  leicht  lösliche  Substanzen  hat  Zeunber^ 
eine  Methode  angegeben,  welche  im  wesentlichen  darauf  beruht,  dass  ein  mit 
Lufl  und  dem  Körper  gefülltes  Pyknometer  umgekehrt  unter  Wasser  gestülpt  wird. 


1)  V.  JoLLY,  Mttnch.  Ber.  1864,  pag.  162. 

')  ZSHNDER,   WiED.   Add.  29,  pag.  249.    1886. 
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80  dass  beim  Oeffhen  der  Körper  herausfällt, 
statt  dessen  dringt  Wasser  in  das  Fläschclien 
ausserdem  ist  aber  dafür  gesorgt,  dass  die 
an  dem  Körper  haften  gebliebene  Luft  eben- 
£eü1s  wieder  zurückgeführt  wird. 

9.  Durch  Vergleichung  mit  gleich 
dichten  Flüssigkeiten.  Man  stelle  eine 
Flüssigkeit  her,  in  welcher  der  Körper  gerade 
schwebt,  ohne  andererseits  von  ihr  durch- 
drungen oder  chemisch  angegriffen  zu  werden. 
Die  specifischen  Gewichte  sind  alsdann  gleich. 
Hierzu  eignen  sich  u.  a.  folgende  Flüssig- 
keiten, deren  Dichten  meist  zwischen  2  und  4 
liegen:  Merkuronitrat,  Lösungen  von  Queck- 
silbeijodid  in  Jodkalium  oderjddbarium,  Chlor- 
zink oder  Chlorblei  (^=sca.  5),  Lösungen  von 
Wolframboraten  u.  s.  w. 

Nach  J.  JOLV^)  kann  man  diese  Methode 
auch  auf  poröse  Körper,  oder  solche  von 
sehr  grosser  Dichte  anwenden,  indem  man 
sie  in  Paraffin  bettet,  die  Dichte  des  ganzen 
Präparates  bestimmt,  und  schliesslich  den 
Einfluss  des  Paraffins  eliminirt  Als  Flüssig- 
keit wird  hierbei  eine  gemischte  Lösung  von 
Quecksilberjodid  und  Jodkalium  empfohlen, 
der  man  jede  beliebige  Dichte  bis  hinauf  zu 
2-8  geben  kaim.  Man  kann  auf  diese  Weise 
das  spedfische  Gewicht  ganz  kleiner  Körper 
bis  hiiuib  zu  1  cg  bestimmen. 


(P1L4S.) 


B.  Für  Flüssigkeiten. 
1.  Mit  dem  Pyknometer  (s.  o.),  welchem  für  diesen 
Zweck  verschiedene  Formen  gegeben  worden  sind.  Eine 
derselben  zeigt  Fig.  43.  Der  Verschluss  ist  hier  gleich  mit 
einem  Thermometer  verbunden;  A  ist  die  Thermometer- 
kugel, h  die  Schlifistelle,  c  ein  Seitenröhrchen,  in  welchem 
die  Marke  m  zur  Festlegung  eines  stets  gleichen  Flüssigkeits- 
volumens dient  Eine  andere  Form  ist  die  von  Sprengel^ 
^ig.  44).  Von  einem  £/'-Rohr  sind  die  engen  Theile  oben 
nach  beiden  Seiten  horizontal  umgebogen,  wobei  der  linke  a 
kürzer  und  enger  als  der  rechte  b  ist.  Letzterer  trägt  nahe 
der  Biegung  eine  Marke  m.  b  wird  eingetaucht  bei  a  unter 
Einschaltung  eines  Kugelrohres  gesaugt  und  so  lange  ent- 
weder abgetupft  oder  mittelst  eines  Stäbchens  zugegeben, 
bis  in  ^  die  Flüssigkeit  gerade  bis  m  steht  Das  LANDOLT'sche 
Pyknometer^  (Fig.  45)  trägt  beiderseits  Röhrchen  mit  Käppchen; 


(P1L44.) 

die  Füllung 


*)  J.  JOLY,  Proc.  DubL  Soc.  5,  pag.  41.  1886. 

*)  Sfkkngbl,  Pogg.  Ann.  150,  pag.  459.  1873. 

')  Landolt,  Das  optische  Drehungsvermögen  organischer  Substanzen,  Sl^tl^StsiOOQlC 
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erfolgt,  indem  man  das  eine  derselben  durch  einen  aufpassenden  Heber  ersetzt- 
Noch  andere  Formen  sind  von  Kahlbaum i)  angegeben. 

Specielle  Pyknometer  zur  Bestimmung 
des  specifischen  Gewichtes  von  Flüssig- 
keiten bei  höheren  Temperaturen  hat 
R.  Schiff')  construirt 

Hieran  mögen  dann  gleich  einige 
weitere,  vorzugsweise  für  den  Chemiker 
wichtige  Methoden,  deren  Erwähnung  hier 
genügt,  angeschlossen  werden:  Die  Metho- 
den von  Ramsay*)  und  von  Schall*)  für 
siedende  Flüssigkeiten,  sowie  die 
Methode  von  Blümcke*)  fiir  Flüssigkeiten, 
welche  Gase  unter  hohem  Drucke 
absorbirt  enthalten. 

2.  Durch  Wägung  und  Volumen- 
bestimmung.  In  kalibrirten  Röhren  oder 
Gefassen  lässt  sich   letztere    leicht  direkt 
ausfuhren.     Nur  muss  man  die  capillaren 
Fehlerquellen    dadurch    vermeiden,    dass 
man  die  gewogene  Flüssigkeitsmenge  nicht 
iu  die  leere,  sondern  in  die  schon  vorher 
mit  etwas  gleicher  Flüssigkeit  gefüllte  Röhre 
giesst  und  stets  den  horizontalen  Theil  der 
Oberfläche  abliest;  die  Ablesung  selbst  er- 
folgt mit  Skale  oder  Kathetometer. 
3.  Nach  dem  archimedischen  Princip  (s.  o.).    Man  wägt  irgend  einen 
Körper,  z.  B.  eine  an  einem  Draht  aufgehängte,  theilweise  mit  Quecksilber  gefüllte 
Glaskugel  der  Reihe  nach  in  Luft  (1),  in  Wasser  (2),  und  in  der  zu  untersuchenden 

Flüssigkeit  (3);  es  ist 
dann^=(l-3)/(l-2). 
Bei  den  von  Brun- 
ner construirten  Glas- 
stücken ist  der  Ge- 
wichtsverlust in  Was- 
ser gerade  gleich  1  g, 
also  sehr  einfach  i=s 
(1  -  3). 

4.  MitderMoHR- 
schen  Waage.^  In 
derselben  gelangt  das 
vorige  Princip  in  be- 
quemer Weise  zur  An- 
wendung (Fig.  46).  An 


(Ph.  45.) 


(P1L46.) 
Ann.  19,  pag.  378.   1883. 


»)  KAra^AUM,  WiED, 

^  ScmFF,  Chem.  Ber.  14,  pag.  2761.  1881. 

^  Ramsav,  Journ.  Chem.  Soc.  1870. 

^)  Schall,  Chem.  Ber.  17,  pag.  2199.  1884. 

^)  Blümcke,  Wied.  Ann.  23,  pag.  404.  1884 

*)  Mohr,  Pharmaceutische  Technik.  1853. 
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dem  einen  Arm  des  Waagebalkens  hängt  der  Glaskörper  A^  welcher  meist  gleich- 
zeitig als  Thermometer  dient,  und  welcher  durch  ein  Gegengewicht  am  anderen 
Arme  gerade  äquilibrirt  wird.  Giesst  man  dagegen  Wasser  in  das  Geföss,  so 
muss  man  den  Reiter  i'auf  das  Ende  des  in  zehn  Theile  getheilten  Armes  setzen, 
um  das  gestörte  Gleichgewicht  wieder  herzustellen;  das  Gewicht  des  Reiters  ist 
nämlich  gerade  gleich  dem  Gewichtsverluste  des  Glaskörpers  in  Wasser.  Giesst 
man  endlich  statt  Wasser  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  in  das  Gefäss,  so  muss 
man,  wenn  sie  leichter  als  Wasser  ist,  den  Reiter  auf  einen  der  Axe  näheren  Theil- 
strich  bringen,  wenn  sie  schwerer  als  Wasser  ist,  zu  dem  am  Ende  des  Armes  zu 
belassenden  Reiter  noch  einen  oder  mehrere  gleich  schwere  hinzufügen,  und  zwar 
alle  bis  auf  den  letzten  ebenfalls  auf  das  Ende,  den  letzten  aber  auf  den  geeigneten 
Tbeilstrich  setzen.  Erhält  man  auf  diese  Weise  durch  eine  einzige  Wägung  das 
^>ecifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  in  Ganzen  und  Zehnteln,  so  dienen  zwei  weitere 
Reiter,  von  denen  der  eine  0-1 P,  der  andere  O'Ol  P  wiegt,  zur  Ermittelung  der 
zweiten  und  dritten  Decimalstelle.  Bei  concentrirter  Schwefelsäure  müsste  man  z.  B. 
einen  /'-Reiter  an  das  Ende,  einen  anderen  auf  Theilstrich  8,  den  kleinen  Reiter 
auf  4  und  den  ganz  kleinen  auf  8  bringen;  es  ergiebt  sich  also  ^  =  1*848. 

Derartige  Waagen  werden  in  verschiedenartiger  Ausführung,  nament- 
lich von  Westphal,^)  Rohrbeck  und  Reimann  hergestellt.  Uebrigens 
sei  bemerkt,  dass  in  derselben  Weise,  wie  hier  die  Hebelwaage,  so 
auch  die  Neigungswaage  imd  Waagen  anderer  Art  zur  Bestimmung 
des  specifischen   Gewichtes   verwendet  werden  können.') 

5.  NGt  der  Nicholson' sehen  Senkwaage  (s.  o.).  Ist  deren  Ge- 
wicht A^  und  P  das  Uebergewicht,  das  erforderlich  ist,  um  in  Wasser 
die  Marke  einzusteUen,  so  ist  ^  -H  Z'  das  Gewicht  des  dem  eintauchen- 
den Theile  gleichen  Volumens  Wasser;  ist  nun  das  in  der  zu  imter- 
SQchenden  Flüssigkeit  zur  Einstellung  der  Marke  erforderliche  Ueber- 
gewicht p,  so  ist  5  =  (^  '^P)/{^  -+-  -P)' 

Eine  hydrostatische  Waage,  welche  gewissermaassen  eine  Umkehrung 
der  NiCHOLSON'schen  Senkwaage  ist,  hat  J.  Joly^  construirt,  hauptsäch- 
lich in  der  Absicht,  die  aus  der  Adhäsion  sich  ergebenden  Fehler  zu 
verringern. 

6.  Mit  der  Jolly' sehen  Federwaage  (ganz  analog  wie  oben  bei 
festen  Körpern). 

7.  Mit  dem  Aräometer.  Während  man  bei  der  Senkwaage  durch 
Veränderung  des  Gewichtes  stets  dasselbe  eingetauchte  Volumen  erreicht, 
bleibt  hier  umgekehrt  das  Gewicht  des  Tauchkörpers  stets  dasselbe, 
und  man  beobachtet,  wie  weit  derselbe  in  der  betreffenden  Flüssigkeit 
eintaucht  In  Folge  ihrer  Bequemlichkeit  hat  diese  Methode  in  der 
Praxis  eine  grosse  Verbreitung  gefunden;  aber  auch  in  der  Wissenschaft 
ist  sie,  wenn  es  sich  weniger  um  Genauigkeit  als  um  Schnelligkeit 
handelt,  häufig  brauchbar.  Fig.  47  stellt  ein  Aräometer  typisch  dar. 
Wie  man  sieht,  besteht  dasselbe  aus  einer  Glasröhre,  welche  unten  zur 
Beschwerung  etwas  Quecksilber  enthält  und  oben  in  eine  engere  Röhre 
ach  fortseut,  damit  schon  ein  kleiner  Unterschied  der  eingetauchten 
Volumina  sich  durch  einen  verhältnissmässig  grossen  Längenunterschied    ^^^^'^-^ 

*)  Wbstphal,  Arch.  Pharm.  lo,  pag.  322.  1867. 

*)  S.  bieraber  den  Bericht  ttb.  die  Lond.  Aasst     Braunschw.  1878,  pag.  264  ff. 

»)  J.  JOLY,  Proc.  Dubl.  Soc.  5,  pag.  347-  1887.  Digitized  by  GoOglc 
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des  herausragenden  Stückes  zu  erkennen  gebe,  d.  h.  damit  auf  der  auf  dieser 
Verlängerung  angebrachten  Skale  die  Theilstriche  recht  weit  auseinander  kommen; 
die  Empfindlichkeit  wird  dann  eine  um  so  grössere  sein.  Bei  einem  derartigen 
Apparate  ist  offenbar  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  in  welche  man  ihn 
eintaucht,  dem  eingetauchten  Volumen  umgekehrt  proportional.  Die  Skale 
muss  also  Volumentheile  angeben.  Man  stellt  sie  jedoch  gewöhnlich  nicht 
durch  wirkliche  Ausmessung  der  Volumina  her,  sondern  kalibrirt  sie  empirisch. 
Dabei  beschränkt  man  sich,  damit  der  Apparat  nicht  zu  lang  werde,  auf  die 
Herstellung  einer  Skale,  welche  entweder  für  Flüssigkeiten,  die  schwerer  als 
Wasser  sind,  oder  für  Flüssigkeiten,  die  leichter  als  Wasser  sind,  brauchbar 
ist.  Im  ersteren  Falle  misst  man  die  vor  dem  Zuschmelzen  der  Röhre 
einzufüllende  Quecksilbermenge  so  ab,  dass  beim  Eintauchen  in  Wasser  die 
Skale  gänzlich  eintaucht  und  folglich  die  Wassermarke,  die  man  jetzt  anbringt, 
ganz  oben  hinfällt.  Nach  dem  Zuschmelzen  taucht  man  dann  den  Apparat 
in  eine  schwere  Flüssigkeit,  z.  B.  von  x  =  2.  Die  entsprechende  Marke  liefert 
dann  den  anderen  festen  Punkt  der  Skale,  und  es  erübrigt  nur  noch,  den 
Raum  zwischen  beiden,  resp.  auch  noch  über  letztere  hinaus,  in  gleiche 
Theile  zu  theilen.  Am  bequemsten  sind  die  Skalen,  auf  welchen  unmittelbar 
die  spedfischen  Gewichte  angegeben  sind;  bei  anderen  ist  die  Wassermarke  mit 
100,  die  andere  mit  50  bezeichnet,  so  dass,  wenn  man  die  2^hl  n  abliest, 
s  =  100/;i  ist.  Ganz  analog  bei  den  für  leichtere  Flüssigkeiten  bestimmten  Aräo- 
metern; nur  liegt  hier  die  Wassermarke  am  unteren  Ende  der  Skale,  und  die 
andere  Marke  wird  durch  eine  leichte  Flüssigkeit  ermittelt. 

Zuweilen  nennt  man  Aräometer,  welche  gleich  die  specifischen  Gewichte 
angeben,  Densimeter,  die  anderen  Volumeter. 

Eine  besondere  Klasse  von  Aräometern  hat  die  Bestimmung,  durch  Messung 
des  specifischen  Gewichtes  von  Flüssigkeitsgemischen,  Lösungen  oder  Lösungs- 
gemischen den  Antheil  der  einzelnen  Bestandtheile,  d.  h.  die  Zusammen- 
setzung der  Flüssigkeit  zu  ermitteln.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass 
diese  Ermittelung  nicht  etwa  immer  auf  rechnerischem  Wege  erfolgen  kann. 
Sind  nämlich  s,  s\  S  die  specifischen  Gewichte  der  Bestandtheile  und  der 
Mischung,  und  sind  in  100  Volumentheilen  der  letzteren  v  resp.  v*  Volumentheile 
der  Bestandtheile  enthalten,  so  drückt  die  Gleichung 

100  S=^vs  +  v's' 
die  Thatsache  aus,  dass  das  Gesammtgewicht  gleich  der  Summe  der  einzelnen 
Gewichte  ist.    Kann  man  nun  weiter  annehmen,  dass  auch  das  Volumen  nach 
der  Vereinigung  gleich  der  Summe  der  einzelnen  Volumina  ist,  so  kann  man 
100  —  V  statt  v'  schreiben,  also 

100  5  =  z/f  -+-  (100  -  v)  s' 
setzen,  wodurch 

z;=100^^^ 

wird.  In  vielen  Fällen  findet  aber  bei  der  Vereinigung  zweier  Stoffe  eine 
Volumenänderung  statt.  Dann  muss  man  zunächst  mittelst  anderer  Methoden 
die  specifischen  Gewichte  der  verschiedenen  Mischungen  jener  Stoffe  ermitteln 
und  hiemach  die  betreffende  Aräometerskala  berechnen. 

So  verhält  es  sich  z.  B.  bei  Mischungen  von  Wasser  und  Alkohol  (s.  unten) ; 
die  betreffenden  Apparate,  welche  Alkoholometer  heissen,  sind  daher  sämmt- 
lich  empirisch,  von  den  verschiedenen  Construkteuren  aber  ganz  verschieden 
graduirt.     Die  älteren  Apparate,  z.   B.  von  Baum£,  ^^"^^  b^^^f^^»  haben 
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ganz  wSlkürliche  Skalen;  bei  den  neueren  ^aber  auch  einigen  alten,  wie  denen 
von  Gay-Lxjssac  und  Tralles)  liest  man  unmittelbar  den  Procentgehalt  an  Al- 
kohol ab,  und  zwar  bei  dem  von  Tralles  die  Raumprocente,  bei  dem  von 
Richter  die  Gewichtsprocente. 

Andere  Instrumente  dieser  Art  sind  die  Oelmesser,  Galaktometer, 
Laugenmesser,  Sacharometer,  Salzwaagen  u.  s.  w.  Zur  Reduction  einiger 
willkürlicher  Aräometerskalen  auf  specifische  Gewichte  diene  folgende  Tabelle: 


Leichter  als  Wasser 

Schwerer  als  Wasser 

Spec.  Gew. 

BAUMli 

Beck 

Cartibr 

Spec.  Gew. 

Baum£ 

Beck 

0-75 
0*80 
0-85 
0-90 
0-95 
lOO 

58-4 
46-3 
35-6 
26-1 
17-7 
100 

56-7 
43-5 
30O 
18-9 
8-9 
00 

4d'0 
83-6 
25-2 
17-7 
110 

l-O 
M 
1-2 
1-3 
1-4 
1-5 
1-6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 

00 
13-2 
24-2 
33-5 
41*5 
48*4 
54-4 
59-8 
64-5 
68-6 
72-6 

00 
15-4 
28*3 
39-2 
48-6 
56-7 
63-7 
700 
75-6 

8.  Durch  Vergleichung  mit  festen  Körpern  von  bekanntem  specif. 
Gewicht.  Als  solche  können  für  rasche  Bestimmungen  die  WiLSON^schen  Glas- 
perlen dienen;  man  wirft  dieselben,  deren  jede  ein  anderes  auf  ihr  bezeichnetes 
spec.  Gewicht  hat,  in  die  betreffende  Flüssigkeit;  es  werden  dann  sämmtliche  bis 
auf  eine  entweder  untersinken  oder  oben  schwimmen,  und  nur  jene  eine  wird 
im  Innern  der  Flüssigkeit  schweben;  dem  specif.  Gewicht  dieser  kommt  das  der 
Flüssigkeit  am  nächsten. 

9.  Mit  communicirenden  Röhren.  In  zwei  communicirenden  Röhren 
verhalten  sich  die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  umgekehrt  wie  ihre  specif. 
Gewichte.  Dieser  Satz  liefert  also  eine  Methode  zur 
Bestimmung  der  letzteren,  bei  welcher  nur  Längen- 
messungen  resp.  Skalenablesungen,  aber  gar  keine 
Wägung  erforderlich  ist  Bei  Flüssigkeiten,  welche 
äch  bei  der  gegenseitigen  Berührung  nicht  beein- 
flussen, kann  man  einfach  ein  U-Rohr  mit  langen 
Schenkeln  anwenden  und  zuerst  Wasser,  dann  die 
Flüssigkeit  einfüllen  resp.  umgekehrt,  je  nachdem  die 
Flüssigkeit  leichter  oder  schwerer  als  Wasser  ist;  es 
steht  dann  schliesslich  die  schwerere  Flüssigkeit  in 
dem  einen  Schenkel,  in  der  Biegung  und  im  anderen 
Schenkel  bis  zur  Nullmarke,  wo  sich  dann  die  an- 
dere anschliesst;  in  gleicher  Höhe  mit  der  erwähnten  Marke  befindet  sich  eine 
solche  auch  in  dem  ersten  Schenkel,  und  von  diesen  Marken  nach  oben  laufen 
die  Skalen.  Reicht  das  Wasser  bis  m,  die  Flüssigkeit  bis  n^  so  ist  5=  min.  Darf  die 
Flüssigkeit  mit  Wasser  nicht  in  Berührung  kommen,  so  trennt  man  sie  entweder  durch 
Quecksilber,  das  man  vorher  in  die  Biegung  giesst,  so  dass  es  beiderseits  bis  zu 
den  Nullmarken  reicht,  und  füllt  dann  in  die  eine  Röhre  Wasser,  in  die  andere 
so  viel  Flüssigkeit,  bis  dies  wiederum  der  Fall  ist;  oder  man  wendet  eine  Röhre > 
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von  der  in  Fig.  48  angedeuteten  Fonfi  an;  zwischen  beiden  Flüssigkeiten  befindet 
sich  dann  freilich  in  der  Regel  comprimirte  Luft;  ihr  Druck  ist  aber  beiderseits 
der  gleiche  und  kommt  daher  nicht  in  Betracht 

Bei  anderen  Apparaten  dieser  Art  füllt  man  die  beiden  Flüssigkeiten  nicht 
ein,  sondern  lässt  sie  in  einem  luftverdünnten  Räume  aufsteigen;  ein  solcher 
wurde  zuerst  von  Alexander  angegeben.  Sehr  bequem 
ist  das  pneumatische  Densimeter  von  Michaelis 
(Fig.  49)  1).  Mit  der  Schraube  D  presst  man  aus  einem 
Gummiball  C  etwas  Luft  heraus,  die  durch  Ä  aus  E 
und  F  entweicht.  Dann  lässt  man  die  Gefässe  K  und 
^  mit  dem  Querbalken  G  herab,  füllt  K'  mit  Wasser, 
K  mit  der  Flüssigkeit  und  hebt  sie  jetzt  wieder  so  weit, 
bis  die  Röhren  eintauchen.  Nun  dreht  man  D  wieder 
zurück,  sodass  C  sich  erweitert  und  die  Flüssigkeiten 
in  E  und  F  aufsteigen.  Durch  combinirte  Benutzung 
der  drei  Schrauben  Z>,  J  und  /'  bringt  man  dann  die 
Flüssigkeiten  in  F,  K  und  K^  resp.  bis  zu  den  Marken 
V  M  M\  Der  Stand  in  E  ist  dann  unmittelbar  das 
gesuchte  specif.  Gewicht. 

Weitere  hierher  gehörige  Methoden  oder  Apparate 
sind  von  Bohn,  Handl«),  Amat  u.  A.  angegeben  worden. 
C.     Für  Gase  und  Dämpfe. 
Zu  der  eingangs  gegebenen  Definition  ist  hier  noch 
folgendes  zu  bemerken.     Zunächst  kann  man   entweder 
Wasser  von  4°  oder  Luft  von  0°  und  760  mm  Queck- 
silberdruck als  Einheit  zu   Grunde    legen.     In   beiden 
Fällen   hat  man  es  mit  einer  Grösse  zu   thun,    welche 
von  dem  Druck  und  der  Temperatur  des  betreffenden 
(Ph.49.)  Gases  in  hohem  Grade  abhängig  ist,  so  dass  es  sich  hier 

nicht  bloss,  wie  bei  dem  Einfluss  der  Temperatur  auf  das  spec.  Gewicht  der  festen 
und  flüssigen  Körper,  um  eine  Correktion  handelt.  Man  muss  sich  also  entweder 
darauf  beschränken  zu  sagen:  Das  Gas  hat  bei  der  Temperatur  /und  dem  Druck 
p  das  spec.  Gewicht  s  (bezogen  auf  Luft  von  0°  und  760  mm)  oder  man  muss 
eine  ganze  Versuchsreihe  anstellen,  um  das  spec.  Gewicht  des  Gases  bei  ver- 
schiedenen Drucken  und  Temperaturen  zu  bestimmen.  Für  die  eigentlichen  Gase, 
d.  h.  für  diejenigen  Stoffe,  welche  bei  gewöhnlicher  Temperatur  und  Druck  gas- 
förmig sind,  ist  dies  nun  aber,  wenigstens  für  die  Ermittelung  der  spec.  Gewichte 
innerhalb  dieses  Temperatur-  und  Druckbereiches,  deshalb  nicht  nöthig,  weil  das 
Verhalten  dieser  Stoffe  sehr  näherungsweise  durch  die  Gesetze  von  Boyle  und 
Gay-Lussac  bestimmt  wird,  sodass,  wenn  man  das  spec.  Gewicht  des  Gases  in 
einem  einzigen  Zustande,  z.  B.  bei  0°  und  760  mm  kennt,  es  sich  fUr  jeden 
anderen  Zustand  nach  der  Formel 

_      ± 1_ 

'^""'^<>  760'  1  -+-a/ 

berechnen  lässt,  wo  a  =  0,00367  ist.  Da  diese  Formel  für  alle  der  erwähnten 
Klasse  angehörigen  Gase  die  gleiche  ist,  so  wird  das  spec.  Gewicht  eines  Gases 
bei  0  und  760,  bezogen  auf  Luft  von  0  und  760,   genau  ebenso  gross  sein,  wie 


1)  Michaelis,  Z.  f.  Instr.  K.  1883.  pag.  268. 

3)  Handl,  Z.  z.  Ford.  d.  phys.  Unt.  2,  pag.  155.  1885. 
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das  spec.  Gewicht  des  Gases  bei  /  und  p^  bezogen  auf  Luft  bei  /  und  p.  Macht 
man  daher  nunmehr  die  Unterscheidung,  dass  man  den  Ausdruck  spec.  Gewicht 
stets  dann  gebraucht,  wenn  Wasser  von  4°  oder  Luft  von  0°  und  760  als  Ein- 
heit zu  Grunde  liegt,  den  Ausdruck  Dichte  dagegen,  wenn  man  das  Gas  immer 
mit  Luft  von  gleicher  Temperatur  und  Druck  vergleicht,  so  kann  man  sagen: 
das  spec.  Gewicht  der  Gase  ist  eine  variable,  die  Gasdichte  ist  eine  constante 
Grösse.  Anders  verhält  es  sich  bei  den  übrigen  Gasen,  den  sogen.  Dämpfen, 
welche,  ausser  bei  ganz  hohen  Temperaturen,  dem  Boyle-  GAY-LussAc'schen 
Gesetz  auch  nicht  annähernd  gehorchen.  Hier  wird  nicht  nur  das  spec.  Ge- 
wicht, sondern  auch  die  Dichte,  die  sogen.  Dampfdichte,  mit  Druck  und  Tem- 
peratur variiren,  wenn  auch  nicht  so  stark  wie  jenes.  Aus  chemischen 
Gründen  pflegt  man  bei  Dämpfen  meist  nicht  das  spec.  Gewicht,  sondern  die 
Dampfdichte  zu  ermitteln.  Man  muss  dabei  im  allgemeinen  das  /  und  /  hinzu- 
fügen, füi  welches  sie  gelten  soll;  thut  man  es  nicht,  so  heisst  das:  p  und  / 
haben  solche  Werthe,  dass  der  Dampf  von  seinem  Condensadonspunkte  weit 
entfernt  ist,  sich  also  wie  ein  Gas  verhält    (Tabelle  11). 

Methoden  für  Gase.  1.  Direkte  Methoden.  Ein  Glasballon,  dessen 
Volumen  v  durch  Füllung  mit  Wasser  und  Wägung  dieses  Wassers  ermittelt  ist, 
wird  bei  /^  und  dem  Barometerstand  b  mit  dem  Gase  gefüllt  und  gewogen. 
Das  Gewicht  sei  G,  Dann  wird  mittelst  eines  am  Ballon  angebrachten  Hahnes 
durch  Verbindung  mit  einer  Luftpumpe  einTheil  des  Gases  ausgepumpt,  sodass 
der  Druck  im  Ballon  nur  noch  ^,  und  das  Gewicht  G  ist.  Es  ist  dann,  wie  leicht 
auszurechnen,  das  spec.  Gewicht  bei  0  und  760 

G^G     760   ,,  . 

Diese  Methode^),  ohne  weiteres  angewandt,  würde  aber  wegen  der  Aus> 
dehnung  des  Glases,  des  Gewichtsverlustes  in  Luft  u.  s.  w.  zu  ungenaue  Resultate 
ergeben.  Die  Ausdehnung  des  Glases  wurde  zuerst  von  Araco  und  Biot  be- 
rücksichtigt, und  zwar,  wenn  ß  der  betrefiende  Coeffizient  ist,  durch  Hinzufügung 
des  Factors  1  +  ß/  im  Nenner.  Ein  von  allen  Fehlerquellen  freies  Verfahren 
wandte  Regnault^)  an.  Anstatt  den  Ballon  mittelst  Gewichten  zu  äquilibriren, 
hängte  er  an  die  andere  Wagschale  einen  zweiten  Ballon  von  demselben  Glase 
und  möglichst  gleichem  Volumen.  Der  kleine  Gewichtsunterschied,  welchen  die 
Ballons,  mit  Wasser  gefüllt,  ergaben,  wurde  durch  ein  Zusatzgewicht  ausgeglichen, 
ebenso  des  weiteren  die  Gleichgewichtsstörung,  welche  beim  Eintauchen  der 
Ballons  in  Wasser  in  Folge  ihrer  Volumenverschiedenheit  eintrat,  durch  Anhängen 
eines  kleinen  Glaskörpers  an  die  den  kleineren  Ballon  tragende  Schale.  Hier 
mit  ist  der  Einfluss  der  Luft  eliminirt  Mittelst  eines  eigenen  Apparates  wird 
nun  der  grössere  Ballon  mit  Gas  von  0°,  dem  Drucke  p  und  völliger  Trocken- 
heit gefüllt;  das  zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  jetzt  von  neuem  erforder- 
liche Zusatzgewicht  sei  g.  Bei  der  Wiederholung  des  Versuches  habe  das  Gas 
wieder  0^  aber  den  Druck  /'  und  das  Zusatzgewicht  sei^';  es  ist  dann,  bezogen 
auf  Wasser, 

_g  —  g'     760 
^0—      ^      p^p^ 


*)  Arago  u.  Biot,  M&n  Ac.  1806.  —  Dumas  u.  Boüssingault,  Ann.  Ch.  Phys.  (3)  3.  1841. 

*)  Regnault,   Mem.  Acad.  21.    —    Andere  Abänderungen  rühren  von  Büff,  Marchand 

«.  A.  her.  j 
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und,   bezogen  auf  Luft,  wenn  man  mit  dieser  die  entsprechenden  Versuche  an- 
stellt, und  dabei  P  und  F,  G  und  G*  findet: 

2.  Durch  Ausströmungsversuche.  Sowohl  die  Theorie  von  Daniel 
Bernouilli»),  als  auch  die  Versuche  von  Graham«),  Bunsen»)  u.  A.  führen  zu 
dem  Satze,  dass  die  Ausströmungszeiten  gleicher  Volumina  verschiedener  Gase 
aus  engen  Oefl&iungen  in  dünner  Wand  den  Quadratwurzeln  aus  ihren  specif. 
Gewichten  proportional  sind;  beobachtet  man  also  die  Ausflusszeiten  /  und  /g 
für  ein  Gas  und  für  Luft,  so  findet  man,  bezogen  auf  Luft, 


-(e- 


3.  Nach  dem  archimedischen  Prinzip.  Auf  diesem  beruhende  Apparate 
sind  insbesondere  von  Lux*)  und  Lommel^)  construirt  worden.  Da  es  mit  Schwierig- 
keiten verknüpft  ist,  das  Gefäss,  in  welches  der  in  diesem  Falle  nothwendiger 
Weise  grosse  Senkkörper  eintaucht,  gasdicht  zu  machen  und  längere  Zeit 
hindurch  mit  der  gleichen  Gasmenge  gefüllt  zu  erhalten,  so  lässt  man  lieber 
einen  continuirlichen  Gasstrom  durch  das  Gefäss  hindurchgehen;  auch  dann  wird 
das  archimedische  Prinzip  angewendet  werden  dürfen. 

Lux*)  hat  übrigens  für  denselben  Zweck  auch  andere  Apparate  construirt, 
darunter  solche^  welche  das  spec.  Gewicht  der  Gase  unmittelbar  auf  einer  Skala 
abzulesen  gestatten. 

4.  Besondere  Apparate  und  Methoden  für  hohe  Temperaturen,  z.  B. 
der  Apparat  von  V.  Meyer. 

Methoden  für  Dämpfe.  L  Durch  Wägung  und  Volumenmessung 
des  Dampfes.  Bei  dieser  von  Dumas ^)  eingeführten  Methode  kann  man  sich 
folgenden  Apparates  bedienen  (Fig.  50). 

An  einem  Glasballon  A  von 
ca.  V4  Liter  Inhalt  ist  eine,  am  Ende 
c  sich  etwas  verengende  Glasröhre 
b  b  angesetzt.  Man  bringt  einige 
Gramm  der  Flüssigkeit,  deren 
Dampf  untersucht  werden  soll,  in 
den  Ballon.  Das  Bad,  in  welchem 
sich  der  Ballon  befindet  (z.  B.  ein 
Oelbad),  erhitzt  man  auf  10  bis  20^ 
über  den  Siedepunkt,  sodass  die 
ganze  Substanz  in  dem  Ballon  ver- 
dampft ist,  was  man  an  dem  Auf- 
iFJLoü.;  hören  des  Dampfaustrittes  aus  c  er- 

kennt.    Es   sei  bemerkt,    dass  c  frei  in  die  Luft  münden  kann,   besser  aber  mit 
einem  Condensationsapparat   e  df,  I<uftpumpe  und  Manometer  verbunden  wird. 

1)  D.  Bernouilu,  Hydrodynamica,  Argent.  1738;  pag.  224. 

')  Graham,  Phil.  Mag.  (3)  2,  pag.  175.  1833.  —  Trans.  R.  Soc.  1846,  pag,  573.  — 
1863,  pag.  385. 

3)  BuNSEN,  Gasometrische  Methoden,  Braunschw.  1857,  pag.  128. 

*)  Lux,  Zeitschr.  f.  Instr.  K.  1885,  pag.  411 ;  1886,  pag.  255.  —  Z.  f.  anal. Ch.  25,  pag.  3. 1886. 

^)  LoMMEL,  Z.  f.  Instr.  K.  1886,  pag.  109.  —  Wied.  Ann.  27,  pag.  144.   1886. 

^)  Dumas,  Pogg.  Ann.  Bd.  9.     1827. 
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Man  schmilzt  nun  bei  c  zu,  liest  bei  f  und  p^  ab,  trocknet  den  herausgenommenen 
und  abgekühlten  Ballon  ab,  wägt  ihn  und  liest  wieder  t  und  p  ab.  Endlich  wägt 
man  nach  Abbrechen  der  Spitze  den  Ballon,  einmal  mit  Luft,  sodann  mit  Wasser 
gefüUt.  Die  Gewichte  des  Ballons  mit  Wasser,  Luft,  Dampf  seien  My  m,  m\  die 
Dichte  von  Luft  und  Wasser  <s  und  5,  endlich  3  ß  der  kubische  Ausdehnungs- 
coefi&zient  des  Glases;    dann  ist  die  gesuchte  Dampfdichte 


x^    1  -+-0-00367^'.,      ^^,^       .,, 

oder  angenähert,  aber  nur  für  rohe  Zwecke 

0-00367  / 


fni  —  m\       \p'  \ 


■  000367  /'  • 

.  Modifizirte  Gestalten  erhielt  der  Ballon  durch  Playfair  und  Wanklyn, 
Pettersson  und  Pawlewski^);  letzterer  verkleinerte  ihn  überdies  auf  20  bis-  30  ccm 
und  ersetzte  das  Zuschmelzen  des  Röhrchens  durch  rasches  Schliessen  desselben, 
wodurch  man  den  Vortheil  erlangt,  Experiment  und  Rechnung  zu  vereinfachen. 
Femer  wenden  Devill^  und  Troost^)  ein  Dampfbad  an,  um  das  Verfahren  auf 
höhere  Temperaturen  anwendbar  zu  machen;  der  Ballon  ist  dabei  aus  Glas  oder 
wenn  440°  überschritten  werden,  aus  Porzellan. 

Sehr  einfach,  aber  oft  brauchbar,  ist  die  REONAULT'sche  Methode»).  In  zwei 
lose  verschlossenen  eisernen  Flaschen  wird  gleichzeitig  Quecksilber  und  die  zu 
untersuchende  Substanz  erhitzt,  sodass  die  überschüssigen  Dämpfe  entweichen; 
dann  wird  wieder  abgekühlt  und  die  Gewichte  m  und  m^  der  Substanz  und  des 
Quecksilbers,  welche  zurückgeblieben  sind,  gemessen;  sind  v  und  v^  die  Volumina 
der  Flaschen,  so  ist  (da  die  Dampfdichte  des  Quecksilbers  etwa  6,98  ist) 

^=6-98—^. 

Endlich  ist  noch  die  Methode  von  Bunsen^)  zu  erwähnen,  welche  unmittelbar 
die  Gewichte  gleicher  Volumina  Dampf  und  Luft  bei  gleichem  /  und  p  liefert. 

2.  Durch  Volumenmessung  des  Dampfes,  welchen  ein  gegebenes 
Flüssigkeitsgewicht  entwickelt.  Diese  Methode  ist  die  älteste  von  allen 
und  von  Gay-Lüssac*)  ersonnen  worden.  In  einem  eisernen,  zum  Theil  mit 
Quecksilber  gefüllten  Gefasse  erhebt  sich  eine  oben  geschlossene,  weite,  mit 
ihm  communizirende  Glasröhre,  welche,  da  sie  nur  etwa  halb  so  lang  wie  eine 
Barometerröhre  ist,  völlig  mit  Quecksilber  angefüllt  ist.  In  ein  Kügelchen  aus 
ganz  dünnem  Glase,  das  an  einer  Stelle  in  eine  offene  Spitze  ausläuft,  bringt 
man  die  zu  untersuchende  Substanz  in  festem  oder  flüssigem  Zustande,  und 
schmilzt  dann  die  Spitze  zu.  Nun  lässt  man  das  Kügelchen  von  unten  in  die 
Röhre  aufsteigen,  umgiebt  letztere  zum  Zwecke  der  Temperaturmessung  mit 
einem  weiten  Glasrohr  mit  Wasser  und  setzt  den  ganzen  Apparat  auf  einen 
Heizofen.  Das  Kügelchen  wird  dann  sehr  bald  zersprengt,  die  Substanz  ver- 
dampft  und   drückt   das  Quecksilber   bis   zu    einem  Theilstrich   der  kalibrirten 


1)  Pawlewski,  Ch.  Ber.  16,  pag.  1293.     1883. 

*)  Deville  u.  Trogst,  Ann.  Ch.  Phys.  (3)  58,  pag.  257.     1858. 

')  Rsgnault,  ebd.  (3),  63,  pag.  45.     1861. 

*)  BONSSN,  Lieb.  Ann.  141,  pag.  273.     1867. 

*)  Gay-Lüssac,  Ann.  Chim.  Phys.  80,  pag.  118.   181 1.  Digitized  byGoOQlC 
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Röhre  hinab,  an  welchem  man  das  auf  0°  bezügliche  Volumen  direct  ablesen 
kann.  Wog  die  in  das  Ktigelchen  gebrachte  Substanz  w,  ist  das  abgelesene 
Dampfvolumen  z^q  und  3ß  der  kubische  Ausdehnungscoefficient  des  Glases,  so 
ist  bei  der  im  Wasserrohr  gemessenen  Temperatur  / und  bei  dem  Drucke  p^b 
—  h  (b  Barometerstand,  h  Quecksilberhöhe  in  der  Röhre) 


d^ 


tn 


^0(1  + 3ß/)* 


Die  Methode,  resp.  der  Apparat  hat  dann  später  durch  Landolt^),  Gra- 
BowsKi,  ganz  besonders  durch  A.  W.  v.  Hofmann  ^)  mannigfaltige  Verbesserungen 
erfahren. 

3.  Verdrängungsmethode. 

a)  Verdrängung  von  Flüssigkeiten.  Diese  Methode  rührt  von  A.  W. 
V.  Hofmann  3)  her  und  ist  von  V.  Meyer*)  u.  A.  modificirt  worden. 

Am  besten  bedient  man  sich  hierzu  folgenden  Apparates  (Fig.  51).  In  »3 
wird  die  Substanz  (Gewicht  w)  gebracht,   dann  durch  die  Röhre  a  Quecksilber, 

der  Ballon,  wenn  er  voll  ist,  oben  zugeschmolzen, 
Quecksilber  nachgegossen,  bis  es  bei  c  ausfliesst,  dann 
der  Ballon  in  das  Bad  gebracht,  so  dass  Quecksilber 
ausfliesst,  /  und  /  abgelesen,  herausgenommen  und 
der  Quecksilberstand  im  Ballon  bezeichnet  Der 
Druckunterschied  zwischen  diesem  Stande  und  c  sei, 
auf  0°  reducirt,  ^';  femer  sei  /q  die  Anfangstemperatur 
des  Quecksilbers,  a  sein  Ausdehnungscoefficient,  ic  seine 
Spannkraft  bei  /^  h  seine  Dichte,  v  das  beobachtete 
Volumen  des  Dampfes;  endlich  M  das  Gewicht  des 
ganzen,  M^  das  des  ausgeflossenen  Quecksilbers. 
Durch  Einführung  der  nöthigen  Correctionen  und 
Constanten  erhält  man  dann 


(Phys.  5t) 


z;  = 


M  . 
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m  760  (1  4-  0  00367  /) 


und  hiermit  schliesslich 

"^""0-001296  2/        /-+-/  — iu 

Bei  der  MEYER'schen  Modification  tritt  WooD'sches  Metall  an  die  Stelle  von 
Quecksilber. 

b)  Verdrängung  von  Gasen.  Die  erste  derartige  Anordnung  rührt  von 
DuLONG*)  her,  die  einfachste  und  brauchbarste  aber  von  V.  Meyer*)  (Fig.  52). 
An  einen  Cylinder  von  100  ccm  Inhalt  und  200  mm  Höhe  wird  ein  600  mm  langes, 
6  mm  weites  Glasrohr  angeschmolzen,  das  oben  in  der  Erweiterung  ä  endet  und 
durch  einen  Kautschukpfropfen  verschlossen  ist  Bei  a  geht  ein  enges  Seiten- 
rohr ab,  das  bald  nach  unten  umbiegt  und  in  Wasser  unter  der  Oeffhung  eines 
kalibrirten  Rohres  endigt.    Das  Rohr  db  steckt  in  einem  weiteren  Rohre,  das,  je 


*)  Landolt,  Ch.  Bcr.  5,  pag.  497.  1872. 

')  A.  W.  V.  Hofmann,  Ch.  Her.  i  u.  ff. 

^  V.  Hofmann,  Lieb.  Ann.  Suppl.  i,  pag.  10.  1861. 

*)  V.  Meyer,  Ch.  Ber.  9,  pag.  1216;    11,  pag.  2068  u.  s.  w. 

s)  DüLONG,  Compt  Rend.  78,  pag.  536.   1874. 

«)  V.  Meyer,  Ch.  Ber.  11,  pag.  2253.  1879. 
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nach  der  Temperatur,  aus  Glas,  Schmiedeeisen  u.  s.  w.  besteht  und  von  dem 
ans  der  in  c  befindlichen  Substanz  entwickelten  Dampf  erfüllt  ist.  Je  nach  der 
erforderlichen  Temperatur  können  als  Heizfiüssigkeiten  dienen: 
Wasser  (Siedep.  100*^.  Xylol  (140°),  Anilin  (185°),  Diphenyl- 
amin  (310°),  Anthrachinon  (368°)  u.  s.  w*,  fiir  ganz  hohe 
Temperaturen  wird  eventuell  ein  Bleibad  angewandt.  Sobald 
die  Temperatur  constant  geworden  ist,  wirft  man  die  zu  unter- 
suchende Substanz,  in  ein  Glaskügelchen  oder  Fläschchen  einge- 
schlossen, von  oben  in  das  Rohr  bd  und  schliesst  wieder;  da- 
mit das  Fläschchen  beim  Aufschlagen  keinen  Schaden  an- 
richte, bedeckt  man  den  Boden  mit  etwas  Quecksilber  oder 
dichter  GlaswoUe.  Das  Fläschchen  platzt,  und  der  sich  bildende 
Dampf  verdrängt  ein  ihm  gleiches  Volumen  Gas,  welches  sich 
in  dem  kalibrirten  Rohre  über  dem  Wasser  ansammelt.  Als 
verdrängtes  Gas  eignet  sich  Luft  oder  Stickstoff.  Ist  m  das 
Gewicht  der  untersuchten  Substanz,  v  das  verdrängte  Gas- 
volumen bei  der  Temperatur  /  des  absperrenden  Wassers,  b  der 
Barometerstand,  h  die  Wasserhöhe  im  Rohr  über  dem  äusseren 
Niveau,  also,  wenn  s  das  specifische  Gewicht  des  Qecksilbers 
bezogen  auf  Wasser  von  /°  ist,  h\s  der  Quecksilberdruck  jener 
Wasserhöhe,  endlich  ic  die  Spannung  des  Wasserdampfes  bei  /°, 
so  hat  man 

760(1  +  0-00367/) 
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Diese  Methode  hat  vielfache  Abänderungen  erfahren,  so 
von  V.  Meyer  1)  selbst,  CRArrs"),  Meunier^)  (für  Bestimmungen 
bei  vermindertem  und  variablem  Druck),  Klobukoff^)  u.  s.  w. 

Eine  besondere  Erwähnung  verdient  der  neueste  und,  wie 
es  scheint,  in  höchst  befriedigender  Weise  functionirende 
Apparat  von  Nilsson  und  Pettersson*),  mit  welchem 
man  unter  exakter  Temperaturmessung  die  Dampf- 
dichte  flüchtiger  Körper  in  wenigen  Minuten  be- 
stimmen kann  (Fig.  53).  Der  Verdampfungsraum  A 
und  die  Rohre  a  und  b  sind  aus  Platin,  alles  übrige 
aus  Glas.  C  ist  die  von  c  an  graduirte  Messröhre, 
in  welcher  der  Quecksilberstand  mittelst  D  verän- 
dert werden  kann.  E  ist  ein  capillares,  mit  einigen 
Tropfen  concentrirter  Schwefelsäure  geftilltes  Differen- 
tialmanometer. A  und  B^  ebenso  a  und  b,  ebenso 
die  von  hier  zum  Manometer  gehenden  Capillar- 
röhren  sind  genau  gleich  gross.  Die  Substanz  wird 
in  emem  Becherchen  nach  a'  gebracht  und  durch 
Quetschung  von  s  dort  gehalten;  B  wird  auf  0°  er- 


(Ph  52). 


0  V.  BIkver,  Ch.  Ber.  in  versch.  Bdn. 

^  Grafts,  Compt.  rend.  90,  pag.  184.  1880. 

*)  Meunier,  Compt  rend.  98,  pag.  1268.  1884. 

*)  Klobukoff,  Wird.  Ann.  22,  pag.  465.  1884. 

*)  Nilsson  u.  Pettrrsson,  J.  f.  pr.  Ch.  33,  pag.  1.  1886. 
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halten.  Zur  Füllung  des  Apparates  dient  trockene  Kohlensäure.  Während  man 
A  erhitzt,  stellt  man  C  fortwährend  so  ein,  dass  im  Apparat  kein  nennenswerther 
Ueberdruck  entsteht  und  nach  Erreichung  constanter  Temperatur  die  Schwefel- 
säure in  beiden  Röhren  gleich  hoch  steht  Die  Berechnung  der  Temperatur 
beruht  darauf,  dass  das  Gas  in  A  sich  unter  constantem  Druck  ausdehnt  und 
die  Wirkung  der  Temperaturerhöhung  in  a  durch  den  gleichen  Vorgang  in  b 
compensirt  wird.  Sodann  wird  der  im  Apparat  herrschende  Druck  durch  kurzes 
Oeffnen  der  Hähne  h*  beseitigt  und  das  Becherchen  aus  a'  in  A  fallen  ge- 
lassen. Die  Substanz  vergast  in  wenigen  Sekunden  und  das  verdrängte  Gas- 
volumen wird  in  C  abgelesen,  wobei  E   zur  feineren  Einstellung  dient 

4.  Der  letzteren  ähnliche,  aber  speciell  Hir  ganz  hohe  Temperaturen 
eingerichtete  Methoden  von  C.  Langer  und  V.  Meyer  i). 

5.  Verschiedene  Methoden,  u.  A.  von  Klobukoff  (auf  dem  archimedischen 
Princip  beruhend,  »Dampfdichtearäometer,«)  Horstmann,'  Flayfavr  und 
Wanklyn,  Neumann,  Negri,  Bott  und  Macnair*)  (Bestimmung  der  Druckänderung, 
welche  durch  Verdampfung  einer  bestimmten  Menge  Substanz  in  einem  Gefasse 
von  bekanntem  Volumen  bewirkt  wird). 

Resultate. 

In  den  folgenden  Tabellen  ist  ein,  selbstverständlich  nur  kleiner  Theil  der 
nach  den  obigen  Methoden  erhaltenen  Resultate  zusammengestellt.  Hierzu 
sind  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  zu  machen. 

Die  Dichten  fester  und  flüssiger  Körper  hängen  in  geringem, 
die  der  Gase  und  Dämpfe  in  hohem  Grade  von  der  Temperatur  ab. 
Bei  festen  und  flüssigen  Körpern  bringt  eine  Steigerung  der  Temperatur  um  100^ 
meist  nur  eine  Abnahme  der  Dichtigkeit  um  1/1000  bis  20/1000  hervor,  bei  den 
Gasen,  welche  dem  GAY-LussAc'schen  Gesetz  gehorchen,  um  367/1000,  bei  den 
Dämpfen,  soweit  sie  dies  nicht  ebenfalls  thun,  oft  noch  beträchtlich  mehr.  Alles 
weitere  s.  in  den  betr.  Art  der  Wärmelehre.  Die  Tabellen  enthalten  meist  nur 
die  einer  bestimmten  Temperatur  entsprechende  Dichtigkeit  und  zwar,  wenn 
nichts  vermerkt,  für  0°  oder  für  mittlere  Zimmertemperatur.  Nur  für  Wasser, 
dessen  Dichtigkeit  bis  4°  zunimmt  und  dann  erst  wieder  fällt,  für  Quecksilber 
sowie  für  Luft  ist  die  Dichte  für  eine  ganze  Reihe  von  Temperaturen  angegeben, 
weil  diese  Zahlen  in  den  obigen  Formeln  vielfach  eine  wesentliche  Rolle  spielen 
und  auch  sonst  von  besonderer  Bedeutung  sind. 

Von  dem  Drucke,  unter  welchem  der  Körper  steht,  hängt  seine 
Dichte  ebenfalls  ab.  Bei  festen  und  flüssigen  Körpern  ist  aber  die  durch 
Drucksteigerung  erzielte  Dichtesteigerung  wiederum  sehr  geringfügig,  bei  Gasen, 
welche  dem  BovLE'schen  Gesetz  genügen,  ist  die  Abhängigkeit  eine  sehr  starke: 
die  Dichte  ist  dem  Druck  umgekehrt  proportional;  noch  stärker  ist  sie  bei  den 
Dämpfen,  so  weit  dieselben  jenem  Gesetze  nicht  mehr  gehorchen.  Das  Nähere  s. 
bei  den  Art.  Elasdcität,  Flüssigkeiten,  Gase,  BoYLE'sches  Gesetz,  Dämpfe.  Hier  sei 
nur  Folgendes  bemerkt.  Bei  den  festen  Metallen  lässt  sich  eine  einfache  Zahl  für 
die  Dichte  meist  deshalb  nicht  angeben,  weil  es  ganz  darauf  ankommt,  ob 
das   Metall   gegossen,    gewalzt   resp.    gezogen    oder   gehämmert    ist 


*)  C.   Langer  und  V.  Meyer,  Pyrochemische  Untersuchungen;   Braunschweig  1885. 
')  Bott  u.  Macnair,  Ch.  Ber.  20,  pag.  916.  1887.  ,      ,  ^,  ,^T^ 
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Durch  Guss  hergestelltes  Metall  ist  fast  immer  am  wenigsten  dicht,  gewalztes 
oder  gezogenes  dichter,  gehämmertes  am  dichtesten.  Eine  gewisse  Mittelstellung 
nimmt  elektrolytisches  Metall  ein. 

Hierzu  kommt  noch  ein  weiterer,  die  Metalle  betreffender  Umstand.  Nicht 
nur,  dass  Stücke  desselben  Metalls,  die  auf  verschiedenem  Wege  gewonnen  sind 
oder  von  verschiedenen  Fundorten  stammen,  verschiedene  Dichte  zeigen,  sondern 
auch  Bruchstücke,  welche  man  von  demselben  Ganzen  loslöst,  zeigen  eine  oft 
beträchtliche,  auf  unvollkommene  Homogenität  dieses  Ganzen  hinweisende  Ver- 
schiedenheit der  Dichte.  Diese  Verschiedenheit  ist  zum  einen  Theil  eine  örtlich 
regellos  vertheilte  (am  grössten  bei  Legirungen  z.  B.  Messing).  Bei  Messing  ist  ausser- 
dem eine  reguläre  Abnahme  der  Dichte  von  aussen  nach  innen  constatirt  worden, 
sodass  also  die  beim  Guss  zuerst  erstarrten  Theile  die  dichtesten  sind;  und 
dieses  Verhalten  ist  auch  für  andere  Metalle  wahrscheinlich^). 

Aus  alledem  folgt,  dass  man  für  genauere  Zwecke  die  Dichte  von  Metall- 
körpem  stets  eigens  bestimmen  muss. 

Einen  weiteren,  und  zwar  meist  überaus  beträchtlichen  Einfluss  auf  die 
Dichte  hat  der  Aggregatzustand  des  Körpers.  Beim  Schmelzen  tritt  bei 
der  Mehrzahl  der  Körper  Verringerung,  bei  den  übrigen  (z.  B.  Wasser)  Erhöhung 
der  Dichte  ein;  s.  Schmelzen.  Beim  Verdampfen  tritt  stets  eine  starke  Ver- 
minderung der  Dichte  ein;  s.  Dämpfe.  Im  übrigen  sieht  man  aus  den  Tabellen, 
dass  zwar  die  meisten  festen  Stoffe  dichter  sind  als  die  meisten  Flüssigkeiten; 
es  giebt  aber  auch  einige  Flüssigkeiten,  welche  dichter  als  die  meisten  festen 
Stoffe  sind;  und  im  Vergleich  mit  einigen  festen  Stoffen,  z.  B.  Kork,  sind  sogar 
alle  Flüssigkeiten  dichter.  Von  den  Gasen  und  Dämpfen  sind  zwar  selbst  die 
schwersten  noch  mindestens  20  Mal  so  leicht  wie  die  leichtesten  festen  oder 
fitoigen  Stoffe;  das  gilt  aber  nur  für  gewöhnlichen  Druck  und  nicht  mehr  für 
Drucke  von  mehr  als  20  Atmosphären.  Ist  z.  B.  ein  Gefass  mit  Arsendampf 
von  50  Atmosphären  Druck  oder  mit  Sauerstoff  von  etwas  über  400  Atmosphären 
Druck  gefüllt,  so  würde  ein  Stück  festen  Lithiummetalls  hineingebracht  auf  dem 
Dampfe  schwimmen. 

Das  specifische  Gewicht  chemischer  Verbindungen  steht  zu  denen 
der  Bestandtheile  im  allgemeinen  in  keiner  einfachen  Beziehung.  Auch  die 
Dichte  von  Flüssigkeitsgemischen  und  Lösungen,  sowie  von  Metall- 
legirungen  lässt  sich  aus  den  Dichten  der  Bestandtheile  im  allgemeinen  nicht 
berechnen,  weil  dabei  eine  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  des  Volumens 
ins  Spiel  kommt 

Bei  den  Gasen  und  Dämpfen,  soweit  sie  dem  BoYLE-GAY-LussAC'schen 
Gesetze  genügen,  steht  die  hier  speciell  so  genannte  Gasdichte  resp.  Dampf- 
dichte in  einer  sehr  merkwürdigen  und  wichtigen  Beziehung  zum  Molekularge- 
wicht Nach  dem  Satze  von  Avogadro  ist  nämlich  in  gleichen  Räumen  ver- 
schiedener Gase,  gleichviel  ob  sie  Elemente  oder  Verbindungen  sind,  bei  gleichem 
Dnick  und  Temperatur  die  gleiche  Anzahl  von  Molekeln  vorhanden.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Gewichte  der*  Volumeneinheiten  zu  den  Gewichten  der  einzelnen 
Molekeln,  d.  h.  die  Dichten  zu  den  Molekulargewichten  in  einem 
für  alle  Gase  gleichen  Verhältnisse  stehen  müssen.  Nun  werden  die 
Molekulaigewichte  auf  das  Atomgewicht  des  Wasserstoffes  als  Einheit  bezogen ; 


»)  HiNNIG.  WOD.  Ann.  27,  pag.  321.  1886,  Digitized  byGoOglc 
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Luft. 


die  aus  zwei  Atomen  bestehende  Wasserstofifmolekel  hat  also  das  Mgw.  3. 
Andererseits  hat  Wasserstoff,  auf  Luft=l  bezogen,  die  Dampfdichte  0*0691. 
Jenes  constante  Verhältniss  ist  also  gleich  28'9.  Bezieht  man  die  Dampfdichten, 
statt  auf  Luft  =1,  auf  Wasserstoff  =  2,  so  werden  die  Molekulargewichte  und 
die  Dichten  sogar  durch  ganz  dieselben  Zahlen  dargestellt,  immer  vorausgesetzt, 
dass  Gas  oder  Dampf  genügend  weit  vom  Condensationspunkte  entfernt  sind. 
Die  auf  diese  Weise  indirekt  berechneten  Molekulargewichte  stimmen  mit  den 
direkt  ermittelten  fast  völlig  überein.  Da  nun  die  direkte  Bestimmung  nicht 
selten  Unbestimmtheiten  bestehen  lässt  (z.  B.  bei  den  polymeren  Kohlenwasser- 
stoffen, nir  welche  die  Analyse  nur  die  allgemeine  Form  CmHn  ergiebt),  so 
kann  man  die  Kenntniss  der  Dampfdichte  benutzen,  um  diese  Unbestimmt- 
heiten zu  beseitigen.  Andererseits  ist  das  für  die  meisten  Stoffe  bekannte 
Molekulargewicht  wichtig  für  die  Kenntnis  des  idealen  Werthes  der  Dampf- 
dichte, welchem  sich  die  experimentell  gefundenen  Werthe  immer  mehr  nähern 
müssen,  je  mehr  sich  Gas  oder  Dampf  dem  Zustande  nähert,  in  welchem  das 
BoYLE-GAY-LussAc'sche  Gesetz  genau  gilt. 


TabeUen.1) 

1.  Luft  (trocken) 
bei  verschiedenem  Druck  und  Temperatur,  unter  45°  Breite  und  im  Meeresspiegel. 

Anmerkung.  Ist  /  der  Druck,  /  die  Temperatur,  B  die  Breite  des  Ortes,  H  seine  Höhe 
Über  dem  Meere  und  R  der  Erdradius,  so  ist  allgemein  die  Dichte  der  Lufit  von  der  absoluten 
Feuchtigkeit/: 


/ 

/  =  720 

/  =  730 

/«740 

/«750 

/  =  760 

/  =  770 

0 

0001225 

0-001242 

0-001259 

0001276 

0-001293 

0-001310 

2 

1216 

1233 

1250 

1267 

1284 

1301 

4 

1208 

1224 

1241 

1258 

1276 

1291 

6 

1199 

1216 

1282 

1249 

1266 

1282 

8 

1190 

1207 

1223 

1240 

1267 

1273 

10 

1182 

1198 

1215 

1231 

1248 

1264 

12 

1174 

1190 

1206 

1223 

1239 

1255 

14 

1165 

1182 

1198 

1214 

1230 

1246 

16 

1157 

1174 

1190 

1206 

1222 

1238 

18 

1U9 

1165 

1181 

1197 

1213 

1229 

20 

1U2 

1157 

1173 

1189 

1205 

1221 

22 

1134 

1150 

1165 

1181 

1197 

1213 

24 

1126 

1142 

1158 

1173 

1189 

1204 

26 

1119 

1184 

1150 

1165 

1181 

1196 

28 

1111 

1127 

1142 

1158 

1173 

1188 

30 

1104 

1119 

1135 

1150 

1165 

1181 

*)  Die  Reihenfolge  der  Tabellen  wurde  z.  Th.  durch  Satzrücksichten  bestimmt 
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Element 


Dichte 


Mittel- 
werth 


Element 


Dichte 


Mittel- 
werth 


Almninium,  gegossen  . 
„  gewalxt 

„  gehämmert 

n  rein  bei  4^ 

Antimon     .     . 
Aisen    .     .     . 
Barium  . 
BeiyU    .     .     . 
Blei,  gegossen 

„     gewakt  . 

u     gesogen 
Bor  ...     . 
Brom 
Cadminm,  gegossen 

„  gehämmert 
Cäsimn  .  . 
Calcimn  .  . 
Cer  .  .  .  . 
Chlor  (flüssig) 
Chrom  .  .  . 
Didym  • 
Eisen,  gegossen 

H      geschmiedet 

i>      gezogen 

„       Stahl   . 

„  rein  . 
Gallium  .  . 
Gold,  gediegen 

..      gegossen 

II      gesogen 
Indium  . 
Iridium .     • 
Jod  ...    . 
Kalium .     .     . 
Kobalt,  grossen 

„       gehlUnmert 
Kohlenstoff:  Diamant 
Graphit 
Gaskohle 
Holzkohle 
Kupfer,  gegossen 

„       gehämmert . 

„       gezogen     .. 

,,       elektrolytisch 
I>anthan     .     . 
Lithium      .     . 
Magnesium 
Mangan      .     . 
Molybdän  .     , 


2-56 
2-66 
2-75 
2-58 


11-34 

11-88 

11-41 

2-5— 2-7 

8-55 
8-67 


ö-9-7'0 

7-0—7-7 

7-8 

7-7 
7-6—7-8 

7-86 

18-6-19-2 
19-3 
19-4 


8-7 
91 

2-17-2-i 


8-8-8-9 

8-88-8-95 

8-93-8-96 

8-95 


71-8-0 


2-6 

6-7 
5-72 
3-85 
2-06 

[ll-36 

2-6 
315 

i  8-61 

1-9 

1-58 

6-7 

1-35 

6-4 

6-54 


>  7-8 


5-9 

I19-3 

7-4 

22-42 

4-95 

0-87 

i  8-9 

3-52 
2-25 
1-9 
1-5 

8-92 

61 

0-59 
1-74 

7-7 
8-56 


Natrium     .     .     . 
Nickel,  gegossen 

„       gehämmert 

„  gezogen 
Niob  .  .  . 
Osmium  .  . 
Palladium  .  . 
Phosphor,  gelb 
„  roth 

„  met 

Platin,  gegossen 

„       gehämmert 

„  gezogen  . 
Quecksilber    .     . 

fest  (—39°) 
Rhodium    .     .     . 
Rubidium  .     .     . 
Ruthenium      .     . 
Sauerstoff  (flüssig) 

bei  0**  u.  200  At. 

bei  —  130°u,  300At. 

Schwefel,  rhombisch 

„         monoklin 

„         amorph     • 

Selen,  kiystaUinisch 

,,       amorph 
Silber,  gegossen  . 

„       gepresst    . 

„       gewalzt    . 

„       gezogen    . 

„       elektrolytisch 
Silicium,  kiystaUinisch 

„  amorph 
Stickstoff,  flüssig 
Strontium  .  .  . 
Tantal  .... 
Tellur,  krystallinisch 

„      amorph 
Thallium 
Thorium 


8-28 

8-67 

9-20 

6-7—7-5 

10-9-12-1 


20-9-21-5 

21-3 
21-2-21-7 

1419 


11-0-12-3 


Uran 

Vanadium 

Wasserstoff  (flüssig) 

Wismuth 

Wolfram 

Zink      . 

Zinn 

Zirkpi^i|iXQ 


0-6 
0-9 


l-92-2'06 
4-5-4-8 

4-2 
iO'4-10-5 

10-56 

10-62 

10-48 

10-53 


(0°u.300At) 


(300  At) 
17-0—19-2 


0-98 

18-9 

7-2 
22-48 
11-35 
1-83 
219 
2-34 

l2l-2 

13-596 

121 

1-5 
11-9 

0-9 


2-07 
1-96 
1-98 

U-35 


10-58 


2-4 

2-0 

0-4 

2-54 

10-6 

6-4 

5-9 

11-8 

110 

18-6 

5-5 

0-03 

9-8 

18-8 

7-2 

7-3 

415 
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Legirungen.     Hölzer. 


3.  Legirungen. 


Messing,  gelb 


roth  . 
weiss 


(gegossen  8-44 
gewakt  8*56 
gezogen   870 


Bronze: 

90  Cu,  10  Sn 
85  „  15  .. 
80  „  20  ., 
75  „     25  „ 


Neusilber: 

Chinesisch  26-3  Cu,  36-8Zn,  36-8Ni 
Berlin     I.  52      „    26     „    22    „ 
».       n.  59     „    30     „    11     „ 
„      m.  63      „   31     „     6    „ 


8-5 

8-6 
8-2 


8*4 


Blei-Wismuth-Cadmium : 
7  Cd,  40  Pb,  53  Bi 


10-56 


WooD'sches  Metall 


8-78 
8-89 
8-74 
8-83 


8-8 


Nickelin 


Blei-Zinn: 

87-5  Pb,  12-5  Sn 

84  „  16  „ 

77-8  „  22-2  „ 

63-7  „  86-8  „ 

46-7  „  53-3  „ 

30-5  „  69-5  „ 


Sorte 


Ahorn 

Apfel 

Birke .     . 

Buche 

Buxbaum 

Ceder 

Cypresse 

Ebenholz 

Eiche 

Eric    .     . 

Esche 

Fichte     . 

Hainbuche 

Kiefer      . 

Lärche 

Linde 

Mahagoni 

Nussbaum 

Pappel 

Pockholz 

Rosskastanie 

Tanne 

Ulme.     . 

Weide     . 


8-30 
8-45 
8*34 
8-30 


8-4 


8-77 


10-60 

10-83 

1005 

9-43 

8-78 

8-24 


Cadmium-Zinn  (32:68) 


Gold-Kupfer: 

98  Au,  2  Cu 
96  M  4  »I 
"4  „ 
98  „ 


6   „ 
8  .. 


90  „    10  „ 

oö    II     12    tf 
86   „     14   „ 


Aluminiumbronze  (10  j  AI.) 
Aluminium-Zinn  (9 1  %  AI.)  . 


Amalgame :  « 

Blei-Amalgam  .     .     . 
Wismuth-Amalgam 
Gold-Amalgam        .     . 

Zinn- Amalgam ,  Hg  Sn 

II  »I  HgSn, 

,.  „  HgSn, 


9-7 


7-7 


18-84 
18-36 
17-95 
17-52 
1716 
16-81 
16-47 


7-7 
2-85 


120-12-8 

10-2—11-2 

15-4 

10-3 

9-3 

8-8    • 


4.    Hölzer. 


grtln 
Grenzen  Mittelwerth 


0-87-1-05 
0-95—1-26 
0-80-1-09 
0-90-1-12 


0-93—1-28 
0-63—1-01 
0-70—1-14 
0-40-1-07 
0-92-1-25 
0-38-103 
0-52-1-00 
0-61—0-87 


0-73—1-07 

0-76—1-04 
0-77—1-23 
0-73-1-18 
0-73-0-97 


trocken 
Grenzen  Mittelwerth 


0-96 

11 

0-95 

1 


1-1 

0-8 

0-9 

0-7 

1-1 

0-7 

0-75 

0-76 


0-9 

0-9 
10 
0-95 
0-85 


0-61—0-74 
0-66-0-84 
0-51-0-77 
0-66—0-83 


1-19—1-23 
0-69—1-03 
0-42—0-64 
0-57-0-94 
0-35-0-60 
0-62-0-82 
0-31-0-74 
0-44-0-80 
0-32—0-59 

0-64- 0-70 
0-34-0-52 
1-26-1-38 
0-52—0-63 
0-37-0-60 
0-56—0-82 
0-43— 0-63ze|d 


0-67 

0-75 

0-72 

0-75 

1-33 

0-56 

0-60 

1-22 

0-9 

0-50 

0-75 

0-47 

0-75 

0-55 

0-63 

0-48 

1-06 

0-67 

0-38 

1-28 

0-58 

0-52 

0-68 
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5.  Quecksilber 
bei  einigen  verschiedenen  Temperaturen. 


0*» 

18-595 

60° 

13-449 

220° 

13-066 

6^ 

13-588 

70° 

13-425 

240° 

13-018 

10^ 

13-571 

80° 

13-400 

260° 

12-971 

15° 

13-558 

90° 

13-376 

280° 

12-925 

20° 

13-546 

100° 

13-352 

300° 

12-875 

25° 

13-534 

120° 

13-804 

820° 

12-828 

30° 

13-522 

140° 

13-256 

840° 

12-780 

85° 

13-509 

160° 

13-209 

360° 

12-732 

40° 

13-497 

180° 

13-161 

50° 

18-478 

200° 

13-113 

(Ausführlicher  bei  Landolt  and  Börnstein,  Phys.-Chem.  Tabellen,  pag.  36  ff.) 

6.  Wasser 
bei  verschiedenen  Temperaturen. 


-10» 

0-99815 

-  8° 

69 

-6° 

0-99912 

-4° 

46 

—  2° 

70 

0» 

87 

+  1» 

98 

30 

97 

S" 

99 

4° 

1-00000 

6° 

0-99999 

6° 

97 

8° 

88 

10° 

75 

12» 

55 

14» 

16» 

18» 

80» 

22» 

24» 

26» 

28» 

30» 

86» 

40» 

46» 

60° 

55» 

60» 

0-99930 

00 

0-99865 

26 

0-99783 

37 

0-99687 

33 

0-99577 

417 

236 

035 

0-9882 

58 

33 


65° 
70° 
75° 
80° 
85° 
90° 
95° 
100° 


0-9807 

0-9779 
49 
19 

0-9688 
56 
21 

0-9587 


Eis: 


-  1° 
-10° 


0-9181 
0-9191 
0-9203 


7.  Verdünnte  Säuren  bei  15°. 


Gcw.-Proc. 

HNO, 

HjSO^ 

HCi 

C,H,0, 

H,PO, 

0 

0-999 

0-999 

0-999 

0-999 

0-999 

5 

1028 

1032 

1-024 

1-007 

1-028 

10 

1-059 

1068 

1-049 

1-014 

1057 

15 

1-089 

1-106 

1-078 

1021 

1087 

20 

1-120 

1-144 

1-098 

1-028 

1-120 

25 

1153 

1-182 

1128 

1035 

1153 

80 

1-185 

1-223 

1149 

1-041 

1-189 

35 

1-218 

1-264 

1174 

1-047 

1-226 

40 

1-251 

1-306 

1-197 

1-052 

1-265 

45 

1-284 

1-851 

1-057 

1-306 

50 

1-317 

1-398 

1-062 

1-349 

55 

1-346 

1-448 

1-065 

1*893 

60 

1-374 

1-501 

1069 

1-440 

65 

1-400 

1-557 

1-071 

70 

1-423 

1-615 

1073 

75 

1-442 

1-675 

1075 

80 

1-460 

1-734 

1075 

85 

1-478 

1-786 

1-074 

90 

1-495 

1-822 

1071 

95 

1-518 

1-888 

1-066 

100 

1-580 

1-848 

1-055 
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Lösungen;    Alkohol 

8.  Verschiedene  Lösungen 
bei  15°,  bez.  auf  gleich  warmes  Wasser. 


G€W.- 

NH, 

NaHO 

KHO 

NaCl 

KCl 

CaCl,i) 

Na,CO, 

K,CO, 

FeSO^ 

CuSO^ 

Zucker«) 

Proc. 

-4-6fl^ 

-hlOof 

-hlof 

+  5a^ 

2 

0-9915 

1-023 

1017 

10145 

10130 

1-0079 

1-0076 

1-0183 

1-011 

1-0126 

1-0078 

4 

831 

46 

33 

290 

260 

159 

153 

366 

21 

254 

157 

6 

749 

70 

49 

437 

392 

241 

231 

551 

32 

384 

237 

8 

670 

92 

65 

585 

525 

323 

309 

740 

43 

516 

319 

10 

593 

115 

83 

734 

658 

407 

388 

928 

54 

649 

401 

12 

520 

37 

101 

886 

796 

491 

468 

11124 

65 

785 

485 

14 

449 

59 

19 

1-1038 

935 

577 

548 

320 

77 

923 

570 

16 

380 

81 

37 

194 

11075 

663 

628 

520 

88 

11068 

657 

18 

314 

202 

55 

352 

218 

750 

708 

724 

1-100 

208 

744 

20 

251 

25 

77 

511 

361 

838 

789 

929 

12 

354 

882 

22 

191 

47 

98 

676 

509 

927 

871 

1-2140 

25 

501 

922 

24 

133 

69 

220 

840 

M657 

1-1017 

953 

352 

37 

659 

1-1013 

26 

078 

90 

41 

1-2010 

(bei 

107 

1-1035 

568 

49 

817 

106 

28 

026 

810 

64 

(bei 

24-9» 

199 

117 

789 

61 

980 

200 

80 

0-8976 

32 

88 

26-4« 

11723) 

292 

200 

13011 

74 

1-2146 

295 

32 

929 

53 

311 

1-2043) 

386 

284 

242 

87 

391 

34 

885 

74 

36 

480 

368 

473 

1-200 

490 

86 

844 

95 

61 

575 

452 

708 

13 

590 

88 

(bei 

415 

87 

671 

536 

948 

26 

692 

40 

14°) 

37 

412 

768 

620 

1-4187 

39 

794 

45 

88 

75 

1-2012 

830 

804 

1-2057 

50 

540 

539 

262 

1-2045 

1-5441 

829 

55 

91 

604 

516 

(bei 

(bei 

608 

60 

643 

67 

773 

23°) 

52« 

899 

65 

95 

729 

1-3034 

1-5708) 

1-3320 

70 

»)  bei 

1-748 
18-3°. 

1-790 
«)  bei 

17-5°. 

3300 

510 

9.  Alkohol. 


Gew.-Proc. 

bei  0° 

bei  10° 

bei  20° 

bei  30° 

Ö 

0-99988 

0-99975 

0-99831 

0-99579 

5 

0-99135 

0-99113 

0-98945 

0-98680 

10 

0-98493 

0-98409 

0-98195 

0-97892 

15 

0-97995 

0-97816 

0-97527 

0-97142 

20 

0-97566 

0-97263 

0-96877 

0-96413 

25 

0-97115 

0-96672 

0-96185 

0-95628 

30 

0-96540 

0-95998 

0-95403 

0-94751 

35 

0-95784 

0-95174 

0-94514 

0-93813 

40 

0-94939 

0-94255 

0-93511 

0-92787 

45 

0-93977 

0-93254 

0-92493 

0-91710 

50 

0-92940 

0-92182 

0-91400 

0-90577 

55 

0-91848 

0-91074 

0-90275 

0-89456 

60 

0-90742 

0-89944 

0-89129 

0-88304 

65 

0-89595 

0-88790 

0-87961 

0-87125 

70 

0-88420 

0-87613 

0-86781 

0-85925 

76 

0-87245 

0-86427 

0-85580 

0-84719 

80 

0-86035 

0-85215 

0-84366 

0-83483 

85 

0-84789 

0-88967 

0-83115 

0-82282 

90 

0-83482 

0-82665 

0-81801 

0-80918 

95 

0-82119 

0-81291 

0-80433 

0-79553 

100 

0-80625 

0-79788 

0-78945 

nmitivciH  h\/  V 

Verschiedene  Stoffe. 
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10.  Verschiedene  feste  und  flüssige  Substanzen 
(meist  bei  0°). 


Aceton .     . 
Achat    .     . 
Aethyläther 
Alabaster   . 
Alaun    .     . 
AHylalkohol 
Ameisensäare       .     . 
Ammoniak,  condensirt 
Amyläther . 
Amylalkohol 
Anilin    .     . 
Arragonit  . 
Asbest  .     . 
Asphalt 
Basalt    .     . 
Benzol  .     . 
Bergkiystall 
Bernstein    . 


Bimstein 
Bittersalz    . 
Bleioxydul 
Bleioxyd 
Blcisuperoxyd 
Borax    .     . 
Borsäure     . 
Braunkohle 
Braunstein . 
Bromoform 
Bromwasserstoff 
Bromsilber 
Butter  (frisch) 
Buttersäure 
Butylalkohol 
Campher    . 
Cement 
Chlorcalcium 
Chloroform 
ChloTsilber 
Copal    .     . 
Cyan,  flüssig 
Cymol   .     . 
Diphenyl    . 
Eisenglanz 
Eisenvitriol 
Elfenbein   . 
Peldspath  . 


2-1  bis 


2-7  bis 


0-9  bis 


1-2  bis 
4-1  bis 


2-7 


17*0 


bis 


0-81 

2-59 

0-74 

2-7 

1-71 

0-87 

1-23 

0-64 

0-80 

083 

104 

2-98 

2-8 

112 

3-2 

0-89 

2-65 

108 

1-6 

1-75 

9'77 

9-25 

8  91 

1-72 

1-46 

1-4 

4-9 

2-9 

1-49 

6-33 

0-87 

0-97 

0-82 

1-00 

81 

2-22 

1-53 

5-5 

M 

0-87 

0-87 

117 

5-24 

1-90 

1-88 

2-55 


Fett,  thierisch      .     .     . 

Feuerstein 

Fichtenharz  .... 
Fluorwasserstoff  .     .     . 

Flussspath 

Fuchsin 

Glas,  grünes  .... 

„      Spiegel-     .     .     . 

„      Krön-    .... 

„      Krystall-     .     .     . 

„  Flint-  .  3-15  bis 
Glaubersalz  .... 
Glimmer    .     .  2*65  bis 

Glycerin 

Granat 

Granit  ...  2*5  bis 
Gummi  arabicum  .  . 
Guttapercha    .... 

Gyps 

Hartgummi     .... 

Holzgeist 

Indigo 

Jodsilber 

Kalk,  gebrannt    23  bis 

Kalkspath 

Kalkstein  .  .  2*5  bis 
Kautschuk  .... 
Knochen    .     .1*8  bis 

Kochsalz 

Kohlensäure,  flüssig  (0**) 
n    (15**) 

Kork 

Kreide  .     .     .2*1  bis 
Kupfervitriol  . 
Magnesia  .     . 
Magneteisenstein 
Magnetkies 
Marmor      .     . 
Meerschaum    . 
Meerwasser 
Mehl,  Weizen- 
Mennige     .     . 
MUch     .     .     . 
Milchzucker    . 
Naphtol      .     . 
Nitroglycerin  . 


0-92 

2*65 

1-07 

0-99 

315 

1*22 

2*6 

2-46 

2*7 

2*9 

3*9 

1*46 

315 

1*26 

3*7 

31 

1*4 

0*97 

2-31 

115 

0-81 

0*77 

5*61 

3*2 

2-72 

2*8 

0*95 

20 

214 

0*95 

0*86 

0*24 

2-7 

2-27 

3*3 

51 

4-4 

2*75 

1-35 

1*02 

1-56 

915 

103 

1-53 

1*22 

1*60 


Oel,  Baum-     ....  0*92 

„    Lein-      ....  0*94 

„     Oliven-  ....  0*92 

n    Rüb- 0-91 

Oxalsäure 1*63 

Paraffin 0*89 

Pech 107 

Petroleum  .     .  0*78  bis  0*88 

Phenol 1*08 

Porphyr 2*75 

Porzellan    .     .    2*2  bis  2*5 

Phosphorsäure     ...     .  1*88 

Propionsäure  ....  1*02 

Propylalkohol      .     .     .  0*82 

Quarz 2*65 

Saücylsäure    ....  1*49 

Sahniak 1*46 

Salpeter 1*95 

Salzsäure,  rauchend  .     .  1*22 

Sand,  trocken      ...  1*5 

„      feucht  ....  1*9 

Sandstein 2*3 

Schiefer 2*65 

Schwefelkohlenstoff .     .  1*27 

Schwerspath    ....  4*44 

Serpentin 2*5 

Smaragd 2*77 

Speckstein       ....  2*6 

Stearin 0*97 

Steinsalz 2*28 

Terpentin 0*87 

Thon     .     .     .    1-8  bis  2*5 

Thonschiefer  ....  2*8 

Toluol 0-88 

Traubenzucker     ...  1*57 

Turmalin 3*15 

Wachs 0*97 

Wallrath 0*98 

Wasserstoffsuperoxyd    .  1*45 

Wein     .     .     .  0*99  bis  1*03 

Weinsäure 1*75 

Ziegelstein      .    1*4  bis  2*2 

Zinnober 8*1 

Zucker 1-61 
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Gase  und  Dämpfe. 
11.  Gase  und  Dämpfe. 


Sto£f 


Aceton 

Acetylen 

Aethan 

Aethylen 

Aether 

Aethylalkohol  .... 
Aldehyd      ..... 

AUylen 

Ammoniak 

Aisen 

Arsenwasserstoff  ... 

Benzol 

Brom 

Bromwasserstoff  ... 

Butan 

Butylen 

Chlor 

Chlorcyan 

Chloroform  .... 
Chlorwasserstoff  .     .     . 

Cyan 

Cyanwasserstoff    .     .     . 

Essigsäure 

Essigsäureäther  .  .  . 
Fluorwasserstoff   ... 

Grubengas  

Jod 

Jodwasserstoff.  .  •  . 
Kohlenoxyd  .... 
Kohlensäure  .... 
Methylalkohol .... 

Phosphor 

Phosphorwasserstoff  .     . 

Propylen 

Quecksilber      .... 

Sauerstoff 

Schwefel 

Schwefelkohlenstoff  .  . 
Schwefelsäure  .... 
Schwefelsäure-Anhydrid 
Schwefelwasserstoff  .  . 
Schweflige  Säure-Anhydrid 

Selen 

Selenwasserstoff   .     .     . 

Stickstoff 

Stickstoffoxyd  .... 
Stickstoffoxydul    .     .     . 

Wasser 

Wasserstoff      .... 

Luft 


Formel 


C,H,0 
C,H, 
C,H, 
C,H, 

C,H^O 

CjH^O 

C.H, 

H,N 

As, 


Br, 

BrH 

C^Hjo 

Cl, 

CNCl 

CHCl, 

CIH 

(CN), 

CNH 

C,H,0, 

C.H^O, 

FH 

CH4 

J. 
JH 
CO 
CO, 

CH40 

PH, 
Hg 

s, 

CS, 

H,SO< 

SO, 

SH, 

SO, 

Se, 

H,Se 

N, 

NO 
N,0 
H,0 
H, 


Dichte 
Luft=l 


2*0025 
0-92 
10367 
0-9674 
2*565 
1-603 
1-532 
1-3819 
0-5889 
10-39 
2-6973 
2-77 
5-3933 
2-731 
20041 
1-9349 
2-448 
21244 
4-215 
1-2474 
1*8064 
0-9456 
2-08 
3-067 
0-693 
0-556 
8-716 
4*433 
0-967 
1-529 
1-12 
4-355 
1-185 
1*4512 
6-976 
1-1056 
2-20 
2-645 
215 
2*763 
11921 
2*234 
5-7 

2*7846 
0*9714 
1*039 
1-527 
0-6235 
00693 
10000 


Spec.  Gew. 
Wasser  v.  4**  =  1 


0*002590 
1165 
1341 
1252 
3317 


1981 
1788 
0762 
13436 
3490 
3582 
6870 
3532 
2591 
2504 
3180 
2747 
4451 
1613 
2336 
1223 

3966 
0896 
0719 
11271 
5746 
1251 
1977  . 
1448  ' 
5631 
1535 
1878 
9021 
1430 
2843 
3420 
2780 
3573 
1542 
2869 
7028 
3601 
1256 
1344 
1974 
0806 
0090 

1293^^ ^ 
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Mathematisches  Pendel.  i6i 


Pendel 


Uebersicht.  Der  Begriff  Pendel  in  seiner  allgemeinsten  Bedeutung  um- 
fasst  diejenigen  Apparate,  bei  welchen  ein  Körper  um  einen  festen  Punkt  (oder 
eine  feste  Axe)  beweglich  ist.  Beim  einfachen  oder  mathematischen  Pendel 
besteht  dieser  Körper  lediglich  aus  einem  materiellen  Punkte,  welcher  der  Schwere 
unterworfen  ist,  und  aus  einem  gewichtslosen  Faden,  welcher  die  Verbindung 
des  schweren  mit  dem  festen  Punkte  herstellt.  Dieser  Faden  \vird  in  den  meisten 
Fällen  als  undehnbar  und  unbiegsam  angenommen,  so  dass  er  eine  grade  Linie 
von  constanter  Länge  darstellt,  und  alsdann  kommt  seine  Bedeutung  darauf  hin- 
aus, dass  der  schwere  Punkt  dem  Zwange  unterworfen  ist,  trotz  der  Wirkung 
der  Schwere  auf  einer  Kugelfläche  zu  bleiben.  Dieses  Pendel  heisst  deshalb  sphä- 
risches oder,  in  Rücksicht  auf  den  geometrischen  Ort  des  Fadens,  konisches 
Pendel.  Ein  besonderer  Fall  desselben  ist  das  ebene  oder  Kreispendel.  Dem 
gegenüber  setzt  z.  B.  das  Cycloidenpendel  einen  zwar  immer  noch  undehn- 
baren, aber  biegsamen  Faden  voraus.  Die  Art  der  Bewegung,  welche  der  schwere 
Punkt  eines  sphärischen  Pendels  ausflihren  kann,  ist  eine  sehr  mannigfaltige; 
sie  geht  z.  B.  beim  Centrifugal-  oder  Horizontalpendel  in  einer  horizontalen 
Kreislinie  vor  sich.  Dagegen  handelt  es  sich  beim  ebenen  Pendel  nur  um  zwei, 
durch  einen  Uebergangsfall  getrennte  Bewegungsarten:  um  Schwingungen  oder 
Rotationen;  erstere  hat  man  gewöhnlich  im  Auge,  wenn  man  vom  Pendel  im 
engeren  Sinne  des  Wortes  spricht.  In  der  Wirklichkeit  kommt  niemals  ein 
mathematisches  Pendel,  sondern  stets  ein  physisches  Pendel  in  Betracht. 
Die  Theorie  desselben  ist  natürlich  viel  verwickelter,  führt  aber  grade  in  Bezug 
auf  eine  der  wichtigsten  Fragen  durch  Vergleichung  mit  dem  mathematischen 
Pendel  zu  praktisch  verwerthbaren  Ergebnissen.  Den  Pendeln  mit  unifilarer 
stehen  die  mit  bifilarer  Aufhängung,  deren  Theorie  eine  selbständige  ist,  gegen- 
über. Von  besonderem  Interesse  sind  schliesslich  noch  zwei  Einflüsse:  der  des 
Luftwiderstandes  und  derjenige  der  Erddrehung. 

Mathematisches  Pendel.  Die  5-Axe  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systemes  sei  vertikal  nach  unten  gerichtet,  /  sei  die  Zeit  und  /  die  Fadenlänge; 
der  Zwang  ist  alsdann  durch  die  Gleichung 

fi^x.y,  %)  =  jc»  -^j/2  H-  5»  —  /»  =  0  (1) 

ausgedrückt,   und  folglich  lauten  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  \k  der  unbe- 
stimmte Multiplikator  ist  (s.  Art.  iDynamikc,  pag.  67), 

(2) 

Aus  (1)  folgt 

xdx  -^ydy  -h  zdz  =  0, 
und  aus  dieser  und  (2): 

dx^  -h  dy^  -+-  dz^  =  {^gz  H-  C)  dt^  (3) 

(C  eine  willkürliche  Constante);  andererseits  erhält  man  aus  (2)  allein 

xdy  — ydx  =  cdt  (4) 

{f  eine  zweite  willkürliche  Constante).    Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  nehmen,  wenn 
man  mittelst  der  Gleichungen 

X  =  Isin  »  cos  <p,      y  =  Isinbsintf,      z  =  Icos^-,^^^^^  by  < 

WnouBJtAiiii,  Physik.    L  1 1 


dt* 

-b 

dx 

=  \x, 

d*y 

"l    dy 

tPz 
dfi 

^^  i 

1 

^4-X*. 

(S)'-5 


162  Ebenes  Pendel. 

Polarcoordinaten   einführt,  die  folgende  Gestalt  an: 

Für  r  =  0  wird  (p  =  const.,  nach  (5)  geht  also  die  Bewegung  in  einer  verti- 
kalen Kreislinie  vor  sich,  und  man  hat  es  mit  einem  ebenen  Pendel  zu  thun. 
Ebenes  Pendel.     Durch  Streichung  von  ä^  in  (6)  erhält  man 

Es  möge  hier  gleich  noch  die  daraus  folgende  Gleichung 

Platz  finden.    C//«  in  (7)  ist  offenbar  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit,  also 

C  das  der  Streckengeschwindigkeit  fürd  =  ^,  d.  h.  bei  horizontaler  Fadenlage. 

Da  in  (7)  cos  »  bald  positiv  bald  negativ  ist,  so  hängt  es  von  dem  Werthe 
von  C  ab,  ob  durch  diese  Gleichung  Rotationen  oder  Schwingungen  dargestellt 
werden;  für  C>2^/  ist  das  erstere  der  Fall,  d.  h.  der  schwere  Punkt  rotirt 
fortwährend  in  derselben  Richtung  um  den  festen  Punkt,  für  C<  2^/ das  letztere, 
d.  h.  der  schwere  Punkt  pendelt  zwischen  zwei  extremen  Lagen  links  und  rechts 
fortwährend  hin  und  her.  In  physikalischer  Fassung:  Das  Pendel  rotirt,  wenn 
der  Pendelkörper  bef  horizontaler  Fadenlage  eine  grössere,  es  schwingt,  wenn 
et  eine  kleinere   »Fallhöhec   als  /  hat.     Im  ersten  Falle  erhält  man,  wenn  man 

setzt,  die  Lösung  in  der  Form: 

u  =  sin  amykt  -^  I  (8) 

und  die  Rotationsdauer 

Vq  ist  die  Geschwindigkeit  im  tiefsten  Bahnpunkte,  im  höchsten  ist  sie 
y^^  _  4^/,  im  äussersten  Punkte  rechts  oder  links  YvJ^'lgl]  sie  ist  also  unten 
am  grössten,  oben  am  kleinsten.  Man  kann  diese  Bewegung  folglich  hervorrufen, 
indem  man  dem  schweren  Punkte,  ehe  man  ihn  in  irgend  einer  Stellung  los- 
lässt,  durch  einen  Impuls  die  dieser  Stellung  entsprechende  Geschwindigkeit  er- 
theilt. 

In  dem  Grenzfalle,  wo  C=  2g l  ist,  ergiebt  sich 

'  (10) 


Die  Geschwindigkeit  im  höchsten  Bahnpunkte  ist  hier  gleich  Null,  und  man 
kann  mithin  den  Fall  verwirklichen,  indem  man  den  (an  einem  festen  Stäbchen 
befestigten)  schweren  Punkt  in  seiner  höchsten  Stellung  ohne  Impuls  loslässt. 
Er  fällt  dann  in  Folge  des  labilen  Gleichgewichtes  auf  der  einen  Kreishälfte 
herunter  und  steigt  auf  der  anderen  wieder  herauf,  und  zwar,  wie  (10)  lehrt, 
derart^  dass  die  Geschwindigkeit  mehr  und  mehr  abnimmt  und  der  höchste 
Punkt  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  wieder  erreicht  wird.  Mit  der  durch  die 
allgemeine   Theorie  des  Falles  geforderten   SymmetrieDi^d5?^W8f^l^°*°^^ 


Schwingungen. 
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dieses  Ergebniss  überein,  insofern  auch  der  Beginn  der  Bewegung  aus  dem 
labilen  Gleichgewichtszustande  heraus  im  Princip  eine  unendlich  lange  Zeit  be- 
ansprucht 

Schwingungen  des  ebenen  Pendels.  Am  wichtigsten  ist  der  noch 
übrig  bleibende  dritte  Fall,  nämlich  der,  in  welchem  entweder  C<2^/  oder  C 
negativ,  aber  >  —  2^/  ist,  also  C  zwischen  —  2^/  und  -^^gl  liegt  In  diesem 
Falle  giebt  es  nach  (7)  auf  jeder  Seite  einen  Werth  von  ft,  für  welchen  die 
Geschwindigkeit  Null  wird,  der  schwere  Punkt  also  umkehrt;  es  finden  also 
Schwingungen  statt  Der  Maximalwerth  von  9,  dg»  oder  bei  experimentellen  Be- 
trachtungen meist  das  Doppelte  desselben,  heisst  dann  die  Amplitude  oder  Weite 
der  Schwingungen ;  und  indem  man  für  sie  die  der  Gleichung  (7)  entsprechende 
Gleichung  bildet  und  von  jener  abzieht,  erhält  man 


^^'^-l^cos^-cos^)^ 


welche   vor  (7)    den  Vorzug  hat,    dass  die  Constante  Oq  von  einfacherer  und 
wichtigerer  Bedeutung  ist,  als  die  bisherige  Constante  C    Setzt  man  nun 


sin  -K-  =  k,       sin  -^  =  ku, 

so  findet  man 
also 

u^sinam{k,tY^, 

sin-^^ sin-^ sin  am\sin-^ ,  ^Yj),  (11) 

und  die  Schwingungsdauer  (von  ft  =  -f-  Oo  bis  d  =  —  Oq) 

r_.VI[:.(i)-...|..(l^)',..»^.....].  (..) 

Ist  die  Amplitude  so  klein,  dass  man  den  Bogen  für  den  Sinus  setzen  kann, 
so  wird 


(P1L54.) 


und  für  ganz  kleine  Amplituden 

Dieses  letztere  Resultat  kann  man,  auch  unabhängig  von  der  allgemeinen 
Theorie,  ganz  elementar  ableiten.  Befindet  sich  der  schwere  Punkt  (Fig.  54)  auf 
seiner  Bahn  von  F^  nach  /\  in  F,  so  hat  er,  da  er  die  Höhe  B^H  ./^^^O^^ 


(12a) 


(12b) 


Pendelgesetze. 

p  p\ PP^ 

H^II=  H^P^  —  HPy^  =  2/ 


durchfallen  hat,  die  Geschwindigkeit 


yf< 


An  Stelle  der  Sehnen  -Po/'i  unA  /'P,  kann  man  bei  sehr  kleinen  Winkeln 
die  Bögen  r  und  x  setzen;  es  wird  also 


=  1/7  ('••-*•)• 


Hieraus  könnte  man  T  berechnen,  wenn  v  constant  wäre;  ein  Kunstgriff 
gestattet  jenes  zu  ermitteln,  obgleich  dieses  nicht  constant  ist.  Ist  nämlich  i^gjPo' 
der  in  eine  Gerade  entwickelte  Schwingungsbogen,  und  lässt  man  einen  Punkt  statt 
dessen  den  Halbkreis  P^SP^^  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  rYgJl  be- 
schreiben, so  ist  die  or-Componente  seiner  Geschwindigkeit.,  also  auch  die  Zeit, 
in  welcher  er  nach  Z^^'  gelangt,  übereinstimmend  mit  den  entsprechenden  Grössen 
für  den  ersten  Punkt.    Für  den  zweiten  ist  aber  die  Zeit 


y,-'Vy. 


folglich  ist  dies  auch  die  Schwingungsdauer  des  Pendels. 

Pendelgesetze.  Die  entwickelte  Theorie  führt  zu  einer  Reihe  von  Ergeb- 
nissen, welche  man  leicht  durch  die  Erfahrung  prüfen  und  bestätigen  kann.  Das 
erste  dieser  Gesetze  lautet:  Die  Schwingungsdauer  des  ebenen  Pendels 
ist  von  der  Amplitude  nur  in  sehr  geringem  Grade  und  bei  kleinen 
Amplituden  überhaupt  nicht  abhängig.  Um  sich  hiervon  experimentell  zu 
überzeugen,  benutzt  man  ein  aus  einem  Faden  und  einer  Metallkugel  bestehendes 
Pendel,  versetzt  dasselbe  mit  beträchdicher  Amplitude  in  Schwingungen  und  beob- 
achtet die  Dauer  der  ersten  hundert,  der  zweiten  hundert  u.  s.  w.  Schwingungen 
und  zugleich  die  in  Folge  des  Luftwiderstandes  langsam  abnehmenden  Ampli- 
tuden (über  die  Art  dieser  Messungen  s.  Art.  »Dynamik«).  Man  findet  dann 
Zahlen,  welche  anfangs  wenig  und  später,  sobald  die  Amplitude  nur  noch  einige 
Grad  beträgt,  gar  nicht  mehr  abnehmen.  Man  bezeichnet  diese  Erscheinung  als 
den  Isochronismus  kleiner  Schwingungen. 

Ein  zweites  Gesetz  ist  schon  in  Gleichung  (12)  enthalten,  gilt  also  für  be- 
liebige Amplituden  und  lautet:  Die  Schwingungsdauern  verschieden 
langer  einfacher  Pendel  verhalten  sich  wie  die  Quadratwurzeln  aus 
ihren  Längen.  In  der  That,  wenn  man  sich  mehrere,  dem  Charakter  des 
mathematischen  möglichst  nahe  kommende  Pendel  herstellt,  deren  Längen  sieb 
wie  1:4:9  u.  s.  w.  verhalten,  so  findet  man  Schwingungsdauern,  welche  sieb 
wie  1:2:3  u.  s.  w.  verhalten. 

Dasjenige  Pendel,  dessen  Schwingungsdauer  genau  eine  Sekunde  beträgt,  heisst 
Sekundenpendel,  und  die  Messung  der  Länge  Z,  welche  es  haben  muss, 
ist  eine  der  wichtigsten  Grundlagen  exakter  Zeitmessung  geworden.  Näherungs- 
weise kann  man  dieselbe  mittelst  der  aus  (12b)  folgenden  Formel  Lssgjn^  mit 
Benutzung  eines  irgendwie  gewonnenen  Werthes  von  g,  genauer  durch  Beobach- 
tungen an  möglichst  einfachen  Pendeln  nach  der  Proportion  Z:/=l:/^,  also 
nach  der  Formel  L^llfi  bestimmen;  zur  exakten  Messung  ist  es  aber  noth wendig, 
die  Abweichungen  des  benutzten  Pendels  vom  Charakter  eines  einfachen,  sowie 
andere  Einflüsse  zu  berücksichtigen  (s.  unten). 

Digitizedby  ^^^v^J^lt: 
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Drittens  zeigen  die  Formeln,  dass  die  Schwingungsdauer  des  mathema- 
tischen   Pendels  der    Quadratwurzel    aus  der  Beschleunigung  durch 
die  Schwere  umgekehrt  proportional  ist.     Auch  dieses   Gesetz  wird  durch 
die  Erfahrung  bestätigt    Bringt  man,  was  RicherI)  schon   1671   that,  ein  Pendel 
unter  einen  niederen  Breitengrad,  oder  steigt  man  mit  ihm  in  ansehnliche  Höhen, 
so  nimmt  die  Schwingungsdauer  zu.     Aber  auch  an  einem  und  demselben  Ort 
kann  man  einem  Pendel  verschiedene  Schwingungsdauern  ertheilen,  indem  man 
es  durch  geeignete  starre  Verbindungen,   wie  sie  bei  dem  Apparate  von  Mach^ 
(Fig.  55)  verwirklicht  sind,  zwingt,  in  einer  schiefen  Ebene  zu  schwingen,   sodass 
die  wirkende  Beschleunigung   nur  noch 
^'  ==  ^  cos  9  (f  Neigung  der  Ebene  gegen 
die  Vertikale)  ist;  für  <p  =  90°  ist  r=oo. 
Dieser    Apparat    ist   das    Analogon    der 
schiefen  Ebene  für  das  Pendel.    Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  wird  die  durch  das 
3.  Gesetz    ausgesprochene  Beziehung   in 
ihrer  Umkehrung 

^=^,  (13) 

in  welcher  sie  zeigt,  dass  man  durch 
Messung  von  /  und  Beobachtung  von  T 
die  Grösse  g  ermitteln  kann.  Betrachtet 
man  wiederum  ein  aus  einem  dünnen 
Faden  und  einer  Bleikugel  bestehendes 
Pendel  als  ein  einfaches,  so  kann  man 
/angenähertmessen  und  somit^näherungs- 
weise  bestimmen;  in  Bezug  auf  die  exakte 
Bestimmung  muss  auch  hier  auf  das  Fol- 
gende verwiesen  werden. 

Das  vierte  Gesetz  drückt  die  Thatsache  aus,  dass  in  der  Formel  (12  b)  weder 
die  Masse  noch  die  chemische  Beschaffenheit  des  Pendelkörpers  enthalten  ist 
und  lautet:  Die  Schwingungs. 
zeit  ist  von  der  Beschaffen- 
heit des  Pendelkörpers  un- 
abhängig. Versuche  bestätigen 
dies  in  vollstem  Maasse. 

Ein  fünftes  Gesetz  bezieht  sich 
auf  die  Amplitude  der  Schwin- 
gungen und  sagt  aus:  Diese 
Amplitude  ist  constant.  In 
derThat  kann  man  im  leeren  Raum 

ein  Pendel  sehr  lange  in  Schwin-  (Pi^  5^,) 

gungen  erhalten;  die  Reibung  am  Aufhängepunkte  lässt  sie  aber  doch  mit  der 
Zeit  abnehmen  und  schliesslich  erlöschen.  Das,  was  an  dieser  Constanz  das 
Wesentliche  ist,  ist  freilich  nicht  die  Constanz  des  Amplitudenwinkels  als  solchen, 
sondern  die  Constanz  der  Höhe,  bis  zu  welcher  der  Pendelkörper  jedesmal 
emporsteigt,  (s.  >Fall  und  Wurf«).  Man  kann  dies  am  deutlichsten  an  dem  schon 
von  Galilei  angegebenen  Nagelpendel  (Fig.  56)  sehen.    Wo  man   auch  den 

0  RiCHER,  Obscrv.  astrom.  et  phys.  etc.     Paris  1679.  /^  j 

^  B4ACH,  WiED.  Ann.  Beibl.  6.  pag.  57.  1882.  Digitized  byVjO Og IC 
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Nagel  einschlägt,  das  Pendel  geht  stets  bis  zum  Niveau  EE;  kann  es  dies  wie 
im  Falle  der  Nagebtellung  d  nicht  mehr,  so  schlingt  sich  der  Faden  um  den 
Nagel  herum. 

Das  letzte  und  in  gewisser  Hinsicht  wichtigste  der  Pendelgesetze  bezieht 
sich  nicht  auf  die  Schwingungsdauer,  sondern  auf  den  Verlauf  einer  Schwin- 
gung im  einzelnen,  d.  h.  auf  die  Art  und  Weise,  wie  sich  Ort  und  Geschwindig- 
keit des  schweren  Punktes  mit  der  Zeit  ändern.  Diese  Art  und  Weise  ist,  wie 
die  Gleichung  (11)  erkennen  lässt,  im  allgemeinen  eine  ziemlich  verwickelte; 
für  kleine  Schwingungen  aber  findet  man  durch  Vernachlässigungen  den  Winkel 


und  die  Winkelgeschwindigkeit 


=  doX/Vf/yf  (14) 


^^^v^v^costy^,  (14a) 

wobei  der  Anfangspunkt  der  Zeit  und  die  tiefste  Stellung  des  Pendelkörpers  als 
einander  entsprechend  gewählt  wurden.  Wie  man  sieht,  sind  Ort  und  Ge- 
schwindigkeit des  Pendelkörpers  einfache  Sinus-  resp.  Cosinusfunctionen  der 
Zeit.  Derartige  Pendelschwingungen  heissen  daher  auch  Sinusschwingungen. 
Zur  experimentellen  Beobachtung  dieser  Verhältnisse  dient  das  graphische 
Pendel,  welches,  unbeschadet  seiner  sehr  verschiedenartigen  Ausführung  in  den 
Einzelheiten,  im  Principe  darauf  beruht,  dass  eine  an  dem  Pendelkörper  ange- 
brachte Schreibvorrichtung  die  Bewegung  desselben  auf  einer  horizontalen  Platte 
verzeichnet,  welche  in  einer  zur  Pendelebene  senkrechten  Richtung  sich  gleich- 
massig  fortbewegt.  Diese  Richtung  stellt  alsdann  die  zur  räumlichen  Abcisse 
gewordene  Zeit  dar,  während  die  Ordinate  die  Elongationen  des  Pendels  aus 
der  Gleichgewichtslage  angiebt  Man  erhält  auf  diese  Weise  Curven,  welche 
sich  nicht  nur  als  Sinuscurven  erweisen,  sondern  auch  die  einschlägigen  quanti- 
tativen Verhältnisse  zu  studiren  gestatten^).  Im  Anschlüsse  hieran  sei  noch  eines 
allgemeineren  Apparates,  des  Pendels  zur  Darstellung  der  Schwingungscurven, 
gedacht,  dessen  ausführliche  Betrachtung  in  die  Lehre  von  den  Schwingungen  (s.  d.) 
gehört.  Bei  diesem  Pendel  ist  der  Auihängepunkt  durch  eine  lange  Drehungs- 
axe,  und  der  Aufhängefaden  durch  zwei,  an  den  Enden  der  Axe  befestigte  Fäden 
ersetzt;  beide  Fäden  gehen  durch  eine  gemeinsame  Hülse  hindurch,  so  dass 
sie  oberhalb  derselben  mit  der  Axe  eine  vertikale  Dreiecksebene  bilden,  unter- 
halb derselben  aber  wie  ein  einziger  Faden  herabhängen  und  am  Ende  den  mit 
der  Schreibvorrichtung  versehenen  Pendelkörper  tragen.  Der  ganze  Apparat  ist 
ein  Pendel,  fähig  in  der  zur  Dreiecksebene  senkrechten  Ebene  zu  schwingen, 
der  Theilapparat  von  der  Hülse  abwärts  ist  ein  Pendel  von  kürzerer  Länge  und 
beliebiger  Schwingungsrichtung.  Da  nun  die  Hülse  verschiebbar  ist,  so  kann 
man  auf  diese  Weise  Schwingungen  von  Pendeln  von  beliebigem  Längenver- 
hältniss  und  beliebigem  Winkel  der  Schwingungsrichtungen  combiniren  und  er- 
hält dann  mittelst  graphischer  Aufzeichnung  Curven,  welche  den  durch  analog 
combinirte  Stimmgabeln  erzeugten  LissAjous*schen  Curven  ganz  entsprechend 
sind^.  Auch  die  Untersuchung  des  Verhaltens  eines  Pendels,  dessen  Aufhänge- 
punkt periodisch  hin  und  her  bewegt  wird,  gehört  als  Grundlage  für  die  Theorie 

*)  Ein  graphisches  Pendel,  das  fUr  exacte  Versuche  sich  sehr  geeignet  erwiesen  hat,  hahen 
neuerdings  Czermak  u.  Hieckb  in  Graz  constniirt  (s.  Centr.  Ztg.  f.  Opt  u.  Mech.  1885,  pag.  217). 

3;  Derartige   Apparate  sind  u.  A.   von  Blackburn  (Mayer,    Sound,    pag.  30)   u.    Bazzi 
[N.  Cim.  (3)  12,  pag.  275.  (1882)]  angegeben  worden. 
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der  Resonanz  in  die  Akustik  *).  Für  diese  ist  überhaupt  die  Theorie  der  Pendel- 
schwingungen von  fundamentaler  Bedeutung,  und  zwar  deshalb,  Axreil  diejenigen 
Töne,  welche  physiologisch  und  mathematisch  als  die  Elemente  aller  tibrigen 
^zu  betrachten  sind,  auf  Sinus-  oder  Pendelschwingungen  beruhen.  Von  wesent- 
lich mathematischem  Interesse  endlich  ist  das  Doppelpendel,  bestehend  aus 
einem  einfachen  Pendel,  dessen  Auf  hängepunkt  der  schwere  Punkt  eines  zweiten 
einfachen  Pendels  ist*). 

Cycloidenpendel.  Solange  man  den  Pendelfaden  als  unbiegsam  an- 
nimmt, beschreibt  der  Pendelkörper  (bei  ebenen  Schwingungen)  Kreisbögen. 
Auch  wenn  der  Faden  biegsam  ist, 
wird. dies  in  Folge  der  Spannung, 
wetohe  der  Faden  durch  den  schweren 
Punkt  erfährt,  noch  der  Fall  sein,  aus- 
genommen gewisse  Fälle  bei  Ampli- 
tuden von  mehr  als  180°.^)  Wenn 
man  aber  dem  Faden  ein  Hindemiss 
m  den  Weg  stellt,  z.  B.  eine  krumme 
Linie,  so  wird  er  sich  an  diese  an- 
lehnen, und  die  Bahn  des  Körpers 
wird    kein    Kreisbogen    mehr   sein.  (Ph.57). 

Hierauf  und  auf  der  Eigenschaft  der  Cycloide,  dass  ihre  Evolute  selbst  wieder 
eine  Cycloide  ist,  beruht  das  Cycloidenpendel  (Fig.  57).  Sowohl  die  beiderseitigen 
Anlehnungscurven,  als  auch  die  Bahncurve  sind  hier  Cycloiden.  Da  nun  diese 
(s.  Fall  u.  Wurf)  die  Tautochrone  ist,  so  folgt,  dass  die  Schwingungsdauer  des 
Cycloidenpendels  von  der  Amplitude  nicht  nur,  wie  beim  Kreispendel,  näherungs: 
weise,  sondern  völlig  unabhängig  ist*). 

Sphärisches  Pendel.     Hierbei  hat   man  von   den  beiden  Gl.  (6)  auszu- 
gehen.    Durch  Elimination  von  9  erhält  man  zunächst 


also 


und  dann  weiter 


sin^äb 


yi^sinniC-h  2^/cosb)  —  c* 


(16) 


? 


'  5/«dy2/»««»d(CH-  2gIcos&)  —  c^ 
Indem  man  hierin  statt  0  wiederum  z  =  /cos^  einführt,  erhält  man 

äz 


l/2(^  — 5«)(C-H2^ij)-r« 


(16a) 


m^-^-clf ^^  (17  a) 

Um  die   Natur   der   hierdurch  dargestellten    Bewegung  zu  verfolgen,  ist  es 
von  Wichtigkeit,  die  höchste  und  die  tiefste  Stellung,  welche  der  schwere  Punkt 


1)  Eine    allg.    Behandlnng  dieses  Problems  findet  man  u.  A.  bei  J.  Roth,  Progr.  Gymn. 
Jever  1883/1884.  — 

*)  Aus  der    zahlreichen    Litteratur    hierüber    seien    angeführt:    Jackwitz    (Progr.    Gymn. 
Posen   1882)  and  Luxenberg  (Z.  £.  Math.  u.  Physik  28,  pag.  309.  1883).  — 

•)  NoüVBL,  Ueb.  d.  Bewegung  eines  Fadenpendels  in  d.  Ebene.  Progr.  Gym.  Koethen  1886.  — 

*)  HuVGENS,  Horologium  osciUatorium,  Paris  1673. 
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einnimmt,  zu  ermitteln,  d.  h.  die  Werthe  von  z,  für  welche  äzlät^s^O  ist;    man 
findet  dieselben  aus  der  Gleichung 

2(/«  —  5*)(Ch-  ^gz)  —  iT»  =  0.  (18) 

Durch  Discussion  dieser  Gleichung,  welche  drei  Wurzeln  (eine  davon  ohne 
physikalische  Bedeutung)  besitzt,  gelangt  man  zu  folgendem  Ergebniss:  Der 
tiefste  Punkt  der  Bahn  liegt  stets  auf  der  unteren  Kugelhälfte.  Für  C<0  Hegt 
auch  der  höchste  Punkt  in  der  unteren  Hälfte  der  Kugel;  für  C=0  liegt  er  in 
ihrem  Aequator,  und  für  C  >  0  liegt  er  auf  ihrer  oberen  Hälfte.  Aus  der  ellip- 
tischen Integralform  von  /  in  Gleichung  (16  a)  folgt  ferner,  dass  die  Bahn  perio- 
disch durch  die  ermittelten  höchsten  und  tiefsten  Punkte  geht.  Wendet  man 
dann  auf  die  Bewegung  des  schweren  Punktes  die  Bezeichnung  Schwingungen 
an,  nennt  man  von  den  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (18)  diejenigen  beiden, 
welche  dem  höchsten  und  tiefsten  Bahnpunkte  entsprechen,  s^  und  s^,  die  dritte 
«0  und  setzt  man 


so  findet  man  die  Schwingungsdauer 


^m^ll,      *«=5^    (<1), 

-'-  -  «A   Z^ 


T^—^m—  f       '^"  (19) 

Um  die  Bewegung  vollständig  zu  charakterisiren,  ist  nun  noch  das  Ver- 
halten von  9  zu  verfolgen.  Ohne  weiteres  lehrt  die  Gleichung  (17  a),  dass,  wenn  z 
zu  demselben  Werthe  zurückkehrt,  ^  um  eine  constante,  von  c  abhängige  Grösse 
sich  geändert  hat.  Durch  weitere  Analyse  findet  man  schliesslich  folgendes  Cr- 
gebniss:  Das  sphärische  Pendel  beschreibt  eine  sphärische  Figur,  welche  nähe- 
rungsweise mit  einer  Ellipse  verglichen  werden  kann,  deren  grosse  Axe  sich 
gleichförmig  in  der  Bewegungsrichtung  dreht,  und  zwar  desto  schneller,  je  höher 
bei  gleicher  Lage  des  höchsten  Bahnpunktes  der  tiefste  Bahnpunkt  liegt.  ^) 

Wenn  Maximum  und  Minimum  von  z  zusammenfallen,  so  ist  überhaupt  z 
constant;  die  Bahn  des  Pendelkörpers  liegt  also  in  einer  horizontalen  Ebene 
und  kann  folglich,  da  sie  ausserdem  der  Kugeloberfläche  angehört,  nur  ein 
Kreis  sein.  Nach  dem  Flächenprincip,  d.  h.  nach  der  Gleichung  (4)  ist  dabei 
die  Geschwindigkeit  eine  constante.  Man  nennt  ein  derartiges  Pendel  Hori- 
zontalpendel oder  auch  Centrifugalpendel.  Es  bietet  einerseits  theo- 
retisches Interesse  dar,  insofern  es  eine  Fallbewegung  ohne  Fall  und  ohne 
Beschleunigung  ergiebt,  andererseits  praktisches,  insofern  es  in  verschiedenen 
Formen,  z.  B.  als  Regulator,  bei  Terzenuhren  u.  s.  w.  Anwendung  findet.  Die 
constante  Geschwindigkeit  und  die  Umlaufszeit  ergeben  sich,  wenn  a  die  con- 
stante Neigung  des  Fadens  gegen  die  Vertikale  bedeutet 

V  «  yglsinoLtga,  (20) 

«    l/TcoTä      ^    t/7 


')  Versuche  über  das  sphärische  Pendel  und  insbesondere  ttber  die  Drehung  der  grossen 
Axe  haben  kürzlich  Czermax  und  Hieckb  (Centr.  Ztg.  f.  Opt  u.  Mech.  1885,  pag.  217)  mit 
dem  oben  erwähnten  graphischen  Pendel  angestellt. 
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letztere  ist  also  gleich  der   doppelten  Schwingungsdauer   (bei  kleineren  Ampli- 
tuden) eines  ebenen  Pendels  von  der  Länge  zA) 

Physisches  oder  zusammengesetztes  Pendel.  Das  mathematische 
Pendel,  dem  die  bisherigen  Betrachtungen  gewidmet  waren,  ist  nur  eine  Ab- 
straction  von  der  Wirklichkeit.  Thatsächlich  kann  man  ein  Pendel  dieser  ab- 
strakten Gestalt  nur  mehr  oder  weniger  nähern,  muss  es  aber  aus  anderen 
Gründen  häufig  sogar  völlig  abweichend  von  ihm  construiren.  Es  besteht  dann, 
wenn  man  sich  auf  ebene  Schwingungen  beschränkt,  aus  einem  irgendwie  ge- 
stalteten Körper,  der  um  eine  horizontale  Axe  drehbar  ist.  Die  Theorie  dieses 
Apparates,  den  man  physisches  oder  zusammengesetztes  Pendel  nennt, 
ist  natOrlich  complicirter  als  die  des  mathematischen;  sie  lässt  sich  aber,  wenig- 
stens was  die  Hauptpunkte  betrifft,  mit  Leichtigkeit  auf  diese  zurückführen. 
Man  braucht  nämlich  nur  zu  fragen,  welche  Länge  ein  einfaches  Pendel  haben 
muss,  um  bei  gleicher  Amphtude  die  gleiche  Schwingungsdauer  zu  besitzen  wie 
das  vorliegende  zusammengesetzte  Pendel.  Man  könnte  für  den  Augenblick 
meinen,  diese  Frage  dahin  beantworten  zu  sollen,  dass  die  betreffende  I^nge 
der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Drehpunkte  sei.  Es  ist  aber  daran  zu  er- 
innern, dass  der  Schwerpunkt  (s.  Art.  »Dynamikc)  einen  Körper  nur  bei  fort- 
schreitenden Bewegungen  vertritt,  dass  dagegen  bei  drehenden,  also  auch  schwin- 
genden Bewegungen  an  seine  Stelle  ein  anderer  tritt,  dessen  Lage  sich  mit  Hilfe 
des  Trägheitsmomentes  des  Körpers  (pag.  77)  leicht  angeben  lässt.  Sein  Abstand 
/  von  der  Drehaxe  verhält  sich  nämlich  zum  Trägheitsmoment  k,  wie  sich  der 
Abstand  s  des  Schwerpunktes  von  der  Drehaxe  zum  Trägheitsmoment  ms^ 
der  im  Schwerpunkt  vereinigt  gedachten  Körpermasse  m  verhält;  in  Formel 

Es  ergiebt  sich  also 

Diese  Grösse  /  beisst  die  Länge  des  dem  physischen  Pendel  corre- 
spondirenden  mathematischen  Pendels  oder  auch  kürzer  die  Länge  des 
physischen  Pendels;  der  Endpunkt  der  durch  /  dargestellten  Strecke  (allge- 
mein Trägheitsmittelpunkt)  wird  Schwingungspunkt  (oder  Schwingungsmittel- 
punkt) genannt  *) 

Beispiele  für  die  Reduction  des  physischen  Pendels.  1.  Der  Faden 
sei  so  leicht,  dass  seine  Masse  vernachlässigt  werden  kann.  Dagegen  unterscheide 
sich  das  Pendel  von  einem  einfachen  dadurch,  dass  an  dem  Faden  kein  schwerer 
Punkt,  sondern  eine  ausgedehnte  homogene  Kugel  hängt.  Das  Trägheitsmoment  der 
Kugel  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  Axe  ist  (s.  Artikel  »Dynamik«, 
pag.  81)  }Mr*,  wo  m  und  r  Masse  und  Radius  der  Kugel  sind;  also  dasjenige 
um  die  Drehungsaxe  des  Pendels  m  (^*4-2/5r*),  wo  s  der  Abstand  des  Kugel- 
mittelpunktes von  der  Drehaxe  ist.    Es  wird  also 

^^"^JT  =^^  ""^l  /h  ^  Fade^l^g^)-  (22) 


0  Die  Theorie   des   ein£Bu:hen  Pendels   ist   zuersf  von  Gali|^i  |md  HfJVGEifs  und  dann 
Mccessive  weiter  entwickelt  worden. 

*)  Die  Frage  des  Schwingungspunktes  ist  von  Mbrsenne  fip^eregt,  yqn  Descartes  behandelt, 
aber  erst  von  Hüygens  gelöst  worden.  Digitized  by^( ^iC 


^7^  SchwiDgungsptmki. 

V    2.  Hängt  an  dem  wiederum  zu  vemachlässiganden  Faden  von  der  Länge  y 
ein   homogener  Rreiscylinder   von  der  Länge  ^,  'd<sU  Radius  r  imd  der  Masse 

.»»>        so        ist  .  .y 

und  folglich  ' 

l=\- — lZ-_  ±f. — 1.  (23) 

Besteht  das  Pendel  unter  Fortfall  des  Fadens  überhaupt  nur  'ai:fs  dem  ge- 
dachten Cylinder,  so  hat  man 

und  wenn  r  zu  vernachlässigen  ist  (»Pendelstange«) 

Wenn  endlich  der  Cylinder  noch  mit  der  Länge  ä  über  die  Schneide  hinaus- 
reicht, (was  sich  mittelst  einer  beiderseits  hervorragenden  Schneide  und  einer 
diese  hervorragenden  Enden  stützenden  Unterlage  erreichen  lässt),  so  wird 


/  = 


4.  12       "^        4 


c  —  ä 


und  bei  vernachlässigtem  r 


3.  Durch  Combination  der  Fälle  1  und  2  gelangt  man  zu  dem  besonders 
wichtigen  Falle  eines  Pendels,  welches  aus  einer  Stange  (oder  einem 
Faden,  Draht  oder  Stab)  und  einer  am  Ende  derselben  angebrachten 
Kugel  besteht.  Ist  m  wieder  die  Masse  der  Kugel  und  r  ihr  Radius,  m^  und 
r j  die  entsprechenden  Grössen  für  die  Stange,  deren  Länge  unterhalb  der  Dreh- 
axe  c,  oberhalb  d,  so  ist 

.       m.    c  —  d  ^     ^ 

Hängt  kein  Stück  über,  so  wird  einfacher 


2    «       fn.Vc^      rf^ 


'  +  '•+«    2 

Bei  dünnen  Fäden  oder  Drähten  kann  man  hierin  meistens  r^  vernach- 
lässigen; kann  man  auch  m^  gegen  m  vernachlässigen,  so  kommt  man  auf 
die  Formel  (22)  zurück;  wenn  endlich  auch  |r*  gegen  (^  -+-  r)*  vernach- 
lässigt werden  darf,  so  heisst  dies:  Das  Pendel  darf  innerhalb  der  ge- 
wünschten Genauigkeitsgrenzen  als  ein  einfaches  betrachtet  werden.  Beträgt 
r  beispielsweise  5J  von  r-h  r,  so  erreicht  man  bei  Vernachlässigung  von  r  im 
Zähler   eine  Genauigkeit   von    1:1000,    beir=l^   eine   solche    von  1-2500(K 
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Nicht  selten  kommt  es  auch  vor,  dass  zwar  bei  der  gewünschten  Genauigkeit 
weder  |r*  gegen  (c  -»- r)*  noch  auch  w,  gegen  m  vernachlässigt  werden  darfi 
wohl  aber  beides  gleichzeitig,  weil  hierdurch  Zähler  und  Nenner  des  Ausdruckes 
für  /  annähernd  in  gleichem  Maasse  verkleinert  werden. 

4.  Ist  an  irgend  einer  Stelle  des  gewichtslosen  Pendelfadens,  etwa  im  Ab- 
stände s  von  der  Drehaxe,  eine  Masse  m  und  am  Ende  des  Fadens,  im  Abstände 
5p  eine  gleiche  Masse  concentrirt,  so  ist 


ms^-hms.^        s^-hs 


i 


^^;;77+7ä=7T7r'  (2?) 


■(H^) 


liegt  z,  B.  m  in  der  Mitte  des  Fadens,  so  ist  /  •»  f  5  s=  ^  j|.     Sind  die  Massen 
m  und  ntj^  verschieden,  so  wird 

ms^  H-  m^  jj^ 
ms-hm^Si   ■  (27  a) 


(«H.«,)[,H.(,^_,)-^] 


Sind  die  Massen  m  und  m^  ausgedehnte  Körper  z.  B.  Kugeln^  so  hat  man 
die  Formeln  des  ersten  Beispiels  mit  dieser  zu  verbinden. 

Differentialpendel.  Mit  diesem  Namen  kann  man  ein  Pendel  bezeichnen, 
welches  wie  das  in  dem  letzten  Beispiel  betrachtete  aus  -zwei  getrennten  Massen 
besteht,  bei  welchem  diese  aber  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Drehaxe  sich 
befinden.  Die  Bedeutung  dieses  Apparates  wird  am  deutlichsten,  wenn  man  ihn 
mit  der  ATwooD*schen  Fallmaschine  und  mit  der  doppelten  schiefen  Ebene  in 
Parallele  stellt.  Bei  allen  drei  Apparaten  hat  man  es  mit  zwei  getrennten 
Massen  zu  thun;  sind  die  Momente  derselben  gleich,  so  besteht  Gleichgewicht, 
und  zwar  indifferentes;  ist  die  eine  Masse  grösser,  so  tritt  Bewegung  ein,  aber 
mit  einer  in  demselben  Verhältniss  geringeren  Beschleunigung  ^,  in  welchem  das 
Uebergewicht  ^  kleiner  ist,  als  die  gesammte  Masse  2P-hp.  Der  Unterschied 
der  drei  Apparate  liegt  nur  darin,  dass  der  eine  diesen  Satz  für  den  vertikalen 
Fall,  der  zweite  für  den  Fall  auf  der  schiefen  Ebene,  der  dritte  für  den  Fall 
auf  der  Kreislinie  demonstrirt  Man  hat  hiemach  zu  erwarten,  dass,  da  die 
Schwingungsdauer  dieses  Pendels  (für  gleiche  Abstände  /'  der  beiden  Gewichte) 

also  sehr  gross  sein  muss,  auch  die  ihm  correspondirende  Länge  sehr  gross  aus- 
fallen wird.  In  der  That  erhält  man  aus  (27  a),  wenn  man  das  Zeichen  von  s^ 
umkehrt,  zunächst 

MS  —  M^S'^ 

und  wenn  man  hierin  j  =s  jj  =  /,  »1  =  F-^p,  m^=^  F  setzt: 

/='-^/.  (29) 

in  Uebereinstimmung  mit  (28).  Man  kann  sich  auf  diese  Weise  Pendel  her- 
stellen, welche  trotz  kleiner  Dimensionen  eine  sehr  grosse  Schwingungsdauer 
haben.  Macht  man  z.  B.  die  leichte  Holzstange  jederseits  1  Meter  lang,  steckt 
auf  die  Enden  Bleikugeln  von  je  1  Pfund  und  auf  die  eine  derselben  ein  Ueber- 
gewicht  von  10  Gramm,  so  erhält  man  eine  Schwingungsdauer  von  fast  10  Se- 
kunden, zu  deren  Erzielung  man  eines  einfachen  Pendels  von  fast  100  Meter 
bedurft  hätte.  Femer  kann  man  den  Apparat  analog  wie  die  beiden  anderen 
benutzen,  um  das  Gesetz  zu  demonstriren,  dass  die  Schwingungsdauer  umcekehrt^ 
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proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  beschleunigenden  Kraft  ist;  wendet  man 
z.  B.  bei  dem  obigen  Apparat  (2/*=  1  Kilo)  der  Reihe  nach  Uebergewichte 
von  ^,  ^,  r^,  ^  Kilo  an,  so  erhält  man  Schwingungsdauem,  die  sich  innerhalb 
der  Grenzen  der  Versuchsgenauigkeit  wie  2:3:4:5  verhalten. 

Govi'sches  Pendel^).  Man  bringe  an  einem  leichten  starren  Stab  ein 
Laufgewicht  an  und  bestimme  die  Schwingungsdauer,  ausser  wenn  das  Gewicht 
am  Ende  sich  befindet,  auch  noch  bei  drei  anderen  Abständen  ^^  ^t  ^s  desselben 
von  der  Axe.     Das  Resultat  sei  TT^  T^  T^\   dann  ist 

Kb^{Tf-Ti){T^-T^)'-b^b^{T^^-Tf){T^-Tf)-b^b^{Ti-Ti){^^  ) 

Reversionspendel.  Wenn  man  nach  dem  Gesagten  die  Länge  eines 
physischen  Pendels  theoretisch  berechnen  könnte,  so  muss  man  doch  dreierlei 
bedenken:  L  Dass  diese  Berechnung  zahlreiche  Messungen  und  Wägungen  in- 
volvirt,  2.  dass  sie  desto  complicirter  wird,  je  zusammengesetzter  die  Gestalt  des 
Pendels  ist  und  3.  dass  die  Berechnung  die  Homogenität  jedes  einzelnen  der 
Theile  des  Pendels  voraussetzt;  diese  Voraussetzung  trifft  aber  fast  nie  vöDig 
zu.  Diese  Mängel  bezeichnen  zugleich  die  Vorzüge  des  BoHNENBERGER'schen 
Reversionspendels.  Dasselbe  besteht  aus  einer  Stange,  welche  ausser  dem  Pendel- 
körper zwei  als  Drehaxen  dienende  Schneiden,  davon  die  eine  verschiebbar, 
trägt;  die  Schärfen  der  beiden  Schneiden  sind  einander  zugekehrt  Im  Allge- 
meinen wird  die  Schwingungsdauer  und  folglich  auch  die  Länge  des  correspon- 
direnden  einfachen  Pendels  eine  andere  sein,  je  nachdem  das  Reversionspendel 
um  die  eine  oder  die  andere  Axe  schwingt,  nämlich,  wenn  m  die  Masse  des 
Pendels,  k  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt 
parallel  zu  den  Schneiden  gelegte  Axe  ist  und  j,  und  s^  die  Entfernungen  des 
Schwerpunktes  von  den  Schneiden  sind: 

/ ms^-k-  k  msf-\-k 

i*  —  —————         i    __  __^^___— _—  ^ 

Damit  diese  Ausdrücke  gleich  seien,  muss  die  eine  der  beiden  Grössen  s^ 
5  2  zu  der  anderen  in  der  Beziehung 

k 

stehen,  und  es  wird  dann  nach  der  ersten  der  obigen  Gleichungen 

/=jj4-jj.  (30) 

Ist  also  das  Pendel  so  gearbeitet,  dass  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  der 
beiden  Schneiden  liegt,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  die  correspondirende  Länge 
eines  auf  beiden  Schneiden  isochron  sch^ngenden  Reversionspendels  ist  gleich 
dem  Abstände  seiner  beiden  Schneiden;  für  die  Schwingungen  um  jede  von 
beiden  ist  die  andere  der  Schwingungspunkt.  Durch  eine  einzige  Längenmessung 
kann  man  also  auf  diese  Weise  /  finden,  ohne  sonst  etwas  über  die  Vertheilung 
der  Massen  ermitteln  zu  müssen.  Sind  die  beiden  Schwingungsdauem  des 
Reversionspendels  verschieden,  so  giebt  es  natürlich  ebenfalls  ein  einfaches  Pendel 
von  der  Länge  ^^  -hJj,  und  seine  Schwingungsdauer  ist 


ist   der  Unterschied    der   beiden  Schwingungsdauern  nur  gering  und  setzt  man 
dann  T^—7^=^B,  so  findet  man 


>)  Govi,  Compt.  rend.  91,  pag.  105  (1880). 
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auf  diese  Weise  kann  man  sich  helfen,  wenn  es  aus  Mangel  an  Zeit  oder  aus 
anderen  Gründen  nicht  gelingt,  die  beiden  Schwingungsdauem  gleich  zu  machen. 
(Man  beachte,  dass  T  nicht  etwa,  wie  man  vielleicht  vermuthet  hätte,  zwischen 
7*1  und  T^  liegt,  sondern  grösser  als  beide  ist).  Man  kann  aber  noch  anders 
verfahren,  nämlich  /j  und  /,  berechnen,  ohne  Gleichheit  vorauszusetzen;  man 
findet  dann  bei  geeigneter  Schreibweise 

2       "^^1— ^2        2  2        "^^1— ^2        2 

Diese  Ausdrücke  haben  den  Vortheil,  dass  die  vom  Schwerpunkt  abhängige 
Grösse  s^  —  s^  nur  in  einem  Correctionsgliede,  im  übrigen  aber  nur  der  leicht 
zu  messende  Schneidenabstand  s^-\-  s^  vorkommt. i) 

Ein  Analogon  des  Reversionspendels  ist  das  FiNGER*sche  Pendel«),  Das- 
selbe hat  nur  eine  Schneide,  aber  zwei  Massen  m^  und  m^  in  den  Abständen 
Xy^  und  x^  von  der  Axe.  Diese  lassen  sich  mit  einander  vertauschen.  Bleibt 
hierbei  T  constant,  so  ist  wieder 

Als  eine  interessante  Verallgemeinerung  des  Reversionspendels  ist  schliesslich 
noch  das  von  Böklen^  zu  erwähnen. 

Ermittelung  von  g  durch  Pendelversuche.  Nachdem  gezeigt  ist, 
dass  man  für  jedes  physische  Pendel  /  bestimmen  kann,  sieht  man  ein, 
dass  man  in  der  Formel  7^=  iryT/^  von  den  beiden  Grössen  g  und  T  die  eine 
berechnen  kann,  wenn  man  die  andere  kennt.  Die  Berechnung  von  T  aus  g 
hat  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  zur  Ermittelung  von  /  die  Beobachtung  von  T 
nicht  benutzt  worden  war;  sie  liefert  dann,  in  Verbindung  mit  der  Beobachtung 
von  T,  eine  Bestätigung  der  Theorie  des  physischen  Pendels.  Viel  wichtiger 
ist  aber  die  Berechnung  von  von  g  aus  /  und  7*,  entweder  nach  der  allgemeinen 
Formel 

^  —  2^ 
oder  aus  der  für  7*=  1  specialisirten 

g^T^^L) 

das  betreffende  Pendel  heisst  dann  Sekundenpendel  und  L  die  Länge  des  ein- 
üachen  Sekundenpendels;  unter  45°  ist  im  Meeresspiegel 

L  =  0-99353  m. 
Auf  diese  Weise  sind  die  genauesten  Werthe  der  Beschleunigung  durch  die 
Schwere  ermittelt  worden.  Die  bezüglichen  Ergebnisse  sehe  man  in  Art.  »Gra- 
vitation«; hier  handelt  es  sich  nur  um  die  Methodik.  Bis  jetzt  ist  nur  gezeigt 
worden,  wie  /  ermittelt  wird;  das  Gleiche  ist  nun  noch  für  T  zw  thun.  Damit 
ist  aber  die  Aufgabe  noch  nicht  erledigt;  vielmehr  sind  dann  noch  die  Vor- 
sichtsmassregeln und  Correctionen  zu  besprechen,  welche  zu  beachten  sind,  da- 
mit die  Resultate  die  gewünschte  Genauigkeit  besitzen. 


')  Das  Reversionspendel  ist  von  Bohnenberger  (Astronomie,  Tub.  181 1)  und  von  Kater 
(PhiL  Trans.  R.  Soc.  18 18,  pag.  33)  angegeben  worden;  als  Vorläufer  der  Erfindung  ist  Pro NY 
anzusehen  (Compt  rend.   107,  pag.  1657.  1888). 

*)  Finger,  Ber.  d.  Wien.  Ak.  (2)  84,  pag.  170  (1881). 

'}  BÖKLSN,  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  28,  pag.  304  (1883). 
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Bestimmung  der  Schwingungsdauer.  Obgleich  man  auf  verschiedene 
oben  erwähnte  Arten  die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  verhältnissmässig  gross 
machen  kann,  so  reicht  doch  die  Messung  einzelner  Schwingungen  bei  weitem 
nicht  aus,  um  irgend  welche  Genauigkeit  zu  erreichen.  Man  muss  also  einen 
ganzen  Satz  von  Beobachtungen  machen,  um  einen  genaueren  Mittelwerth  zu  er- 
zielen, und  hat  hierbei  die  allgemeine  Methode  zur  Messung  von  Schwingungs- 
dauem,  sowie  zur  Reduction  derselben  auf  kleine  Amplituden  anzuwenden  (s.  Art. 
»Dynamik^  c  pag.82ff).  Speciell  flir  Pendel  giebt  es  aber  noch  andere  Methoden, 
welche  unter  Umständen  eine  noch  grössere  Genauigkeit  gewähren.  Die  wich- 
tigste derselben  ist  die  Methode  der  Coincidenzen.^)  Bei  dieser  vergleicht 
man  die  gesuchte  Schwingungsdauer  des  Pendels  P  mit  derjenigen  des  Sekunden- 
pendels S  einer  genau  regulirten  astronomischen  Uhr,  indem  man  beide  gleich- 
zeitig durch  ein  Fernrohr  beobachtet,  das  so  aufgestellt  ist,  dass  beide  Pendel- 
bilder im  Ruhezustande  durch  den  im  Gesichtsfelde  vertikal  ausgespannten  Spinn- 
faden hindurchgehen.  Nimmt  man  an,  dass  P  schneller  schwingt  als  «S,  setzt 
man  beide  Pendel  in  Gang,  wartet  man  ab,  bis  beide  Pendel  gleichzeitig  und 
in  gleichem  Sinne  durch  den  Faden  gehen  und  beginnt  nun  zu  beobachten,  so 
wird  man  P  dem  5  vorauseilen  sehen.  Der  einfachste  Fall,  welcher  eintreten 
kann,  ist  nun  der^  dass  die  Vorauseilung  gerade  in  dem  Momente  eine  Schwingung 
beträgt,  in  welchem  5  wieder  einmal,  z.  B.  zum  «ten  Male,  durch  den  Faden 
geht;  P  geht  dann  ebenfalls  hindurch,  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  und 
man  kann  schon  aus  dem  Vergleich  dieser  beiden  ersten  Coincidenzen  die 
Schwingungsdauer  7'=«/(«4-l)  berechnen;  besser  ist  es  jedoch,  die  dritte 
Coincidenz,  welche  wieder  eine  gleichsinnige  ist,  abzuwarten  und,  wenn  zwischen 
der  ersten  und  dritten  «j  Sekunden  vergangen  sind,  mit  der  Formel  7^=  «i/(«i4-  2) 
zu  rechnen.  Natürlich  kann  man  dies  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit  fortsetzen  und, 
wenn  man  für  n^  verschiedene  Werthe  findet,  das  Mittel  aus  ihnen  nehmen.  Der  bis- 
her geschilderte  einfache  Fall  tritt  aber,  wie  man  sieht,  nur  ein,  wenn  sich  die 
Schwingungsdauem  der  beiden  Pendel  wie  zwei  ganze  aufeinander  folgende  Zahlen 
» : »  +  1  verhalten.  Schon  complicirter  wird  die  Beobachtung,  wenn  sich  dieses 
Verhältniss  nicht  einfacher  als  in  der  Form  «  -f-  ^r«  4-  J  oder  2«-i-l:2«4-3  dar- 
stellen lässt.  Die  zweite  Coincidenz,  d.  h.  die  erste  gegensinnige,  entgeht  dann 
der  Beobachtung  gewissermassen,  weil  sie  nicht  in  den  Faden  föllt;  nach  n  Se- 
kunden geht  P  noch  etwas  später,  nach  «-hl  Sekunden  aber  schon  um  eben- 
soviel früher  durch  den  Faden;  wartet  man  weiter,  bis  2«H-1  Sekunden  ver- 
gangen sind,  so  erhält  man  wieder  eine  gleichsinnige  Coincidenz,  deren  Sinn  je- 
doch dem  der  ersten  entgegengesetzt  ist;  und  man  muss  noch  die  vierte  (wieder 
gegensinnige,  unbeobachtbare)  und  die  fünfte  Coincidenz  abwarten,  um  wieder 
genau  die  Erscheinung  wie  zu  Anfang  vor  sich  zu  haben.  Je  nachdem  man 
bloss  die  Sekunden  n  bis  zur  dritten  oder,  was  besser  ist,  die  Sekunden  n^  bis 
zur  fünften  Coincidenz  zählt,  hat  man 

7-=-^    oder    r=      ""' 


«i4-4 

Verhalten  sich  endlich  ganz  allgemein  die  beiden  Schwingungsdauem,  in 
den  kleinsten  ganzen  Zahlen  ausgedrückt,  wie  a\hy  so  muss  man  längere  Zeit 
warten,  bis  eine  Coincidenz  genau  im  Faden  stattfindet.  Ist  dies  die  /te  Coinci- 
denz, und  sind  n  Sekunden  vergangen,  so  ist 


^)  BoRDA,  in:   Base  du  syst.  metr.    Par.  iSio,  T.  3,  pag.  337,  und  in  Biot  et  Arago:   Recueil 
d'obs,  etc.  exec.  par  ordre  du  Bur.  des  Long.     Par.  182 1. 
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Eilt  in  allen  diesen  Fällen  F  nicht  voraus,  sondern  bleibt  es  zurüok,  fio.  bat 
man  nur  nöthig,  in  allen  obigen  Formeln  an  Stelle  des  positiven  Zeiohejis  !das 
negative  zu  setzen.  Besonders  empfindlich  ist  diese  Methode  und  am  häbfigsiett' 
angewandt  wird  sie  daher  in  dem  Falle,  wo  die  Schwingungsdauer  von  P  nahe- 
zu gleich  1,  2,  3  u.  s.  w.  Sekunden  ist.  Man  vergleicht  dann  1,  2,  3  u.  s.  w. 
Schwingungen  des  Sekundenpendels  mit  einer  des  anderen,  hat  es  fast  immer 
mit  dem  ersten  der  obigen  Fälle  zu  thun  und  bekommt  für  n  grosse  Zahlen,  so 
dass  man  mit  aller  Ruhe  und  Genauigkeit  beobachten  kann  und  genügend  Zeit 
findet,  um  die  zur  Reduction  auf  kleine  Schwingungen  erforderliche  Messung  der 
Amplitude  vorzunehmen. 

Die  Methode  der  Coincidenzen,  welche  man  sehr  treffend  mit  der  Benutzung 
des  Nonius  bei  Längen messungen  verglichen  hat,  ist  von  Borda  erfunden  und 
von  Bessel  *)  wesentlich  verbessert  worden,  hauptsächlich  dadurch,  dass  nunmehr 
das  Pendel  nicht  in  dem  Uhrkasten  dicht  vor  dem  Sekundenpendel  aufgehängt 
wurde,  wobei  sich  beide  Pendel  durch  Mitschwingung  beeinflussen,  sondern  das 
eine  getrennt  und  unabhängig  von  dem  anderen.  Um  trotzdem  beide  im  Fernrohr 
beobachten  zu  können,  braucht  man  nur  zwischen  beiden  eine  Linse  derartig  auf- 
zustellen, dass  das  Bild  des  entfernteren  in  die  Schwingungsebene  des  näheren 
gebracht  wird.^ 

Von  den  übrigen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  sei  hier 
nur  die  elektrische  Registrirmethode  angeführt.  Das  zu  untersuchende 
Pendel  trägt  ein  feines,  berusstes  Papierblatt;  letzteres  trennt  zwei  gegenüber 
stehende  Spitzen  von  einander,  zwischen  denen  mit  Hilfe  einer  genau  regulirten 
Uhr,  eines  primären  und  eines  sekundären  Stromkreises  in  constanten  Zeitinter- 
vallen Funken  tiberspringen.  Diese  markiren  auf  dem  berussten  Papier,  wenn 
das  Pendel  schwingt,  weisse  Punkte,  deren  man  durch  Verstellen  der  Spitzen 
nach  oben  oder  unten  mehrere  Reihen  erhalten  kann.  Die  Ableitung  der 
Schwingungsdauer  aus  den  Abständen  der  Punkte  von  einander  ist  leicht  zu 
machen. 

Noch  andere  Methoden  beruhen  auf  der  Anwendung  des  Chronoskopes  oder 
des  Chronographen. 

Einiluss  der  Aufhängung.  Die  Aufhängung  eines  Pendels  kann  und 
muss  eine  sehr  verschiedenartige  sein,  je  nachem  es  sich  um  geringere  oder 
grössere  Präcision  handelt,  je  nachdem  das  Pendel  ebene  oder  räumliche  Schwin- 
gungen ausfuhren  soll  und  je  nachdem  der  Pendelkörper  an  einem  Faden  oder 
an  einer  Stange  befestigt  ist.  Fäden  und  Drähte  kann  man  einklemmen  oder 
einschrauben,  für  gewöhnliche  Zwecke  auch  anknüpfen;  bei  Stangenpendeln 
sowie  überhaupt  bei  allen  genaueren  Versuchen  muss  man,  wie  bei  genauen 
Waagen,  Schneiden  anwenden;  bei  ganz  genauen  Untersuchungen  ist  sogar  ein 
zusammengesetztes  System  von  Schneiden  erforderlich,  und  man  kann  hierbei 
mit  grossem  Vortheil  die  Idee  des  cardanischen  Ringes  mit  verwenden,  wo- 
durch man  ein  sogen.  GAUSs'sches  Pendel  erhält.^    Bei  allen  Schneidenpendeln 


1)  Bessel,  Unt  üb.  d.  Länge  d.  einf.  Secundeopendels,  Berl.  1828. 

^  In  Besug  auf  die  technische  AusfUbruxig  der  Coincidenzbeobachtungen  sind  gegenwärtig 
iwei  weitere  Metboden  zu  der  BESSEi/scben  hinzugekommen,  die  Schweizer  Registrir-Methode 
5.  Bruhns,  Astr.-geod.  Arbeiten  1870),  und  die  von  H.  C.  Vogel  (Rep.  d.  Phys.  17,  pag.  337. 
(18S1);   die  letzte  scheint  die  genaueste  zu  sein. 

»)  S.  hierüber  Lorentzen,  Astr.  Nachr.  114.  pag.  241  (1886).  oigitized  byGoOQlc 
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ist  die  Schneide  die  Drehaxe.  Sie  soll  es  wenigstens  sein,  ist  es  aber  nicht  ge- 
nau, weil  sie  niemals  eine  mathematische  Linie,  sondern  stets  ein  schmaler  Theil 
einer  Cylinderiläche  von  sehr  kleinem  Halbmesser  r  ist  Laplace  und  Bessel 
zeigten,  dass  hierdurch  die  beobachtete  Pendellänge  /'  zu  gross  ausfällt;  die 
wahre  /  ist,  wenn  s  der  Schwerpunktsabstand  ist: 


'-(.-f)^ 


der  Fehler  ist  also  nicht  so  ganz  unbedeutend,  da  er  direkt  proportional  mit  r 
ist;  er  beträgt  z.  B.  für  r  =  0*1  mm  und  ^  =  0'5  ««  immerhin  0'0002  des  Werthes. 
Da  man  aber  r  nur  schwer  bestimmen  kann,  thut  man  besser  seinen  Einfluss 
zu  eliminiren,  wofür  Bessel  verschiedene  Methoden  angegeben  hat.  Benutzt  man 
z.  B.  zwei  Pendel,  die  aus  derselben  Kugel,  derselben  Schneide,  aber  verschieden 
langen  Drähten  gebildet  sind,  so  kann  man  aus  den  Schwingungsdauem  und 
dem  Längenunterschied  der  Drähte  die  correspondirenden  Längen  berechnen, 
unabhängig  von  der  Schärfe  der  Schneide  (und  zugleich  unabhängig  von  der 
Homogenität  der  Kugel,  i) 

Einfluss  der  Temperatur.  Je  höher  die  Temperatur,  desto  kürzer  wird 
die  Pendelstange  und  umgekehrt.  Man  muss  also  bei  wissenschaftlichen  Angaben 
die  Temperatur  hinzufügen.  Bei  Uhren  macht  man  sich  durch  die  sogen.  Com- 
pensation  (s.  Ausdehnung  durch  die  Wärme)  von  der  Temperatur  unabhängig. 

Einfluss  der  umgebenden  Luft.  Bei  allen  genaueren  Pendelunter- 
suchungen ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  in  den  Gleichungen  (2)  u.  s.  w.  ent- 
haltene Theorie  durch  den  Einfluss  der  Luft  modificirt  wird.  Dieser  Einfluss 
erstreckt  sich  auf  Amplitude  und  Schwingungsdauer.  In  ersterer  Hinsicht  sei 
nur  kurz  bemerkt,  dass  alsdann  die  Amplituden  abnehmen,  und  zwar  in  geo- 
metrischer Progression,  im  übrigen  aber  auf  weiter  unten  folgende  Artikel  ver- 
wiesen. Im  luftleeren  Räume  kann  man  es,  wenn  man  überdies  die  Reibung 
in  der  Aufhängung  möglichst  verringert,  dahin  bringen,  dass  ein  Pendel  tage-,  ja 
wochenlang  schwingt.  2;  Der  Einfluss  auf  die  Schwingungsdauer  ist  ein  doppelter, 
ein  aerostatischer  und  ein  aerodynamischer.  Um  den  ersteren  zu  berück- 
sichtigen, muss  man  nach  dem  archimedischen  Princip  die  verdrängte  Luftmasse 
m^t  deren  Schwerpunktsabstand  s^  sei,  in  Rechnung  ziehen.  Der  andere  Ein- 
fluss rührt  daher,  dass  das  Pendel  eine  gewisse  Luftmenge  mit  sich  hin  und 
herführt,  und  dass  hierdurch  sein  Trägheitsmoment  vergrössert  wird.  Man 
kann  demnach,  wenn  e  eine  von  der  Gestalt  und  Schwingungsdauer  des  Pendeis 
abhängige    Constante   ist,    die  Länge    des   correspondirenden    einfachen  Pendels 


/  = 


ms  —  iW|  jj 

setzen.  Nach  Bessel  kann  man  e  experimentell  bestimmen,  indem  man  zwei  Pendel 
von  gleicher  Gestalt  und  fast  gleicher  Schwingungsdauer,  aber  verschiedener 
Masse  benutzt.  In  Bezug  auf  das  weitere  sei  auf  die  Untersuchungen  von  Bessel  ^ 
und  von  O.  E.  Meyer  ^)  verwiesen,  und  nur  noch  die  von  Letzterem  abgeleitetei 
genaue  und  detaillirte  Formel,  welche  auch  die  innere  Reibung  der  Luft  berück- 
sichtigt, angegeben: 


1)  Näheres  bei  Bessel,  a.  a.  O.  u.  bei  F.  Neumann,  Einl.  in  die  theor.  Phys.     (Hrsg.  ▼. 
Pape).     Leipr.  1883,  pag.  78. 

«)  Bottomley,  PhiL  Mag.  23,  pag.  72  (1887). 

3)  Bessel,  a.  a.  O. 

*)  O.  E.  Meyer,  Crelle's  J.  73,  pag.  31  (1871).  —  Pogg.  Ann.  142,  pag.  481  (1871), 
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{M  —  'M'){\  +  ä)^\{m  —  «') X  • 

{M  Masse  der  Kugel,  M^  der  von  ihr  verdrängten  Luft,  a  ihr  Radius,  jx  ihr 

Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Mittelpunktsaxe,    X  die  Länge   des  Pendel- 

fadens,   m   seine  Masse,   m*  diejenige   der   von  ihm    verdrängten  Luft,  endlich 

1  9 

^  =  X-  -+-  7—,  wo  V  von  der  Reibung  abhängig  ist).    Bei  gewöhnlichen  Pendeln 

schwächt  man  den  Luftwiderstand  dadurch  ab,  dass  man  den  Pendelkörpem  die 
Gestalt  von  Linsen  giebt,  welche  die  Luft  gewissermassen  durchschneiden.  Beim 
Reversionspendel  kann  man  den  Lufteinfluss  gänzlich  eliminiren,  wenn  man  ihm 
nach  Bessel  zwei  Linsen  von  gleichen  Dimensionen  giebt,  von  welchen  die  eine 
voll,  die  andere  hohl  ist  und  zu  denen  die  beiden  Schneiden  symmetrisch  liegen. 
Es  verschwindet  dann  in  dem  Ausdrucke  für  /  sowohl  die  aerostatische  als  auch 
die  aerodynamische  Correction,  und  man  erhält  wie  früher  /  =  5^  +  53.  Näheres 
hierüber  sehe  man  in  den  Art.  »Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten«  und 
»Reibung.« 

Bifilare  Aufhängung.  Ein  an  einem  Faden  aufgehängter  Körper  kann 
zwar,  ausser  um  eine  horizontale  Axe,  auch  um  den  Faden  als  verticale  Axe, 
schwingen;  diese  Schwingungen  darf  man  aber  nicht  als  durch  die  Schwere, 
sondern  muss  sie  als  durch 

die  Torsion  des  Fadens  __,  f  [f  ■ 
hervorgerufen  betrachten. 
Hängt  man  einen  Körper 
aber  an  zwei  im  Ruhezu- 
stände verticalen  Fäden  auf, 
so  führt  er  nicht  nur  um 
diehorizontale  Verbindungs- 
iime  der  beiden  oberen  End- 
punkte der  Fäden,  sondern  1 **'    '    '*^ 1 

auch  um  eine  in  der  Mitte  (PIlöS),  ' 

zwischen  ihnen  liegende  vertikale  Axe  Schwingungen  aus,  welche  man  als  eine 
Folge  der  Schwere  zu  betrachten  hat,  weil  mit  ihnen  eine  periodische  Senkung 
und  Hebung  des  Körpers  verknüpft  ist,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde, 
weil  die  als  unausdehnbar  angenommenen  Fäden  bei  der  Drehung  des  Körpers 
eine  schräge  Lage  erhalten  und  folglich  nicht  mehr  so  weit  herabreichen  wie  vor- 
her. Die  Theorie  dieser  Erscheinung  lässt  sich  sogar  für  den  Fall,  dass  die  Fäden 
wie  in  Fig.  58  nach  unten  divergiren,  leicht  entwickeln.  Die  obere  Entfernung 
der  Fäden  sei  2^,  die  untere  2u  und  die  Länge  Z.  Im  abgelenkten  Zustande 
bieten  die  Fäden  alsdann  von  oben  gesehen  das  Bild  der  zweiten  Fig.  58;  in  dieser 
Stellung  sei  uu^  noch  um  z  tiefer  als  op\  Bezeichnet  man  noch  mit  M  die 
Masse  und  mit  K  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  um  die  Drehaxe,  so  findet 
man  die  Winkelbeschleunigung 

d^b Mgousinb 

dt^  "■  LK 

also  durch  Vergleichung  mit  der  entsprechenden  Formel  für  das  einfache  Pendel 
die  correspondirende  Länge 

M    ou 
Und  somit  die  Schwingungsdauer  r^^^^T^ 

WuuucAmi,  Physik.    I.  12  O 


tyS  Bifilare  Aufhfingung. 

1/1  K  L 
^  g  M  0u 
Die  somit  abgeleitete  Formel  findet  weniger  in  dieser  Gestalt  tur  Bestätigung 
der  Theorie,  als  vielmehr  in  der  umgekehrten 

zur  Ermittelung  des  Trägheitsmomentes  Anwendung.  Um  dabei  die  nicht  genau 
messbaren  Grössen  o  und  u  zu  eliminiren,  kann  man  entweder  bei  zwei  ver- 
schiedenen Werthen  von  Z  beobachten  und  aus  den  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen 
für  T  und  T^,  o  u  eliminiren,  oder  nach  Gauss  ganz  so  wie  bei  bei  der  analogen 
Methode  für  unifilare  Auihängung  (s.  Art.  »Dynamik  c,  pag.  81)  die  Masse  des  Körpers 
durch  Anhängung  zweier  gleicher  Körper  in  gleichem  Abstände  zu  beiden  Seiten 
der  Drehaxe  vermehren  und  nun  wieder  die  Schwingungsdauer  bestimmen. 
Ist  K^  das  hinzugefügte  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Drehaxe  und  M  die 
hinzugefügte  Masse^  so  erhält  man 


Ar= 


Das  Trägheitsmoment  K^  kann  man,  da  man  gewöhnlich  cylindrische  Körper 
hinzufügt,  entweder  berechnen,  oder  durch  einen  dritten  Versuch,  bei  welchem 
man  dieselben  nicht  im  Abstand  d^^  sondern  im  Abstände  d^  von  der  Drehaxe 
anbringt,  eliminiren;  im  letzteren  Falle  erhält  man 
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^  -     (Ti»  -  Tf)  (M-h  Ml)      '^^ 

Einfluss  der  Erdrotation;  FoucAULT'sches  Pendel.  Während  sich 
der  Einfluss  der  Erdrotation  auf  Fall  und  Wurf  (s.  d.)  durch  die  Thcilnahme  der  be- 
treffenden Körper  an  der  Bewegung  der  Erde  erklärt,  gestaltet  sich  derselbe  Ein- 
fluss auf  die  Bewegung  des  Pendels  gerade  entgegengesetzt  und  lässt  sich  im 
Princip  durch  den  Ausspruch  beschreiben,  dass  ein  solcher  Einfluss  nicht  vor- 
handen ist.  Wenn  trotzdem  dieser  Gegenstand  von  Interesse  ist^  so  liegt  dies 
einestheils  darin,  dass  wir  die  Bewegung  der  Erde  nicht  wahrnehmen,  und  folg- 
lich an  einem  Körper,  welcher  diese  Bewegung  nicht  theilt,  eine  entgegengesetzt 
gerichtete,  scheinbare  Bewegung  beobachten  werden,  theils  darin,  dass,  wenn 
wir  an  einem  Pendel  ohne  ausreichenden  Grund  eine  Drehung  der  Schwingungs- 
ebene wahrnehmen,  wir  hierin  einen  Beweis  für  die  Drehung  der  Erde  erblicken 
dürfen.  Dass  die  Schwingungsebene  des  Pendels  durch  anderweitige  Drehungen 
nicht  beeinflusst  wird,  kann  man  auch  künstlich  zeigen,  z.  B.  indem  man  den 
zwischen  den  Fingern  gehaltenen  Pendelfaden  dreht,  wobei  der  Pendelkörper 
zwar  in  Rotation  um  seine  Axe  geräth,  aber  in  derselben  Ebene  weiterschwingt; 
oder  indem  man  ein  schwingendes  Pendel  in  verschiedensten  Richtungen  hin- 
und  herträgt;  oder  endlich  indem  man  es  an  einen  hohen,  auf  die  Schwung- 
maschine gesetzten  Bügel  hängt  und  diese  in  Rotation  versetzt. 

Der  Versuch,  zum  Zwecke  des  Nachweises  der  Rotation  der  Erde  um  ihre 
Axe  die  scheinbare  Drehung  der  Schwingungsebene  des  Pendels  zu  demonstriren 
ist  zuerst  von  Foucault^  und  seitdem  in  den  mannigfachsten  Formen  ausgeführt 

1)  Die  Theorie  der  biliaren  AuflhlUigUQg  ist  namentlich  von  Besssl,  Gauss  und  F.  Nsuuann 
entwickelt  worden. 

9}  FoüCAüLT,  Compt.  R.  3J,  pag.  135  (1851).  oigitized  by  GoOglc 
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worden.  Hat  man  einen  hohen  Raum  zur  Verfügung,  so  hängt  man  einen  feinen, 
aber  tragfähigen  Draht  an  der  Decke  mittelst  einer  Vorrichtung  auf,  welche  möglichste 
Freiheit  der  Bewegung  gewährt  und  die  Bevorzugung  einer  Richtung  vor  anderen 
als  ausgeschlossen  erscheinen  lässt,  und  befestigt  an  ihm  eine  möglichst  schwere, 
unten  mit  einer  Spitze  versehene  Kugel.  Mit  dem  Centrum  dicht  unter  dieser 
stellt  man  eine  mit  Gradeintheilung  versehene  Kreisscheibe  auf.  Bindet  man  nun 
das  Pendel  in  einer  schiefen  Stellung,  in  welcher  die  Spitze  gerade  über  dem 
Nullpunkte  der  Theilung  sich  befindet,  mittelst  eines  Fadens  irgendwo  an  und 
brennt  den  Faden  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte  durch,  so  schwingt  das  Pendel 
gradlinig  von  0  nach  180.  Aber  schon  nach  wenigen  Minuten  kann  man  eine 
Abweichung  von  dieser  Richtung  beobachten,  und  nach  10  Minuten  beträgt  sie, 
wenn  z.  B.  in  Berlin  beobachtet  wird,  bereits  2^  und  zwar  im  Sinne  der  Uhr- 
zeigerbewegung. Die  Abweichung  wird  immer  grösser,  bis  sie  schliesslich  wegen 
Abnahme  der  Amplitude  oder  Ausartung  der  ebenen  in  sphärische  Schwingungen 
sich  der  Beobachtung  entzieht.  Auch  im  gewöhnlichen  Zimmer,  also  mit  viel 
kürzeren  Pendeln,  kann  man  sich  mit  Anwendung  von  Kunstgriffen  schon  in 
nicht  viel  längerer  Zeit,  etwa  innerhalb  ^  oder  ^  Stunde  von  der  scheinbaren 
Drehung  überzeugen.  Ein  solcher  Kunstgriff  ist  z.  B.  die  Benutzung  zweier 
Pendel,  welche  ursprünglich  in  derselben  Ebene  schwingen,  und  deren  Kugeln 
abwechselnd  einander  ganz  nahe  kommen  und  sich  von  einander  entfernen.  Mit  der 
Zeit  treffen  dann  die  Kugeln  nicht  mehr  genau  auf  einander,  sondern  weichen 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  ab,  und  ihr  transversaler  Abstand  im  Momente 
der  grössten  Annäherung  nimmt  mit  doppelter  Geschwindigkeit  zu.  Mittelst  ver- 
schiedener Projectionsmetoden  kann  man  dies  auch  einem  grösseren  Publikum 
sichtbar  machen^). 

Was  die  Theorie  der  Erscheinung  betrifft,  so  ergeben  zunächst  die  Ge- 
setze der  Dynamik  folgendes.  An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  treten  neue, 
welche  sich  durch  der  Rotation  der  Erde  entsprechende  Glieder  von  ihnen 
unterscheiden.  Legt  man  den  Anfangspunkt  in  den  schweren  Punkt  des  als 
einfach  betrachteten  Pendels,  die  z-Axe  vertikal  abwärts,  die  ^-Axe  in  den  Meridian, 
ist  (D  die  Winkelgeschwindigkeit  und  9  die  geographische  Breite,  so  lauten  die 
Bewegungsgleichungen 

ä^x  dy 

-^  =  2i0«Vi<p^-f-X^, 

d^ y  ^     (  .      dx  dz\ 

-^  =  -  2«  (^^/«9 -^ -f.  ^^i<p  ^j -^  X^, 

Diese  Gleichungen  können  allgemein  nur  für  unendlich  kleine  Schwingungen 
integrirt  werden.  Setzt  man  x^=^rcosb\  yz=irsin%\  so  dass  r  und  d'  die  Polar- 
coordinaten  des  schweren  Punktes  in  der  jedesmaligen  Horizontalebene  sind, 
bezeichnet  man  mit  c  und  C  willkürliche  Constanten,  und  führt  man  endlich  einen 
neuen  Winkel  durch  die  Gleichung  0'4-/<o5i»9  =  0  ein,  so  wird 

')  Aus  der  grossen  Zahl  der  experimentellen  Untersuchungen  über  das  FouCAUtT'sche 
l^cndel  seien  liier  angef^lhrt:  Dufour,  CR.  33,  pag.  13  (185 1).  —  Morren,  CR.  33,  pag.  6a 
(1851).  —  D^EAN  DE  FoNROQUE,  CR.  88,  pag.  771  (1879).  —  CzERMAK  u.  HiECKE,  Centr. Z. 
f*  Opt  u.  Mech.  1885,  pag.  217.  —  Hierher  gehört  auch  das  von  G.  SiRE  (J.  de  Phys.  to,  pag.  401, 
1^1}  oonstruirte  »Devioskop*,  sowie  das  von  E.  v.  Gothard  angegebene  *Kremakli^n^i^^£^Tp 
Iiiitr.K.5,  pag.  19,  i88s).  ^^^^     ^  ^ 
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Diese  Gleichungen  zeigen  dadurch,  dass  sie  o  nicht  enthalten,  in  der  That^ 
dass  die  Schwingungsvorgänge  unabhängig  sind  von  der  Rotation  der  Erde. 
Eine  eingehendere  Analyse  zeigt  freilich,  dass  dies  nur  für  die  grossen  Züge  der 
Erscheinung,  nicht  aber  für  die  Vorgänge  jeder  einzelnen  Schwingung  gilt  Die 
Erscheinung,  welche  das  FoucAULT'sche  Pendel  darbietet,  wird  häufig  als  Er- 
haltung der  Schwingungsebene  beseichnet  (s.  unten). 

Hiermit  ist  der  wahre  Sachverhalt  charakterisirt.    Von  besonderem  Interesse 

ist  es  aber  hier,  den  Vorgang,  wie  er  sich  uns  scheinbar  darstellt,  zu  verfolgen. 

Begnügt   man    sich    mit  einer  angenäherten  Darstellung  und  beschränkt 

man  sich  darauf,  die  Erscheinung  nur  kurze  Zeit,  etwa  höchstens  bis  zu  einer 

Stunde  zu  verfolgen,  so  gelangt 
man  für  ebene  Schwingungen  in 
kurzer  und  ganz  elementarer  Weise 
zum  Ziel.  Am  Pole  ist  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  scheinbaren 
Drehung  offenbar  dieselbe,  wie  die 
wahre  der  Erddrehung,  in  einer 
Stunde  dreht  sich  also  die 
Schwingungsebene  um  15°  und  in 
einem  Tage  —  in  diesem  Spedal- 
falle  darf  man  verallgemeinem  — 
ein  ganzes  Mal  herum.  Am  Aequa- 
tor  findet  eine  Drehung  überhaupt 
nicht  statt,  weil  hier  das  Flächen- 
stück, über  welchem  das  Pendel 
schwingt,  bei  der  Erddrebung  sich 
nur  verschiebt,  ohne  sich  in  sich 
(Ph.  a9).  selbst  zu  drehen ;  es  dreht  sich  zwar 

um  die  Erdaxe  aber  diese  Drehung  macht  die  Pendelebene,  die  doch  stets  vertikal 
bleiben  muss,  selbstverständlich  mit.  An  jedem  anderen  Orte  wird  demgemäss 
die  Erscheinung  zwischen  beiden  Extremen  liegen.  Setzt  man  das  Pendel  im 
Orte  A  der  Einfachheit  halber  in  der  Richtung  des  Meridians  AC\n  Schwingungen, 
so  bildet  die  Schwingungsrichtung  BD  im  Orte  B  mit  dem  Meridian  dieses  Ortes 
den  Winkel  CBD  =  ACB  =  ß.  Ist  wieder  ^  die  geographische  Breite  und  a  der 
Drehungswinkel  AMB,  endlich  r  der  Erdradius,  so  ist  AB  =  a.r<osff\  andrerseits 
AC==rtangAOC^  rcotgtf,  und  hiermit  AB^^rcotg^y  also  durch  Vergleichung 
der  beiden  Ausdrücke  für  AB 

ß  =  a  sin  ff, 
in  Worten:  die  Drehung  der  Schwingungsrichtung  ist  proportional  dem  Sinus 
der  geographischen  Breite.  Beispielsweise  ist  für  Berlin  ß  =  0,793  a,  die  schein- 
bare Drehung  beträgt  also  hier  in  einer  Stunde  etwa  12°.  Man  kann  an  einem 
Globus  leicht  diese  Vorgänge  verfolgen  und  überzeugt  sich  dann,  wie  die  wirk- 
liche Bewegung  der  Pendelebene  beschaffen  ist.  Der  Ausdruck  »Erhaltung  der 
Schwingungsebenec  erweist  sich  dabei,  wenigstens  ohne  weiteren  Zusatz,  als  un- 
gerechtfertigt 

So   einfach   diese   Annäherung,    welche  Übrigens  durch  das  Experiment  so 
ziemlich  bestätigt  wird,  ist,  so  complicirt  ist  die  exakte  Theorie. 
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trotz  der  seit  Foucault  und  namentlich  in  den  letzten  zehn  Jahren  mächtig  ange- 
schwollenen Litteratur  hierüber  noch  manche  Unklarheit  selbst  über  wesentlichere 
Punkte.  Dass  die  obige  elementare  Entwickelung  nicht  streng  ist,  ergiebt 
sich  durch  verschiedene  Erwägungen,  z.  B.  durch  die,  dass  die  in  ^  zu  AC  ge- 
zogene Paralle  BD  gar  keine  horizontale  Linie  mehr  ist,  also  auch  nicht 
Schwingungsrichtung  sein  kann.  Wird  also  schon  unter  den  dortigen  einfachen 
Annahmen  die  strenge  Behandlung  selbst  für  unendlich  kleine  Schwingungen 
schwierig,  so  bietet  sie  fast  unübersteigliche  Hindernisse,  wenn  man  sie  unter 
den  der  Wirklichkeit  entsprechenden  Bedingungen  durchführen  will.  Indem  in 
dieser  Hinsicht  auf  die  erwähnte  Litteratur  verwiesen  wird,  muss  es  hier  genügen, 
die  wichtigsten  in  Betracht  kommenden  Momente  zu  erwähnen.  1 .  Die  Schwingungs- 
ebene kann  nicht  sich  selbst  parallel  bleiben,  weil  sie  stets  vertikal,  im  Sinne 
des  augenblicklichen  Ortes  sein  muss.  2.  Im  Moment  des  Losbrennens  des 
Fadens  besitzt  das  Pendel  bereits  eine  seitliche  Drehungsgeschwindigkeit,  welche 
berücksichtigt  werden  muss.  3.  Es  kommt  darauf  an,  in  welcher  Richtung  das 
Pendel  anfangs  schwingt.  4.  Mit  der  Zeit  verwandeln  sich  die  Schwingungen 
in  sphärische  und  es  tritt  dann  zu  der  scheinbaren  Drehung  die  oben  abgeleitete 
wirkliche  hinzu.  5.  Es  kommt  .darauf  an,  ob  die  Schwingungen  durch  einen 
Impuls  in  der  Gleichgewichtslage  oder  durch  Loslassen  in  der  abgelenkten  er- 
zeugt werden.  6.  Die  Schwingungsdauer  wird  eine  andere.  Endlich  käme 
7.  noch  der  Luftwiderstand  in  Betracht;  derselbe  ist  aber  auf  das  Drehungs- 
gesetz ohne  Einfluss^). 

Anwendungen  des  Pendels.  Die  wichtigste  Anwendung  des  Pendels  ist 
die  zur  Regulirung  zeitmessender  Apparate,  d.  h.  als  Uhrpendel.  Die  Pendeluhr 
ist  eine  der  vielen  Ideen  von  Huycens').  Die  Regulirung  geschieht  dadurch,  dass 
immer  abwechselnd  der  eine  oder  der  andere  von  zwei  mit  dem  Pendel  ver- 
bundenen Haken  in  dasjenige  Zahnrad  eingreift,  welches  durch  ein  Gewicht  in 
ständige  Drehung  versetzt  wird;  es  kann  in  Folge  dessen  dieses  Rad  während 
jeder  Schwingung  nur  um  einen  Zahn  vorrücken.  Andererseits  sorgt  das  Zahnrad 
durch  den  Stoss,  welchen  es  dem  Haken  jedesmal  giebt,  dafUr,  dass  die  Pendel- 
schwingungen nicht  nur  dauernd,  sondern  auch  bei  gleicher  Amplitude  erhalten 
werden.  Zur  Ermöglichung  absoluter  Regulirung  der  Uhr  ist  die  Linse  ver- 
schiebbar; ein  Hinaufschieben  beschleunigt,  ein  Hinabschieben  verzögert  die  Be- 
wegung. 

Eine  andere,  ähnliche  Anwendung  des  Pendels  ist  der  von  Mälzel  1813 
erfundene  Taktmesser  oder  Metronom.')  Bei  demselben  ist,  um  langsame 
Schwingungen  bei  kleinen  Dimensionen  des  Apparates  zu  haben,  die  Idee  des 
Differentialpendels  (s.  o.)  verwirklicht,  die  Pendelstange  über  den  Drehpunkt  hinaus 


>)  Einige  der  wichtigsten  Arbeiten  über  die  Theorie  des  FoüCAULT'schen  Pendels  sind: 
Dumas,  Crblle  J.  50,  pag.  52  u.  126  (1854}.  —  Binet,  Liouvnxs,  Villarceau,  Bertrand  u. 
a.  in  verschiedenen  Bänden  der  Compt  Rend.  —  Roethig,  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  24,  pag.  153  (1879). 

—  SiAca,  Atti  R.  Acc.  Torino  13  (1878).  —  Tammen,  Rep.  d.  Phys.  17,  pag.  278  (1882),  und 
Jahr.  Ber.  Ver.  f.  Nat  Zwickau  1882,  pag.  47.  —  I.  Franz,  Dissertation,  Halle  1872.  —  Kamerung 
OifNKS,  Dissertation,  Gröningn.  1879.  —  Weihrauch,  Rep.  d.  Phys.  22,  pag.  480  u.  643  (1887). 

—  DE  Sparre,  Ann.  Soc.  Bmx.  17,  pag.  11 1  (1882). 

Ein  ahnliches  Problem,  n&mlich  die  Bewegung  des  Pendels  in  einem  Eisenbahnwagen,  ist 
▼on  P.  DB  St.  Robert  (Atti  R.  Acc.  Line.  (3)  3,  pag.  277  (1879)  behandelt  worden.  Auch  hier 
fiodet  die  sog.  »Erhaltung  der  Schwingungsebene«  nicht  statt 

^  HUYGENS,  Horologium  oscillatorium.  Paris  1673.  ^^^  j 

>)  Kurse  Abhandlung  über  den  Metronom  und  dessen  Anwendung,  Mainz  1836.1  OOQIC 
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verlängert  und  trägt  hier  ein  Gewicht,  dessen  Verschiebbarkeit  verschiedene 
Schwingungsdauein  zu  erzielen  ermöglicht 

Das  ballistische  Pendel  besteht  entweder  aus  dem  an  starken  Stangen 
pendelnd  aufgehängten  Geschützlauf  und  dient  alsdann  dazu,  durch  den  Rückschlag 
die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  zu  bestimmen;  oder  es  besteht  aus 
einem  pendelnd  aufgehängten,  mit  Thon  gefüllten  Kasten,  in  welchen  die  Kugel 
einschlägt  und  auf  den  sie,  in  ihm  stecken  bleibend,  ihre  Wucht  überträgt,  so 
dass  man  ihre  Geschwindigkeit  an  dieser  Stelle  ihrer  Bahn  berechnen  kann. 

Das  elektrische  Pendel  endlich  ist  ein  solches,  welches  dadurch,  dass 
es  zwischen  den  Polen  einer  sogenannten  trockenen  Säule  schwingt  und  von 
diesen  abwechselnd  abgestossen  wird,  bei  geeigneter  Aufstellung  monate-  und 
selbst  jahrelang  im  Gang  bleibt  und  scherzweise  Perpetuum  mobile  genannt 
wird.  Uebrigens  finden  bei  elektrischen  und  magnetischen  Versuchen  auch  sonst 
Pendel  vielfach  Anwendung. i)  F.  Auerbach. 


Kreiselbewegung. 

Kreiselbewegung  ist  die  Rotation  eines  starren  Körpers  um  eine  Haupt- 
trägheitsaxe,  von  welcher  entweder  nur  ein  Punkt  oder  gar  keiner  fest  ist.  Man 
nennt  eine  solche  Axe  eine  freie  Axe  (s.  Art.  Dynamik);  ist  sie  ganz  frei,  so  kommt 
zu  der  gedachten  Rotation  im  allgemeinen  noch  eine  fortschreitende  Bewegung 
des  Körpers  hinzu.  In  allen  Fällen  aber  (von  einem  Specialfalle  abgesehen) 
treten,  durch  die  Rotation  als  primäre  Erscheinung  bedingt,  secundäre  Be- 
wegungen auf,  welche  die  bezüglichen  Vorgänge  besonders  interessant  und 
mannigfaltig  gestalten.  Noch  verwickelter  endlich  werden  die  Erscheinungen 
durch  die  in  der  Wirklichkeit  stets  nicht  unerheblich  sich  geltend  machende 
Reibung,  von  welcher  jedoch  hier  zunächst  abgesehen  wird. 

Die  auffallendste  Erscheinung,  welche  sich  darbietet,  ist  die,  dass  kreiselnde 
Körper  nicht  umfallen,  obgleich  sie  es  thun  würden,  wenn  sie  sich,  ohne  zu 
kreiseln,  in  derselben  Stellung  befänden.  Beispiele  liefern  ein  fortrollendes  Rad,  ein 
um  seine  vertikale  Axe  sich  drehender  Teller  und  der  bekannte  einfache  Kreisel. 
Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  der  Schwerpunkt  vertikal  über  dem  Stützpunkte 
liegt;  die  Drehungsaxe  liegt  alsdann,  symmetrische  Massenvertheilung  vorausge- 
setzt, beim  Rade  horizontal,  beim  Kreisel  vertikal.  In  ruhendem  Zustande  würden 
diese  Körper  thatsächlich  umfallen,  weil  sie  sich  im  labilen  Gleichgewichtszu- 
stande befinden;  im  kreiselnden  Zustande  ist  dies  nicht  der  Fall,  ja  es  bedarf  einer 
gewissen  Kraftanstrengung,  um  sie  umzuwerfen.  Diese  Erscheinung  heisst  die 
Erhaltung  der  Rotations  ebene.  Damit  ist  die  Erscheinung  natürlich  nur 
bezeichnet,  aber  nicht  erklärt;  worauf  sie  beruht,  davon  kann  man  sich  ohne 
Rechnung  folgendermassen  eine  Vorstellung  machen.  Der  ruhende  Kreisel  fällt 
um,  weil  bei  der  leisesten  Lagenänderung  der  Schwerpunkt  sich  nach  der  einen 
Seite  verschiebt,  während  sich  gleichzeitig  die  Punkte  dieser  Seite  senken;  damit 
ist  das  Gleichgewicht  gestört  und  der  Kreisel  muss  auf  die  betreffende  Seite 
fallen.  Beim  kreiselnden  Kreisel  findet  im  ersten  Moment  dasselbe  statt,  d.  h. 
durch  einen  Zufall  senkt  sich  die  eine  Hälfte  des  Kreisels  ein  wenig,  wobei  sich 
die  andere  Hälfte  um  denselben  Betrag  hebt;  sehr  bald  aber,  nämlich  schon  nach 
einer  halben  Umdrehung,  haben  die  beiden  Hälften  ihre  Stellung  und  folglich 


')  Die  Figur  57  ist  leider  auf  den  Kopf  gestellt. 
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ihre  Rollen  miteinander  vertauscht,  und  es  wird  daher  die  Wirkung  jetzt  die  um- 
gekehrte sein:  die  gehobene  Hälfte  wird  sich  senken,  die  gesunkene  sich  heben; 
durch  einen  fortwährenden  Ausgleich  wird  also,  wie  man  sieht,  die  ursprüngliche 
Lage  erhalten^}.  Man  kann  dies  ganz  kurz  auch  so  aussprechen:  Der  ruhende 
Kreisel  fällt  um,  weil  er  durch  Zufall  einen  Anstoss  nach  einer  bestimmten  Richtung 
erhält;  der  rotirende  Kreisel  bleibt  aufrecht,  weil 
der  durch  Zufiall  in  einer  bestimmten  Richtung  er- 
haltene Anstoss  sich  durch  die  Rotation  auf  alle 
Richtungen  gleichmässig  vertheilt 

Die  Erhaltung  der  Rotationsebene  offenbart 
sich,  wie  erwähnt,  auch  dadurch,  dass  man  eine 
unverhältnismässige  Gewalt  anwenden  muss,  um 
diese  Ebene  zu  verändern.  Man  kann  dies  z.  B. 
an  einem  Apparat  wahrnehmen,  welcher  aus  einer 
in  zwei  Hälften  zerlegbaren  Hohlkugel  besteht,  in 
deren  Inneres  sich  ein  Kreisel  einsetzen  lässt; 
rotiert  derselbe,  so  kann  man  die  Kugel  zwar  um 
die  Kreiselaxe  mit  Leichtigkeit,  um  alle  übrigen 
Azen  aber  nur  mit  Anstrengung  drehen.  Man 
wird  sich  hiervon  in  ähnlicher  Weise  wie  oben 
Rechenschaft  geben  können. 

Besonders  geeignet  zur  Demonstration  der  Er- 
haltung der  Rotationsebene  ist  der  Bohnenber- 
GER'sche  Apparat  (Fig.  60)").    Derselbe  besteht  aus  cfilöo.) 

drei  mittelst  Spitzen  in  einander  liegenden  Ringen;  der  äusserste  A  ist  vertikal 
festgestellt,  der  zweite  B  kann  sich  um  eine  vertikale,  der  dritte  C  um  eine  hori- 
zontale Axe  drehen,  endlich  die  in  dem  letzteren  hängende  Kugel  D  um  eine 
auf  der  letztgenannten  senkrechte  Axe;  um  den  Aequator  der  Kugel  läuft  eine 
Rolle,  von  welcher  man  eine  Schnur  abziehen  und  hierdurch  die  Kugel  in  rasche 
Rotation  versetzen  kann.  Vermöge  dieser  Aufhängung  kann  sich  die  Kugel  nach 
allen  Richtungen  frei  drehen,  und  in  der  That  genügt,  so  lange  die  Kugel  ruht, 
der  leisesteexcentrische  Druck,  um  die  Axe  in  der  gewünschten  Richtutig  zu 
drehen;  kreiselt  sie  aber,  so  kann  man  den  ganzen  Apparat  beliebig  neigen  und 
drehen,  ohne  dass  dies  auf  die  absolute  Richtung  der  Axe  einen  Einfluss  hätte. 
Die  Erhaltimg  der  Rotationsebene  kommt  indessen  nur  in  zwei  Fällen  voll 
zum  Ausdruck:  entweder  muss  die  Axe  vertikal  stehen,  oder  der  feste  Punkt  muss 
mit  dem  gemeinsamen  Schwerpunkt  des  Körpers  im  allgemeinen  und  der  Axe 
im  Besonderen  zusammenfallen.  Ist  keines  von  beiden  der  Fall,  so  setzt  sich  die 
äussere  Wirkung,  also  beim  Kreisel  die  Schwere,  mit  dem  Bestreben  die  Rotations- 
ebene zu  erhalten,  zu  einer  neuen  Bewegung  zusammen,  welche  neben  der  kreiseln- 
den Bewegung  hergeht  und  darin  besteht,  dass  die  Axe  um  den  festen  Punkt 
eine  Kegelfläche  bestimmter  Art  beschreibt;  an  jedem  schief  aufgesetzten  Kreisel 
kann  man  diese  Bewegung  wahrnehmen.  Im  grossen  und  ganzen  kann  manc) 
auch  von  dieser  Erscheinung  ohne  Rechnung  ein    Verständnis  gewinnen.    Die 


*)  Bei  einem  rollenden  Rade  kann  man  die  periodischen  Schwankungen  ganz  deutlich  ver- 
folgen ;  iie  werden  desto  stärker,  je  langsamer  das  Rad  rollt,  und  schliesslich,  wenn  der  Ausgleich 
<o  §1^  erfolgt,  fiült  das  Rad  um. 

*)  BoHNKNBERGBR,  Beschreibung  einer  Maschine  u.  s.  w.     TUb.  181 7. 

•)  PocCENDORFP.  Pogg.  Ann.  90,  p.g.  348  (I8S3).  ^^^^^  .^  GoOglc 
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Kreiselapparate. 


Schwere  sucht(Fig.  61)  die  Neigung  der  Axe  a  b  gegen  die  Vertikale  cdzxx  vergrössem, 
also  die  rotirende  Scheibe  um  eine  mit  o  q  parallele  Axe  zu  drehen.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  Punkte  o  und  q  hört  in  Folge  dessen  auf,  eine  rein  tangentiale  o  r 

resp.  q  u^  wie  bisher,  zu  sein;  sie 
lässt  sich  vielmehr,  nachdem  die 
Schwere  die  Scheibe  um  ein  weni- 
ges gekippt  hat,  in  die  tangentialen 
Componenten  o  s  und  q  v  und  in 
die  zur  Scheibenebene  senkrechten 
Componenten  o  t  und  q  w  zerlegen ; 
vermöge  der  ersteren  wird  die 
Kreiselbewegung  fortgesetzt,  ver- 
möge der  letzteren  wird  die  Scheibe 
um  eine  mit  np  parallele  Axe  ge- 
dreht, also  die  Kreiselaxe  a  b  \n 
einer  auf  der  Ebene  ab  c  d  senk- 
rechten Richtung  vornüber  gekippt. 
Sobald  dies,  wenn  auch  noch  so 
wenig,  der  Fall  ist,  hört  auch  die  Ge- 
schwindigkeit der  Punkte  n  und/  auf  rein  tangential  zu  sein,  sie  erhält  vielmehr  eine 
auf  der  Scheibenebene  senkrechte,  in  n  nach  unten,  in  /  nach  oben  gerichtete 
Componente,  und  die  Scheibe  wird  sich  um  eine  zu  <7  ^  parallele  Axe  in  auf- 
richtendem Sinne  drehen.  Die  Folge 
des  Zusammenwirkens  dieser  Um- 
stände ist  also  eine  doppelte:  einmal 
die  Verhinderung  des  Umfallens,  und 
sodann  eine  zu  der  Kreislinie  b  V  tan- 
gentiale Bewegung  der  Kreiselaxe,  ver- 
möge deren  letztere  eine  Kegelfläche 
beschreibt.  Diese  Bewegung  wird 
Präcession  genannt. 

Zur  Beobachtung  der  Präcession 
unter  beliebig  zu  verändernden  Um- 
ständen eignet  sich  ganz  besonders  der 
von  Plücker^)  angegebene  und  von 
FESSELconstruirte  Rotation  sapparat 
(Fig.  62).  Die  mit  einem  peripheri- 
schen Wulst  versehene  Scheibe  a  sitzt 
mit  ihrer  Axe  b  in  einem  Ringe  c^ 
der  selbst  wieder  zwischen  den  Spitzen 
n  n  eines  äusseren  Ringes  ^  hängt.  Y^tx 
(Ph.  62.)  an  letzterem  befestigte  Stift/ ist  mittelst 

eines  horizontalen  Stiftes  in  der  Gabel  /  befestigt  DerApparat  ist  also  um  eine 
horizontale  Axe,  ausserdem  aber,  vermöge  der  freien  Verbindung  des  Gabelstieles 
h  mit  dem  Stativ,  auch  um  eine  vertikale  Axe  beweglich.  Versetzt  man  nun  die 
Scheibe  durch  Abziehen  einer  auf  b  gewickelten  Schnur  in  Kreiselbewegung,  so 
treten,  je  nach  der  Stellung  des  verschiebbaren  Gegengewichtes  g,  drei  Fälle  ein, 
welche  (innerhalb  gewisser  Grenzen)  das  Gemeinsame  haben,  dass  der  Apparat 


^^^^  *)  Plücker,  Pogg.  Ann.  91  (1854). 
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weder  nach  der  einen  noch  nach  der  anderen  Seite  umfällt,  die  sich  aber  in 
folgender  Weise  von  einander  unterscheiden:  Steht  g  so,  dass  der  Kreisel  das 
Uebergewicht  hat,  so  dreht  sich  der  ganze  Apparat  um  die  Verticale,  und 
zwar  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  der  höchste  Punkt  der  Scheibe  a.  Hat 
zweitens  g  das  Uebergewicht,  so  findet  eine  entgegengesetzte  Drehung  statt. 
Beide  Drehungen  erfolgen  desto  schneller,  je  grösser;  bei  gleicher  Geschwindig- 
keit der  Kreiselbewegung  das  einseitige  Uebergewicht  ist.  Wenn  drittens  die 
beiden  Seiten  des  Apparates  sich  gerade  das  Gleichgewicht  halten,  so  rufl  die 
Kreiselbewegung  gar  keine  Drehung  um  die  Vertikale  hervor. 

Die  genaueren  und  insbesondere  die  quantitativen  Verhältnisse  der  Präcessions- 
bewegung  müssen  aus  dem  allgemeinen  Kotationsproblem  (s.  Art  »Dynamik«) 
hergeleitet  werden.  Indem  in  dieser  Hinsicht  namentlich  auf  die  Untersuchungen 
von  W.Hess*)  verwiesen  wird,  muss  er  hier  genügen,  die  wichtigsten  Resultate 
anzuführen.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  5  des  starren  Rotationskörpers 
vom  festen  Punkte  O  sei  d,  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  in  der 
Aequatorebene  (d.  h.  in  der  durch  O  senkrecht  zur  Axe  gelegten  Ebene)  ver- 
laufende Gerade  sei  A^  das  Trägheitsmoment  um  die  Kreiselaxe  C,  das  Gewicht 
Pf  die  Neigung  der  Kreiselaxe  dp,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Kreiseins  n 
(also  das  Drehungsmoment,  das  ertheilt  werden  muss,  C  n).  Das  Moment  der 
Schwere  ist  alsdann  Päsinb^,  also  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  zweiten 
Drehung  FdsinbJA.  Beide  Drehungen  erfolgen  um  freie  Axen.  Setzt  man  sie 
aber  zu  einer  einzigen  Drehung  zusammen,  indem  man  in  der  bekannten  Weise 
das  Parallelogramm  —  hier  Rechteck  —  der  Componenten  und  in  diesem  die 
Diagonale  construirt,  so  ergiebt  sich  eine  neue  Drehungsaxe,  welche  nicht  Haupt- 
trägheitsaxe,  also  auch  nicht  freie  Axe  ist.  Sie  ist  auch  nicht  permanente,  sondern 
nur  momentane  Drehungsaxe,  und  es  muss  daher  notwendig  eine  Bewegung  der 
Elreiselaxe  um  O  eintreten. 

Diese  Bewegung  erweist  sich  nun  als  eine  doppelte.  Zu  der  Drehung  der 
Kreiselaxe  um  die  Vertikale,  also  zu  der  oben  bereits  abgeleiteten  Präcession 
kommt  nämlich  noch  eine  Veränderlichkeit  in  der  Neiguung  der  Kreiselaxe  gegen 
die  Vertikale;  diese  Bewegung  heisst  Nutation.  Der  Sinn  der  Bewegung  ist 
für  eine  auf  O  in  der  Kreiselaxe  stehende  Person  gleich  oder  entgegengesetzt 
dem  Sinne  der  Kreiselbewegung,  je  nachdem  zu  Anfang  der  Schwerpunkt  ober- 
halb oder  nicht  oberhalb  des  festen  Punktes  liegt.  Auch  sonst  sind  diese  beiden 
Fälle  in  mancher  Beziehung  von  einander  abweichend.  Liegt  S  unterhalb  oder 
in  gleichem  Niveau  mit  O^  so  kann  es  im  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung  sich 
nie  über  dasselbe  erheben;  liegt  zu  Anfang  5  oberhalb  O^  so  bleibt  es  stets 
oberhalb  oder  tritt  zeitweise  herunter,  je  nachdem 

C'«»  ^  1 

p  >  oder  <  , 


ssL  Die  Kreiselaxe  beschreibt  eine  Kegelfläche,  deren  Querdurchschnitt  eine 
aus  lauter  spitz  zusammenstossenden  Bögen  bestehende  Curve  ist;  fUr  5  unter- 
halb O  sind  die  Spitzen  nach  aussen,  für  den  andern  Fall  nach  innen  gekehrt; 
die  untere  Hälfte  der  Fig.  63  bezieht  sich  auf  jenen,  die  obere  auf  diesen  Fall. 
Der  Schwerpunkt  bleibt  stets  innerhalb  einer  bestimmten  Zone  der  um  O  mit  d 
beschriebenen  Kugel,  und  diese  Zone  ist  im  ersten  Falle  desto  breiter,  d.  h.  die 


^  Hess,  Math.  Ann.  Bd.  19,  pag.  121    (1881)  und  39  (1886);  ferner  Rep.  d.  Phys.  18,^ 
P^g- «33  ("88z).  DigitizedbyV^OOQlC 
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Nutation  um  so  beträchtlicher,  je  grösser  P,  Ä,  d  und  je  kleiner  C,  n  und  die 
anfängliche  Tiefe  des  Schwerpunktes  ist;  im  zweiten  Falle  desto  breiter,  je 
grösser  P,  A^  d,  n   und  je   kleiner  C  ist,    femer  desto  breiter,,  je  kleiner  oder 

grösser  dp  ist,  je  nachdem  die  Be- 
wegung nur  oberhalb  oder  auch 
unterhalb  verläuft.  Für  die  Bedeutung 
der  Nutation  kommt  aber  ausser  ihrer 
Amplitude  auch  noch  die  zu  jeder 
Ausbuchtung  erforderliche  Zeit,  also 
das,  was  man  die  Schwingungs- 
dauer der  Nutation  nennen  kann, 
in  Betracht.  Diese  Dauer  ist  desto 
grösser,  also  die  Nutation  wiederum 
um  so  deutlicher  (in  beiden  Fällen), 
je  kleiner  P,  C,  n  und  Oq  und  je 
grösser  A  ist;  ausserdem  muss  für 
S  unterhalb  O  d  möglichst  gross,  im 
anderen  Falle  möglichst  klein  sein. 
(Ph.68.)  Wie  man  sieht,  wirken  einige  dieser 

Einflüsse  auf  Amplitude  und  Schwingungsdauer  in  entgegengesetztem,  andere  in 
gleichem  Sinne;  auf  die  letzteren  kommt  es,  wenn  die  Nutation  möglichst  be- 
deutend sein  soll,  bei  der  Construction  des  Apparates  besonders  an,  zumal  n 
der  Reibung  halber  sogar  sehr  gross  gewählt  werden  muss.  Bei  einem  Apparat, 
bei  welchem  die  Masse  380  gr,  //=4-88,  C=3864  ^=  11496  ist,  findet  sich 
z.  B.  für  «  =  942  und  8^=30°  die  Amplitude  nur  etwa  zu  5|  Bogenminuten, 
die  Länge  einer  Nutation  nur  1 3 }  Bogenminuten  und  die  Dauer  nur  O'Ol  Zeit« 
Sekunden.  Will  man  möglichst  starke  Nutation  erhalten,  so  muss  man  nach  obigem 
das  Trägheitsmoment  um  die  Kreiselaxe  möglichst  klein,  dasjenige  senkrecht  dazu 
möglichst  gross  machen;  gerade  umgekehrt  muss  man  verfahren,  wenn  man  eine 
möglichst  nutationsfreie,  reine  Präcessionsbewegung  erhalten  will. 

Das  vorstehende,  na- 
mentlich die  Zackenform 
des  Querschnitts  des  von 
der  Axe  beschriebenen 
Kegels,  erleidet  eine  Mo- 
difikation, wenn  zu  der 
Rotation,  in  die  der  Kreisel 
versetzt  wird,  noch  seit- 
liche Stösse  in  dieser  oder 
jener  Richtung  hinzukom- 
men; die  Spitzen  verwan- 
deln sich  dann  in  Schleifen 
Bögen  u.  s.  w. 

Um  diese  Verhältnisse 
experimentell  zu  prüfen,  bedient  man  sich  besonders  fein  gearbeiteter,  nicht 
auf  Spitzen  stehender,  sondern  an  Fäden  hängender  Kreiselapparate,  welche 
man,  in  Erweiterung  eines  von  Foucault  eingeführten  Namens  (s.  unten), 
Gyroskope  nennt,  und  die  man  zu  diesem  Zwecke  nach  dem  Vorgange  von  Bobyleff  ^) 


(Ph.64). 


')  BOBYLEFP,  Seänces  d.  1.  soc.  fran^.  de  phys.   1884.  pag.  134. 
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mit  einer  Schreibvorrichtung  versieht.  In  Fig.  64  sind  die  von  diesem  Physiker 
erhaltenen  Curven  dargestellt;  der  Schwerpunkt  lag  unterhalb  des  festen  Punktes. 
Bei  A  fand  bloss  Rqtation  statt,  bei  den  anderen 
Versuchen  wurde  ausserdem  noch  ein  seitlicher  Stoss 
in  dieser  oder  jener  Richtung  ertheilt.  Auch  mit  einem 
gewöhnlichen  Kreisel,  wo  dann  der  Schwerpunkt 
über  dem  festen  Punkte  liegt,  kann  man  durch 
schwach  excentrisches  Einstecken  einer  Schreibspitze, 
z.  B.  eines  Bleistiftes,  in  das  obere  Ende  der  Axe, 
Wahl  einer  geeigneten  Unterlage  u.  s.w.  graphische  Dar- 
stellungen der  Kreiselbewegung  selbst,  der  Präcession 
und  der  Nutation  erzielen;  dieselben  zeigen  dann  aber 
(Fig.  65)  in  ihren  zeitlich  aufeinander  folgenden 
Theilen  eine  Verschiedenheit,  welche  in  einer  Veränder-  ^pj^  ^  ^ 

lichkeit  des  Präcessionsradius,  der  Nutationsamplitude,  der  Zacken-  resp.  Schleifen- 
form u.  s.  w.  besteht  und  eine  Folge  der  abnehmenden    Winkelgeschwindigkeit, 
der  Reibung  und  anderer  Einflüsse  ist    Im  übrigen  entnimmt  man  den  Fig.  64  und 
65  die  Thatsache,    dass   die  Theorie  mit 
dem    Experiment    in    völliger    Ueberein- 
stimmung  ist.^} 

Die  Kreiselbewegung  kann  be- 
nutzt werden,  um  die  Axendrehung 
der  Erde  nachzuweisen,  und  zwar, 
wie  FouCAüLT^)  erkannt  hat,  auf  zwei 
ganz  verschiedene  Arten;  die  eine  ist 
analog  der  entsprechenden  Anwendung 
des  Pendels  und  bedient  sich  des  Falles, 
wo  die  Erhaltung  der  Rotationsebene  statt- 
findet (s.  oben);  die  andere  beruht  auf  der 
Herstellung  von  Bedingungen,  bei  denen 
gcwissermassen  das  Gegentheil  von  der  Er- 
haltung der  Rotationsebene  erzielt  wird, 
nämlich  die  Einstellung  derselben  in  eine 
bestimmte,  von  der  ursprünglich  gewählten 
ganz  unabhängige  Richtung. 

Das  Föücault'  sehe  Gyroskop  (Fig.  66) 
besteht  aus  dem  noch  einmal  für  sich  ab- 
gebildeten ELreisel  a  in  dem  Ringe  ^, 
welcher,    ähnlich   wie    bei   den   oben   be-  (PIlöö.) 

schriebenen  Apparaten,  mittelst  der  Schneiden  c  in  dem  äusseren  Ringe  d  ruht, 
der  selbst  wieder  an  einem  torsionsfreien  Faden  vertikal  hängt,  so  dass  er  mit 

^  Weitere  UntersuchuDgen  UberKreiselbcwegung:  G.  Hauck,  Z.  f.  math.  Unt  17,  pag.  81 
und  423  (1886).  —  Franke,  daselbst,  pag.  422  und  Progr.  Gymn.  Seehausen  1873/74.  — 
SoDODT,  die  elementare  Behandlung  d.  Kreiselproblems,  Tüb.  1886.  —  Finger,  Wien.  Ber. 
^3i  pag.  3*7  (1874)  und  Rep.  d.  Phys.  10,  pag.  138  (1874).  —  Schliesslich  sei  auf  die  Kreisel- 
apparate des  Mechanikers  ScHMmT  in  Dresden  hingewiesen,  mit  denen  sich  zahlreiche  interessante 
Versuche  anstellen  lassen. 

")  FoüCAüLT,  Compt.  rend.  35,  pag.  421,  424,  469,  602  (1852).  —  Ueber  die  Vorläufer 
FoüCAüLT's  (Atkinson  1827,  Sang  1836)  s.  Blyth,  Gyroscope  und  Gyrostate,  in  der  Enc 
Brit  II,  pag.  351.  ^^2.^6  by  OoGglc 


^^  Richtung  der  Rotationsebene. 

einer  unten  angebrachten  Spitze  dicht  über  einem  Plättchen  des  Fusses  einspielt 
Der  Apparat  ist  so  fein  und  frei  construirt,  dass  im  Ruhezustande  ein  Hauch  ge- 
ntigt, um  die  Kreiselaxe  in  eine  andere  Lage  zu  bringen.  Rotirt  dagegen  der 
Kreisel,  so  behält  die  Axe  ihre  Richtung  bei  und  zwar  absolut,  wie  man 
daraus  ersieht,  dass  bei  mikroskopischer  Beobachtung  eine  stetige  scheinbare  Be- 
wegung derselben  conform  mit  der  scheinbaren  Bewegung  des  Himmels  auftritt. 
Man  muss  also  hieraus  auf  die  Axendrehung  der  Erde  schliessen. 

Ganz  anders,  wenn  man  die  freie  Bewegung  der  Kreiselaxe  in  der  Art  be- 
schränkt, dass  dieselbe  aus  einer  bestimmten  Ebene  nicht  heraus  kann.  Man 
kann  dies  leicht  auf  zwei  verschiedene  Weisen  erreichen.  Fixirt  man  nämlich 
den  Ring  d  in  horizontaler  Ebene,  so  muss  die  Kreiselaxe  selbst  in  der  Hori- 
zontalebene bleiben;  fixirt  man  andererseits  den  äusseren  Ring  in  geeigneter 
Lage,  so  kann  sich  die  Kreiselaxe  nur  in  einer  bestimmten  Vertikalebene  —  es 
sei  dies  die  Meridianebene  des  Ortes  —  frei  bewegen.  In  beiden  Fällen  zeigt 
sich,  dass  die  Kreiselaxe,  welche  Lage  in  der  betreflfenden  Ebene  sie  auch  ur- 
sprünglich eingenommen  haben  möge,  sich  nach  einigen  Schwingungen  in  eine 
bestimmte  Richtung  einstellt,  nämlich  im  ersten  Falle  in  die  des  Meridianes,  im 
zweiten  Falle  in  die  der  Erdaxe;  und  zwar  beide  Male  so,  dass  der  Kreisel 
in  demselben  Sinne  rotirt,  wie  die  Erde.  Man  kann  diese  Erscheinungen  in 
den  Satz  zusammenfassen:  Wenn  ein  Körper  um  eine  seiner  Hauptaxen  rotirt 
und  eine  Kraft  eine  Drehung  um  eine  andere  Axe  hervorzubringen  strebt,  so 
bewegt  sich  die  erstere  in  die  Richtung  der  letzteren  und  zwar  auf  einem  solchen 
Wege^  dass  der  Sinn  der  Drehung  ein  übereinstimmender  wird. 

Man  kann  diese  Erscheinungen  mittelst  der  Schwungmaschine  willkürlich 
hervorrufen,  indem  man  z.  B.  einen  BoHNENBERCER'schen  Apparat  durch  Ver- 

mittelung  eines  gekrümmten  Bügels 
(Fig.  67)  excentrisch  und  schief  auf 
sie  aufsetzt.  Je  nachdem  man  den 
äusseren  und  mitüeren,  oder  den 
inneren  und  mittleren  Ring  in  zu 
einander  senkrechter  Stellung  fest- 
klemmt, stellt  sich  die  Kreiselaxe 
parallel  der  Axe  der  Schwung- 
(Pii.67).  maschine  (Fig.  67  a)   oder   parallel 

dem  Meridian  (Fig.  67^).  Sind  diese  Stellungen  eingenommen,  und  dreht  man 
nun  die  Schwungmaschine  plötzlich  umgekehrt  wie  bisher,  so  schlägt  die  Kreisel- 
axe um  180°  um,  um  aus  dem  labilen  in  das  stabile  Gleichgewicht  zu  gelangen. 
Die  betrachtete  Erscheinung,  die  man  im  Gegensatz  zur  »Erhaltung  der 
Rotationsebene«  als  »Richtung  der  Rotationsebene«  bezeichnen  kann,  ist 
von  Foucault's  Nachfolgern  theoretisch  und  experimentell  in  verschiedenen 
Richtungen  ausgebildet  worden.^)  So  zeigt  sich  ganz  allgemein,  dass,  welches 
auch  die  der  Kreiselaxe  freigegebene  Ebene  sei,  man  in  ihr  die  Gleichgewichts- 
lage erhält,  wenn  man  die  Erdaxe  auf  sie  projicirt.  Steht  die  gedachte  Ebene 
senkrecht  zur  Erdaxe,  so  ist  die  Kreiselaxe  in  jeder  Lage  im  indifferenten  Gleich- 
gewicht.   Was  endlich  die  Schwingungen  betrifft,  welche  die  Axe  ausführt,   ehe 

^)  Die  Arbeiten  von  Foucault  selbst,  Person.  Sms  (Gyroskopisches  Pendel  u.  s.  w.), 
Gruey,  Henry  a.  A.  finden  sich  in  zahlreichen  Bdn.  der  Comptes  rend.  der  Pariser  Aka- 
demie. Ferner  sind  zu  nennen:  Th.  Gilbert,  Bull.  sc.  math.  et  phys.  (Bnix.)  (2)  6,  pag.  189 
und  J.  de  phys.  (2)  2,  pag.  101  (1883).  —  E.  C.  O.  Neümann,  Pogg.  Ann.  132  (1867)  und 
Rep.  d.  Phys.  4,  pag.   127  (1868).  ' 
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sie  die  Gleichgewichtslage  annimmt,  so  steht  deren  Dauer  in  Beziehung  zur 
Dauer  des  Erdtages  und  zur  geographischen  Breite  des  Ortes.  Wie  man  sieht, 
kann  man  das  Gyroskop  nicht  bloss  zum  Nachweis  der  Axendrehung  der  Erde, 
sondern  geradezu  für  praktische  Orientirungszwecke  benützen,  nämlich 
zur  Ermittelung  der  Meridianrichtung,  der  Richtung  der  Erdaxe,  der  Breite  u.  s.  w. 
Schliesslich  bt  auf  die  grosse  2^hl  von  Apparaten  hinzuweisen,  welche  theils  wissen- 
schaftlichen, theils  praktischen  Zwecken  dienend,  auf  Grund  der  obigen  oder 
ähnlicher  Betrachtungen  construirt  worden  sind.  Dahin  gehören  zunächst  Combi- 
nationen  von  gewöhnlichen  Kreiseln.  Eine  der  wichtigsten  in  obigem  erhaltenen 
Erscheinimgen,  nämlich  das  Bestreben  der  Rotationsaxen  parallel  zu 
werden  (auch  Parallelismus  der  Rotationsaxen  genannt)  lässt  sich  z.  B.  zeigen, 
indem  man  einen  kleineren  Kreisel  schräg  auf  einen  grösseren  setzt,  dessen 
Axe  vertikal  steht;  der  erstere  richtet  sich  dann  allmählich  auf,  falls  er  in  gleichem 
Sinne  wie  der  andere  Kreisel,  dagegen  neigt  er  sich  mehr  und  mehr  und  fällt 
schliesslich  herunter,  wenn  er  im  entgegengesetzten  Sinne  kreiselt.  Von  neueren 
Apparaten  sind  namentlich  die  von  Sire^)  (Polytrop,  gyroskopisches  Pendel, 
Barog3rroskop)  und  von  Gruev^),  sowie  die  wesentlich  praktischen  Zwecken  ge- 
widmeten von  Crova")  (Magnetisches  Gyroskop),  Dubois')  (Marine-G3Toskop;, 
Sir  W.  Thobison*)  (Gyrostatische  Waage  u.  A.)  bemerkenswerth. 

Präcession  und  Nutation  der  Erde.  Eine  Kreiselbewegung  setzt 
sich  im  Allgemeinen,  wie  gezeigt  worden  ist,  aus  drei  verschiedenen 
Vorgängen,  nämlich  aus  Rotation,  Präcession  und  Nutation  zusammen. 
In  grossartigem  Maassstabe  wird 
eine  solche  Krciselbewegung  von 
der  Erde  ausgeführt  Ihre  Dre- 
hung um  die  Sonne  ist  dabei 
ausser  Acht  zu  lassen.  Wenn 
die  Erde  eine  vollkommene  Kugel 
wäre,  so  würde  ihre  Axe  stets  die- 
selbe Richtung  im  Räume  ein- 
nehmen, d.  h.  stets  nach  demselben 
Fixstern  zeigen.  Wäre  andererseits 
die  Erde,  wie  sie  es  ist,  am  Aequa- 
tor  ausgebaucht  und  drehte  sie  sich 
nicht  um  ihre  Axe,  so  würde  die 
Sonne  den  in  Folge  der  Neigung  der 
Ekliptik,  also  der  Erdaxe,  schief 
gegen  sie  stehenden  Aequator  der 

£rde  in  die   Ebene  der   Erdbahn  (Ph.68) 

hineinziehen,  also  die  Erdaxe  senkrecht  gegen  diese  stellen.  Da  aber  die  Erde 
um  ihre  Axe  rotirt,  so  tritt  keiner  von  beiden  Fällen  ein,  sondern  die  Erdaxe 
beschreibt  im  Laufe  der  Zeit  um  die  Vertikale  auf  der  Erdbahn  einen  KegeL 
Dies  ist  die  Präcession  der  Erdaxe.  Ein  vollständiges  Umlaufen  der  Kegel- 
fläche dauert  etwa  26000  Jahre,  d.  h.  erst  auf  mehr  als  9  Millionen  Kreiselum- 
läufe kommt  ein  Präcessionsumlauf.     In  derselben  Periode  variirt  natürlich  auch 


*)  S.  oben. 

^  Crova,  J.  de  phys.  (2)  i,  pag.  271  (1882). 
*)  DuBOis,  Compt  rend.  98,  pag.  227  (1884). 
*)  Tbomson,  Natura  30,  pag.  524  (1884). 
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der  Nordpol  des  Himmels;  der  Abstand  des  Polarsternes  von  demselben  wird 
in  300  Jahren  nicht  mehr  1^^  sondern  nur  noch  21' betragen,  dann  aber  wieder 
wachsen,  und  in  12000  Jahren  wird  die  Vega  Polarstem  sein.  Der  Querschnitt 
des  betrachteten  Kegels  ist  nun  aber  ebenso  wenig  wie  beim  gewöhnlichen  Kreisel 
eine  Kreislinie;  sie  ist  vielmehr  eine  Wellenlinie,  die  in  der  Figur  unter  Ver- 
grösserung  der  einzelnen  Wellen  (deren  Zahl  thatsächlich  ausserordentlich  gross 
ist)  dargestellt  ist,  und  an  deren  Erzeugung  auch  der  Mond  wesentlich  betheiligt 
ist.  Dies  ist  die  Nutation  der  Erdaxe.  Die  hiermit  im  Zusammenhange 
stehenden  Erscheinungen,  z.  B.  die  Präcession  der  Aequinoctialpunkte,  gehören 
in  die  Astronomie.*)  F.  Auerbach. 


Allgemeine  Gravitation. 

Allgemeines.  Nachdem  Copernicus  den  geocentrischen  Bann  durch  sein 
heliocentrisches  System  gebrochen  hatte,  blieb  es  Kepler  vorbehalten,  diesem 
System  durch  die  drei  nach  ihm  benannten  Gesetze  einen  strengen  Ausdruck 
zu  verleihen.  Diese  Gesetze  sind  zwar  im  Vergleich  zu  der  grossen  Mannig- 
faltigkeit der  beobachteten  Erscheinungen,  welche  sie  umfassen,  von  erstaun- 
licher Einfachheit,  stellen  aber  immerhin  noch  Beziehungen  auf,  welche  merk- 
würdig genug  sind^  um  den  Wunsch  nach  einer  Zusammenfassung  derselben  in 
eine  noch  höhere  Einheit  zu  erregen.  Dieser  Wunsch  ist  von  Newton  durch 
sein  Gravitationsgesetz  in  sofern  mehr  als  befriedigt  worden,  als  dieses  Gesetz 
nicht  nur  zur  Darstellung  der  von  den  KEPLER'schen  Gesetzen  umfassten  Er- 
scheinungen, d.  h.  nicht  nur  zur  Darstellung  der  Planetenbewegungen  geeignet 
ist,  sondern  auch  die  Bewegungen  der  übrigen  Himmelskörper  und  der  auf  der 
Erde  fallenden  oder  geworfenen  Körper  beherrscht.  Die  irdische  Schwere  stellt 
sich  hiemach  als  ein  specieller  Fall  der  allgemeinen  Gravitation  dar.  Ob  freilich 
das  NEWTON'sche  Gesetz  die  äusserste  erreichbare  Erkenntnissgrenze  auf  diesem 
Gebiete  bilde,  darüber  sind  die  Ansichten  getheilt. 

KEPLER'sche  Gesetze.  Dieselben  sind  von  Kepler  aus  fremden  und  eigenen 
Beobachtungen  abgeleitet  worden *)  und  lauten: 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  elliptischen  Bahnen  um  die  Sonne,  und 
diese  steht  in  dem  einen  der  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse. 

2.  Der  Radius  vector  eines  Planeten  beschreibt  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Flächen,  also  in  verschiedenen  Zeiten  Flächen,  welche  sich  wie  diese  verhalten. 

3.  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  verschiedenen  Planeten  verhalten 
sich  wie  die  Kuben  ihrer  mittleren  Abstände  von  der  Sonne. 

Ableitung  des  NEWTON*schen  aus  den  KEPLER'schen  Gesetzen. 
Aus  jedem  der  drei  KEPLER'schen  Gesetze  folgt  eine  andere  Eigenschaft  der 
Kraft,  welche  man  zwischen  Sonne  und  Planeten  wirksam  anzunehmen  hat,  um 
die  Bewegung  der  letzteren  so  einfach  wie  möglich  darzustellen.  Aus  dem 
zweiten  nämlich  folgt,  dass  diese  Kraft  die  Richtung  der  Verbindungslinie  zwischen 


1)  S.  hierüber  und  über  die  bez.  Literatur  z.  B.  Günther,  Lehrbuch  der  Geophysik  1, 
pag.  253. 

^  Kepler,  Astronomia  nova,  Prag  1609  (enthält  die  beiden  ersten  Gesetze),  und  Epitome 
astronomiae  copernicanae ,  Linz  16 18  (enthält  das  dritte  Gesetz). 

. ^^. 
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Sonne  und  Planeten  hat,  und  zwar  nach  der  Sonne  zu,  dass  sie  also  eine  An- 
ziehungskraft ist;  aus  dem  ersten  folgt,  dass  sie  dem  Quadrate  der  Entfernung 
zwischen  Sonne  und  Planet  umgekehrt  proportional  ist;  aus  dem  dritten  endlich 
folgt,  dass  sie  der  Masse  des  betreffenden  Planeten  direkt  proportional  ist 

a)  Angenäherte  elementare  Ableitung.  Es  sei  S  (Fig.  69)  die  Sonne,  AB 
die  vom  Planeten  in  einem  kleinen  Zeittheilchen  zurückgelegte  Strecke,  BC  die 
gleich  grosse  Strecke,  welche  er  im  zweiten  Zeit- 
theilchen in  derselben  Richtung  zurücklegen 
würde,  wenn  er  nicht  durch  eine  Kraft  aus  dieser 
Richtung  abgelenkt  und  somit,  statt  nach  C,  nach 
D  gelangte.  Nun  sind  die  Dreiecke  SAB  und^ 
SBC  aus  geometrischen  Gründen,  die  Dreiecke 
SAB  und  SBD  nach  dem  zweiten  KEPL£R*schen 
Gesetze  einander  gleicli,  also  auch  die  Dreiecke  (Ph.  e9.) 

SBC  und  SBD\  es  liegen  folglich  ihre  Spitzen 

C  und  D  in  einer  zur  Grundlinie  SB  parallelen  Linie.  Hiemach  ist  BD  die 
Resultante  von  B  C  und  einer  Linie  BE,  welche  in  die  Richtung  BS  fällt  Erstere 
entspricht  dem  Beharrungsvermögen,  letztere  der  ablenkenden  Kraft.  Dieselbe 
ist  also  nach  der  Sonne  gerichtet  ^^       ^^^  -, 

Ferner  ist  in  Fig.  2  das   Dreieck  SPQ  =  ^  j  •        y^*^^^  ^^^^V 

rcos  rp,  wo  J  die  kleine  Wegstrecke  und  p  die  EUip-     /^  yW^  J^^ 

sennormale   ist      Ist   c   eine   Constante    und   /  das  /  y^\.-r^^^^     \ 

Zeittheilchen,  in  welchem  s  zurückgelegt  wird,  so  ist  I  .J^^^^^^^  \ 

nach  dem  zweiten  KlEPLER'schen  Gesetz  i         ]tf  1 

\sr  cos{rp)  =zct  \  I 

Nun  ist  (s.  Art  »Dynamikc  pag.  75)  die  centri-    \  / 

petale  Beschleunigung  x.,^  ^^y^ 

4r» 


'9        9\t)' 


(Ph.  70.) 


wo  V  die  Geschwindigkeit  ist  und  die  bisher  nur  der  Richtung  nach  definirte 
Grösse  p  nunmehr  der  Grösse  nach  den  Krümmungsradius  darstellt  Für  die 
beiden  Endpunkte  der  grossen  Axe,  AA^,  ergiebt  sich  hieraus  unmittelbar 

Für  die  übrigen  Punkte  ergiebt  es  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  bei 
der  Ellipse  die  Beziehung  p  cos^  rp  =s  const  gilt 

Für  zwei  verschiedene  Planeten  endlich  hat  man  nach  Obigem 

also,  wenn  mittelst  der  Gleichungen  v^2ri:/T  und  v^  =  iri:lT^  die  Umlaufs- 
zeiten T  und  T'i  eingeführt  werden, 

«^  .  tri  «*=  2»2  •    7*8  • 

Nun  ist  aber  nach  dem  dritten  KsPLER'schen  Gesetze 
folglich  ergiebt  sich 

Die  umgekehrte  Proportionalität  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  gilt  also 
nicht  bloss  für  die  verschiedenen  Sonnenabstände  eines  und  desselben,  sonder^lc 
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auch  bei  der  Vergleichung  verschiedener  Planeten.  Haben  diese  nun  die 
Massen  m  und  m^,  so  erhält  man  für  die  Kräfte,  welche  den  obigen  Beschleu- 
nigungen entsprechen: 

-^•-^1  ~  TT  •  TT»  0) 

d.  h.  das  NEWTON'sche  Gesetz. 

Andere  Ableitung  nach  Helm^).  Durch  Zusammensetzung  der  elliptischen  Be- 
wegung aus  zwei  auf  einander  senkrechten  geradlinigen  ergiebt  skh,  dass  ein 
Punkt  sich  auf  einer  Ellipse  bewegt,  wenn  nach  dem  Mittelpunkt  die  Beschleu- 
nigungen P=  (2ic/r)«^  (^  Abstand  eines  Punktes  Äf  vom  Mittelpunkt  O)  wirkt. 
Ist  also  iVdie  Ellipsennormale  inM,J^  der  Brennpunkt,  FAf^r,  Winkel  (iVJ  r)  =  ot, 
Winkel  (iVJ  i?)  =  A,  so  ist  die  Beschleunigung/  nach  F  durch  die  Gleichung 

p  cosa         v^ 

PcosA  "'T^ 

gegeben,  in  welcher  V  und  v  die  Geschwindigkeiten  resp.  um  O  und  F  sind. 

Nach  dem  zweiten  KKPLER'schen  Gesetze  ist  nun  7?  cosA  ircosa^s^viV,  also- wird 

Ist  femer  a  die  grosse  Halbaxe,  so  ist  IdcosA=:acosa,  also 

a* 

also  nach  dem  dritten  KEPLER'schen  Gesetze 

p  =  cansi  •  — ^  • 

b)  Strenge  Ableitung^.  Die  Bewegung  ist  eine  freie,  also,  wenn  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  gelegt  wird  vmAXYZ  die  Compo- 
nenten  der  beschleunigenden  Kraft  sind, 

///»         ^'         ///»  -*  ^*         dt^  "  ^'  W 

Wird  die  Bahnebene  zur  xy  Ebene  gewählt,  so  ist  jp  =  0,  also  auch  Z  =  0- 
Femer  liege  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  der  Sonne,  r  sei  der  Radius 
vector  und  9  ihr  Winkel  mit  der  Jt-Axe.  Nach  dem  zweiten  KEPLER'schen  Ge- 
setze ist  alsdann  die  doppelte  Dreiecksfläche 

r^df^^cdt,  (3) 

also  in  rechtwinkligen  Coordinaten  (jc  =  rcost^,  y  =:rsinff) 

und  durch  Differentiation 

d^y         d^x      ^  ,^. 

Aus  (4)  und  (2)  folgt  die  Proportion  X\Y^=^x\y\  sie  spricht  aus,  dass  die 
gesuchte  Kraft  die  Richtung  d^r  Verbindungslinie  zwischen  Sonne  und  Planet  hat 
Ist  K  diese  Kraft  (positiv,  wenn  abstossend,  negativ,  wenn  anziehend),  so  hat  man 

r     '  r     ' 

und  folglich  wegen  jip>-4-j;*s=r*,  also  xdx-^-ydy^rdr: 

Xdx-^Ydy^Kdr,  (5) 


1)  Helm,  Grün.  Arch.  d.  Math,  u,  Phys.  1879,  pag.  326. 
^  Ki&CHHOFF,  Mechanik  pag.  7. 
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Die  linke  Seite  ist  nach  (2)  identisch  mit 

und  fiir  die  Geschwindigkeit  v  ergiebt  sich  durch  Combination  der  Gleichung  (3a) 
mit  der  Gleichung  xdx  -\-ydy  ^=irdr\ 


-($)•■ 


Die  Gleichung  (5)  nimmt  also  die  Gestalt  an 

W^-T^-^K.  (6) 

Die  linke  Seite  kann  nun  auf  Grund  des  ersten  KEPLER'schen  Gesetzes  aus 
der  Gestalt  der  Bahn  berechnet  werden.  Ist  nämlich  a  die  grosse  Halbaxe, 
e  die  Excentrizität  der  Ellipse  (e  <  1),  so  ist  deren  Gleichung 

r  =  a  (1  —  e*)  —  zXf 
also 

^r_      ^d^x  ^„  ^ix  YÄ(i--e«) 


dfi ""      ®  di^ 


=  -  e^=  -  AT^  =  -  Ar(^il^>-.  1) 


Setzt  man  dies  in  (6)  ein  und  berechnet  K^  so  findet  man 

•^"■^(1  — 8»)r»  ■"        r»     ' 
d.  h.  die  Kraft  ist  eine  Anziehungskraft  und  dem  Quadrat  des  Sonnenabstandes 
des  Planeten  umgekehrt  proportional. 

Für  verschiedene  Planeten  sind  allerdings  c^  a^  z  verschieden;  ist  aber 
T  die  Umlaufszeit,  so  ist  nach  (3)  cT  das  Doppelte  der  Ellipsenfläche,  d.  h. 
^r=  2ica«  yi  — e«.     Es  wird  somit 

Ä«    1 

^=  —  4^2—  —  , 

also  nach  dein  dritten  KEPLER'schen  Gesetze  wiederum 

—  const 

Ableitung  der  Himmelsbewegungen  aus  dem  NEWTON'schen  Ge- 
setz.») Die  obige  Ableitung  des  NEWTON'schen  Gesetzes  aus  dem  KEPLER*schen 
entspricht  dem  induktiven  und  historischen  Entwickelungsgange  des  Problems. 
Die  umgekehrte  Aufgabe,  welche  deduktiven  Charakters  ist,  bietet  insofern  ein 
erweitertes  Interesse  dar,  als  sie  nicht  bloss  zu  den  KEPLER'schen  Gesetzen  führt, 
also  nicht  bloss  zur  Darstellung  der  Planetenbewegungen  geignet  ist,  sondern 
auch  die  der  übrigen  Himmelskörper  und  des  Falles  und  Wurfes  auf  der  Erde 
ergiebt  Auch  fällt  dabei  die  Beschränkung  fort,  dass  ein  Körper,  dort  die 
Sonne,  gewissermaassen  der  ganzen  Erscheinung  zu  Grunde  gelegt  wird,  sodass 
ihre  Bewegung  nicht  in  Betracht  kommt  und  ihre  Masse  keine  Rolle  spielt. 
Die  Folge  davon  war,  dass  sich  das  NEWTON'sche  Gesetz  nur  in  folgender  spe- 
deller  Form  ergab: 

Die  Sonne  zieht  die  Planeten  mit  einer  Kräil  an,  welche  ihren  Massen 
direkt  und  den  Quadraten  ihrer  Sonnenabstände  umgekehrt  proportional  ist. 

Das  allgemeine  NEWTON'sche  Gesetz,^)  von  welchem  wir  nunmehr  ausgehen, 
lautet: 

Je  zwei  Körper,  deren  Volumina  klein  sind  im  Vergleich  zu  ihrer 
gegenseitigen   Entfernung,  ziehen  sich   gegenseitig  mit  einer  Kraft 

^)  Im  wesentlichen  im  Anschlüsse  an:   Rausenberger,  Analyt.  Mechanik,  Leipz.  1888. 
•)  Newton,  Philosophiae  naturalis  principia  math.  Lond.  1687.  Digitized  by  V^jOOQIC 

WuocBuiAMN,  Physik.    L  «3 


194  Ableitung  der 

an,    welche  dem  Produkte  ihrer  Massen  direkt   und   dem  Quadrate 
ihrer  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 
In  Formel: 

Die  Kraft  G  heisst  die  Gravitation  (die  Schwere  g  wird  sich  als  ein  beson- 
derer Fall  derselben  ergeben),  die  Constante  k  die  Gravitationsconstante;  es 
ist  die  Anziehung  zwischen  zwei,  in  der  Einheit  des  Abstandes  von  einander 
befindlichen,  je  der  Einheit  der  Masse  gleichen  materiellen  Punkten. 

Um  aus  dem  NEWTON'schen  Gesetz  das  zweite  KEPLER'sche  herzuleiten,  hat 
man  einfach  den  umgekehrten  Weg  wie  oben  einzuschlagen,  es  sei  denn,  dass 
man  sich  überhaupt  auf  den  von  der  allgemeinen  Dynamik  (s.  d.)  gelieferten 
Flächensatz  beruft,  von  welchem  jenes  Gesetz  nur  ein  specieller  Ausdruck  ist. 
Es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  Deduction  des  ersten  und  dritten  der 
KEPLER'schen  Gesetze. 

Sind  xyz  und  x^y^z^  die  Coordinaten  der  beiden  als  materielle  Punkte  ge- 
dachten Körper,  m  und  m^  ihre  Massen  und 

ihre  Entfernung,  so  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen  aus  der  Ueberlegung, 
dass  die  Beschleunigung,  welche  der  eine  Punkt  erfährt,  aus  der  NEWTON'schen 
Kraft  mmi/r^  durch  Division  mit  seiner  Masse  erhalten  wird,  dass  das  Gleiche 
für  den  andern  Punkt  gilt,  und  dass  die  Componenten  der  NEwroN'schen  Kraft 
aus  dieser  durch  Multiplication  mit  (x  —  Xi)/r  erhalten  werden: 
tflx  X  —  Xi  iflxi  x^  —  X 

ä^  z g  — jg|  ifl  z^ g|  — 5 

Diese  Gleichungen  enthalten  jedoch  eine  allgemeinere  Bewegung,  als  sie 
hier  darzustellen  beabsichtigt  wird.  Nach  den  Lehren  der  Dynamik  (s.  d.)  be- 
wegt sich  nämlich  der  Schwerpunkt  beider  Punkte,  da  auf  ihn  keine  Kraft  wirkt, 
gleichförmig  und  gradlinig,  während  es  hier  ofifenbar  nur  auf  den  speciellen  Fall 
ankommt,  dass  der  Schwerpunkt  in  Ruhe  bleibt,  die  beiden  Körper  also  um 
ihren  ruhenden  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  sich  bewegen.  In  diesem  Falle 
leuchtet  durch  Anschauung  ein,  dass  die  Bahnen  beider  Körper  geometrisch 
ähnlich  sind,  da  für  ihre  Schwerpunktsabstände  die  Proportion  p:p^=^m^:m  gilt, 
so  dass 

tn^  .tn 

wird.  Durch  Einsetzen  des  ersten  Werthes  in  die  linken,  des  zweiten  in  die 
rechten  Gleichungen  (8)  erhält  man,  wenn  man  noch  mit  Hilfe  der  Beziehungen 
m^x^='-'mx  u.  s.  w.  aus  den  ersten  drei  Gleichungen  x^y^z^,  aus  den  drei 
letzten  xyz  eliminirt: 


d»x 

= 

m} 

D» 

X 

? 

u. 

s. 

dfi 

w. 

- 

«» 

D* 

«1 

dfi 

{tn  -hm 

(»»-+-»» 

pi' 

Hiermit  ist  die  Bewegung  auf  eine  Centralbewegung  um  den  gemeinsamen 
Schwerpunkt  zurückgeführt. 

Man  kann  noch  in  anderer  Weise  verfahren,  nämlich  die  relative  Bewegung 
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des  Punktes  xy%  in  Bezug  auf  den  Punkt  x^^y^Zy^  bestimmen;  man  braucht  zu 
diesem  Zwecke  nur  die  Differenzen  der  drei  ersten  und  der  drei  letzten  Glei- 
chungen (8)  zu  bilden;  man  erhält  dann,  wenn  man  x^y^%^  jetzt  als  Nullpunkt 
wählt: 

a^x  X         cPy  y  d^z  z 

Man  kann  also  die  relative  Bewegung  des  einen  Punktes  in  Bezug  auf  den 
anderen  als  Centralbewegung  um  diesen  betrachten,  wenn  man  letzterem  die 
Summe  beider  Massen  zulegt. 

Hier  soll  die  letztere  der  beiden  Darstellungsweisen  benutzt  werden.  Die 
Sonne  sei  der  Punkt  x^y^z^,  also  jetzt  der  Nullpunkt;  dem  anziehenden  Charakter 
der  Kraft  entsprechend  werde,  wie  früher,  das  negative  Zeichen  gewählt,  die  An- 
ziehungskraft zweier  Masseneinheiten  in  der  Entfemungseinheit  wie  oben  k  ge- 
nannt, und  fUr  k  (m  +  m^)  zur  Abkürzung  (a  geschrieben;  wenn  die  Bahnebene 
wieder  xy  Ebene  ist,  so  kommen  nur  die  beiden  Gleichungen: 
iflx  X         ifly  y 


in  Betracht;   sie  ergeben  durch  zweierlei  verschiedene  Behandlung 

dy^         dx__    2^_- 
""  dt^y  dt'^'^    df^^ 


und 


~«»: 


?-^ 


(9) 


(10) 


(r  und  9  Polarcoordinaten,  v  Geschwindigkeit).    Hieraus  ergiebt  sich 


9  =  —  arc  cos  - 


+  ?o» 


rY^^  +  2c^C 
also,  wenn  durch  Wahl  des  Systemes  90=^  gemacht  wird. 


r  = 


Vergleicht  man  dies  mit  der  Polargleichung  eines  Kegelschnittes 

{p  Halbparameter,  s  Excentricität),  so 
sieht  man,  dass  die  Bahn  eines  dem 
Sonnensystem  angehörigen  Welt- 
körpers ein  Kegelschnitt  ist,  in 
dessen  einem  Brennpunkt  die  Sonne 
steht;  und  zwar  eine  Ellipse,  wenn 
C<0,  eine  Parabel,  wenn  C=0, 
cme  Hyperbel,  wenn  C>0  ist;  der 

•1« 
Fall  C<  —  -~-j  ist  ausgeschlossen; 

in  dem  hiemach  auch  noch  sehr  un- 
wahrscheinlichen   Falle    C 
wird  die  Bahn  ein  Kreis. 


Für  die 

Constanten  c  und  C  ergeben  sich  die 
Ausdrücke 


(Ph.  7L) 
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Für  die  weitere  Darstellung,  soweit  es  sich  um  elliptische  Bahnen 
handelt,  ist  es  zweckmässig,  an  Stelle  der  sogen,  wahren  Anomalie  die  sogen, 
excentrische  Anomalie  u  einzuführen;  man  erhält  dieselbe,  indem  man  im  End- 
punkte ^(Fig.  71)  des  vom  Brennpunkt  S  gezogenen  Radius  vector  r  eine  Senk- 
rechte zieht  und  deren  Schnittpunkt  Q  mit  dem  über  der  grossen  Axe  2a  als 
Durchmesser  ges<;^]agenen  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  O  verbindet;  es  ist  dann 
«=r  Z  MOQ,    Die  Gleichung  (11)  geht  dann  in 

/•  =  a(l  —  zcosu) 
über;    und  wenn  man  jetzt  die  Gleichung  (9)  nach  Elimination  von  r  integrirt 
und  zur  Abkürzung  

setzt,  so  erhält  man  die  sogen.  Kepler' sehe  Gleichung 

u  —  tsinu  s=nt. 
Es  sei  bemerkt,  dass  der  Specialfall  u^s^^i:  zu  der  Umlaufszeit 

»       y>&(»i-h«i) 

führt,  so  dass  die  KEPLER'sche  Gleichung  die  Form 

2tt/ 
u  —  tsmu  =  -jT 

annimmt,  in  welcher  sie  zeigt,  dass,  wenn  T  beobachtet  ist,  A  aus  u,  also,  da 

costp  -h  e 
cos  u  =  -r—-^ 

1  -h  ZCOSf^ 

ist,  /  aus  9  berechnet  werden  kann.  Wichtiger  ist  es  jedoch  offenbar,  umgekehrt 
9  aus  /  zu  berechnen;  durch  Reihenentwickelung  erhält  man  hierfür 

u=int-\-  %sinnt-\-\z^stn^nt-\-\%^{^sin  Znt—sinnf)^  .  .  .  ., 
wobei  es,  da  s  meist  klein  ist,   fast  immer  die  drei,  zuweilen  sogar  die  zwei 
ersten  Glieder  zu  nehmen  genügt;  im  letzteren  Falle  folgt 

<p  =  «/-h2exi>i«/  (13) 

und  r  =  a(l  —  tcosnt).  (U) 

Endlich  erhält  man  aus  Gleichung  (12)  für  zwei  verschiedene  Himmelskörper: 

{m  Sonnenmasse,  m^  und  m^  Massen  der  beiden  verglichenen  Himmelskörper.) 
Hierin  ist,  da  man  näherungsweise  m^  und  m^  gegen  m  vernachlässigen  kann, 
das  dritte  KEPLER'sche  Gesetz  enthalten;  dasselbe  gilt  also  nicht,  wie  die  beiden 
anderen,  genau. 

Für  die  parabolische  Bahn  findet  sich 

und  hieraus  9  als  Function  von  /.  Für  die  hyperbolische  Bahn  wird  u  rein 
imaginär,  also  gleich  iu^,  zwischen  u^  und  9  besteht  die  Gleichung 

e^i  -h  c^i         cosr^  -I-  8 
2  ""  1  -h  z  cos  ff* 

und  man  findet,  wenn  a  wieder  die  grosse  Halbaxe  ist, 


—      sTs t  ^U.^  t 


fi  —  e-^i 
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woraus  u^  durch  ein  Näherungsverfahren  ermittelt  werden  kann.  —  Die  Planeten 
und  einige  Kometen  bewegen  sich  in  Ellipsen;   dagegen  giebt  es  andere  Kometen, 
welche  aus  grosser  Feme  in  das  Sonnensystem  gelangen,  in  diesem  eine  pa- 
rabel-  oder  h3rperbelähnliche  Curve  beschreiben  und  es  dann  wieder  verlassen. 
In  vorstehendem  ist  das  Problem  nur  insofern  gelöst,  als  es  in  dem  be- 
treffenden Systeme  einen  Haupt-  oder  Centralkörper  giebt,   welcher  eine  so  weit 
überwiegende  Masse  hat,  dass  seine  eigenen  Bewegungen  in  Folge  der  Anziehung 
der  übrigen  Körper  des  Systemes  verschwindend  klein  und  folglich  die  relativ 
zu  ihm  genommenen  Bewegungen  der  letzteren  nahezu  deren  wahre  Bewegungen 
sind.     Im  allgemeinen  ist  dies  nicht  der  Fall,   und  es  liefern  die  Doppelsterne 
ein  Beispiel  dafür,  dass  es  auch  zwei  Hauptkörper  in  einem  System  geben  kann. 
Es  muss  dann  auf  einem  der  beiden  oben  angedeuteten  Wege  die  absolute  Be- 
wegung beider  Himmelskörper  abgeleitet  werden.    Es  würde  zu  weit  führen,  zu 
zeigen,  dass  und  in  wie  weit  es  gelungen  ist,  auch  hier  die  Uebereinstimmung 
zwischen  Beobachtung  und  Theorie,  also  die  Giltigkeit  des  NEwxoN'schen  Gesetzes 
nachzuweisen.    Im  Sonnensystem  ist  allerdings  die  Sonne  bei  weitem  überwiegend, 
da  ihre   Masse   selbst   die  Jupitermasse    im    Verhältniss  von  1058  :  1  übertrifft; 
die  Wirkung  der  Planeten  auf  die  Sonne  wird  also  sehr  klein  sein.     Dagegen 
kommt  hier,  wenn  ein  gewisser  Grad  von  Genauigkeit  erreicht  werden  soll,  ein 
Einfluss   in  Betracht,  welcher    sich    stets   zeigen   muss,   wenn   das  System  nicht 
einen  Hauptkörper  und  einen  Nebenkörper,  sondern  der  letzteren  mehrere  enthält 
In  der  durch  die  Anziehung  von   Seiten  des   Hauptkörpers    bestimmten   Bahn 
irgend  eines  der  Nebenkörper  werden  dann  durch  die  Anziehung  von  Seiten  der 
übrigen  Nebenkörper   Störungen  hervorgerufen  werden,  welche  die  sonst  ellip- 
tische Bahn  zu  einer  sehr  verwickelten  machen.     Hiermit  beschäftigt  sich  die 
der  Astronomie  angehörige  Störungstheorie.     Im   allgemeinen   sind  die  Stö- 
rungen der  grösseren  Planeten  nicht  beträchtlich,  sie  können   aber  unter  Um- 
ständen sehr  gross  werden,  z.  B.  wenn  die  Umlaufszeiten  zweier  Planeten  nahe- 
zu in  einem  einfach  ganzzahligen  Verhältniss  stehen,  wie  bei  Jupiter  und  Saturn  (2 : 5). 
Auf  die  Bahn  der  Erde  sind  insbesondere  Venus,  Mars  und  Jupiter  von  Einfluss, 
auf  den  Uranus  übt  der  Neptun  eine  störende  Wirkung  aus,  welche  gross  genug 
war,   um  es  Leverrier  zu  ermöglichen,  aus  ihr  auf  die  Existenz,  den  Ort  und 
die  Bahn  des  Neptun  theoretisch  zu  schliessen.     Beträchtlicher   sind   die  Stö- 
rungen, welchen  die  kleinen  Planeten  in  der  Zone  zwischen  Mars  und  Jupiter 
theils  von  Seiten  dieser,  theils  durch  gegenseitigen  Einfluss  ausgesetzt  sind;  ihre 
Bahnen  sind  daher  fortwährenden  Aenderungen  ausgesetzt,  und  unter  Umständen 
können  sie,  wie  man  dies  gegenwärtig  im  Hinblick  auf  die  beiden  neuentdeckten 
Marsmonde  vermuthet  hat,  ihre  Selbständigkeit  einbüssen.   Auch  bei  den  Kometen 
sind   die   Störungen  oft  sehr  beträchtlich,  und  es  kann  sich  ereignen,  dass  ein 
von  fern  her  in  das  Sonnensystem  eingetretener  Komet  durch  diese  Einflüsse 
zu  einer    elliptischen  Bahn,  also  zum  Verbleiben  im  Sonnensystem  gezwungen 
wird,  oder  dass  der  entgegengesetzte  Fall  eintritt     Was  endlich  die  Trabanten 
der  Planeten,    also  insbesondere  den  Mond  der  Erde  betrifft,  so  lässt  sich  hier 
ohne  Berücksichtigung  beider  in  Betracht  kommender  Körper,  Erde  und  Sonne, 
überhaupt  nichts  erreichen,  weil  beide  Wirkungen  von  derselben  Grössenordnung 
sind;    die  Sonne  ist  nämlich  zwar  400  Mal  so  weit  entfernt,  dafür  aber  320000  Mal 
so  massig  wie  die  Erde,  so  dass  die  Grösse  m/r^  sich  für  beide  wie  1 : 2  verhält. 
Eine  erste  Annäherung  für  die  Bewegung  des  Mondes  relativ  zur  Erde  erhält 
man,  wenn  man  zu   der  Anziehung  von  Seiten  der  Erde  die  Differenz  der  An- 
ziehungen hinzufügt,  welche  von  der  Sonne  auf  Mond  und  Erde  ausgeübt  werden.^ 

*  *  Digitizedby^^OiJgle 
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Das  allgemeine  Problem  der  Anziehung  von  drei  Körpern  auf  einander 
nach  dem  NEWTON'schen  Gesetz  oder,  wie  man  kurz  sagt,  das  Problem  der 
drei  Körper  beruht  auf  den  Gleichungen 

^^t      ^    ^j  —  ^i   ,   ^    ^a  —  ^i 
äfl  -'"«      r„»      ■*"'^»      ri3»      ' 

d^x^  *8  —  ^a  ^1  —  ^9 


=  m 


dt^  •*""•«      r„3      ^"*i      r„3      ' 
^^^»      «    ^1  — '^s   .   _    ^a  — -^^s 

und  6  analogen  für  die  beiden  andern  Coordinaten.  Die  Lösung  dieses  Problemes 
ist  bisher  nur  in  sehr  unvollständigem  Grade  gelungen  i). 

Noch  eine  andere  bisher  gemachte  Annahme,  nämlich  die,  dass  die  Körper 
im  Vergleich  mit  ihren  gegenseitigen  Entfernungen  sehr  klein  seien,  trifit  nicht 
immer  zu;  so  ist  z.  B.  der  Merkur  nur  30  bis  40  Sonnendurchmesser  von  der 
Sonne,  und  der  Mond  nur  etwa  30  Erddurchmesser  von  der  Erde  entfernt.  Wenn 
man  trotzdem  selbst  in  diesen  Fällen  von  der  räumlichen  Ausdehnung  der  an- 
ziehenden Körper  absehen  kann,  so  liegt  das  daran,  dass  diese  Körper  nahezu 
Kugeln  sind  und  dass,  wie  in  der  Potentialtheorie  gezeigt  wird,  eine  Kugel  auf 
einen  äusseren  Punkt  so  wirkt,  als  ob  die  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  ver- 
einigt wäre. 

Die  Schwere  als  Specialfall  der  Gravitation.  Wenn  die  irdische 
Schwere  ein  Specialfall  der  allgemeinen  Gravitation  ist,  so  müssen  sich  die  Be- 
schleunigungen, welche  die  Erde  dem  Monde  einerseits  und  den  irdischen  Körpern 
auf  ihrer  Oberfläche  andererseits  in  der  Richtung  nach  ihrem  Mittelpunkte  hin 
ertheilt,  umgekehrt  wie  die  Quadrate  ihrer  Entfernungen  vom  Erdmittelpunkt 
verhalten.  Ist  nun  R  der  mittlere  Abstand  des  Mondes  vom  Erdmittelpunkt 
und  T  seine  Umlaufszeit,  so  ist  seine  centripetale  Beschleunigung 

^       4ic«J?       4ic». 383360000       ^^«^^    Meter 
G  =  — ;?«-  =    /o^o.o    /./^^o    =  0-00270; 


r»    "■    (39343-60)«     ""'''^*''' Sekunde* 
Es  muss  also  die  Beschleunigung  g  beim  freien  Fall  an  der  Erdoberfläche, 
wenn  r  der  Erdradius  ist: 

^»  (383360000)«    ^^^«„^      ^  „, 

^-72-g-\6367000)«    '000270  =  9-79 

sein.  In  Wahrheit  ist  ^=9*81;  die  Uebereinstimmung  ist  also  bei  der  nur  an- 
genäherten Bedeutung  der  durchgeführten  Rechnung  eine  vollständige.^) 

Da  man  für  eine  grosse  Zahl  anderer  Himmelskörper  den  Radius  und  die 
Masse  im  Verhältniss  zur  Erdmasse  kennt,  so  kann  man  nach  dem  NEWTON'schen 
Gesetz  auch  die  Schwere  auf  ihrer  Oberfläche  berechnen.  Auf  der  Sonne 
ist  sie,  also  auch  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  und  das  Gewicht  der 
Körper,  27  Mal,  auf  dem  Jupiter  2—3  Mal  so  gross  wie  auf  der  Erde;  dagegen 
ist  sie  auf  dem  Monde  6  mal  so  klein,  so  dass  der  Fallraum  der  ersten  Sekunde 
nur  0*79  und  die  Länge  des  Sekundenpendels  nur  0*158  m  beträgt 

Messung  der  Schwere.    Der  wichtigste  Apparat  zur  Messung  der  Schwere 

*)  Lagrange  (Mec.  anal.)  u.  Laplace  (Mec.  Celeste)  fassten  dies  Problem  zuerst  an;  seit- 
dem ist  ein  wesentlicher  Fortschritt  erst  ganz  neuerdings  durch  Gylden  (Acta  math.  I,  pag.  77, 
1883)  gemacht  worden. 

Das  Problem  von  n  Körpern  ist  natürlich  von  seiner  Lösung  noch  weiter  entfernt. 

')  Auch  dieser  Nachweis  der  Identität  von  Gravitation  und  Schwere  ist  schon  von  Newton 

(a.  a.  O.)  gegeben  worden.  r\r\c^\o 
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und  insbesondere  ihrer  Variationen  aut  der  Erdoberfläche  ist  das  Pendel.  In- 
dem hierüber  auf  das  im  Art.  »Pendel«  Gesagte  verwiesen  wird,  genügt  es  hier 
daran  zu  erinnern,  dass,  wenn  die  dem  Beobachtungspendel  correspondirende 
Länge  /  ist,  hieraus  g  durch  Multiplication  mit  ic*  erhalten  wird.  Andere  dem- 
selben Zwecke  dienende  Apparate  sind  folgende:  1.  Die  Schwungwaage  von 
Hkngler^),  im  wesentlichen  bestehend  aus  einer  in  sehr  sinnreicher  Weise  bifilar 
befestigten  Stange.  2.  Die  PERROT'sche  Platte >),  welche,  am  Ende  einer  Spirale 
aufgehängt  und  mit  einem  Gewicht  belastet,  bei  der  kleinsten  Aenderung  der 
Schwere  eine  Drehung  um  die  Vertikalaxe  erfährt.  3.  Die  Wasserwaage  oder 
Libelle 3)  (sehr  unzuverlässig).  4.  Der  von  Zoellner^)  als  Horizontalpendel 
bezeichnete  Apparat,  der,  weil  mit  Spiegelablesung  versehen,  eine  grössere  Ge- 
nauigkeit gestattet.  5.  Apparate,  welche  darauf  beruhen,  dass,  wenn  dem  elasti- 
schen Dmck  einer  Metallplatte  oder  eines  Gasvolumens  durch  eine  Quecksilber- 
säule das  Gleichgewicht  gehalten  wird,  dasselbe  durch  Schwankungen  der  Schwere 
gestört  wird  (Apparate  von  Mascart,  Issel,  Sir  W.  Siemens*)  u.  A.).  6.  Der 
Apparat  von  Darwin®).  Mit  einigen  dieser  Apparate  hat  man  auch  die  Frage 
zu  entscheiden  versucht,  ob  die  mit  ihrer  Stellung  wechselnde  Anziehung  der 
Sonne  und  des  Mondes,  welche  bekanntlich  die  Ebbe  und  Fluth  des  Meeres  er- 
zengt, auch  einen  direkt  messbaren  Einfluss  auf  die  Schwere,  d.  h.  auf  Fall- 
geschwindigkeit und  Gewicht  der  Körper  ausübe.  Eine  endgültige  Beantwortung 
dieser  Frage  scheint  jedoch  noch  auszustehen.^) 

Aenderung  der  Schwere  mit  der  Höhe.  Da  die  Schwere  ein  Special- 
fall  der  Gravitation  ist,  diese  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportio- 
nal wirkt  und  eine  Kugel,  wie  es  die  Erde  näherungsweise  ist,  auf  einen  äusseren 
Funkt  so  wirkt,  als  ob  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre, 
so  muss  die  Schwere  abnehmen,  wenn  man  sich  vom  Niveau  des  Meeres  aus 
eTbebt  Ist  g^  die  Schwere  im  Meeresniveau,  gk  die  in  der  Höhe  h  und  R  der 
Erdradius,  so  ist 

oder,  da  h  stets  sehr  klein  gegen  R  ist  (das  höchste  bis  jetzt  von  Menschen 
erreichte  h  ist  mit  etwa  8  km  noch  immer  800 mal  so  klein  wie  R),  näherungs- 
weise 

/*  =  ^o(l-2|). 

Für  je  drei  Kilometer  Erhebung  nimmt  also  die  Schwere  um  ein  Tausendstel 
ihres  Werthes  ab.  Dieses  theoretische  Ergebniss  wird  durch  die  Erfahrung  voll- 
auf bestätigt,  und  man  kann  daher  auch  umgekehrt  aus  einem  beobachteten 
Werthe  gk  den  Werth  im  Meeresspiegel  nach  der  Formel 


^o'^iA 


('-^) 


>)  Hkngler,  Dingl.  Polyt.  J.  43,  pag.  81  (1828). 

*)  PsR&OT,  Compt  rend.  54,  pag.  728. 

')  PxTERS,  Bull.  Ac  St.  Pet.  3,  pag.  212. 

^)  ZÖLLNER,  Pqgg.  Ann.  150,  pag.  131. 

^)  Mascart,  Compt.  rend.  92,  pag.  126  u.  pag.  631  (1882).  Marek,  Z.  f.  Instr.  R.  4, 
pag.  391  (1884).  Issel,  Bull.  Soc.  imp.  de  Moscou  1882;  i,  pag.  134.  —  C.  W.  Siemens, 
Compt  rend.  83,  pag.  780  (1877). 

^  G.  H.  und  HoR.  Darwin,    Wied.  Ann.  Bbl.  6,  pag.  59  (1882).    Rep.  Brit.  Ass.  (1881). 

^  Uober  die  obigen  und  andere  Methoden  siehe  auch  v.  Oppolzbr,  Z.  f.  Instr.  K.  4, 
«.303  «.379  (.884).  Digimed  bv  Google 
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berechnen.  Man  nennt  diese  Berechnung  die  Reduction  der  Schwere  auf  das 
Niveau  des  Meeres.  In  der  obigen  Form  gilt  sie  jedoch  nur  für  Punkte,  welche, 
wie  Thurmspitzen  oder  gar  Luftballons,  eine  wirklich  exponirte  Lage  haben;  für 
die  Gipfel  von  Bergen  oder  gar  für  Hochebenen  trifft  die  Voraussetzung  obiger 
Rechnung,  dass  die  Erde  wie  eine  Kugel  wirke,  nicht  mehr  zu ;  vielmehr  kommt 
zu  dieser  Wirkung  diejenige  der  über  das  Meeresniveau  sich  erhebenden  Um- 
gebung des  betrachteten  Punktes  hinzu  —  eine  Wirkung,  welche  wegen  der 
Kleinheit  des  Abstandes  der  wirkenden  Massen  von  wesentlichem  Einfluss  ist 
Durch  eine  einfache  Rechnung  findet  man: 


wo  d'  die  mittlere  Dichte  der  festen  Erdmassen  in  der  Oberflächenschicht  der 
Erde,  d  die  mittlere  Erddichte  ist.  Da  nun  (s.  w.  u.)  d  etwa  doppelt  so  gross 
wie  d'  ist,  ergiebt  sich 


^o--r*(i  +  ^  J). 


Die  hierdurch  dargestellte  Abnahme  der  Schwere  nach  der  Höhe  ist  wesent- 
lich geringer  als  die  obige. 

Aenderung  der  Schwere  mit  der  geographischen  Breite.  Diese 
Aenderung  muss  der  Theorie  nach  eine  doppelte  sein;  die  Ursache  der  einen 
ist  die  Axendrehung  der  Erde,  die  der  anderen  ihre  Abweichung  von  der  Kugel- 
gestalt. 

Was  zunächst  den  Einfluss  der  Axendrehung  betri£ft,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  am  Aequator  experimentell  bestimmte  Schwere  g^  keine  einfache  Grösse, 
sondern  die  Differenz  der  wahren  nach  dem  Erdmittelpunkt  gerichteten  Schwere 
G  (wie  sie  an  den  Polen  rein  zur  Erscheinung  kommt)  und  der  entgegengesetzt 
gerichteten  Centrifugalkraft  ist;   es  ist  also  am  Aequator 

^0  =  ^'  —  7  =  ^  —  ^Y^  =  9-831  —  0-034  =  9-797, 

wo  für  G  der  Werth  eingesetzt  ist,  welcher  ohne  Axendrehung  stattfinden  würde. 
Unter  der  geographischen  Breite  <p  ist  in  dem  abzuziehenden  Gliede  T  zwar 
ebenfalls  ein  Tag,  aber  r  nicht  mehr,  wie  am  Aequator,  der  Erdradius,  sondern 
der  Radius  des  betreffenden  Parallelkreises,  also,  wenn  r  nach  wie  vor  den  Erd- 
radius bezeichnet,  durch  rcos^^  zu  ersetzen.  Abgesehen  davon,  dass  hiemach  unter 
der  Breite  ^  die  Centrifugalkraft  geringer  ist,  wirkt  sie  dort  auch  nicht  mehr, 
wie  am  Aequator,  der  Schwere  direkt  entgegen,  sondern  bildet  mit  der  der 
Schwere  entgegengesetzten  Richtung  den  Winkel  <p,  so  dass  für  die  Schwächung 
der  Schwere  nur  ihre  in  diese  Richtung  fallende,  durch  Multiplikation  mit  cosf^ 
sich  ergebende  Componente  in  Betracht  kommt;   man  hat  also 

noch  geeigneter,  weil  das  Verhältniss  von  g  und  G  zeigend,  ist  die  Schreibweise 

^<P  =  ^(l  — 29Ö  ^^^*^)'  ^^^^  ^P^^^^^^^o  =  ^(l— 29ö)' 
Die  hierin  enthaltene  Functionalbeziehung,  nach  welcher  die  Schwere  mit 
der  Breite   sich   ändern  soll,    nämlich  das  Quadrat  des  Cosinus  derselben,  wird 
durch  die  Beobachtungen  bestätigt;    dagegen  ist  der  durch  dieselben  gelieferte 
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Zahlenfaktor   grösser    als    der    hier   theoretisch   abgeleitete;    im  Vergleich   zur 

1 
290 


»idealenc  Schwere  G  ist  die  unter  der  Breite  <p  beobachtete  nicht  um  ^öök  cos^^, 


sondern  um  -rrrrcos^ff  kleiner.     Der  Grund  hiervon  liegt  in  der  Abplattung  der 

Erde.  Uebrigens  ist  zu  beachten,  dass  die  Centrifugalkrafl  nicht  nur  die  Grösse, 
sondern  —  ausgenommen  am  Aequator  —  auch  die  Richtung  der  Schwere,  also 
des  Loths  und  des  freien  Falls  (s.  Art.  >Fall  und  Wurf«)  beeinflusst;  durch  eine 
der  obigen  ganz  analoge  Betrachtung  findet  man  den  Winkel,  durch  den  diese 
Richtungsabweichung  dargestellt  wird: 

^       1     .  ^    4ic>r        1      .  „ 

Unter   45°  Breite,  würde  also,    die  Erde  als  Kugel  gedacht,    das  Loth  um 

1       ^60® 
£öQ«-ö — =0°  5'  56"   von   der   nach  dem  Erdmittelpunkt  gezogenen  Graden 

abweichen  und  zwar  auf  der  nördlichen  Halbkugel  nach  Süden. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  Einfluss.  Die  Erde  ist  nicht,  wie  bisher 
angenommen,  eine  Kugel,  sondern  sie  weicht  von  ihr  wenig,  aber  durchaus  merk- 
lich ab,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Krümmung  ihrer  Oberfläche  vom 
Aequator  nach  den  Polen  hin  abnimmt,  während  sie  längs  dem  Aequator  so 
ziemlich  constant  ist  Aus  diesem  durch  Gradmessungen  erlangten  Resultate  ist 
zu  schliessen,  dass  der  Polardurclimesser  2^  der  Erde  kleiner  ist,  als  der  Aequa- 
torialdurchmesser  2ö,  dass  also  die  Erde,  von  Abweichungen  höherer  Ordnung 
abgesehen,  die  Gestalt  eines  Sphäroids,  eines  an  den  Polen  ein  wenig  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoids  hat.  Nimmt  man  die  von  Listing*)  aus  allen 
Gradmessungen  sorgfältig  berechneten  Mittelwerthe  und  berücksichtigt  noch  die 
neuesten  Messungen  von  Clarke  und  A.,  so  findet  man 
a  =  6377-4  km,  b  =  6355-6  km 
und  die  Excentricität  (bei  den  neueren  Gradmessungen  meist  aus  den  unter  den 
beiden  geocentrischen  Breiten  9  und  ^  gemessenen  Gradlängen  L  und  /  mittelst 
der  BoHNENBERGER'schen  Formel*) 


,.y-. 


L%ll  ^/2/i 


ermittelt,  aber  auch  indirekt  aus  a  und  b  abzuleiten) 

In  Folge  dieser  Abplattung  muss  nun  die  Schwere  vom  Aequator  nach  dem 
Pole  hin  zunehmen.  Zur  Ableitung  des  bezüglichen  Gesetzes  darf  man  nun  aber 
nicht  etwa  die  den  verschiedenen  Breiten  entsprechenden  Erdradien  und  von 
diesen  die  reciproken  Quadrate  nehmen,  weil  bei  einem  Sphäroid,  so  wenig  es 
auch  von  der  Kugel  abweichen  möge,  die  Masse  nicht  mehr  als  im  Mittelpunkt 
vereinigt  gedacht  werden  darf.  Es  muss  vielmehr  die  Rechnung  für  das  Sphäroid 
wirklich  durchgeführt  werden;  hier  genüge  die  Angabe  des  Resultats,  dass 
wiederum  die  Grösse  cos^ff  den  Verlauf  der  Aenderungen  bestimmt,  und  dass 
ans  dem  Zahlenwerthe   von  t  für   den   relativen  Unterschied   der  Schwere   am 

Aequator  und  am  Pole  der  Zahlenwerth   -^  folgt. 

0  Listing,  Neue  Constanten  des  Erdkörpers,  Gott  1878. 

»)  BOHNENBERGER,  AstTonomic.     TUb.  1811,  pag.  187.  DigitizedbyGoOQle 
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Zahlenangaben  für 


Combinirt  man  jetzt  beide  Einflüsse,  so  erhält  man 

oder  auch  mit  derselben  Genauigkeit 

in  Uebereinstimmung  mit  der  durch  die  Beobachtungen  ermittelten  Formel.  Es 
ist  ersichtlich,  dass  man  nunmehr  auch  umgekehrt  aus  Fendelbeobachtungen  die 
Abplattung  der  Erde  berechnen  kann;  von  Clairaut*)  ist  hierfür  die  einfache 
Formel  (c  Centrifugalkraft  am  Aequator) 

aufgestellt  worden. 

Die  besten  unter  den  überaus  zahlreichen  Bestimmungen  der  Länge  des 
Sekundenpendels  (also  der  Schwere)  unter  verschiedenen  Breiten  sind,  auf  den 
Meeresspiegel  reducirt,  von  Albrecht  ^  in  folgender  Tabelle  zusammengefasst  worden. 


Beobachter 

Zahl  der 
Messungen 

Länge  des  Sekundenpendels  / 
in  Metern 

Sabinb 

13 

O-9909893  +  0-0051341  sm^ff 

fi 

25 

0-9912771  + 0-0051422  «»»9 

FOSTER 

15 

0-9910057  +  0-0051495  «»»<p 

AlRY 

49 

0-9910 1 70  4-  0-0050868  xm»  <p 

BowDrrcH 

52 

0-9910002  +  0-0051330  «.« <p 

Baily 

79 

0-9910217  -h  0-0050987  «»»<p 

BORENIUS 

47 

0-9910250  +  0-0051160  jx»'? 

POUILLET 

44 

0-9910256  +  0-0050719  sin^  (p 

Ph.  Fischer 

73 

0-9910108  4-  0-0051049  j«'(p 

E.  Schmidt 

47 

0-9909780  4-  00051536  sm^  (p 

Mittelwerth :    /=  0*99102  -h  0-00510 «««<p, 
g^  =  9-7810  -H  0-0503  sin^  <p. 
Man  kann  nun  noch  die  Aenderungen  der  Schwere  mit  der  Breite  und  mit 
der  Höhe  in  eine  einzige  Formel  vereinigen,  und  dabei  diese,  je  nach  der  Wahl 
von  G,  gQ,  ^45  u.  s.  w.  als  Fundamentalgrösse,  in  verschiedenen  Gestalten  er- 
halten.    Die    von  Broch^   neuerdings   vorgeschlagenen   sind,    wenn   c/g^^u. 


2« 


1 


t^  =  m, 


^tn 


tri  gesetzt  wird: 


g^.h^g^  {^^^rm  sin^if)  ^^1  —  j  -j 

=  ^45(l~«'^^^2<p)(l-J^), 
also  in  Zahlen,  wenn  »*'  =  000259  gesetzt  wird: 


gib,h 
gAS 


=  (1  —  000259  cos  2<p)  (1  —  0-000000196 A). 


Im  Anschluss  hieran  folgt  eine  auf.  die  wichtigsten  Punkte  Europas  bezügliche 
Tabelle. 


1)  Clairaut,  Theorie  de  la  fig.  d.  1.  terre.     Paris  1743. 

^)  Albrecht,    m    seiner   Neubearbeitung  von  Bremiker's  sechsstelligen  log.-trig.   Tafelo, 
Bcrl.  1883,  pag.  597. 

^  Broch,  Trav.  du  Bur.  int  des  poids  et  mesures,  I,  A.  i  (1881).    Eine  lOuiliche  Formel 
giebt  ganz  neuerdings  DeiTorges  in  Compt.  rcnd.   106,  pag.  126  (1887).         ^  i 
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Tabelle  der  relativen  Werthe  der  Schwerkraft,  nach  der  Formel  von  Broch 

berechnet^) 


Ort 


Aachen 

Berlin,  Aichongsamt 

Bern,  Bur.  des  poids 

Bonn 

Breslau 

Brctcuil,   Pavillon   du  Bur.  int  (Paris) 

Brüssel,  Museum 

Chiistiania,  Observatorium     .... 
Constantinopel,  Sophienmoschee     .     . 

Erlangen 

Freiburg  L  Baden 

Giessen 

Götttngen 

Haag 

HaUe 

Heidelberg 

Jena 

Kopenhagen 

Leipzig 

London,  Standard  Office 

Marburg 

München 

Neapel,  Observatorium 

Prag 

Rom,  Peterskirche 

St  Petersburg,  Phys.  Observatorium  . 

Stockholm,  Akademie 

Strasaburg  i.  Eis 

Tübingen 

Wien,  Polytechnikum 

WUrzbnrg 


? 


60^  47' 
52''  80' 
46''  57' 
50"  44' 
51"  7' 
48"  50' 
50"  50' 
59"  55' 
41"  0' 
49"  36' 
48"  0' 
50"  36' 
51"  32' 
52"  5' 
51"  80' 
49"  24' 
50"  54' 
55"  41' 
51"  20' 
51"  30' 
50"  49' 
48"  8' 
40"  52' 
50"  5' 
41"  54' 
59"  50' 
69"  20' 
48"  35' 
48"  30' 
48"  12' 
49"  48' 


k 


160 
40 

543 
50 

130 
67 
65 
23 
50 


140 

130 

0 

100 

100 

160 

10 

100 

6 

180 

525 

57 

200 

29 

11 

20 

150 

320 

182 

170 


^9,A-A5 


1*000488 

1-0006625 

1-0000697 

1000505 

1000523 

10003322 

1-0005110 

1*0012840 

0-9996297 

1000474 

1-000216 

1000476 

1000559 

1-0006339 

1-000563 

1000376 

1-000499 

1-0009417 

1*000548 

1*0005815 

1-000487 

10001798 

0-9996164 

1000380 

0-9997146 

1-0012798 

1-0012385 

1-000294 

1*000253 

1-0002530 

1-000399 


Aenderung  der  Schwere  nach  der  Tiefe.  Geht  man  unter  die  Ober- 
fläche der  Erde  hinab,  so  findet  man,  dass  die  Schwere  zunimmt.  Jedoch  sind 
die  Beobachtungen  noch  wenig  zahlreich,  und  auch  diese  wenigen  geben  keine 
quantitativ  übereinstimmenden  Resultate.  So  fand  v.  Sterneck,  dass  die  Schwin- 
gungszeit  eines  Pendels  von  0*500855  auf  der  Erdoberfläche  auf  0*500841  in 
516  «I  Tiefe  heruntergegangen  war;  dagegen  war  sie  in  972  m  Tiefe  nicht,  wie 
zu  erwarten,  noch  kleiner  geworden.  Die  Theorie  dieser  Verhältnisse  ist  nicht 
so  einfach,  wie  es  auf  den  ersten  Blick  scheinen  möchte.  Dass  die  Erde  von 
der  Kugelgestalt  abweicht,  braucht  allerdings  hier  nicht  berücksichtigt  zu  werden ; 
wohl  aber,  dass  diese  Kugel  nicht  homogen  ist,  sondern  (s.  w.  u.)  von  aussen 
nach  innen  an  Dichte  zunimmt,  und  zwar  vermuthlich  derart,  dass  auf  jeder  ein- 
zelnen Kugelfläche  die  Dichte  die  gleiche  ist.  Wäre  die  Erde  homogen,  so 
mttsste  die  Schwere  beim  Eindringen  in  ihr  Inneres  abnehmen,  da  nach  der 
Potentialtheorie  die  ausserhalb  des  betreffenden  Punktes  gelegene  Kugelschale 
auf  den  Punkt  gar  nicht,  die  übrig  bleibende  Vollkugel  aber  schwächer  anziehend 

0  ▼•  Sterneck,  Mitth.  d.  k.  k.  mil.-geogr.  Inst.    Bd.  2  (Wien  18S2).  —  Andre  Messungen 
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wirkt  als  die  ganze  Erde.  Es  ist  dies  letztere  unmittelbar  einleuchtend,  weil  bei 
der  kleineren  Kugel  der  Nenner  des  Ausdruckes  tnlr^  nur  in  quadratischem, 
der  Zähler  aber  in  kubischem  Verhältnisse  kleiner  ist  als  bei  der  grösseren.  Diese 
Argumentation  wird  aber  hinfällig,  wenn  die  Dichte  von  aussen  nach  innen  zu- 
nimmt. An  ihre  Stelle  hat  alsdann  eine  complicirtere  Rechnung  zu  treten,  welche 
u.  A.  von  Helmert^),  unter  allgemeineren  Voraussetzungen  aber  kürzlich  von 
Weihrauch^)  durchgeführt  worden  ist.  Letzterer  gelangt  zu  dem  Satze:  »Geht 
man  innerhalb  einer  aus  concentrischen,  homogenen  Kugelschalen  gebildeten 
Kugel  aus  dem  Centrumsabstand  a-^  da  in  den  Abstand  a,  so  nimmt  die 
Schwere  zu  oder  ab  {Ga  ^  Ga+d^t  je  nachdem  die  Dichte  der  durchbrochenen 
Schicht  kleiner  oder  grösser  ist,  als  zwei  drittel  der  mittleren  Dichte  der  Kugel, 
zu  welcher  man  gelangt  (ö^^J $«').€  Hiemach  muss  die  Schwere  beim  Ein- 
dringen ins  Erdinnere  anfangs  zunehmen,  wie  es  die  Beobachtungen  thatsächlich 
ergeben  (so  dass  man  schon  hieraus  einen  Rückschluss  auf  die  Zunahme  der 
Erddichte  nach  innen  zu  machen  könnte);  später  aber  muss,  von  einer  be- 
stimmten Tiefe  an,  die  Schwere  wieder  abnehmen  und  im  Erdmittelpunkt  null 
werden.  In  welcher  Tiefe  der  Uebergang  stattfindet,  hängt  von  dem  Gesetz  ab, 
nach  welchem  die  Dichte  mit  der  Tiefe  zunimmt;  thut  sie  dies  gleichförmig,  so 
liegt  diese  Stelle  in  0*186  Erdradius  Tiefe,  und  der  Maximalwerth  von  G  ist 
Gmax  ^=  \'Obbg\  wächst  dagegen  die  Dichte  gleichförmig  beschleunigt,  so  ist 
die  kritische  Stelle  in  Ol 33  Erdradius  Tiele  und  G^tax  =  1038^. 

Lokale  Schwankungen  der  Schwere.  Ausser  den  bisher  betrachteten 
regelmässigen  Aenderungen  mit  der  Höhe  über,  der  Tiefe  unter  der  Erdober- 
fläche und  der  geographischen  Breite  weist  die  Schwere  auch  noch  unregelmässige 
Schwankungen  von  vergleichsweise  lokalem  Charakter  auf.  So  zur  Seite  mächtiger 
Bergmassen,  wo  die  Richtung  der  Schwere,  oder  unterhalb  solcher,  wo  die  Grösse 
der  Schwere  beeinflusst  wird,  weil  im  ersten  Falle  eine  seitliche,  im  zweiten  Falle 
eine  der  Schwere  entgegengesetzte  Anziehung  ins  Spiel  kommt.  Bei  verschiedenen 
Gebirgen,  z.  B.  den  Alpen,  den  schottischen  Bergen,  dem  Kaukasus  und  dem  Harz 
ist  der  erstere  Einfluss  zahlenmässig  nachgewiesen  worden;  beim  Harz  wurde 
sogar  ein  ganzes  System  von  Lothableitungen  in  zahlreichen,  rings  um  den  Harz 
und  in  demselben  gruppirten  Orten  zusammengestellt.')  Eine  umgekehrte  Loth- 
ab weichung,  d.  h.  eine  scheinbare  Abstossung  wird  zur  Seite  von  tiefen  Thal- 
einschnitten stattfinden,  und  entsprechend  über  solchen  oder  über  vulkanischen 
hohlen  Erdstrecken  eine  Schwächung  der  Schwere.  Ein  weiteres  Moment  ist 
die  lokale  Höhe  des  specifischen  Gewichtes  des  Erdmasse:  über  erzreichen  Ge- 
bieten muss  die  Schwere  grösser,  auf  dem  Meere  muss  sie  kleiner  ausfallen,  als 
die  allgemeinen  Formeln  es  verlangen  würden.  In  wie  gesetzmässiger  Weise 
das  letztere  zutrifft,  ist  aus  dem  Umstände  zu  ersehen,  dass  Sir  W.  Siemens  hierauf 
einen  Apparat  zur  Messung  der  Meerestiefe,  das  Bathometer,  gegründet  hat^) 

^)  Helmert,   Die  Theorien  d.  höh.  Geodaesie,  Bd  2,  pag.  493. 
')  Weihrauch,  Rep.  d.  Phys.  22,  pag.  396  (1886). 
3)  V.  Baeyer,  Astronom.  Nachr.  (2)  Nr.  87. 

*)  Sir  W.  Siemens,  Compt.  rend.  83,  pag.  780  (1877).  Die  Anziehung  eines  kleinen 
Erdabschnittes  von  der  Tiefe  h  und  der  Dichte  d  ist 


(-I-1/Ä)' 


also  für  kleine  h-.  ^1  =  2nAd; 

andererseits   ist  die  Anziehung  A  der    ganzen  Erde  A  =  ^i:/(df    also    A^^-.A  sb  Ai^Jf,     An  der 

Oberfläche  eines  Meeres  von  der  Tiefe  A '  vermindert  sich  die  Anziehung  ini  VerUÜtmsSi  Yj>n 
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Endlich  ist  noch  eine  Erscheinung  zu  erwähnen,  nach  welcher  die  im  Meeres- 
niveau gemessene  Schwere  an  der  Küste  eines  grossen  Continentes  kleiner  ist, 
als  an  derjenigen  einer  unter  gleicher  Breite  gelegenen  Insel,  eine  Erscheinung, 
aus  welcher  man  den  Schluss  gezogen  hat,  dass  das  Meeresniveau  nach  den 
Continenten  hin  ansteigt. 

Uebrigens  ist  es  gelungen,  sogar  die  Anziehung,  welchevonMenschen- 
hand  hergestellte  Körper  ausüben,  zu  messen,  obgleich  doch  solche  Körper 
nur  eine  sehr  winzige  Grösse  im  Vergleich  zur  Erde  haben  können.  Dabei  hat 
man  verschiedene  Wege  eingeschlagen;  theils  nämlich  hat  man  die  in  Rede 
stehende  Anziehung  mit  der  Schwere,  d.  h.  der  Anziehung  der  Erde,  theils  hat 
man  sie  mit  einer  anderen  Wirkung,  z.  B.  der  Torsionskraft^  verglichen.  Es 
wird  von  diesen  Methoden  sofort  die  Rede  sein;  hier  wurden  sie  nur  angeführt, 
weil  ihre  Ergebnisse  zur  Vervollständigung  des  Satzes  dienen,  dass  die  Gravi- 
tation eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Materie  ist. 

Masse  und  mittlere  Dichte  der  Erde;  Gravitationsconstante.  Die 
bisherigen  Betrachtungen  haben  zwei  Punkte  noch  gänzlich  unberührt  gelassen, 
nämlich  den  Werth  der  Constanten  k  im  NEWTON-schen  Gesetz,  d.  h.  der  Gra- 
vitationsconstante, und  den  Werth  der  Erdmasse.  Kennt  man  letzteren,  so  kann 
man  aus  der  beobachteten  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an  der  Erdober- 
fläche die  Gravitationsconstante  offenbar  ohne  weiteres  ableiten.  Noch  für  einen 
anderen  Zweck  ist  die  Kenntniss  der  Erdmasse  von  grosser  Wichtigkeit,  nämlich 
für  die  Berechnung  der  Masse  anderer  Himmelskörper.  Ist  z.  B.  M  die  Sonnen- 
masse, m  die  Erdmasse,  R  der  Sonnenabstand  der  Erde,  r  der  Erdabstand  des 
Mondes,  T  die  Umlaufszeit  der  Erde  um  die  Sonne,  /  die  des  Mondes  um  die 
Erde,  so  sind  die  Brüche  R^jT^  und  r^  Ifl  zwar  nicht  einander  gleich,  wie  sie 
es  nach  dem  dritten  KEPLER'schen  Gesetze  sein  müssten,  wenn  es  sich  beide 
Bffale  um  denselben  Centralkörper  oder  wenigstens  um  solche  von  gleicher  Masse 
handelte;    sie  werden  sich  aber  wie  diese  Massen  verhalten: 

Mitn  ^  7p^  \  -^ . 

Hieraus  kann  man  M  bestimmen,  wenn  m  bekannt  ist.  Aehnlich  verhält  es  sich 
mit  der  Masse  anderer  Planeten.  Nach  alledem  kann  es  nicht  Wunder  nehmen, 
wenn  zur  Bestimmung  der  Erdmasse  zahlreiche  Untersuchungen  angesftellt  worden 
sind.  Hier  können  dieselben  nur  in  gedrängter  Uebersicht  angegeben  werden. 
Je  nach  dem  benutzten  Princip  resp.  Messapparat,  sind  vier  Klassen  von  Unter- 
suchungen zu  unterscheiden. 

1.  Methode  der  Lothabweichung.  Zu  beiden  Seiten  eines  Berges 
nehmen  die  Lothe  eine  gegen  die  reguläre  Richtung  AF  und  BQ  veränderte 
Richtung  AP^  und  BQ^  an,  sodass,  wenn  die  beiden  Orte  auf  demselben 
Meridian  liegen,  der  Winkel  zwischen  den  Lothen  nicht  mehr  gleich  der  Breiten- 
dififerenz,  sondern  grösser  ist.  Damit  wird  zugleich  die  Horizontale  gegen  den 
Berg  hin  gehoben,  und  folglich  die  Polhöhe  in  A  verringert,  {EA  C^  statt  EA  C), 
in  B  vergrössert  {FBD^  statt  FBD).  Misst  man  beide  Polhöhen,  so  kann  man 
also  aus  ihnen  und  der  Breitendifferenz  die  Lothablenkung  h  berechnen.  Nun 
seien  der  Einfachheit   halber   die  Punkte  A  und  B  in  gleicher  Höhe  mit  dem 


^„^.2.^63         -h  .106/>. 

Für   den    wirklichen  Gebrauch    des  Bathomethers  ist  es  jedoch  besser,    den  Apparat  mit  Hilfe 
einiger  Lothungen  empirisch  zu  graduiren.  Digitized  by  V^jOOQIC 


2o6 


Mittlere  Dichte 


(Ph.72.) 


die  Vertikale  um  den  Winkel  $  geneigte  Lage  an; 

_mR^ 

und  somit  die  mittlere  Dichte  der  Erde 

M         3 


vermuthlichen  Schwerpunkt 
des  Berges  S  gewählt;  (an- 
dernfalls ist  in  der  Formel 
noch  der  Sinus  eines  Win- 
kels hinzuzufügen).  Das 
Loth  nimmt  dann  unter  der 
Wirkung  der  vertikalen 
Kraft  MlR^  {M  Masse,  R 
Radius  der  Erde)  und  der 
horizontalen  Kraft  «r/r» 
{tn  Masse  des  Berges,  r  Ab- 
stand seines  Schwerpunktes 
S  vom  Loth)  eine  gegen 
es  ist  also 


il/r«' 


^  = 


tn 


J^»ir      4ic  Rr^tgl' 


Maskelyne^),  der  diese  Methode  zuerst  anwandte,  erhielt  ungefähr  i/=s4'8; 
James,  der  sie  viel  später  wiederholte,  fand  ^=  5*32. 

2.  Methode  der  Torsi sonswaag  e.  An  einem  sehr  leichten,  an  einem 
feinen  Draht  horizontal  aufgehängten  Stabe  sind  die  mit  elfenbeinernen  Skalen 
versehenen  Kugeln  a  und  b  angebracht,  sodass  das  Ganze  in  Folge  der  Torsions- 
kraft des  Fadens  eine  bestimmte  Lage  ein- 
nimmt, und  in  den  Beobachtungsfemröhren 
grade  die  Nullstriche  der  Skalen  in  das 
Fadenkreuz  fallen.  Diese  Lage  bleibt  auch 
noch  unverändert,  wenn  ein  mit  zwei  grossen 
Bleikugeln  M  und  N  je  vom  Gewicht  P 
^^  ausgestatteter  Balken  in  die  Lage  M^  N^  ge- 
-S  bracht  wird;  wird  er  dagegen  in  eine  der 
Lagen  M^  N^  oder  M^  N^  gebracht,  so 
wird  durch  die  Anziehung  der  Bleikugeln 
das  Stäbchen  ^  ^  in  dem  einen  oder  andern 
Sinne  so  weit  gedreht,  bis  die  Torsionskraft 
des  Drahtes  der  Anziehungskraft  der  Blei- 
(Ph.78.)  kugeln    das   Gleichgewicht  hält.     Nun    ist 

erstere,  wenn  die  Drehung  n  Längeneinheiten  auf  der  Skale  betrug,  die 
Schwingungsdauer  von   a  b   gleich   /  und  das  Gewicht   der  Kugeln  a  und  h  je 

gleich  /  ist, 

2itVfi 

also  ist  dies  auch  die  Anziehung  der  Bleikugeln  auf  a  und  b,  und  zwar  in  einem 
bestimmten  Abstände  ihrer  Mittelpunkte,  nämlich  r—n  (r  Abstand  der  Mittelpunkte, 
bevor  a  b  angezogen  wurde.)  Es  übt  also  einerseits  die  Bleikugel  vom  Gewichte  F 
im  Abstände  r—n  die  Anziehung  K,  andererseits  die  Erde  im  Abstände  R  (Erd- 
radius) eine   dem  Gewichte  des  angezogenen  Körpers,  also  hier  p  gleiche  An- 


^  = 


1)  Maskelvnk  und  Hütton,  PhUos.  Trans.  I775  u.  1778.    oigitized  byGoOglc 
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Ziehung  aus,  es  lässt  sich  also  mittelst  einer  einfachen  Proportion  das  Gewicht 
resp.  die  Masse  der  Erde,  und  hieraus  ihre  Dichte  bestimmen,  nämlich 


4  IC«  Rn[r  —  ny 

Cavendish^),  der  Erfinder  dieser  Methode,  fand  d  =  5*48;  später  fanden  bei  sorg- 
fältigerer Vermeidung  der  Versuchsstörungen  und  Fehlerquellen  Reich«)  5*49 
und  5*58,  Baily^)  5*67;  endlich  in  neuester  Zeit,  mit  Beobachtung  aller  Vorsichts- 
massregeln, CoRNU  und  Baille^)  5*56;  im  Mittel  giebt  also  diese  Methode 
etwa  5-58. 

3.  Methode  der  Pendelschwingugen.    Es  ist  oben  gezeigt  worden,  dass 

beim  Herabgehen  unter  die  Erdoberfläche  die  Schwere  zunächst  zunehmen  muss, 

und  dass  die  Art  dieser  Zunahme  mit  der  mittleren  Dichte  der  ausserhalb  des 

betreffenden  inneren  Punktes  gelegenen  Kugelschale  d*  und  des  inneren  Kugel- 

kemes  d  in  einer  einfachen  Beziehung  steht.    Bringt  man  demgemäss  ein  Pendel, 

das  auf  der  Erdoberfläche  eine  bestimmte  Schwingungsdauer  T  besitzt,  an  jenen 

unterirdischen  Ort  und  bestimmt  wieder  die  Schwingungsdauer  /,  so  kann  man, 

indem   man  tt    nach  Möglichkeit   schätzt,  d  berechnen;   dies   ist   aber,    da  die 

Tiefe  h  des  unterirdischen  Ortes  stets  sehr  klein  im  Vergleich  zum  Erdradius  R 

sein  wird,    die   mittlere  Dichte   der  Erde.    Mit  Hilfe    der   leicht  abzuleitenden 

Formel 

dT^{R^  —  {R'^hY\ 

^ -^  (R ^  k)[t^R^  ^  T^(R'^h)^y 

oder  der  angenäherten  kürzeren 

fand  AiRY»)  ^==6-56. 

4.  Pendelmethode  von  Wilsing^).  Dieselbe  beruht  auf  der  Anwendung 
eines  sehr  empfindlichen  Differentialpendels,  dessen  Ruhelage  mittelst  Spiegel- 
ablesung bis  auf  1''  bestimmt  werden  kann,  und  dessen  Pendelkörpem  die  ab- 
lenkenden Massen  einmal  von  der  einen,  das  andere  Mal  von  der  anderen  Seite 
genähert  werden.    Das  Endresultat  aus  vielen  Versuchen  war 

a  =  5-594  =t  0032. 
Die   mittlere   Erddichte   liegt   also   hiemach  jedenfalls   zwischen   5'56  und 
5*62,  so  dass  das  MASKELVNE'sche  Resultat  als  zu  klein,  das  AiRv'sche  als  zu  gross 
auszuschliessen  sein  dürfte. 

5.  Methode  der  Wägung.  Genauer  als  alle  bisherigen  Methoden  ist  ohne 
Zweifel  die,  bei  welcher  das  unter  veränderten  Einwirkungen  veränderte  Gewicht 
eines  Körpers  mittelst  der  Waage  bestimmt  wird.  Jolly,^  der  diese  Methode 
zuerst  anwandte,  äquilibrirte  eine  und  dieselbe  Masse  einmal  durch  Aufsetzen 
von  Gewichtsstücken  auf  eine  in  gleicher  Höhe  befindliche  Waagschale,  ein 
anderesmal  durch  Aufsetzen  von  Gewichtsstücken  auf  eine  21  /»tiefer  befindliche 
mit  jener  oberen  durch  einen  Draht  verbundenen  Waagschale.    Die  Differenz  er- 

^)  C/kVENDiSH,  Phflos.  Trans.  1798.  GUb.  Ann.  Bd.  2. 

^  Ruch,  Versuche  über  die  mitü.  Dicht,  d.  Erde.  Freiberg  1838. 

*)  Bau^y,  Mem.  of  the  R.  Astron.  Soc.  Lond.  14.  (1843). 

*)  CoRNU  und  BxnXE,  Compt.  R.  86,  pag.  571,  699,  looi.  (1878). 

*)  AniY,  Philos.  Trans.  1856. 

^  WnjiNG,  Berl.  Siti.  Ber.  1885,  pag.  13.  —  Publ.  d.  Astrophys.  Observ.  Potsd.  1887.       T 

^  V.  JOLLY,  Abb.  k.  bayr.  Ak.  2.  Kl.   13  u.   14,  und  WttD.  Ann.  14,  pag.  331  (1881).  ^^^^ 


J 
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gab  die  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Höhe.  Er  baute  dann  unterhalb  der 
unteren  Schale  eine  5775  kgr  schwere  Bleikugel  auf  und  bestimmte  die  ent- 
sprechende Differenz.  Die  Zunahme  derselben  ergab  die  Anziehung  der  Blei- 
kugel auf  die  Gewichte  in  der  unteren  Schale,  da  bis  zur  oberen  Schale,  wie 
der  Versuch  ergab,  die  Bleikugel  keine  messbare  Wirkung  ausübte.  Jolly  er- 
hielt aus  zahlreichen  Versuchen 

^=  5-692  =t  0-068, 
also  einen  Wert,  der  mit  dem  Wn^iNo'schen  zwar  ungefähr  (bis  auf  2J)  überein- 
stimmt, dessen  Fehlergrenzen  aber  doch  gänzlich  ausserhalb  der  Fehlergrenzen 
jenes  fallen. 

Wesentlich  verbessert  wurde  die  Methode  durch  König  und  Richarz.^)  Die 
Waage  ist  hier  direkt  auf  den  Bleiklotz  gestellt,  sodass  die  Schalen  unmittelbar 
über  dessen  Oberfläche  schweben;  unter  jeder  Schale  ist  der  Bleiklotz  vertikal 
durchbohrt,  und  vermöge  zweier  durch  diese  Löcher  führenden  Stangen  sind  an 
die  oberen  Schalen  zwei  andere  so  angehängt,  dass  sie  dicht  unter  dem  Bleiklotz 
schweben.  Wägt  man  nun  eine  Masse  m  einmal  in  der  Schale  rechts  oben  durch 
Gewichte  m^  in  der  Schale  links  unten,  und  sodann  umgekehrt  in  der  Schale 
rechts  unten  durch  Gewichte  nio  links  oben,  und  nennt  man  die  Schwere  oben 
goi  unten  gut  die  Anziehung  des  Bleiklotzes  am  Orte  der  Schalen  k\  so  hat  man 

^ii0  -^  ^')  =  ^nijgn  —  -*')» 
ni{js;u  —  -*')  =  modo  H-  k'), 
und  hieraus,  wenn  man  m^  —  «^  =  6,  gu  —  ^o'^^l  setzt,  mit  den  erlaubten  Ver- 
nachlässigungen 

«  =  7^(3*'- 7). 

Hierin  bestimmt  sich  7  durch  analoge  Wägungen  vor  Aufbau  des  Bleiklotzes,  mj 
und  nto',  zu  t  =  goi^J  —  mo)/2m  «  ^'gJ2m,  und  es  wird 


k' 


ikh') 


dV 
Bedenkt  man  nun,  dass  K  ==^k-^  ist  (F  Potential  des  Bleiklotzes,  k  Gravitations- 

constante),  und  dass  sich  -^  berechnen  lässt,  so  sieht  man,  dass  man  hier  direkt 

k  (indirekt  also  auch  die  mittlere  Erddichte)  findet.  Dabei  können,  gegenüber 
JOLLV*s  Apparat,  die  Manipulationen  und  Wägungen  unter  weit  sichererem  Aus- 
schluss von  Luftzug-  und  Temperatureinflüssen  ausgeführt  werden,  und  die  Ge- 
nauigkeit ist  mindestens  die  vierfache.  Die  Versuche  werden  in  den  Kasematten 
von  Spandau  angestellt,  sind  aber  noch  nicht  zum  Abschluss  gebracht. 

Fasst  man  alle  diese  Resultate  zusammen,  so  findet  man  bis  auf  weiteres 

als  wahrscheinlichsten  Werth 

//=5-64, 

also  viel  grösser  als  die  mittlere  Dichte  der  uns  zugänglichen  Erdkruste  (2*7). 
Es  ist  also  zu  schliessen,  dass  die  Dichte  der  Erde  nach  innen  zu  beträchtlich 
zunehme,  und  dass  sie  im  innersten  Kern  die  Dichte  der  schwersten  uns  be- 
kannten Körper  erreiche  oder  überschreite. 

Bei  den  Methoden,  welche  zunächst  die  Erddichte  d  ergeben,  findet  man  die 
Gravitationskonstante  k  aus  der  Formel 


1)  König  und  Richarz,  Ber.  d.  Berl.  Ak.  1884,  pag.  1203,  u.  Wied.    Ann.  24,  pag.  664 
(^8^5).  Digitized  by  GoOglt: 
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g^k-^.    also   >^=4]f^- 

Für  i/==  5-64  wird  k  =  0-000000065  (Einheiten:  cm,  gr,  sec),^) 
Theorieen  der  Gravitation.  Wenn  man  sich  auf  äen  Standpunkt  stellt, 
dass  die  Naturforschung  die  Erscheinungen  der  Natur  in  einer  Weise  darzustellen 
habe,  welche  Vollkommenheit  mit  möglichster  Einfachheit  verbindet,  dass  aber 
die  letzten  Ursachen  dieser  Erscheinungen  ausserhalb  ihres  Bereiches  liegen,  so 
muss  man  sich  durch  das  NEWTOK'sche  Gesetz  ftlr  völlig  befriedigt  erklären. 
Denn  es  ist  keine  Thatsache  bekannt,  welche  ihm  widerspricht,  und  eine  weitere 
Vereinfachung  desselben  ist  kaum  denkbar.  Naturforscher,  welche  nicht  auf 
diesem  Standpunkte  stehen,  haben  jedoch  an  dem  in  dem  NEWTON'schen  Gesetze 
liegenden  Femwirkungscharakter  der  Gravitation  Anstoss  genommen  und  gemeint, 
einen  Fortschritt  zu  machen,  wenn  sie  diese  Femwirkung  durch  eine  unmittelbar 
mechanische  Wirkung  dieser  oder  jener  Art  ersetzten.  Dabei  denken  sich  die 
Einen  die  Materie  stetig  und  legen  dem  die  Welt  durchdringenden  imponderablen 
Stoffe  (Aether)  eine  ähnliche  Eigenschaft  bei.  Die  mechanische  Wirkung,  auf 
welche  die  Gravitation  zurückgeführt  wird,  ist  in  diesem  Falle  von  der  Natur  des 
hydrostatischen  Druckes.  Insbesondere  kann  man  sich  nach  Sir  W.  Thomson  die 
Materie  in  Gestalt  von  Wtrbelatomen  vorstellen.  Andere  sehen  zwar  die  Materie 
als  relativ  stetig  an,  geben  aber  ihren  Theilchen  eine  mehr  oder  minder  durch- 
brochene Gestalt,  während  der  Aether  in  diskrete  Theilchen  aufgelöst  wird.  An 
die  Stelle  des  Druckes  des  Aethers  treten  hier  die  Stösse  der  Aethertheilchen. 
Bei  noch  anderen  besteht  auch  die  Materie  aus  Molekeln.  Die  umgekehrte  Pro- 
portionalität mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  ergiebt  sich  bei  allen  diesen  The- 
orien auf  ziemlich  einfache  Weise,  was  nicht  zu  verwundem  ist,  da  diese  Be- 
ziehungeine nahezu  an  sich  einleuchtende  und  bei  vielen  anderen  Naturerscheinungen 
wiederkehrende  ist.  Die  Proportionalität  mit  der  Masse  macht  schon  mehr 
Schwierigkeiten.  Denkt  man  z.  B.  an  Aetherstösse,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass 
zwei  in  einiger  Entfernung  von  einander  befindliche  Körper  auf  den  einander 
abgewandten  Seiten  mehr  Stösse  empfangen  müssen,  als  an  der  Innenseite,  wo 
jeder  der  beiden  Körper  dem  andern  gewissermassen  als  Schirm  dient;  aber 
dieser  Ueberschuss,  also  auch  die  scheinbare  [Anziehung  der  beiden  Körper, 
müsste^  wenn  die  Aethertheilchen  an  den  Körperoberflächen  abprallen,  zu  diesen 
Oberflächen,  nicht  zu  den  Massen,  in  Beziehung  stehen;  und  man  ist  daher  ge- 
nöthigt,  anzunehmen,  dass  die  überwiegende  Mehrzahl  der  Aethertheilchen  mehr 
oder  minder  tief  in  die  Körper  eindringt.  Die  Hauptsache  aber  ist,  dass  die 
meisten  Theorieen  den  drückenden  oder  stossenden  Theilen  Eigenschaften,  z.  B. 
Elastidtät  beilegen;  und  es  ist  einleuchtend,  dass  damit  complicirteres  als  die 
Gravitation  selbst  ins  Spiel  gezogen  wird.  Bei  einigen  Theorieen  wird  dieser 
Fehler  vermieden,  aber  nur  mit  Hilfe  verwickelter  Vorstellungen  oder  schwer- 
fölliger  mathematischer  Rechnungen.  Man  kann  daher  sagen,  dass  diese  Unter- 
suchungen vorläufig  mehr  der  Naturphilosophie,  als  der  Physik  angehören,  und 
dass  sie  für  letztere  nur  insofern  werthvoU  sind,  als  sie  die  Perspektive  auf  eine 
Anzahl  möglicher  Weise  vorhandener,  aber  sämmtlich  noch  nicht  beobachteter 
Erscheinungen  eröffnen.  Dahin  gehört  z.  B.  die  Einwirkung  des  Weltäthers  auf 
die  Bewegungen  der  Himmelskörper  (mehrfache  Vermuthungen,  z.  B.  hinsichtlich 

0  Ansfllhilicheres  über  die  Gestalt  der  Erde,  ihre  mittlere  Dichte»  die  Variationen  der 
Schwere  u.  s.  w.,  sowie  eine  reiche  Literatur  über  diese  Gegenstände  findet  man  bei  G(}nther, 
Lööfb.  d.  Geophysik,  Stuttg.  1884,  Bd  i,  pag.  129—210.  Digitized  by^^OOQle 
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des  ENCKE'schen  Kometen,  haben  sich  bisher  nicht  bestätigt);  die  Frage,  ob  die 
Gravitation  Zeit  beanspruche;  die  Verschiedenheit  der  Schwere  von  Krystallen 
nach  verschiedenen  Richtungen;  Beziehungen  zwischen  Wärme  und  Schwere, 
zwischen  Elektricität  und  Schwere  u.  s.  w-O 

F.  Auerbach. 


Aggregatzustände. 

Der  allgemeinen  Mechanik  steht  die  specielle  Mechanik  gegenüber.  In 
jener  werden  die  Körper  als  starr,  d.  h.  als  unveränderlich  in  Gestalt  und 
Volumen  betrachtet;  in  dieser  handelt  es  sich  grade  um  die  Veränderungen  der 
Gestalt  und  des  Volumens,  und  die  übrigen  Veränderungen,  d.  h.  die  Gesammt- 
bewegungen  im  Räume,  kommen  nur  in  so  weit  in  Betracht,  als  sie  mit  ersteren 
zusammenhängen,  resp.  sie  beeinflussen.  In  der  speciellen  Mechanik  kann  man 
nicht,  wie  in  der  allgemeinen,  alle  Körper  gemeinschaftlich  behandeln,  weil  die 
Gesetze  der  Erscheinungen  ganz  verschieden  werden,  je  nach  dem  Verhalten, 
welches  der  Körper  bei  Gestalts-  oder  Volumenänderungen  zeigt.  Die  Ver- 
änderlichkeit der  Gestalt  heisst  Deformabilität,  diejenige  des  Volumens 
Compressibilität  bezw.  Dilatabilität,  je  nachdem  es  sich  um  eine  Ver- 
kleinerung oder  Vergrösserung  des  Volumens  handelt;  dieselbe  Bedeutung  haben 
die  Ausdrücke  Zusammendrückbarkeit  und  Ausdehnbarkeit  Uebrigens  ist  diese 
Gegenüberstellung  von  Gestalts-  und  Volumenänderungen  nicht  so  zu  verstehen, 
als  ob  es  sich  um  zwei  stets  getrennte  Erscheinungen  handelt;  im  Gegentheil, 
ein  Vorgang  wird  im  allgemeinen  aus  beiden  sich  zusammensetzen.^  Aber 
grade,  weil  dies  letztere  der  Fall  ist,  ist  für  das  allgemeine  Verständniss  und  die 
mathematische  Darstellung  der  Erscheinungen  die  Zerlegung  in  Gestalts-  und 
Volumenänderung  von  Vortheil;  und  zwar  von  um  so  grösserem,  als,  wie  gesagt, 
das  verschiedenartige  Verhalten  der  Körper  den  Vorgängen  der  einen  und  der 

*)  Die  wichtigsten  Theorieen  der  Gravitation  sind  die  von:  Huygens,  Discoars  sur  la 
cause  de  la  pesanteur  (1690),  Neudruck,  Lpz.  1887.  —  Lesage,  »Lucr^zc  Newtonien«,  Mem.  Ac. 
Roy.  Berlin  1784,  pag.  404.  —  Zöllner,  Wissensch.  Abhandlungen,  Bd.  i.  und  Prinz,  e. 
elektrodyn.  Theorie  der  Materie,  Lpz.  1876.  —  Sfiller,  d.  Urkraft  des  Weltalls,  Berlin  1876. 
—  V.  Delungshausen,  Grundz.  e.  Vibrationstheorie  d.  Natur,  Reval  1872.  -—  Schramm,  d. 
allg.  Bewegung  d.  Materie  u.  s.  w.  Wien  1872.  —  Fritsch  (im  AnscUuss  an  Huygens),  Th. 
d.  NEWTON'schen  Gravitation,  Progr.  Realsch.  Königsb.  1874  u.  1886.  —  Secchi,  d.  Einheit 
d.  Naturkräfte,  deutsch  v.  Schulze,  Leipz.  1876.  —  Isenkrahe,  d.  Räthsel  v.  d.  Schwerkraft^ 
Braunschw.  1879.  —  Riämann,  Werke  hrg.  v.  Weber,  Leipz.  1876.  —  Helm,  G.  (im  Anschluss 
an  Riemann),  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  23,  pag.  261  (1878).  —  S.  Tolver  Preston,  Wien. 
Ber.  87,  pag.  795  (1883)  u.  Phil.  Mag.  (5)  15,  pag.  391  (1881),  sowie  die  daran  anknüpfen- 
den Discussionen  von  Browne,  Lodge,  Gray,  Allen  u.  s.  w.  im  Phil.  Mag.  (5)  in  versch. 
Bdn.  —  Jarolimek,  Wien,  Berl.  88,  pag.  897  (1883).  —  Odstrcil,  Wien.  Ber.  89,  pag.  485 
(1884).  —  Sir  W.  Thomson,  Trans.  Roy.  Soc.  Edinburgh  1867  u.   1872.  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

')  Auch  soll  hiermit  nicht  gesagt  sein,  dass  diese  beiden  Arten  von  Vorgängen  stets  durch 
zwei  von  einander  unabhängige  Constanten  charakterisirt  seien,  was  man,  im  Hinblick  auf  die 
beiden  Elaticitätsconstanten  isotroper  Körper,  im  Augenblick  vielleicht  vermuten  könnte.  Die 
Zahl  derselben  ist  vielmehr  einerseits  im  allgemeinen  grösser,  andererseits  kann  sie  sich  auch 
ausnahmsweise  auf  eine  herabmindern.  Siehe  z.  B.  Seydler,  Unt.  Üb.  versch.  Formen  d.  Rraft- 
gesetzes,   Abh.  böhm.  Ak.  (7)  Bd.  i),  pag.  27;  femer  in  englischen  Lehrbüchern.     Näheres  im 
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andern   Art   gegenüber   zu    einer   einfachen   und   mit  unseren  natürlichen  Vor- 
stellungen übereinstimmenden  Klassifikation  dieser  Körper  fuhrt.    Es  giebt  nämlich 

1.  Feste  Körper.  Dieselben  zeigen  in  keiner  von  beiden  Hinsichten  ein 
spedelles  Verhalten;  sie  beanspruchen  nämlich  endliche  —  und  zwar  meist  er- 
hebliche —  Kräfte,  sowohl  um  deformirt  als  auch  um  comprimirt  zu  werden. 
Aeusserlich  macht  sich  dies  dadurch  geltend,  dass  sie  eine  selbständige  Gestalt 
und  ein  selbständiges  Volumen  haben;  man  kann  sie,  von  der  notwendigen 
Handhabe  oder  Unterlage  abgesehen,  mit  ringsum  freier  Oberfläche  aufstellen  und 
von  Ort  zu  Ort  schaffen.  Die  Theorie  der  Gestalts-  und  Volumenänderungen 
fester  Köper  ist  naturgemäss  verwickelt,  weil  für  beide  Elementarvorgänge  endliche 
Constanten  in  die  Rechnung  eingehen,  und  erst  eine  Combination  beider  Con- 
stanten für  irgend  einen  wirklichen  Vorgang  maassgebend  wird. 

2.  Flüssigkeiten,  genauer  tropfbare  Flüssigkeiten.  Dieselben  zeigen  in 
Bezug  auf  jeden  der  beiden  Elementarvorgänge  ein  spezielles  Verhalten,  und 
zwar  in  Bezug  auf  beide  ein  entgegengesetztes.  Zu  ihrer  Deformation  ist  nämlich 
nur  eine  sehr  kleine  Kraft  erforderlich,  derart,  dass  eine  selbständige  Gestalt 
ihnen  überhaupt  nicht  zukommt,  ausgenommen  unter  besonders  günstigen  Um- 
ständen (z.  B.  Tropfen,  Bläschen  u.  s.  w.).  Sie  würden  zerfliessen,  wenn  man 
ihnen  nicht  Gelegenheit  gäbe,  sich  an  einen  festen  Boden  und  ringsum  an  feste 
Seitenwände  anzuschmiegen.  Andererseits  aber  setzen  sie  der  Aenderung  ihres 
Volumens  einen  überaus  grossen  Widerstand  entgegen,  haben  also  ein  selb- 
ständiges Volumen,  und  man  darf  demgemäss  die  GefUsse,  in  welchen  man  sie 
aufstellt  oder  transportirt,  oben  offen  lassen,  ohne  Verlust  an  Substanz  befürchten 
zu  müssen  —  wohlverstanden,  insoweit  die  Substanz  Flüssigkeit  bleibt.  Mit  diesen 
Eigenschaften  hängt  es  auch  zusammen,  dass  eine  Flüssigkeit  sich  leichter  als 
ein  fester  Körper  zertheilen,  die  Theile  aber  auch  wiederum  leichter  als  beim 
festen  Körper  sich  vereinigen  lassen;  es  scheint  sogar,  dass,  wenn  feste  Körper 
scheinbar  sich  vereinigen,  dies  stets  so  geschieht,  dass  die  Grenzschichten  vorüber- 
gehend flüssig  werden  (z.  B.  Regelation  von  Eisstücken,  Löthung  u.  s.  w.)* 
Flüssigkeiten,  welche  die  beiden  Eigenschaften  der  leichten  Deformabilität  und 
der  schweren  Compressibilität  in  extremer  Vollkommenheit  besitzen,  d.  h.  zu  deren 
Deformation  gar  keine  Kraft  erforderlich  und  deren  Compression  überhaupt 
unmöglich  ist,  heissen  ideale  Flüssigkeiten  —  ideal,  weil  sie  nur  eine  Abstraction 
von  der  Wirklichkeit  sind.  Die  Theorie  dieser  idealen  Flüssigkeiten  ist  einerseits 
verhältnismässig  einfach,  weil  von  den  beiden  in  die  Rechnung  eingehenden 
Constanten  die  eine  unendlich  klein,  die  andere  unendlich  gross  wird,  beide 
also  fortfallen  und  somit  als  einzige  specifische  Constante  die  auch  schon  in  der 
Mechanik  starrer  Körper  vorkommende  Dichte  übrig  bleibt;  andererseits  aber 
sehr  brauchbar,  weil  sie  viele  an  wirklichen  Flüssigkeiten  beobachtete  Erscheinungen 
mit  genügender  Vollkommenheit  darstellt.  (S.  Art  »Hydrostatik c,  »Hydrodynamik« 
u,  s.  w.).  Bei  einer  weiteren  Anzahl  von  Erscheinungen  macht  sich  die  Com- 
pressibilität immer  noch  nicht,  wohl  aber  der  Widerstand  gegen  Deformation, 
die  sogen.  Reibung  oder  Zähigkeit  geltend;  mans  pricht  in  diesen  Fällen  von  reiben- 
den incompressiblen  Flüssigkeiten,  und  ausser  der  Dichte  tritt  hier  noch  die 
Reibungsconstante  in  den  Gleichungen  auf  (s.  Art.  »Reibung«).  In  einem  dritten 
Capitel  der  Lehre  von  den  Flüssigkeiten  wird  schliesslich  die  Compressibilität 
zum  eignen  Gegenstande  der  Untersuchung  gemacht  (s.  Art  »Hydrostatik«). 

3.  Gase.  Dieselben  setzen  wie  die  Flüssigkeiten  deformierenden  Eingriffen 
nur  einen  sehr  geringen  Widerstand  entgegen;  sie  haben  also  wie  jene  keine 
selbständige  Gestalt,  und  man  muss  sie  in  gleicher  Weise  in  ,^ej^g^ß  einschliessen. 
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In  Bezug  auf  Volumenftnderungen  verhalten  sie  sich  aber  ganz  anders  wie 
Flüssigkeiten,  und  zwar  sehr  eigenartig.  Verkleinerungen  des  Volumens  setzen 
sie  einen  massigen  Widerstand  entgegen,  also  bei  weitem  keinen  so  grossen 
wie  Flüssigkeiten.  Dagegen  setzen  sie  Vergrösserungen  des  Volumens  nicht  nur 
gar  keinen  Widerstand  entgegen,  sondern  nehmen  von  selbst  jeden  ihnen  dar- 
gebotenen Raum  ein.  Es  kommt  ihnen  also  auch  selbständiges  Volumen  nicht 
zu,  und  man  muss  die  Gefllsse,  in  denen  man  sie  auffangen  oder  fortschafien 
will»  nicht  nur  seitlich  ringsum,  sondern  auch  oben  verschliessen.  Den  hiermit 
festgestellten  Gegensatz  zwischen  festen,  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern  drückt 
man  dadurch  aus,  dass  man  ersteren  eine  grosse,  den  zweiten  eine  mittlere,  den 
letzten  eine  sehr  kleine  Cohäsion  zuschreibt.  Dass  dieselbe  auch  den  Gasen 
nicht  völlig  iehlt,  hat  die  kinetische  Gastheorie  (s.  d.)  ergeben.  Auch  bei  den 
Gasen  vereinfacht  man  die  Theorie  durch  die  Betrachtung  idealer  Gase;  aber 
dieser  Ausdruck  bezieht  sich  hier  selbstverständlich  nur  auf  den  fehlenden  Wider- 
stand der  Deformationen,  d.  h.  auf  die  fehlende  Reibung  oder  Zähigkeit;  die 
Compressibilität  ist  auch  bei  ihnen  eine  endliche.  Die  Mechanik  idealer  Gase 
steht  ihrer  Complikation  nach  in  der  Mitte  zwischen  der  Mechanik  fester  Körper 
und  der  Flüssigkeiten;  ausser  der  Dichte  kommt  in  ihr  nur  eine  Constante  vor, 
also  eine  weniger  als  bei  den  festen  Körpern  aber  eine  mehr  als  bei  den  Flüssig- 
keiten. Dagegen  bringt  hier  der  Umstand,  dass  bei  den  meisten  Erscheinungen 
die  Temperatur  eine  nicht  ausser  Acht  zu  lassende  Rolle  spielt,  eine  weitere 
Complication  mit  sich  und  hat  zur  Folge,  dass  diese  Erscheinungen  grossentheils 
in  das  Gebiet  der  Wärmelehre  verwiesen  werden  müssen. 

Die  verschiedenen  Aggregatzustände  sind  nicht  scharf  von  einander  geschieden, 
und  überdies  können  die  meisten  Stoffe  je  nach  den  Umständen  jedem  derselben 
angehören  (z.  B.  Eis,  Wasser,  Wasserdampf).  Ob  ein  Körper  flüssig  oder  fest 
sei,  ob  man  ihn  als  sehr  »weichenc  festen  Körper  oder  als  sehr  »zähec  Flüssig- 
keit zu  bezeichnen  habe,  kann  in  Uebergangsstadien  zweifelhaft  werden  (z.  B. 
Butter,  Syrup);  und  dasselbe  gilt  in  bestimmtem  Sinne  von  bestimmten  Ueber- 
gangsstadien zwischen  dem  flüssigen  und  gasförmigen  Zustande.  Indessen  ge- 
hören auch  diese  Erscheinungen,  die  Veränderungen  des  Aggregatzustandes 
(Schmelzen,  Gefrieren,  Verdampfung,  Condensation),  in  Anbetracht  der  Rolle, 
welche  dabei  die  Temperatur  spielt,  in  die  Wärmelehre.  Dagegen  ist  hier  aut 
die  sogen. Halbflüssigkeiten  hinzuweisen.  Man  versteht  darunter  eine  Anhäufung 
gleichartiger  fester  Körper,  z.  B.  einen  Haufen  Getreidekömer,  eine  Menge  Sand, 
lockere  Erde.  Die  Eigenschaften  und  das  Verhalten  der  Halbfiüssigkeiten,  das 
viel  des  Interessanten  und  manche  Analogie  mit  den  Flüssigkeiten  bietet,  ist  von 
verschiedenen  Seiten  behandelt  worden.^) 

Es  möge  hier  noch  kurz  die  Bemerkung  Platz  finden,  dass  gelegentlich  der 
Beobachtung  bestimmter  Erscheinungen  auch  wohl  noch  weitere  Aggregatzu- 
stände aufgestellt  worden  sind.  So  hat  man  sich  unter  den  sog.  vier  Elementen 
der  alten  Griechen  jedenfalls  vier  Aggregatzustände  zu  denken,  von  denen  die 
Erde  den  festen,  das  Wasser  den  flüssigen,  die  Luft  den  gasförmigen  und  das 
Feuer  einen  vierten  noch  feineren  Zustand  darstellt.  Femer  hat  das  Leiden- 
FROSx'sche  Phänomen  einige  Physiker  veranlasst,  den  »sphäroidalenc  Zustand 
als  vierten  Aggregatzustand  einzuführen,  ohne  dass  jedoch  hierzu  genügender 
Grund  vorhanden  wäre.  Endlich  hat  neuerdings  Crookes  bei  Gelegenheit  seiner 
Versuche   über   dynamische    und  elektrische  Erscheinungen  in  sehr  verdünnten 


»)  Siehe  «.  B.  Resal,  Phys,  Math^m.     Paris  1884.  pag.  359-  ^.g,.^^,  by  GoOglc 
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resp.  ganz  luftleeren  Räumen  »die  strahlende  Materie«  als  vierten  Aggregat« 
zustand  bezeichnet,  ist  aber  hiermit  gleichfalls  nicht  durchgedrungen. 

Um  sich  von  der  Verschiedenheit  der  drei  Aggregatzustände  eine  in  geome- 
trischer und  analytischer  Hinsicht  bestimmtere  Vorstellung  zu  machen,  hat  man 
von  einer  der  beiden  Hypothesen  über  die  Natur  der  Materie  auszugehen,  also 
entweder  von  der  Stetigkeitshypothese  oder  von  der  Molekularhypothese. 
Im  ersteren  Falle  handelt  es  sich  um  die  Einführung  der  den  Volumen-  und  Gestalts- 
änderungen entsprechenden,  im  Innern  und  an  der  Oberfläche  der  Körper  anzu- 
nehmenden Druckkräfte,  welche  zu  den  in  der  Mechanik  der  starren  Körper 
ausschliesslich  vorkommenden  äusseren  Kräften  hinzutreten  und  für  jeden  Aggregat- 
zustand ein  verschiedenes  Verhalten  zeigen.  Denkt  man  sich  nämlich  im  Innern  des 
Körpers  eine  beliebige  kleine  Ebene,  so  wird  dieselbe  von  der  einen  nach  der  andern 
Seite  hin  einen  Druck  erfahren,  und  dieser  Druck  wird  im  allgemeinen  schief  gegen 
die    kleine  Fläche    wirken.     Femer   wird  dieser  Druck  selbst  für  die  nämliche 
Stelle   im  Innern  des  Körpers  ein  verschiedener  sein,  je  nach  der  Richtung  der 
kleinen  Ebene,  welche  man  daselbst  in's  Auge  fasst,  und  zwar  ein  verschiedener 
sowohl  der  Grösse  nach  als  auch  hinsichtlich  seiner  Neigung  gegen  die  betreffende 
Fläche.  Es  lässt  sich  aber  2^igen  (s.  Art.  »Elasticität«,Math.Theorie),  dass  durch  jeden 
Punkt  im  Innern  des  Körpers  drei  auf  einander  senkrechte  Ebenen  sich  legen  lassen, 
die  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  auf  sie  wirkenden  Drucke  auf  ihnen  senkrecht 
stehen ;  diese  drei  Drucke  heissen  die  Hauptdrucke  und  ihre  Richtungen  die  Haupt- 
druckaxen.    So  weit  verhalten  sich  alle  Körper  ganz  gleich,  z.  B.  ein  Steinsalzkrystall 
ebenso  wie  ein  Wassertropfen  oder  eine  Luftblase.    Während  aber  bei  den  festen 
Körpern   die  Drucke   sehr   beträchtlich    verschieden  sind,    weichen  sie  bei  den 
Flüssigkeiten    und  Gasen    nur   wenig  von  einander  ab,  und  diese  geringe  Ab- 
weichung ist  eine  Folge  ihrer  Zähigkeit  oder  inneren  Reibung;  sieht  man  von 
dieser  ab,  so  werden  die  drei  Hauptdrucke  und  damit  überhaupt  die  Drucke  in 
allen  Richtungen  einander  gleich  und  zugleich  nehmen  sie  sämmtlich  die  auf 
den   Flächen,    auf  die   sie   wirken,    senkrechte  Richtung   an.     Denkt  man   sich 
die   sämtlichen   in  einem  inneren  Punkte  je  nach  der  Richtung  der   betreffen- 
den   Fläche    wirkenden  Drucke   der  Richtung   und  Grösse   nach  durch   gerade 
Linien,    die  von   diesem    Punkte   ausgehen,    dargestellt   und  ihre  Endpunkte  zu 
einer    geschlossenen    Fläche    vereinigt,    so    giebt    die    am    Ende    irgend    eines 
Radius  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene  die  Richtung  der  Fläche  an,  auf 
welche   dieser   Druck    wirkt.     Bei    festen  Körpern    ist  jene  geschlossene  Fläche 
ein  EUipsoid   und   dessen  drei  Axen  die  Hauptdruckaxen,  bei  idealen  Flüssig- 
keiten und  Gasen  ist  sie  eine  Kugel,  und  jeder  Radius  derselben  ist  der  Re- 
präsentant des  Druckes,  der  hier  in  allen  Richtungen  senkrecht  und  in  gleicher 
Grösse  wirkt.     Die  mathematische  Ausführung  dieser  Betrachtungen  sowie  die 
durch   die   Constanz   oder  Veränderlichkeit   der  Dichte   sich  ergebende  Unter- 
scheidung zwischen  Flüssigkeiten  und  Gasen  sehe  man  weiter  unten. 

Legt  man  andererseits  die  Molekularhypothese  zu  Grunde,  nimmt  man 
also  an,  dass  die  Materie  aus  gesonderten  Molekeln  bestehe,  so  muss  man  zum 
Verständniss  ihres  Verhaltens  Molekularkräfte  einführen.  Diese  Kräfte  müssen  zu- 
nächst die  Eigenschaft  haben,  mit  wachsender  Entfernung  sehr  räch  abzunehmen. 
Femer  muss  unter  ihnen  einerseits  eine  anziehende  Kraft,  andererseits  eine  ab- 
stossende  Kraft  sich  befinden,  da  die  Körper  sowohl  einer  Ausdehnung,  als  auch 
einer  Zusammendrückung  Widerstand  entgegensetzen.  Im  natürlichen  Zustande  der 
Körper  halten  diese  beiden  Kräfte  sich  gerade  das  Gleichgewicht,  dagegen  über- 
wiegt, wenn  zwei  benachbarte  Molekeln  von  einander  entfernt  werden,  die  An- 
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ziehuDg,    wenn    sie   einander   genähert  werden,   die  Abstossung.    Hieraus  folgt, 
dass  die  Abstossung  nrit  wachsender  Entfernung  rascher  abnimmt  als  die  Anziehung. 

In  Flg.  74  sind  demgemäss  die  beiden  Kräfte 
durch  die  Kurven  AB  (Anziehung)  und  CD 
Abstossung  dargestellt ,  mit  der  Entfernung 
zweier  Theilchen  als  Abscisse.  OE  ist  der 
natürliche  Abstand  der  Theilchen,  hier  sind 
die  beiden  Kräfte  einander  gleich ;  links  hier- 
von liegt  die  Kurve  der  Abstossung,  rechts 
die  der  Anziehung  höher;  haben  endlich  die 
Theilchen  den  Abstand  OB  erreicht,  so  sind 
die  Molekularkräfte  ganz  ausser  Spiel.  Die 
quantitativen  Verhältnisse  der  Fig.  74  ent- 
sprechen denjenigen,  wie  sie  in  einem  festen 
Körper  stattfinden.  Dagegen  entspricht  die  Fig.  75  den  Verhältnissen  in  Gasen. 
Die  Anziehungskurve  AB  ist  dieselbe  geblieben,  aber  die  Abstossungskurve  CD 
ist  nach  rechts  verschoben  und  zwar  so  weit,  dass  die  beiden  Kurven  sich  nicht 

mehr  schneiden.  Es-  überwiegt  also  stets  die 
Abstossung,  ein  natürlicher  Gleichgewichtszu- 
stand existirt  nicht,  sondern  es  wird  jeder  dar- 
gebotene Raum  vollständig  erfüllt.  In  der  Mitte 
zwischen  festen  Körpern  und  Gasen  stehen  die 
Flüssigkeiten,  wobei  freilich  das  eigenthümliche 
Verhalten  derselben,  nämlich  die  leichte  Ver- 
schiebbarkeit aber  schwere  Näherbarkeit  der 
Theilchen  (leichte  Gestalts-,  aber  schwere  Vo- 
lumenveränderlichkeit) nicht  zur  Darstellung 
gelangt;  hierzu  bedürfte  es  verwickelterer  Vor- 
stellungen über  die  Molekularkräfte.  Dagegen 
ist  der  Uebergang  aus  einem  Aggregatzustande  in  den  andern  leicht  zu  verstehen, 
wenn  angenommen  wird,  dass  durch  Erwärmung  die  Anziehungscurve  unbeein- 
flusst  bleibt,  die  Abstossungscurve  hingegen  nach  rechts  gerückt  wird. 

Die  Molekularhypothese  hat  den  Vorzug,  die  physikalischen  Erscheinungen  mit 
den  chemischen  auf  gleiche  Grundlage  zu  stellen.  Für  das  Verständniss  der 
meisten  physikalischen  Erscheinungen  an  sich  ist  dagegen  die  Stetigkeitshypothese 
ebenso  geeignet,  und  zur  mathematischen  Beschreibung  derselben  ist  sie  ihrer 
grösseren  Einfachheit  und  strengeren  Durchführbarkeit  halber  vorzuziehen. 

F.  Auerbach. 


(Ph.  75). 


Elasticität  im  Allgemeinen. 


Grundbegriffe. 

Begriff  der  Elasticität.  Elasticität,  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes, 
bezeichnet  den  Widerstand  irgend  eines  Körpers  gegen  Veränderungen  der  Lage 
seiner  Theile  gegen  einander.  Es  kann  dieser  Körper  fest,  flüssig  oder  gasförmig 
sein;  es  können  andererseits  diese  Veränderungen  vorübergehender  oder  dauern- 
der Natur  sein;   und  endlich  können  dies  theils  Veränderungen  seines  Volumens, 
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ühtWs  Veränderungen  seiner  Gestalt  sein;  unter  Gestalt  ist  hierbei  und  in  allem 
folgenden  stets  nicht  blos  die  äussere  Gestalt  des  ganzen  Körpers,  sondern  auch 
die  Gestalt  seiner  einzelnen  Theile  verstanden,  z.  B.  der  unendlich  kleinen  Paral- 
lelepipeda,  in  die  man  sich  ihn  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  zer- 
legt denken  kann ;  ein  Körper  kann  daher  in  diesem  Sinne  seine  Gestalt  ändern, 
während  die  äussere  Gestalt,  d.  h.  die  Begrenzung,  dieselbe  beibt.  £s  ist  aber 
(s.  Art.  »Aggregatzustände  <)  bereits  daraufhingewiesen  worden,  dass  Flüssigkeiten 
und  Gase  einen  Widerstand  gegen  Gestaltsänderungen  gar  nicht  oder  nur  in  ge- 
ringem Grade  besitzen,  sodass  bei  ihnen  von  einer  natürlichen  Gestalt  meist 
überhaupt  nicht  die  Rede  sein  kann.  Es  kommt  daher  bei  ihnen  nur  die  Volumen- 
elasticität  in  Betracht,  die  Erscheinungen  sind  wenig  mannigfaltig  und  die  bezüg- 
lichen Untersuchungen  gestalten  sich  demgemäss  verhältnismässig  einfach. 

Anders  bei  den  festen  Körpern.  Hier  ist  zwar  sowohl  der  Widerstand 
gegen  Volumenänderungen  als  auch  der  Widerstand  gegen  Gestaltsänderungen 
im  Allgemeinen  sehr  beträchtlich,  aber  beide  sind  von  derselben  Grössenordnung; 
und  da  bei  den  meisten  Erscheinungen  beide  Aenderungen  zugleich  auftreten, 
so  ergiebt  sich  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  der  Vorgänge  und  eine  grosse  Kom- 
plikation der  betreffenden  Untersuchungen.  Noch  in  einer  etwas  anderen  Weise 
kann  man  zu  derselben  Einsicht  gelangen.  Bei  Flüssigkeiten  und  Gasen  pflanzt  sich 
ein  in  irgend  einer  Richtung  ausgeübter  Druck  (s.  o.  pag.  213)  gleichmässig  in 
allen  Richtungen  fort,  so  dass  die  Dimensionen  des  Körpers  bei  der  Untersuchung 
nicht  einzeln  in  Betracht  kommen.  Bei  festen  Körpern  ist  dies  nicht  der  Fall, 
das  Verhalten  des  Körpers  in  jeder  seiner  Dimensionen  wird  zwar  durch  die 
Vorgänge  in  den  andern  Dimensionen  mit  beinflusst,  bleibt  aber  doch  noch 
selbständig  genug,  um  zu  einem  für  jede  Dimension  wesentlich  andern  Ergebnisse 
zu  führen. 

Jeder  feste  Körper  hat  einen  natürlichen  Zustand,  in  welchem  er  sich  be- 
findet, so  lange  er  keinem  Zwange  unterworfen  ist  und  sich  auch  nicht  mehr  unter 
den  Nachwirkungen  eines  solchen  Zwanges  befindet.  Eine  Violinensaite  z.  B., 
wie  man  sie  beim  Händler  kauft,  befindet  sich  im  natürlichen,  auf  der  Violine 
dagegen,  gleichviel  ob  in  Ruhe  oder  in  Schwingungen,  im  Zwangszustande.  Eine 
Glocke  andererseits  befindet  sich,  so  lange  sie  in  Ruhe  ist,  im  natürlichen  Zu- 
stande; im  Momente  des  Anschlags  geräth  sie  in  einen  Zwangs  zu  st  and,  und 
unter  den  Nachwirkungen  desselben  bleibt  sie  bis  zur  Beendigung  ihrer  Schwin- 
gungen. Unterwirft  man  einen  Körper  einem  Zwang,  z.  B.  indem  man  Gewichte 
auf  ihn  wirken  lässt,  so  verändert  er  sich.  Dass  er  dies  mit  Widerstreben 
thut,  geht  einmal  schon  aus  dem  Missverhältniss  zwischen  der  erzielten  Ver- 
änderung und  der  angewandten  Kraft  hervor,  in  strengerer  Weise  aber  daraus, 
dass  der  Körper  in  vielen  Fällen  wieder  in  den  natürlichen  Zustand  zurückkehrt, 
sobald  er  von  dem  Zwange  befreit  wird,  und  dass  man,  um  den  veränderten  Zu- 
stand aufrecht  zu  erhalten,  den  Zwang  dauernd  bestehen,  die  Kraft  dauernd 
wirken  lassen  muss.  Es  ist  also  unter  dem  ausgeübten  Zwange  ein  Gleichgewichts- 
zustand eingetreten:  die  eine  der  beiden  Kräfte,  welche  sich  das  Gleichgewicht 
halten,  ist  die  äusserlich  angewandte,  die  andere  ist  die  im  Innern  des  Körpers 
durch  die  Veränderung  wachgerufene  Kraft.  Diese  Kraft  ist,  wenn  zunächst  nur 
qualitativ,  nicht  quantitativ  definirt  wird,  die  Elasticität  des  Körpers.  Man  kann 
also  einerseits  sagen:  Elasticität  ist  die  in  einem  Körper  durch  einen 
Zwang  wachgerufene  innere  Kraft.  Man  kann  aber  auch,  indem  man 
statt  der  inneren  die  ihr  gleiche  äussere  Kraft  einführt,  sagen:  Elasticität  ist  die 
äussere  Kraft,  welche  erforderlich  ist,  um  einen  Körper  in  irgend  einem  Zwangs- 
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zustande  zu  erhalten.  Beide  Definitionen  sind  durchaus  gleichwertbig  und 
übereinstimmend. 

Es  muss  hier  die  Bemerkung  eingeschaltet  werden,  dass  in  Bezug  auf  die 
Definition  des  Elasticitätsbegriffes  nicht  nur  ein  Gegensatz  zwischen  dem  allgemeinen 
Sprachgebrauch  und  der  Physik  besteht,  sondern  ^uch  in  wissenschaftlichen  Lehr- 
büchern sich  Verschiedenheiten  und  innere  Widersprüche  finden.  Es  wird  sich 
später  zeigen,  dass  das,  was  im  Sprachgebrauche  Elasticität  heisst,  gar  nicht  das 
Verhalten  eines  Körpers  unter  einem  Zwange  betrifft,  auch  nicht  sein  Verhalten 
nach  Authören  des  Zwanges,  sondern  eine  Beziehung  zwischen  dem  Verhalten 
während  des  Zwanges  und  dem  Verhalten  nach  dem  Aufhören  desselben.  Das 
ist  also  ein  ganz  komplicirter  Begriff,  der  seine  volksthümliche  Existenz  lediglich 
seiner  praktischen  Wichtigkeit  verdankt.  Für  die  wissenschaftliche  Definition  ist 
hingegen  die  Einfachheit  und  elementare  Natur  des  grundlegenden  Begriffes  maass- 
gebend,  und  dieser  entspricht  die  obige  Definition,  d.  h.  die  Beschränkung  des 
Begriffs  der  »Elasticitätc  auf  das  Verhalten  des  Körpers  während  des  Zwangs- 
zustandes. Auch  in  Bezug  auf  einige  der  noch  folgenden  Begriffe  wäre  zu 
wünschen,  dass  eine  Einheitlichkeit  der  Definition,  mindestens  in  deutschen 
Schriften,  herbeigeführt  würde,  was  gegenwärtig  (s.  w.  u.)  durchaus  noch  nicht 
der  Fall  ist 

Elastische  Vollkommenheit  Es  fragt  sich  zunächst,  ob  die  Elasticität  eine 
dauernde  und  unveränderliche  Eigenschaft  eines  Körpers  sei.  Es  wäre  hierzu 
erforderlich,  dass  immer  dieselbe  Kraft  nothwendig  wäre,  um  den  Körper  in  dem 
gleichen  Zwangszustande  zu  erhalten.  Dies  ist  thatsächlich  nur  in  gewissen  Fällen 
richtig.  Für  kleine  Kräfte  resp.  Veränderungen  ist  es  fast  stets  der  Fall,  für 
grössere,  eine  gewisse  Grenze  überschreitende  dagegen  nicht  Vielmehr  bringt 
alsdann  dieselbe  Kraft,  wenn  sie  eine  Zeitlang  wirkt,  einen  mit  der  Zeit  wachsenden 
Zwang  zustande,  sie  ruft,  je  länger  sie  ausgeübt  wird,  eine  desto  grössere  Veränderung 
hervor.  Oder  umgekehrt:  um  den  von  der  Kraft  in  der  ersten  Zeit  ihres  Wirkens 
erzeugten  Zwangszustand  aufrecht  zu  erhalten,  genügt  es,  mit  der  Zeit  immer 
kleinere  Kräfte  wirken  zu  lassen.  Man  kann  sich  zwei  verschiedenartige  Ursachen 
dieser  Erscheinung  vorstellen,  die  dem  ersten  Anscheine  nach  nichts  mit  einander 
zu  thun  haben,  thatsächlich  aber  doch  in  nahem  Zusammenhange  mit  einander 
stehen.  Erstens  nämlich  kann  die  Elasticität  des  Körpers  gelitten  haben,  die 
Dauer  des  Zwanges  hat  ihn,  wie  man  bei  einem  Menschen  zu  sagen  pflegt  und 
auch  bei  einem  leblosen  Körper  sagen  kann,  mürbe  gemacht  Zweitens  kann, 
unbeschadet  seiner  Elasticität,  sein  natürlicher  Zustand  ein  anderer  geworden  sein, 
derselbe  kann  sich  ein  wenig  in  dem  Sinne  des  durch  die  Kraft  geschaffenen 
Zwangszustandes  verschoben  haben;  da  man  dies  während  des  Versuches  noch 
nicht  weiss,  sondern  die  Veränderung  nach  wie  vor  von  dem  ursprünglichen 
natürlichen  Zustande  als  Nullpunkt  ausgehend  berechnet,  wird  man  den  Eindruck 
gewinnen,  als  ob  die  Veränderung  wüchse,  während  in  Wahrheit  nur  Zwangszu- 
stand und  natürlicher  Zustand  sich  gleichmässig  verschieben,  ihre  Differenz,  die 
Veränderung,  also  die  gleiche  bleibt.  Nach  Beendigung  des  Versuches,  also  z.  B. 
nach  Abnahme  des  Gewichtes,  kann  man  constatieren,  ob  der  natürliche  Zustand, 
in  den  der  Körper  zurückkehrt,  derselbe  ist,  wie  der  ursprüngliche,  ob  also  die 
eine  oder  die  andere  Ursache  die  thatsächliche  gewesen  ist,  oder  ob  etwa  beide 
zusammengewirkt  haben.  Hat  nämlich  nur  die  letztere  gewirkt,  ist  also  die 
Elasticität  dieselbe  geblieben,  aber  der  natürliche  Zustand  ein  anderer  geworden, 
und  haben  die  Messungen  fUr  den  ursprünglichen  natürlichen  Zustand  den  Werth 
n,   für   den  Zwangszustand    zu  Anfang  den  Werth  ;,  für  den  Zwangszustand  am 
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ScUnss  den  Werth  z'  und  für  den  natürlichen  Zustand  am  Schluss  den  Wertb  tC 
eigeben»  so  muss  z-^n^^  si  —  n^  sein.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  auch  die 
EUsticität  eine  andere  geworden.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  dass  zwar  meist 
beide  Einflüsse  zusammenwirken,  dass  aber  doch  der  zweite,  d.  h.  die  Veränderung 
des  natürlichen  Zustandes,  gewöhnlich  weit  eher,  d.  h.  bei  kleineren  Kräften  und 
bei  kürzerer  Dauer  des  Zwanges,  von  Bedeutung  wird,  als  der  erstere,  dass  also, 
auch  wenn  ti  von  n  und  *'  von  z  erheblich  abweicht,  doch  die  obige  Gleichung 
noch  besteht  Im  übrigen  sieht  man,  dass  es  sich  hier  um  eine  verwickelte 
Erscheinung  handelt,  weil  zwei  verschiedene  unabhängige  Variable:  Grösse  und 
Daner  des  Zwanges,  in  Betracht  kommen.  Ein  grosser  Zwang  wird  schon  nach 
kuizer  Dauer  den  natürlichen  Zustand  verschieben;  andererseits  scheint  es,  dass 
auch  der  kleinste  Zwang  dies  thut,  wenn  er  nur  eine  ausreichende  Zeit  hindurch 
andauert;^)  und  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Einflüsse  auf  die  Elasticität. 
Die  Eigenschaft  eines  Körpers,  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  der  Einwirkung 
seine  Elasticität  und  seinen  natürlichen  Zustand,  unbeirrt  durch  vorübergehende 
Zwaogszustände,  beizubehalten,  wird  am  passendsten  seine  »elastische  Vollkommen- 
heit« genannt 

Elasticitätsgrenze.  Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  es  nicht  möglich 
ist,  für  den  Bereich,  innerhalb  dessen  ein  Körper  elastisch  vollkommen  ist, 
eine  bestimmte  Grenze,  etwa  ein  bestimmtes  Grenzgewicht  anzugeben;  denn  je 
nach  der  Wirkungsdauer  wird  dasselbe  ein  anderes  sein.  Auch  ist  zu  beachten, 
dass  es  sich  hier  um  die  Feststellung  der  Thatsache  handelt,  dass  der  Körper 
genau  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  wieder  zurückkehrt,  bei  einem  um  eine 
Spur  grösseren  Zwange  dies  aber  nicht  mehr  thut;  und  diese  Feststellung  wird 
wesentlich  von  der  Genauigkeit  der  Apparate  abhängen:  an  einem  feinen  Apparate 
wild  man  eine  dauernde  Veränderung  schon  durch  die  Wirkung  eines  Gewichtes 
constatiren,  für  welches  dies  bei  einem  weniger  genauen  Apparate  noch  nicht 
möglich  ist  Wenn  man  trotz  dieser  beiden  Umstände  Zahlenwerthe  für  jene 
Grenze  erlangen  will,  —  und  das  ist  für  praktische  Zwecke  von  grosser  Wichtig- 
keit —  so  bedarf  man  hierzu  einer  gewissen  Uebereinkunft,  indem  man  etwa  fest- 
setzt: 1.  die  Dauer  der  Wirkung  soll  eine  massige  sein  (nicht  gar  zu  kurz,  aber 
audi  z.  B.  nicht  tagelang);  2.  Aenderungen  des  natürlichen  Zustandes,  welche 
einen  gewissen  Betrag  nicht  überschreiten,  sollen  unberücksichtigt  bleiben.  Auf 
diese  Weise  gewonnene  Zahlen  nennt  man  Werthe  der  »Elasticitätsgrenze;«  es 
ist  aber  einleuchtend,  dass  es  sich  hier  stets  nur  um  ungefähre  Angaben  handeln 
kann.^ 

Im  Vorstehenden  wurde  die  Grenze  des  Bereiches  der  elastischen  Voll- 
kommenheit durch  den  Grenzzwang  charakterisirt.  Man  kann  sie  auch  noch 
anders,  nämlich  durch  die  temporäre  Grenzveränderung  charakterisiren,  d.h. 
durch  diejenige' unter  dem  Zwange  stattfindende  Veränderung,  welche  nach  Auf- 
hebung des  Zwanges  eben  noch  zum  ursprünglichen  natürlichen  Zustande  zurück- 
führt. Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  das,  was  im  allgemeinen  Sprach- 
gebrauche Elasticität  genannt  wird,  weder  mit  dem  wissenschaftlichen 
HlastidtätsbegrifT,  noch  mit  dem  Begrifl' der  Elasticitätsgrenze  (Grenzzwang),  wohl 

')  In  dieser  Hinsicht  stellt  seit  einigen  Jahren  Bottomley  in  Glasgow  »säculare«  Beobachtungen 
«»  PlatiB-,  Gold-,  Süber-  und  andern  Drähten  an;  die  vorläufigen  Ergebnisse  derselben  sehe  mai> 
»  <1«  Reports  of  die  Brit  Assoc.  .1881^1887. 

*)  Ftli  Dehnungen  gilt  eine  solche  von  0*5  nim  auf  1  m  ursprüngliche  Länge  als  äusserst» 
■öA  zu  beflrcksichtigende.  Für  Biegungen,  Drillungen,  Scbeningen  w.  s.  w.  (siehe  unten) 
^  «e  Angaben  verschieden,  ^igitized  by  ^OOglc 
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aber  mit  dem  der  Grensveränderung  sich  deckt.  Wenn  man  z.  B.  einen  Kautschuk- 
streifen als  sehr  elastisch  bezeichnet,  so  will  man  damit  sagen,  dass  derselbe 
auch  nach  sehr  beträchtlicher  Verlängerung  noch  in  seinen  ursprünglichen  Zu- 
stand zurückkehrt;  weder  ist  bei  ihm  die  zur  Erzielung  einer  bestimmten  Ver- 
längerung erforderliche  Kraft  beträchtlich  (er  ist  also  im  wissenschaftlichen  Sinne 
sehr  wenig  elastisch),  noch  ist  die  Grenzkraft,  welche  man  ihm  zumuten  darf, 
ohne  eine  dauernde  Aenderung  befürchten  zi)  müssen,  beträchtlich  (seine  Elasticitäts- 
grenze  ist  also  ebenfalls  klein);  wohl  aber  ist  die  Grenzverlängerung  beträchtlich, 
die  man  ihm  zumuthen  darf  (seine  Elasticität  im  populären  Sinne  ist  gross.  ^) 

HooKE'sches  Gesetz.  Im  Bereiche  der  elastischen  Vollkommenheit  ent- 
spricht, wie  wir  sahen,  derselben  Kraft  stets  dieselbe  Veränderung.  Es  fragt  sich 
nun,  welche  Veränderungen  verschiedenen  äusseren  Kräften  entsprechen,  oder, 
in  umgekehrter  Causalbeziehung  ausgedrückt,  welche  inneren  Kräfte  verschiedenen 
Veränderungen  entsprechen.  Dieses  Gesetz  ist  schon  von  Hooke,  und  zwar  in 
der  Form  »  Ut  tensioy  sie  vist  ausgesprochen  worden^ ;  in  die  heutige  Redeweise  über- 
setzt lautet  es :  Zwischen  Zwang  und  Veränderung,  zwischen  Veränderung 
und  elastischer  Kraft  besteht  Proportionalität.  Schon  aus  dem  Um- 
stände, dass  man  es  hier  meist  mit  kleinen  Veränderungen  zu  thun  hat,  könnte 
man  nach  dem  Princip,  dass  kleine  Wirkungen  sich  einfach  addiren,  auf  jene 
Proportionalität  schliessen,  und  die  Erfahrung  bestätigt  sie  durchaus,  vielleicht  mit 

Ausnahme  einiger  in  elas- 
tischer Hinsicht  anomaler 
Stoffe  (z.  B.  Kautschuk). 
Jenseits  derElasticitätsgrenze 
hat  das  Gesetz  ohne  nähere 
Erläuterung  freilich  keinen 
Sinn  mehr,  weil  man  nicht 
weiss,  ob  man  unter  der 
Veränderung,  auf  die  sich 
das  Gesetz  bezieht,  die  Diffe- 
renz des  Zwangszustandes 
gegen  den  anfänglichen  oder 
gegen  den  schliesslichen 
natürlichen  Zustand  ver- 
stehen soll,  also  z  —  n  oder 
z  —  n\  wo  der  Einfachheit 
halber  angenommen  ist, dass 
die  Kraft  Ä  nicht  so  lange  wirkt,  dass  z  merklich  wüchse.  Wirkt  nun  in  einem 
andern  Falle  die  Kraft  2^,  so  kann  jetzt  entweder  <  •— »  oder  z  —  n*  doppelt 
so  gross  sein,  wie  vorhin;  beides  zugleich  könnte  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 
auch  n'  —  n  jetzt  doppelt  so  gross  wäre  wie  vorhin,  wenn  also  die  dauernde 
Veränderung  des  natürlichen  Zustands  der  Kraft  proportional  wäre.  Das  ist 
aber  sicherlich  nicht  der  Fall,  weil  die  die  dauernde  Veränderung  als  Function 
der  .Kraft  darstellende  Linie  AB  (Fig.  76,  in  welcher  OD  die  vorübergehende 
Veränderung  während  der  Kraftwirkung  ist),  selbst  wenn  man  sie  als  gradlinig 

1)  Hiennit  sind  die  drei  Begriffe  »Elasticität,«  »elastische  VoIlkommeDheit«  mid  »populäre 
Elasticität«  scharf  auseinander  gehalten.  Der  letzte  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  der  Quotient 
des  zweiten  durch  den  ersten. 

^  HooKB,  A    Descxiption  of  helioscopes,  Lond.  1675.  —  Lectures  de  potcntia  restitativm« 

Lond.  1678. 
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annimmt,  nicht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  O,  hindurchgeht  (was 
zur  Proportionalität  erforderlich  wäre),  sondern  erst  bei  der  Grenzkraft  E^^E^  be- 
ginnt. Dagegen  kann  nur  das  Experiment  darüber  entscheiden,  oh  z  —  n  oder 
z — «',  oder  ob  vielleicht  z — ^ («+«')  proportional . mit  R  ist,  ob  also  DG  oder 
DE  oder  endlich  DJF  die  Fortsetzung  von  OD  ist,  (wo  EG^CH,  EF^  \CH 
gemacht  ist).  Die  Versuche  geben  hierauf  keine  einheidiche  Antwort;  doch 
kommt  man  der  Proportionalität  meist  am  nächsten,  wenn  man  die  letzte  Formel 
wählt,  also  das  arithmetische  Mittel  aus  dem  ursprünglichen  und  dem  schliesslichen 
Zustand  in  die  Rechnung  einführt. 

Elasticitätsmodul.  Auf  Grund  des  Proportionalitätsgesetzes  kann  man 
die  Elasticität  eines  Körpers  ihrem  Grade  nach  durch  eine  Constante  messend 
ausdrücken.  Dabei  kann  man  wieder  verschieden  verfahren,  je  nachdem  man 
die  im  Innern  wachgerufene  Kraft,  also  die  Elasticität  selbst,  ins  Auge  fasst 
oder  die  ihr  gleiche,  äusserlich  aufgewendete  Kraft.  Im  ersteren  Falle  hat  man 
den  Quotienten  jener  Kraft  durch  die  Veränderung,  welche  sie  wachgerufen  hat, 
zu  bilden;  er  heisst  Elasticitätsmodul.  Im  andern  Falle  dividirt  man  die  Ver- 
änderung durcli  die  äussere  Kraft,  welche  sie  erzeugt  hat;  dies  ist  der  Elasti- 
citätsco^fficient.  ^)  Der  Modul  ist  eine  meist  sehr  grosse,  der  Coefhcient 
eine  meist  sehr  kleine  Zahl.  Es  soll  im  Folgenden  in  der  Regel  der  Modul  be- 
nutzt werden,  der  dem  CoSfüdenten  gegenüber  praktische  Vorzüge  besitzt.  Der 
Modul  ist  innerhalb  der  Giltigkeit  des  HooKE'schen  Gesetzes  eine  Constante; 
für  einige  elastisch  anomale  Stoffe,  für  welche  jenes  Gesetz  nur  innerhalb  enger 
Grenzen  gilt,  ist  aber  natürlich  auch  der  Bereich  der  Constanz  des  Moduls  nur 
ein  kleiner,  und  es  kann  hier  der  Werth  desselben  sogar  sehr  beträchtlich 
variiren. 

Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  und  die  gewonnenen  Ergebnisse  gelten 
in  dieser  Einfachheit  jedoch  nur  für  Körper  von  einer  in  doppeltem  Sinne  idealen 
Beschaffenheit,  nämlich  für  homogene  und  isotrope  Körper,  d.  h.  für  solche, 
welche  1)  an  einer  Stelle  so  beschaffen  sind  wie  an  jeder  anderen  und  2)  von 
jeder  Stelle  aus  in  einer  Richtung  sich  ebenso  verhalten  wie  in  jeder  andern. 
Mit  Vollkommenheit  besitzt  kein  Körper  diese  Eigenschaften;  Homogenität  stets 
nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  der  Kleinheit  der  Theile,  in  welche  man  sich 
ihn  zerlegt  denkt,  da  sich  weiterhin  die  molekulare  Structur  geltend  macht;  Iso- 
tropie schon  deshalb  nicht,  weil  die  Lage  und  das  Vorkommen  (bei  Rohstoffen) 
sowie  die  Herstellungsart  (bei  bearbeiteten  Stoffen)  fast  stets  eine  oder  einige 
Richtungen  vor  den  übrigen  begünstigen.  Man  kann  aber  trotzdem  eine  grosse 
Zahl  von  Stoffen  als  nahezu  isotrop  bezeichnen  und  demgemäss  behandeln, 
gegenüber  andern,  wie  den  Krystallen  und  zahlreichen  organischen  Stoffen, 
welche  auch  nicht  annähernd  isotrop  sind,  und  welche  man  demgemäss  aniso- 
trop, heterotrop  oder  aeolotrop  nennt.  Solche  Körper  haben  in  ver- 
schiedenen Richtungen  verschiedene  Elasticität,  verschiedene  Moduln,  ver- 
schiedene Elasticitätsgrenzen.  Ihre  Theorie  lässt  sich  nur  mathematisch  be- 
handeln; in  dieser  Uebersicht  ist  daher  auch  im  folgenden  stets  an  isotrope 
Körper  gedacht 

Volumenelasticität  und  Gestaltselasticität  Bisher  ist  von  Elasti- 
cität schlechthin,  also  auch  vom  Elasticitätsmodul  schlechthin  die  Rede  gewesen. 
Das  sind  nun  aber,  wie  wir  wissen,  nicht  individuelle  Begriffe,  sondern  Begriffs- 


1)  In  einigen  Schriften,  namentlich  Lehrbüchern,  werden  die  Begriffe  Elasticitätsmodal  un^ 
Elasticitätscoefjficient  bedauerlicher  Weise  in  gleicher  Bedeutung  gebrauoh^zed  by  ^^^^  a..^^ 
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kategorieen.  Es  giebt  sehr  verschiedenartige  Veränderungen ,  welche  ein 
Körper  erfahren  kann;  und  eine  jede  derselben  giebt  zur  Definition  einer  Art 
von  Elasticität,  also  auch  zur  Definition  eines  Moduls  Anlass.  Unter  diesen 
mannigfaltigen  Veränderungen  sind  nun  zwei,  wie  wir  sahen,  von  principiell  her- 
vorragender Bedeutung:  die  reine  Volumenänderung  (ohne  Gestaltsänderung) 
und  die  reine  Gestaltsänderung  (ohne  Volumenänderung).  Erstere  soll  in 
Folgendem  stets  als  Compression  (mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen, 
also  auch  die  Dilatation  enthaltend),  letztere  als  Deformation  bezeichnet 
werden.  Entsprechend  ist  dann,  je  nachdem  es  sich  um  Widerstand  gegen 
Compression  oder  gegen  Deformation  handelt,  zwischen  Volumenelasticität 
(oder  Compressionselasticität)  und  Gestaltselasticität^)  (oder  Deformations- 
elasticität)  zu  unterscheiden.  Jeder  dieser  beiden  Begriffe  ist  mit  einem  ge- 
wissen populären  Begriflfe  verwandt,  aber  nicht  identisch.  Die  Volumenelasticität 
mit  der  Härte,  die  Gestaltselasticität  mit  der  Steifigkeit.  Jede  der  beiden 
Elasticitäten  wird  in  einem  besonderen  Modul  ihr  Maass  finden.  Statt  der 
Moduln  führt  man,  wie  beiläufig  nochmals  bemerkt  werden  möge,  zuweilen  auch 
<Ue  reciproken  Grössen  ein,  namentlich  bei  der  Volumenelasticität;  die  be- 
trefifende  Grösse  heisst  dann  Compressionscoefficient  oder  Compressibilität. 
Ein  Fall,  in  welchem  man  diese  letztere  Grösse  dem  Modul  vorzieht,  ist  der, 
wo  es  sich  um  die  Vergleichung  fester  Körper  mit  Flüssigkeiten  handelt;  man 
muss  dann  aber  in  jedem  Falle  darauf  achten,  ob  man  es  mit  der  linearen  Com- 
pressibilität, die  auf  der  Längenänderung  der  linearen  Dimensionen  beruht,  oder 
mit  der  bei  kleinen  Aenderungen  dreimal  so  grossen  kubischen  Compressibilität 
zu  thun  hat  (s.  Art.  »Zug  und  Drucke).  Von  diesen  Ausnahmefidlen  abgesehen 
wird  hier  stets  der  Modul  benutzt  werden. 

1.  Der  Volumenmodul  oder  Compressionsmodul  ist  das  Verhältniss 
der  in  dem  Körper  wachgerufenen  Volumenelasticität  zu  der  Volumenänderung, 
durch  welche  dieselbe  wachgerufen  worden  ist;  oder  auch:  das  Verhältniss  der 
comprimirenden  Kraft  zu  der  dadurch  hervorgebrachten  Compression.  Um  diesen 
Modul  zu  ermitteln,  muss  man  Versuche  anstellen,  bei  welchen  der  unter- 
suchte Körper  und  jeder  seiner  Theile  sich  selbst  ähnlich  bleibt,  also  nur 
sein  Volumen  ändert,  derart,  dass  alle  Winkel  ungeändert  bleiben  und 
alle  Längen  sich  so  ändern,  dass  aus  der  Länge  1  die  Länge  1— e  wird, 
wo  e  stets  ein  kleiner  Bruch  ist;  aus  dem  Volumen  1  wird  dann  also  das  Vo- 
lumen (1— e)',  also  flir  kleine  e  mit  Vernachlässigung  seiner  höheren  Potenzen 
das  Volumen  1— 3e;  die  Compression  ist  also  3e.  Zu  diesem  Zwecke  muss 
man  auf  die  ganze  Oberfläche  einen  gleichmässigen  Druck  p  ausüben,  und  man 
findet  somit  den  Volumenmodul 

Der  Vorgang,  welcher  bei  der  gleichförmigen  Compression  stattfindet,  ist 
nun  aber  ein  zusammengesetzter,  und  es  ist  nothwendig,  dies  auch  in  der  Formel 
(1)  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Analyse,  wenn 
der  Körper   die  Form   eines  Würfels   von  der  Kantenlänge  1  hat    Der  Druck 

*)  In  englischen  Schriften  (t.  B.  Thomson,  Elasticity,  Tatt,  Propertics  of  matter,  Thoms. 
u.  Tait,  Nat  Philos.)  wird  die  Gestaltselasticität  sStanheit«  (rigidiiy),  im  Gegensati  sur  Volmnen- 
elasticität,  genannt,  woibr  nur  ausnahmsweise  das  Wort  Steifheit  (sHffness)  eintritt.  In  der 
deutschen  Literatur  bedeutet  aber  Starrheit  die  Unzugänglichkeit  eines  Körpers  gegen  jede  Art 
von  innerer  Veränderung,  gleichviel  ob  Compression  oder  Deformation.  Die  Uebertragong  des 
englischen  Ausdrucks  ist  also  möglichst  zu  vermeiden. 
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auf  das  erste  Paar  gegenüberliegender  Seitenflächen  verkürzt  die  aui  ihnen  senk- 
rechte Dimension  des  Würfels  um  a,  so  dass  dieselbe  1 — a  wird;  aber  erfahrungs- 
gemäss  fügt  sich  die  Materie  dem  in  einer  Richtung  ausgeübten  Zwange  nur 
zum  Theil,  während  sie  ihn  zum  andern  Theil  durch  Ausbreitung  in  den  Quer- 
dimensionen ausgleicht;  durch  den  Druck  auf  das  erste  Paar  Gegenflächen  wird 
also  nicht  nur  die  auf  diesen  senkrechte  Dimension  in  1  —  a,  sondern  es  wird 
auch  jede  der  beiden  anderen  in  1  +  ß  verwandelt.  Nimmt  man  jetzt  die  Drucke 
auf  alle  drei  Paar  Gegenflächen  gemeinsam  in  Betracht,  so  sieht  man  ein,  dass 
jede  Dimension  einmal  um  a  verkürzt,  aber  zweimal  um  ß  verlängert  wird;  der 
Würfel  bleibt  also  Würfel,  aber  aus  der  Kante  1  wird  die  Kante  1  — a-4-2ß, 
oder  auch  1  —  (a  —  2ß).    Hieraus  folgt: 

e=a  —  2ß  (2) 

und  somit  nach  (1) 

^i=3(a~2ß)'  ^^^ 

2.  Der  Gestaltsmodul  oder  Deformationsmodul  ist  das  Verhältniss 
der  in  einem  Körper  wachgerufenen  Gestaltselasticität  zu  der  Deformation,  welche 
dieselbe  wachgerufen  hat;  oder  auch  das  Verhältniss  der  deformirenden  Kraft 
zu  der  durch  sie  erzeugten  Deformation.  Um  ihn  zu  ermitteln,  muss  man  eine 
Anordnung  treffen,  bei  welcher  das  Volumen  des  Körpers  und  jedes  seiner 
Theile  dasselbe  bleibt  und  nur  seine  Gestalt  und  die  seiner  Theile  sich  ändert. 
Das  geschieht  (wenn  dem  Körper  wieder  Würfelgestalt  gegeben  wird)  dadurch, 
dass  man  auf  das  erste  Paar  Gegenflächen  den  Druck  /,  auf  das  zweite  Paar 
den  Zug  — p,  auf  das  dritte  Paar  aber  gar  nichts  wirken  lässt.  Es  wird  dann 
aus  der  ersten  Dimension  1  —  e',  aus  der  zweiten  1  -4-  s',  während  die  dritte  1 
bleibt;  das  Volumen  1  hat  sich  dann  in  (1  —  e')  (1  -h  e')  =  1  —  e'*  verwandelt, 
ist  also,  da  e'^  vernachlässigt  werden  kann,  dasselbe  geblieben.  Auch  hier  ist 
es  nicht  schwer,  die  Grösse  e'  auf  a 
und  ß  zurückzuführen.  In  Folge  des 
Druckes  in  der  ersten  Richtung  ver- 
wandeln sich  nämlich  die  Kanten  in 
1  —  a,  1  H-  p,  1  -h  ß;  in  Folge  des  Zuges 
in  der  zweiten  Richtung  wird  dann 
hieraus  resp.  1  —  a  — ß,  l-t-ß-Ha, 
1  +  ß  —  ß  oder  anders  geschrieben: 
1  — (a  +  ß),  H-(a-4-ß),  1.     Es  ist  also 

e'  =  a-+-ß.  (4)  ^P*»-™ 

Es  fragt  sich  nun,  was  man  als  Maass  der  Gestaltsänderung,  die  der 
Würfel  erfahren  hat,  betrachten  soll.  Nun  ist  klar,  dass  das  Charakteristische 
för  Gestaltsänderungen  die  Aendenmg  ist,  welche  alle  Winkel  zwischen  irgend 
welchen  im  Körper  vorkommenden  Linien  (ausgenommen  die  in  der  Richtung 
der  Kanten  verlaufenden)  erfahren  haben;  denn  die  Winkel  bleiben  bei  einer 
reinen  Compression  ungeändert  Zieht  man  etwa  auf  jeder  Würfelseite  das  Diago- 
nalenkieuz,  so  werden  bei  der  Deformation  des  Würfels  in  ein  Parallelepipedon 
die  vier  rechten  Winkel  jedes  Diagonalenkreuzes  in  zwei  spitze  und  zwei  stumpfe 
sich  verwandeln.  Betrachtet  man  die  am  meisten  deformirte  Seitenfläche,  also 
das  Rechteck  ^^Cj9  (Fig.  73)   mit   den   Seiten  1  —  e'    und  H- e'    und   nennt 

man  die  Winkeländerung  (p,  so  dass  Z  BMI?  =  -  —  (p  nnd  Z  AMB^  ö"  "^  ?  ^^^ 


folglich  i^  ^^27=^1^"'?)  ^*'^»  ^°  ^^^  °"*° 
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1  -  tan^^ 


also  ^ 

Definirt  man  nun  den  Gestaltsmodul  durch  die  Gleichung 

^«  =  ^  (5) 

d.  h.  als    Quotienten    der   Kraft    durch    die   Aendening    des    rechten   Winkels 
zwischen  Linien,  die  in  der  Ebene  von  Druck  und  Zug  verlaufen,  so  findet  man 

Es  möge  bemerkt  werden,  dass  in  den  beiden  anderen  Rechtecken  BDEF 
und  CDEG  die  Winkeländerutig  kleiner  ist  und  speciell  bei  kleinen  Gestalts- 

änderungen  nur  -^  beträgt,  weil  hier  die  eine  Rechtecksseite  ungeändert  geblieben 
und  nur  die  andere  verkürzt  resp.  verlängert  ist. 

Man  kann  bei  Untersuchung  der  Gestaltselasticität  auch  noch  etwas  anders 
verfahren,    nämlich   indem    man   die   Deformation   ermittelt,    welche   in    einem 

Würfel  gleiche  tangential  wirkende  Kräfte  von 
der  Anordnung  der  Kräfte  p  in  Fig.  78  hervor- 
bringen. Zieht  man  nun  wieder  das  Diagonalen- 
kreuz und  combinirt  in  Gedanken  einmal  ^j  mit/, 
und  /j  mit  p^,  das  andere  Mal  p^  mit  p^  und  p^ 
mit  ^^,  so  sieht  man,  dass  die  eine  Diagonale  AB 
einen  Druck,  die  andere  CD  einen  Zug  erfährt,  und 
die  Grösse  dieser  Wirkung  ist  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  jedesmal  /«yT,  also,  da  auch 
die  Länge  der  Diagonalen  im  Verhältniss  von  y^ 
grösser  ist  als  die  der  Kanten,  Rir  die  Längen- 
einheit oder,  da  ja  die  Figur  nur  einen  Querschnitt 
des  Würfels  darstellt,  für  die  Flächeneinheit  gerade  gleich  /.  Man  gelangt  also 
von  diesem  Ausgangspunkte  im  wesentlichen  zu  demselben  Ergebnisse  wie  bei 
dem  erstgewählten,  nämlich  zu  einer  Verkürzung  in  einer,  zu  einer  gleichen 
Verlängerung  in  der  zweiten  Dimension,  während  die  dritte  unverändert  bleibt. 
Noch  bei  weitem  einfacher  als  die  beiden  betrachteten  ist  freilich  die  fol- 
gende Gestaltsändenmg,  welche  man  eine  einfache  Schiebung  oder  Scherungi) 
nennt.  Dieselbe  besteht  darin,  dass  eine  Ebene  im  Körper  fest  bleibt,  jede 
dieser  parallele  Ebene  aber  in  einer  bestimmten,  für  alle  gleichen  Richtung 
sich  in  sich  selbst  um  ein  ihrem  Abstände  von  der  festen  Ebene  proportionales 
Stück  verschiebt;  jede  auf  dieser  Schaar  von  Ebenen  ursprünglich  senkrechte 
gerade  Linie  bleibt  gerade,  neigt  sich  aber  um  einen  bestimmten  Winkel.  Die 
Grösse  der  Schiebung  kann  man  dann  entweder  durch  diesen  Winkel  ^  messen 
oder  durch  die  Grösse  der  Verschiebung  v^  welche  die  Punkte  der  vori  der 
festen  Ebene  um  die  Einheit  abstehende  Parallelebene  erfahren,  d.  i.  durch  die 

^)  Der  Ausdruck  Scherung  ist  vorzuziehen,   weil  der  Ausdruck  Schiebung  zu  Verwechse- 
lungen  mit   dem  Begriffe  »Verschiebung«  Anlass   geben  kann.     Näheres  über  diesen  Vorgang 

bei  Thoms.  u.  Tatt,  Theor.  Phy«.  i,  pag.  ii8. 
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?*  =  arc  tg  (  j- 


Tangente  jenes  Winkels.  Die  Drehung  ^',  welche  eine  gegen  die  Normale  um  den 
Winkel  ^  geneigte  Gerade  erfährt,  ist 

wo  das  4-  oder  —  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Gerade  bei  ihrer  Drehung  die 
senkrechte  Lage  nicht  passirt  oder  passirt.  Ausserdem  ändert  sich  auch  die 
Länge  aller  Geraden,  auch  der  ursprünglich  senkrechten;  ungeändert  bleibt  nur 
die  Länge  derjenigen  Geraden,  welche  vor  und  nach  der  Drehung  beiderseits 
gleiche  Winkel  mit  der  Normalen  bilden. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  oben  betrachtete  reine  Deformation  durch 
Druck  und  darauf  senkrechten  Zug  sich  auf  eine  einfache  Scherung  zurückführen 
lässt.    In  Fig.  79  sei  A   irgend    ein  Punkt   des  Körpers,    welcher  auf  der  Ver- 


Y 

(Ph.  79.)  (Ph.  80.) 

kürzungsaxe  XX  liegt,  sodass  er  nach  der  Verkürzung  nach  A^  fällt;  B  sei  ein 
auf  der  Verlängerungsaxe  KKanfänglich  derartig  gelegener  Punkt,  dass  OB  =  OAj^ 
ist;  dann  wird,  wenn  B^^  der  neue  Ort  von  B  ist,  auch  OBi  =  OA  und  folglich 
AB^A^B^  sein.  Durch  Wiederholung  dieser  Betrachtung  für  die  Punkte  C 
und  D  findet  man,  dass  der  Rhombus  AB  CD  sich  in  den  congruenten  Rhombus 
^\  ^\  ^1  ^1  verwandelt  Verschiebt  und  dreht  man  nun  den  Körper,  indem  man 
ihn  als  starr  betrachtet,  also  ohne  elastische  Aenderungen,  so,  dass  sich  Ay^B^ 
mit  AB  deckt  (Fig.  80),  wozu  bei  der  Geringfügigkeit  der  stattgehabten  Defor- 
mation auch  nur  eine  sehr  kleine  Verschiebung  und  Drehung  erförderlich  sein 
wird,  so  fällt  gleichzeitig  C,/)^  in  die  Verlängerung  von  CD^  und  man  sieht, 
dass  es  sich  um  eine  einfache  Scherung  handelt.  Alles  was  an  der  durch  Druck 
und  darauf  senkrechten  Zug  erzeugten  reinen  Deformation  von  elastischem  Charakter 
ist,  kommt  also  auf  eine  einfache  Scherung  hinaus. 

Praktische  Moduln.  Die  beiden  eingeführten  Elasticitätsarten  und  die 
sie  messenden  Moduln  sind  von  principieller  Bedeutung  und  Einfachheit  und 
können  daher  als  Hauptmoduln  bezeichnet  werden.  Was  beiden  Vorgängen, 
deren  Maass  sie  sind,  einfach  ist,  ist  jedoch  nur  das  Endergebniss  (nämlich 
die  reine  Volumenänderung  resp.  die  reine  Gestaltsänderung),  nicht  aber  die  An- 
ordnung, welche  man  zu  treffen  hat,  um  jene  Ergebnisse  zu  erzielen.  Erfordert 
doch  der  eine  Fall  drei  auf  einander  senkrechte  Drucke  oder  Züge,  der  andere 
einen  Druck  und  einen  darauf  senkrechten  Zug.  Praktisch  einfacher  sind  ofifen- 
bar  Veränderungen,  welche  man  mit  einer  einzigen  Kraft  erzeugen  kann.  Eine 
weitere  Vereinfachung  entsteht  dadurch,  dass  man  dem  Körper  eine  beträcht- 


liphe  Ausdehnung  nicht  in  allen  drei^    sondern  nur  in  zwei 
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gar  nur  in  einer  giebt,  so  dass  er  den  Charakter  einer  Fläche  (Platte,  Mem- 
bran) oder  einer  Linie  (Stab,  Draht,  Faden)  erhält.  Die  praktisch  einfachen  Ver- 
änderungen derartig  einfacher  Körper  werden  ebenfalls  in  Moduln  ihr  Maass 
finden,  und  diese  Moduln  kann  man,  im  Gegensatze  zu  den  Hauptmoduln, 
praktische  Moduln  nennen.  Da  den  bezüglichen  Erscheinungen  weiter  unten 
besondere  Artikel  gewidmet  sind,  genügt  hier  eine  kurze  Anführung. 

1)  Längsdehnung  (oder  Längscontraction)  eines  Stabes  oder  Drahtes  durch 
Zug  (oder  Druck).  Der  Modul  derselben  ist  der  Dehnungsmodul  oder  Modul 
der  Längscontraction;  in  Deutschland  wird  er  vielfach  kurzweg  Elasticitäts- 
modul,  in  England  Yöung's  Modul  genannt.  Zu  der  oben  vorkommenden 
Grösse  a  steht  er,  wie  unmittelbar  einleuchtet,  in  der  einfachen  Beziehung 

E^t.  (7) 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3)  und  (6)  lässt  sich  nun  a,  und  ebenso  ß,  durch 
die  Hauptmoduln  k^  und  k^  ausdrücken: 

"-^    9*.  i,   '  ^-^     18*1  *.   '  ^^ 

und  folglich  wird 

^=3*1+*,'  (^) 

Man  nennt  beim  Zuge  a  die  Längsdehnung  der  Längeneinheit,  ß  die 
Quercontraction  der  Einheit  der  linearen  Querdimensionen;  beim  Druck  a 
die  iJlngscontraction  der  Längeneinheit,  ß  die  Dehnung  der  Einheit  der  linearen 
Querdimensionen.  Die  Aenderung  des  Querschnittes  selbst  ist,  da  sie  stets  nur 
klein  ist,  offenbar  2ß.  Das  Verhältniss  ß:a  wird  gewöhnlich  mit  {i  bezeichnet 
und  heisst  das  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  Längsdilatation 
oder  auch  kurz  Elasticitätszahl.  Nicht  nur  E^  sondern  auch  (i  hat  für  die 
verschiedenen  Stofie  verschiedene  Werthe.     Aus  den  Gleichungen  (8)  ündet  man 

ß        3>^,— 2>^a  3  — 2x 

**  ~  a  ~  2(3>^i  H-  k;)  "-  2(3  -h  x) '  ^^^) 

wo  X  das  Verhältniss  des  Gestaltsmoduls  zum  Volumenmodul  ist.  Von  diesem 
Verhältniss  und  nur  von  diesem  hängt  also  die  Elasticitätszahl  eines  Stoffes  ab; 
und  zwar  ist  y,  desto  grösser,  je  kleiner  x  ist  Für  x  =  oo  wird  |i  =  —  1,  für 
X  =  0  wird  ji  =  4-  J.  Im  Princip  kann  also  |j.  alle  zwischen  —  1  und  -h  \  gelegenen 
Werthe  annehmen.  Ersterer  Grenzwerth  findet  bei  Stoffen  statt,  deren  Gehalts- 
elasticität  sehr  gross  gegen  die  Volumelasticität  ist;  letzterer  im  umgekehrten 
Falle.  In  Wahrheit  kommen,  wie  es  scheint,  nur  positive  Werthe  von  y,  vor,  und 
sie  liegen  meist  über  0*2.    (Weiteres  im  Art  »Zug  und  Drucke). 

Führt  man  die  Elasticitätszahl  |j.  in  die  Gleichungen  (3)  und  (6)  ein,  schallt 
dadurch  ß  weg  und  ersetzt  //a  nach  Gleichung  (7)  durch  E^  so  erhält  man 

E  E 

'^^  ""  3(1  -  2jt)  '  *»  ■"  2(1  -H  y)  '  (^  ^) 

In  dem  betrachteten  Falle  wirkt  die  Kraft  nur  in  einer  Richtung,  der  Erfolg 
ist  aber  ein  allseitiger.  Man  kann  auch  umgekehrt  fragen:  Welche  Kräfte  müssen 
wirken,  damit  der  Erfolg  eine  reine  Längsdehnung  sei?  Eine  den  obigen  analoge 
Betrachtung  ergiebt  als  erforderlichen  Längszug,  wenn  e  die  gewünschte  lÄngs- 
dehnung  ist,  (k^  -h  |>tj)  e,  ausserdem  aber  den  Querzug  (>^i  — |>tj)«.  Der  Mo- 
dul der  reinen  Längsdehnung  ist  also  gleich  ^i-f-f^,. 

2)  Torsion  oder  Drillung  eines  Drahtes  oder  Stabes,  erzeugt,  bei  Fest' 
haltung  des  einen  Endes,  durch  Anwendung  eines  Kräftenaares  .ai^fdenjmd 
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Endquerschnitt.  Die  Erscheinung  ist  sehr  einfach,  wenn  der  Körper  cylindrisch 
geformt  ist;  es  findet  dann  nur  Gestaltsändening  (im  obigen  Sinne,  d.  h.  keine 
Volumenänderung)  statt,  und  man  findet  gemäss  der  zweiten  Gleichung  (11)  als 
Torsionsmodul,  ausgedrückt  durch  den  Dehnungsmodul  resp.  den  Gestaltsmodul : 

Für  andre  Körpergestalten  ist  dagegen  das  Torsionsproblem  sehr  verwickelt. 
(Weiteres  im  Art.  »Biegung  und  Torsionc). 

3)  Biegung  eines  Drahtes,  eines  Stabes,  einer  Platte  oder  einer  Membran. 
Diese  Erscheinung  ist  am  complicirtesten,  weil  hier  Längsdilatationen  und  Längs- 
contractionen,  also  auch  Quercontractionen  und  Querdilatationen,  gemeinsam' 
auftreten,  die  geraden  Oberfiächenlinien  in  gekrümmte  sich  verwandeln  u.  s.  w. 
(S.  Art.  »Biegung  und  Torsionc). 

Besondere  Erscheinungen  bieten  Körper  von  besonderer  Form  dar,  z.  B 
Spiralen,  geschlossene  Bänder,  Ketten  u.  s.  w.  Das  elastische  Verhalten  solcher 
Körper  ist  namentlich  für  die  Technik  von  hervorragender  Bedeutung. 

Elasticität  der  Krystalle.  Dieselbe  lässt  sich  nur  auf  Grund  der  mathe- 
matischen Behandlung  (s.  w.  u.)  untersuchen.  Hier  sei  nur  folgendes  bemerkt 
Während  ein  isotroper  Körper  nur  zwei  Hauptmoduln  hat,  nämlich  einen  Volumen- 
modul und  einen  Gestaltsmodul,  hat  ein  anisotroper  Körper  deren  mehr;  und 
zwar  hat  ein  Krystall  des  regulären  Systemes  3  Hauptmoduln  (1  für  das  Volumen, 
2  für  die  Gestalt);  ein  gezogener  Draht  hat  ebenfalls  3  (aber  2  für  das  Volumen, 
1  für  die  Gestalt);  ein  Krystall  des  sexagonalen  Systems,  z.  B.  Kalkspath,  hat  4 
(2  für  das  Volumen,  2  für  die  Gestalt);  noch  allgemeinere  Körper  endlich  haben 
6  Hauptmoduln  (je  3  für  Volumen  und  Gestalt). 

Elasticitätsconstanten.  Mit  den  Moduln  nicht  zu  verwechseln  sind  die 
Elasticitätsconstanten,  welche  ebenfalls  zur  Bestimmung  des  elastischen  Verhaltens 
der  Körper  benutzt  werden  können.  Dieselben  treten  in  den  Gleichungen  der 
Elastidtätstheorie  als  Coefficienten  auf,  und  zwar  als  die  Coefficienten  der  Druck- 
kräfte resp.  des  sogen.  Potentials  der  elastischen  Kräfte ;  da  dasselbe  eine  quadratische 
Funktion  von  6  Grössen  ist,  ist  die  Zähl  der  Constanten  im  allgemeinen  21 ;  es  tritt 
aber  auch  hier  unter  bestimmten  Verhältnissen  eine  Verringerung  dieser  Zahl  ein,  und 
man  kann  hierfür  folgende  Tabelle  aufstellen,  in  welche  der  Vollständigkeit  halber 
auch  die  Flüssigkeiten  und  Gase  aufgenommen  sind,  und  in  welcher  berück- 
sichtigt ist,  dass  die  elastischen  Kräfte  ein  Potential  (s.  u.  pag.  233)  haben; 
andernfalls  werden  die  Zahlen  grösser,  z.  B.  für  den  allgemeinsten  Fall  36  statt 
21.  Man  sehe  hierüber  und  über  die  Constantenzahl  überhaupt  de  St.  Venant, 
Compt  rcnd.  86,  pag.  781  (1878). 

Fester  Körper  ohne  specielle  Eigenschaften .    21 

Fester  Körper  mit  einer  Symmetrieebene 13 

„  „         „    2  oder  8  senkrechten  Symmetrieebenen    ...      9 

„  „        „    S)rmmetrieebenen  und  2  äquivalenten  Axen  .     .      6 

i#  »>        i>  i>  >»        »    *^  »  »      •    •      «^ 

Isotroper  fester  Körper 2 

Gas  mit  innerer  Reibung 2 

Ideales  Gas 1 

Flüssigkeit  mit  innerer  Reibung  ..............       1 

Ideale  Flüssigkeit 0 

Gleichgewicht  und  Bewegung  elastischer  Körper.  Wie  die  Mechanik 
starrer  Körper,  so  zerfällt  auch  die  Mechanik   elastischer  Körper  in  eine  Statik^ 
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und  eine  Dynamik.  Unter  den  Bewegungen  elastischer  Körper  sind  drei  Klassen 
von  besonderer  Wichtigkeit;  nämlich  die  elastischen  Schwingungen,  welche  jedoch 
ihrer  physikalischen  Natur  nach,  weil  sie  nämlich  meist  Schall  erregen,  am  zweck- 
mässigsten  in  der  Akustik  behandelt  werden  (resp.,  soweit  es  Aetherschwingungen 
sind,  in  der  Optik),  und  welche  daher  hier  nur,  insoweit  es  die  Methode  erfordert, 
berührt  werden;  der  elastische  Stoss  (s.  d.)  und  die  elastische  Nachwirkung  (s.  d.) 

Mit  der  Elasticität  verwandte  Erscheinungen.  Es  giebt  eine  ganze 
Reihe  von  Begriffen  resp.  Erscheinungen,  welche  mit  dem  Begriffe  resp.  der  Er- 
scheinung der  Elasticität  mehr  oder  weniger  nahe  verwandt  sind,  und  von  denen  im 
Vorstehenden  schon  beiläufig  die  Rede  war.  Es  sind  das  die  Begriffe :  Elastische 
Vollkommenheit,  Elasticitätsgrenze,  Festigkeit  (absolute  und  relative),  Geschmeidig- 
keit, Ductilität,  Steifigkeit,  Sprödigkeit  und  Härte.  Ihnen  ist  weiter  unten  eine 
besondere  Betrachtung  gewidmet. 

Beziehungen  zur  Wärme.  Dieselben  sind  sehr  mannigfacher  Natur. 
Insbesondere  ist  auf  folgende  drei  Klassen  von  Erscheinungen  hinzuweisen: 

1)  Temperatur-Aenderungen  mit  der  Zeit  und  Temperatur- Verschiedenheiten 
von  Ort  zu  Ort  sind  Ursachen  innerer  Veränderungen,  die  ganz  analog  den  durch 
mechanische  Kräfte  erzeugten  elastischen  Veränderungen  sind,  und  die,  wie  diese 
in  der  Elasticität,  im  »thermischen  Druck«  ihren  Ausdruck  finden.  Es  kann  je- 
doch hier  nicht  näher  darauf  eingegangen  werden.^) 

2)  Die  elastischen  Erscheinungen  gestalten  sich,  wenn  auch  meist  nicht  in 
erheblichem  Grade,  verschieden,  je  nachdem  die  Temperatur  constant  bleibt 
oder  die  gesammte  vorhandene  Wärme  constant  bleibt,  je  nachdem  also  (s. 
Mechan.  Wärmetheorie)  der  Process  isothermisch  oder  adiabatisch  verläuft.  Es 
hängt  dies  damit  zusammen,  dass  die  elastischen  Vorgänge  Erwärmung  oder  Ab- 
kühlung erzeugen.  Man  hat  es  also  hier  mit  der  der  obigen  entgegengesetzten 
Klasse  von  Einflüssen  zu  thun.«) 

3)  Die  Constanten  der  Elasticitätslehre  (Moduln,  Constanten,  Grenzen,  Festig- 
keit u.  s.  w.)  hängen  von  der  Temperatur  ab.  Diese  Abhängigkeit  ist  an  den  be- 
treffenden Stellen  (s.  w.  u.)  mit  angegeben. 

Mathematische  Theorie.*) 
System  der  Dilatationen.     Eine  unendlich  kleine  lineare  Veränderung 
eines  Körpers  ist,  wenn  die  Coordinaten  eines  seiner  Punkte  ursprünglich  EtjC» 
nachher  aber  5"  tj"  C"  sind,  durch  die  linearen  Gleichungen 


*)  Duhamel^  Mem  pres.  a  l'Ac.  de  Paris  5,  pag.  440  (1838).  —  F.  Nbumann,  Abh.  Berl. 
Ak.  1841  und  Vorl.  üb.  Elast.,  hrsg.  v.  O.  E.  Meyer,  p.  107.  —  C  W.  Borchardt,  Berl. 
Mon.  B.  1873,  pag.  9. 

>)  Maxwell,  Th.  d.  Wärme,  übers,  v.  Auerbach,  Breslau  1877;  p.  174.  —  W.  Voigt, 
WiED.  Ann.  36,  p.  743  (1889). 

3)  Die  allgemeine  mathematische  Theorie  der  Elasticität  kann  hier  nur  in  ihren  Haupt- 
Zügen  wiedergegeben  werden.    Näheres  sehe  man  in  den  folgenden  Lehrbüchern: 

Lam^  Legons  sur  la  theorie  de  Telasticite  etc.     Paris  1852.     II.  Aufl.  1866. 

Clbbsch,  Theorie  d.  Elast,  fester  Körper.  Lpz.  1862. 

Beer,  EinL  in  d.  Theorie  d.  Elast,  u.  Capillarität.     Lpz.  1869. 

W.  Thomson,  Elasdcity.     Encycl.  Brit.  9.  ed.   vol.  7.   Sep.  Abdr.   »Elasticity  and  Heat«. 
Edinb.  1880. 

Kirchhopf,  Vorl.  üb.  math.  Phys.  Mechanik.     Lpz.  1876. 

H.  Klein,  Th.  d.  Elasticität,  Akust.  u.  Optik.     Lpz.  1877. 

Weyrauch,  Th.  elast.  Körper.    Lpz.  1884. 

F.  Neumann,  Vorl.  üb.  d.  Th.  d.  Elasticität,  hrsg.  v.  O.  E.  Mbyxr.    Lpz.  1885. 
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e"  =  a,  -+-ÄiiS-+-Äi,7i-f.Äi5C 

V  =  ^Ij  -+-  flTji  ?  -h  fl,j,7)  -h  flTjjC  (1) 

C"  =  dr,  -f.  «81  E -+- ösjt) -f- «38  C 

bestimmt,  denen  die  durch  Auflösung  nach  £y]C  sich  ergebenden  Gleichungen 

« =  *i  1  (5"  -  «1)  +  *,!  (V  -  «,)  +  ^,  (C"  -  «,) 

>l  =  ^.(5"-«i)  +  *«(V'-«2)  +  ^,(C"-«.)  (2) 

entsprechen.  Punkte  des  Körpers,  welche  ursprünglich  in  einer  Ebene  lagen, 
thun  dies  auch  nachher  noch;  gerade  Linien  sind  gerade,  parallele  sind  parallel 
geblieben.  Femer  lehrt  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (1),  dass  die  Veränderung 
aus  zwei  Theilen  besteht,  deren  erster  in  einer  Zunahme  der  Coordinaten  um 
die  Grössen  a^,  a^,  a^,  also  in  einer  einfachen  Verschiebung  ohne  Drehung  be- 
steht, wobei  sich  der  Körper  wie  starr  verhält.  Für  die  Elasticitätstheorie  kommt 
diese  Verschiebung  nicht  in  Betracht,  und  man  kann  daher  die  Gleichungen  (1) 
durch  die  einfacheren 

V  =  «»i5-+-öaa^-+-«28C  (3) 

ersetzen.    Aus  denselben  lassen  sich  folgende  Sätze  ableiten: 

1)  Eine  vom   Coordinatenanfangspunkt  ausgehende  Gerade  von  der  Länge 
r  und  den  Richtungscosinus  aßf  hat  nachher  die  durch  die  Gleichungen 

'•'a' =  '•(«11« -+■  «laP -+- ^isT) 

r'p'  =  r(a,ia-+.«2aß  +  Ö28T)  (4) 

sich  ergebende  Länge  r'  und  Cosinus  a'p'7'.    Die  Grösse 


heisst  ihre  Dilatation.     Parallele  Linien  erfahren  gleiche  Dilatation  und  gleiche 
Richtungsänderungen. 

2)  Für  eine  Dreiecksebene  mit  einer  Ecke  im  Anfangspunkt  und  der  Fläche  s 
ergiebt  sich  analog,  wenn  £>  die  Determinante  der  Grössen  0^^  u.  s.  w.  ist: 

ya'  =  jZ>(^iaH-^i5ßH-^8T) 

5'p'  =  fZ>(^aia-+-^„P4-^j,8Tf)  (5) 

f'f  =  5Z>(^ia-h^82ß  +  ^8T). 
Auch  hier  heisst  wieder 

s 
die  Dilatation  der  Fläche.     Vom  Dreieck   kann  man  durch  Zerlegung  und  Zu- 
sammensetzung ohne  weiteres  zu  denselben  Resultaten  auch  für  andere  Flächen 
gelangen. 

3)  Ein  senkrechter  Cylinder  von  der  Grundfläche  s,  der  Höhe  r  und  den 
Richtungscosinus  aß^  dieser  Höhe  verwandelt  sich  in  einen  schiefen  Cylinder 
mit  der  Basis  s\  der  Axe  r'  und  den  Cosinus  a'  ß'  7'  für  die  Höhe,  a"  ß"  7"  flir 
die  Axe ;  und  zwar  sind  s'  a'  ß'  7'  durch  die  Gleichungen  (5),  r'  a"  ß"  7"  durch  die 
Gleichungen  (4),  wenn  darin  a'  ß'  7'  durch  a"  ß"  7"  ersetzt  werden,  bestimmt 
Das  Volumen  vorher  und  nachher  ist 


Resal,  Phys.  Mathem.    Par.  1884,  pag.  273. 

Rausbnbbrgbr,  Lehrb.  d.  Analyt.  Mech.     Lpz.  1888.    Bd.  II,  pag.  104*       ^^^  t 
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und  hieraus  findet  man 

v^  —  V 


^      =/>-!.  (6) 

Diese  Grösse  heisst  die  räumliche  Dilatation  und  zwar  wiederum  nicht 
bloss  für  cylindrische,  sondern  für  beliebige  Theile  des  Körpers. 

4)  Es  lässt  sich  femer  zeigen,  dass  man  die  durch  die  Gleichungen  (3)  darge- 
stellte Veränderung  des  Körpers  noch  weiter  zerlegen  kann,  nämlich  in  eine 
Drehung  des  dabei  sich  wie  starr  verhaltenden  Körpers  um  den  Anfangspunkt 
und  in  eine  Dilatation  nach  drei  bestimmten,  auf  einander  senkrechten  Rich- 
tungen xyz  gemäss  den  Gleichungen 

*'  =  1*1  *»        y  =  ^^y^        «'  =  1*8  «• 
Die  auf  einer  der  Axen  gelegenen  Körpertheilchen  bleiben  also  auf  ihr;  die 
in  diesen  Richtungen  stattfindenden  Dilatationen,  also  die  Grössen 

^^  =  ^,_l=X„      ^?^  =  ,.,-l  =  X„     flzii=^,_i«x,    (7) 

heissen  die  Hauptdilatationen,  die  betreffenden  Axen  Hauptdilatations- 
axen.  Punkte,  die  ursprünglich  auf  einer  Kugelfläche  sich  befanden,  liegen  nach- 
her auf  einem  EUipsoid,  die  Halbaxen  desselben  fallen  in  die  Richtungen  der 
xyz  und  haben  die  Längen  (i^,  (i,,  (I3.  Stellt  man  die  Gleichung  dieses  Elhp- 
soids  auf,  bezogen  auf  das  System  der  Ei)C»  so  findet  man  ohne  principielle 
Schwierigkeit  die  Componenten  der  Drehung,  die  Werthe  der  Hauptdilatationen 
und  die  Richtungen  der  Hauptdilatationsaxen.  Für  unendlich  kleine  Veränderungen 
kann  man  diese  Rechnung  leicht  ausführen,  und  man  findet  dann  als  Drehungs- 
componenten 


(8) 
-0,         (9) 


als  Hauptdilationen  die  drei  Wurzeln  X|,  X^,  X,  der  Gleichung 

«11—1  —  ^'  4(^i«-+-^»i)»  iK8-+-«8i) 

i(««l-+-«12)»  ÖT,,—  1—X,  i(ö28-+-«88) 

K«8l-^^is)»  i{«32-+-«a8)»  «83—1—^ 

als  Richtungscosinus  a,ß|7|  der  x-Axe,  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

i(^ai-H«iO«i-»-(«2f-l-^i)ßi  +  i(^28-Has»)Ti=0,  (10) 

i(ö3i-+-^is)ai+i(«82  -+■  ^»s)ßi"+-(^38— 1— ^)Ti  =0 
und  die   Richtungscosinus  a^,  ßj,  7^,  der  jf-Axe  und  aj,  ßj,  7,,  der  s-Axe  aus 
zwei  entsprechenden  Gleichungssystemen.     Endlich  ist  die  räumliche  Dilatation 

f^lf^«l^8—  ^  =^l  -+-^2-H^8=«ll-+-«S8-+-«83  — 3.  (11) 

Nennt  man  jetzt  uvw  die  Componenten  der  Verrtickung,  die  der  Punkt  j:;'* 
bei  der  stattfindenden  Veränderung  erfährt,  so  hat  man  in  den  obigen  Formeln 

du  _du  ^du 

^11— l— ^jc'  ^i^  —  dy*  ^^^^dz* 

dv  .       dv  dv  ^,ox 


dw  _^  ^ 


zu  setzen;  die  Drehungscomponenten  sind  dann 

\  (dw      dv\          l(du      dw\  X^fdv      du\                 ,  .. 

2\d]i''dz)'         2\dz      dx)'  2\dx      dy)'               ^^ 

und  die  räumliche  Dilatation  ist  Digitizedby^^OOQli:: 
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du        dv       dw  ,   ,^ 

In  den  angeführten  Ergebnissen  liegt  folgender  fundamentale  und  merk- 
wflrdige  Satz:  In  jedem  Punkte  giebt  es^  wie  auch  das  System  der 
Verrückungen  beschaffen  sein  mag,  stets  drei  aufeinander  senkrechte 
Richtungen,  in  welchen  die  Verrückungen  Maxima  und  Minima  sind, 
auf  welchen  vor  und  nach  der  Veränderung  dieselben  Theilchen 
liegen,  und  um  welche  herum  die  Verrtickungen  derart  symmetrisch 
angeordnet  sind,  wie  ein  £1- 
Itpsoid  um  seine  drei  Axen. 
Dieses  Ellipscid  heisst  das  Dila- 
tationsellipsoid. Sind  zwei 
Hanptdilatationen  einander  gleich, 
so  geht  es  in  ein  Rotations- 
ellipsoid, bei  Gleichheit  aller 
Hanptdilatationen  in  eine  Kugel 
über,  und  es  bleibt  dann  nur  noch 
eine  resp.  gar  keine  ausgezeich- 
nete Richtung  mehr  übrig. 

Um  für  einen  Punkt,  dessen 
ursprünglicher  Orti'  auf  der  Kugel- 
fläche TT  (Fig.  81)  gegeben  ist,  den 
Ort  auf  dem  Dilatationsellipsoid 
nach  der  Verrückung  construktiv  zu  finden,  führt  man  ausser  diesem  Ellipsoid  E 

(15) 
^         \*  ^  'dy/         \'    '    dg/ 
noch  das  Hilfsellipsoid  E^ 

I tL 1 ,=  n 

(15  a) 


(PlkSL) 


i^n^n^r'' 


i+äi 


dw 


=  c» 


8«  ^  .       dv 

^+1}  -  CS 

ein,  constrairt  beide  Flächen,  legt  an  £'  diejenige  Tangentialebene  AB,  welche 
aaf  der  Verlängerung  von  3/i' senkrecht  steht,  verbindet^ mit  dem  Berührungs- 
pnnkte  T  und  verlängert  MT  bis  zum  Schnittpunkt  jP'  mit  £]  es  ist  dann  /" 
der  gesuchte  Ort    Umgekehrt  findet  man  zu  P'  das  zugehörige  P. 

System  der  Druckkräfte.  Zur  Darstellung  der  Erscheinungen  bei  einem 
elastischen  Körper  ist  es  zweckmässig  (s.  Art.  »Aggregatzuständec)  ausser  den 
Kräften,  welche  auf  die  Massentheile  wirken  und  deren  Componenten  XVZ  sind, 
noch  andere  Kräfte  einzuführen,  die  Druckkräfte  oder  Drucke,  welche  auf  die 
Oberflächentheile  des  Körpers  einseitig,  ebenso  aber  auch  auf  jede  Fläche  in  seinem 
hmem  von  beiden  Seiten  wirken.  Wird  alsdann  die  Dichte  im  Punkte  xys  mit  p, 
das  Raumelement  mit  äx,  ein  Oberflächenelement  mit  ds,  dessen  Normale  nach 
innen  mit  n  und  die  Componenten  des  auf  dasselbe  wirkenden  Druckes  mit  X^, 
y^f  Zn  bezeichnet,  so  hat  man  (s.  Art.  >D3mamik<,  pag.  67)  die  Bewegungsgleichungen 

ß  ^  rfT  =ß  Ydx  +fy.  äs,  (16) 

ß^är^ßzä.+fz.äs. 
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Die  Drucke  Xm  Yh  Zh  lassen  sich  zurückführen  auf  die  Drucke,  welche  aai 
drei  Flächenelemente  wirken,  die  durch  denselben  Punkt  wie  ds  gehen,  deren 
Normalen  aber  resp.  die  x,  y  und  Z'hxt  sind;  nennt  man  diese  Drucke  X^  Yjc  Zr\ 
Xy  YyZy\  X»  Y^Zg,  SO  dass  also  der  grosse  Buchstabe  die  Richtung  der  Dnick- 
componente,  der  Index  die  Richtung  der  Flächennormale  angiebt,  so  findet  man 
Xn  =  Xx cos{nx)  -H  Xy  cos{ny)  -h  X»  cos{nM\ 
Yn  =  Yjf  cos{nx)  -h  Yy  cos{ny)  -+-  K,  cüs{nz),  (17) 

Zn  =  Zx  cos{nx)  H-  Zy  cos(ny)  -+-  Zw  cos(ng). 
Die  9  Grössen  Xx  u.  s.  w.  heissen  die  Druckcomponenten;   sie  stellen  übrigens 
nur  6  verschiedene  Grössen  dar,  da,  wie  sich  leicht  ergiebt, 

Y,  =  Zy.  Zx^X,,  Xy^Yx  (18) 

ist.  Verwandelt  man  in  den  Gleichungen  (16)  nach  bekannter  Methode  die  Ober- 
flächenintegrale in  Raumintegrale,  führt  die  Druckcomponenten  ein,  erwägt,  dass 
die  Gleichungen  dann  nicht  nur  für  den  ganzen  Körper,  sondern  auch  für  jedes 
Element  dx  gelten  müssen,  und  ändert  links  die  Bezeichnung  in  der  Weise,  dass 
jetzt  xyz  die  Anfangscoordinaten  eines  Punktes,  uvw  seine  Verrückungscomponenten 
zur  Zeit  /  sind,  so  findet  man  als  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
d^u         ^      (dXx^dXy^dXA 

d^v         ^      fdYx       dYy       dYÄ 

d^w         -      hZx       dZy        dZA 

^'di^=^^^'^[~d^'^Ty'^'W) 
und  speciell  als  Diflerentialgleichungen  des  Gleichgewichts 

dXx_^dXy  dX.  dYx  dYy  dYw 

^      dZx       dZy       dZ,  (^^*^ 

Im  allgemeinen  ist  der  Druck,  den  ein  Flächenelement  erfährt,  schief  gegen 
dasselbe  gerichtet;  es  gehen  aber  durch  jeden  Punkt  drei  auf  einander  senkrechte 
Flächenelemente,  welche  senkrechte  Drucke  erfahren.  Diese  Drucke  heissen 
Hauptdrucke  und  ihre  Richtungen  Hauptdruckaxen.  Man  kann  sie  ganz 
analog  wie  die  Hauptdilatationen  bestimmen,  wenn  man,  wie  dort  das  Dilatations- 
ellipsoid,  so  hier  das  Druckellipsoid  einführt  Dasselbe  wird  jedoch  hier  ver- 
schiedenartig gewählt.    Die  Einen  nennen  so  das  Ellipsoid 

XxV -h  K,  V 4-  Z, C«  H-  2  K.Y|C -f.  2Z,«  4-  2A>gT)  =  1  (20) 

oder  in  Polarcoordinaten 

^  =  XxOL^  H-  Yy^^  -h  Z,t^ -+-  2  K.p-r  -h  2ZxtoL  +  2 -X>aß.  (20a) 

Die  Halbaxen  und  somit  die  Hauptdrucke  findet  man  dann  der  Grösse  und 
Richtung  nach  durch  die  Gleichungen 

jX-x  """  '  -^y  ^z 

Y.  y,-t  Y. 

J^x  ^y  ^9  —  6 

(Xx-t)a-hXy9-hX,^=^0, 

K^a-h(i;-e)ß-|-y;7  =  0,  (21a) 

Zxd  -+-  Zy^  4-  (Z,  —  e)  7  =  0, 
Jedoch  sind  die  drei  Wurzeln  c^  e^  s^  der  ersten  dieser  Gleichungen  nicht  die 
Halbaxen,  sondern  deren  reciproke  Quadrate;  die  Hauptdrucke  e^  e,  e,  werden 
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also  bei  diesem  Druckellipsoid  durch  die  reciproken  Quadrate  der  Halbaxcn  dar- 
gestellt Legt  man  die  Coordinatenaxen  in  die  Hauptdruckaxen,  so  wird  die 
Gleichung  des  Druckellipsoids  einfacher 

A:r£»-hy,T)a+Z.C>=.l.  (22) 

Andere  führen  dagegen  als  Druck- 
ellipsoid dasjenige  ein,  dessen  Halbaxen 
unmittelbar  die  Hauptdrucke  darstellen, 
dessen  Gleichung  also  in  Bezug  auf  die 
Hauptdruckaxen  als  Coordinatenaxen 


=  1 


(23) 


(23  a) 


(Ph.83.) 


jy  "*■  y/  "^  z7 

lautet  Man  kann  dann  wiederum  die  zu 
einem  gegebenen  Druck  gehörige  Druck- 
ebene construktiv  finden,  wenn  man  die 
Hilfsfläche 

-y.  ^  K^  ^  z. 

benutet.  Ist  dann  nämlich  MF  der  einen 
Druck  der  Richtung  und  Grösse  nach  dar- 
stellende Radius  des  Druck-ElUpsoids  D 
und  legt  man  durch  seinen  Schnittpunkt 
S  mit  der  Hiltsfläche  D'  an  diese  die  Tangentialebene  TT\  so  ist  die 
durch  M  zu  TT  gelegte  Parallelebene  AB  die  Druckebene.  Die  Hilfsfläche 
kann,  wie  in  Fig.  82,  ein  EUipsoid  sein,  sie  kann  aber  auch,  wie  in  Fig.  83,  aus 
twci  Hyperboloiden,  einem  einschaligen  und  einem  zweischaligen  bestehen. 
Ersteres  ist  der  FaU,  weim 
die  drei  Hauptdrucke  das 
gleiche,  letzteres,  wenn  sie 
verschiedene  Vorzeichen 
haben.  Im  zweiten  Falle 
giebt  es  ein  System  von 
Ebenen  (nämlich  dieTangen- 
tialebene  des  gemeinsamen 
Asymptotenkegels  der  bei- 
den Hyperboloide),  für  wel- 
che die  auf  sie  wirkenden 
Drucke  in  ihnen  selbst  lie- 
gen, welche  also  nur  einen 
seidichen  Zug  erfahren.  Ist 
von  den  drei  Hauptdrucken 
der  eine  gleich  null,  so 
werden  die  Drucke  darge- 
stellt durch  die  Radien  eines  Systems  von  ähnlichen  concentrischen  Ellipsen, 
deren  Axen  proportional  sind  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  der  Normale  der 
betrefienden  Druckebene  und  der  druckfreien  Axe.  Sind  endlich  zwei  Hauptdrucke 
gleich  null,  so  ist  der  Druck  proportional  dem  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die 
Normale  der  Druckebene  mit  der  Axe,  in  welcher  Druck  stattfindet,  bildet. 

Bezieht  man  sich  wieder  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem,  nennt  die 
Haoptdrucke  p\p%p%  und  ihre  Richtungscosinus  aß^  mit  den  Indices  1,2,3,  so 
ergeben  sich  folgende  Ausdrücke  der  Druckcomponenten: 
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A>=  3^==/iaißi  -t-/faaP,  -t-^iasßa- 
Elasticitätsgleichungen.  Bei  isotropen  Körpern,  also  bei  Körpern,  die 
sich  nach  allen  Richtungen  gleich  verhalten,  fallen,  weil  kein  Gegengnind  Tor- 
handen  ist,  die  Hauptdrucke  in  die  Richtungen  der  Hauptdilatationen  und  sind 
lineare  homogene  Funktionen  derselben ;  es  ist  femer  einleuchtend,  dass  in  dem 
Ausdruck  für  jeden  der  Hauptdrucke  die  entsprechende  Dilatation  einen,  die 
beiden  andern  Dilatationen  einen  gemeinsamen  zweiten  Coefficienten  haben  ^^ezden; 
da  schliesslich  klar  ist,  dass  die  wachgerufenen  inneren  Drucke  den  Dilatationen, 
die  sie  wachgerufen  haben,  entgegengesetzt  sind,  so  erhält  man  die  Gleicfaangen 

Pi^-A\^^B{\^^\^) 
/>,  =  -^X,-i?(X,-hXO  (25) 

A  und  B  stellen  die  eine  Form  der  sogen.  Elasticitätsconstanten  für  isotrope 
Körper  dar.  Zu  einer  andern,  zweckmässigeren  Form  K  und  L  (bei  Kirchhoff 
K  und  6)  gelangt  man  durch  die  Substitution 

^  =  2Ar(l-hZ)         B^^KL,  (26) 

Bei  einer  dritten  (historisch  ältesten)  Bezeichnungsweise  wird  von  jedem  der 
beiden  obigen  Zeichensysteme  das  eine  Zeichen  gewählt,  nämlich 

y^K        X  =  ^; 
es  sind  das  die  sogen.  LAUcft'schen  Elasticitätsconstanten.    Hier  sollen  stets  K,  L 
benutzt  werden;  (s.  jedoch  die  Tabelle  pag.  236). 

Die    obigen    Ausdrücke    werden    dann,    wenn    die     räumliche    Dilatation 
A  =  X^  -h  X,  -h  Xj  [Gleichungen  (11)  und  (14)]  eingeführt  wird: 

/i=  — 2Ar(Xi-f.ZA) 

/j  =  -2Ä(X,  +  ZA)  (37) 

/,«-2Ar(X,H-ZA). 
Hierdurch  werden  die  Druckcomponenten 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Elasticitätsgleichungen  (19)  ein,  so  er- 
hält man  dieselben  in  folgender  endgiltiger  Gestalt: 

p^=pJf+^^gp+gp+^,JH-^^l+3ZJ^ 

Pg^=py+Ar^g^  +  ^,4-g^,j  +  Ar(i+2z)g^  (29) 

und  speciell  für  das  Gleichgewicht  in  der  Gestalt 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 
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Man  kann  diese  Gleichungen  als  die  LxGRANGE'schen  Bewegungsgleichungen 
(s.  Art  iDynamikc,  pag.  67)  eines  elastischen  Körpers  bezeichnen  und  ihnen 
(analog  wie  dort  pag.  68—69)  ^*s  mit  ihnen  gleich  bedeutende  D'ALEMBERx'sche 
und  HABiiLTON'sche  Princip  an  die  Seite  stellen.  Sind  dabei  jetzt  wieder  xyz  die 
Coordinaten  zur  Zeit  /  und  $^,  ^,  d«  die  Componenten  einer  unendlich  kleinen 
Verrttckung,  bezeichnet  man  die  Arbeit,  welche  die  Kräfte  resp.  die  Drucke  bei 
der  gedachten  Verrückung  leisten,  mit  A  resp.  B^  d.  h.  setzt  man 
A  ^J^dxiXhx  -f-  Yhy  -H  ZÄ5), 

B^fds{Xn^X  -H  Ynhy  +  Znhzl 

bezeichnet  man  femer  die  kinetische  Energie  mit  T,  also 
und  setzt  man  endlich  noch  zur  Abkürzung 

so  erhält  man  in  der  Gleichung 

f^d'^i^ix+^hy+'^i^-A-B-F^O,  (33) 

das  D'ALEMBERT'sche  Princip,  in  der  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  hieraus 
sich  ergebenden  spedellen  Gleichung 

A^B+F^O  (34) 

das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen,  und  in  der  Gleichung 

fät(BT-{-  ^ -I-  ^  -f.  iO  =  0,  (35) 

in  welcher  /^  und  /^  so  gewählt  sind,  dass  für  sie  alle  ^x,  3^  dj  verschwinden, 
das  HAMiLTON'sche  Princip.  Wie  man  sieht,  muss  man,  um  eines  dieser  Prin- 
cipe auf  elastische  Körper  anzuwenden,  zu  der  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  und 
zur  Arbeit  der  Oberflächendrucke  noch  die  Grösse  /^hinzufügen.  Man  kann  sich 
dieselbe  hiemach  ebenfalls  als  die  Arbeit  gewisser  Kräfte  vorstellen,  und  diese 
Kräfte  sind  die  elastischen  Kräfte.  Man  kann  diese  Grösse  F  leicht  auf 
die  Form 

bringen,  wo 

/=  -  JSr(X,»  ^  X,»  -h  X,>  +  ZA>)  (36) 

ist  Die  Grösse,  deren  Aenderung  die  Arbeit  angiebt,  heisst  aber  das  Potential ; 
die  elastischen  Kräfte  haben  also  ein  Potential,  und  dieses  Potential  der 
elastischen  Kräfte  ist 

P^f/äx.  (37) 

Man  kann  im  Zusammenhange  hiermit  die  Dmckcomponenten  darstellen 
als  die  Differentialquotienten  von  /  nach  den  Grössen,  welche  in  Gleichung  (32) 
ihre  Faktoren  sind. 

Grenzbedingungen.  Bedenkt  man,  dass  ein  Punkt,  der  ursprünglich  der 
Mittelpunkt  einer  kleinen  Kugel  war,  nach  der  Veränderung  Mittelpunkt  eines 
aus  denselben  Theilchen  gebildeten  EUipsoides  ist,  so  sieht  man  ein,  dass  ein 
Punkt,  der  einmal  nicht  in  der  Oberfläche  liegt,  niemals  in  ihr  liegt,  dass  also 
die  Oberfläche  stets  aus  denselben  materiellen  Punkten  besteht    Ist  9  (x,y,s,/) 
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=  0  die  Gleichung  der  Oberfläche,  und  sind  vlv^vf  die  Componenten  der  Ge^ 
schwindigkeit,  so  ist  die  gefundene  Grenzbedingung  durch  die  Gleichung 

ausgesprochen.  Man  kann  dieselbe  aber  noch  auf  eine  andere  Form  bringen, 
wenn  man  erwägt,  dass  der  Körper  in  seiner  Oberfläche  im  allgemeinen  an  einen 
andern  bewegten  oder  elastischen  Körper  grenzt  Sind  dann  u\  if^  vf  ^  und 
u\v\  w\  die  Geschwindigkeitscomponenten  fUr  die  beiden  Körper  und  n  die 
\Xi  xy  z  auf  der  Grenzfläche  errichtete  Normale,  so  wird 

u^^ cosi^o^-^Vy^* cos{fiy)'^w^^ C0s{nz)  =  u^* cos (nx)-^v^' £os{ny)'hUf^* C4fs{ns),  (39) 
d.  h.  die  Componente  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Grenzfläche  hat  in 
beiden  Körpern  denselben  Werth.  Dagegen  können  die  hierauf  senkrechten  Ge- 
schwindigkeitscomponenten an  der  Grenzfläche  Sprünge  erleiden.  Ganz  analog 
verhält  es  sich  mit  den  Drucken;  es  können  nämlich  die  Druckcomponenten 
an  der  Grenzfläche  unstetig  sein,  es  müssen  aber  dieNormalcomponenten  A«,  K«,  Z« 
stetig  sein.  Grenzt  der  elastische  Körper  an  einen  andern,  dessen  Elasticitäts- 
verhältnisse  nicht  in  Betracht  kommen,  und  sind  X  YZ  die  auf  ein  Oberflächen- 
element, dessen  Normale  die  Richtung  n  hat,  wirkenden  Kraftcomponenten,  so 
müssen  flir  den  Fall  des  Gleichgewichts  die  Gleichungen 

X  -+-  XxCOs{nx)  -f-  Xy  cos{ny)  -f-  Xz  cos(nz)  =  0 
K-+-  Y:,coslnx)  -f.  Yy  cos{ny)  -h  K,  cosinz)  «0  C^) 

Z-^-  Zx  cos{nx)  -h  Zy  cos(ny)  H-  Z,  cos(nz)  =  0 
erflült  werden. 

Eindeutigkeit  der  Lösung.  Kirchhoff^)  hat  gezeigt,  dass  die  gegebene 
Lösung,  also  die  Werthe  uvw,  die  relativen  Verrückungen  der  Theile  eindeutig 
bestimmen,  d.  h.  dass  jedes  andere  Werthsystem  u^v^  w^  sich  von  uvw  nur  durch 
Glieder  unterscheidet,  welche  Bewegungen  des  Körpers  als  starren  Ganzen  dar- 
stellen. Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  ist  diese  eindeutige  Lösung  in  den 
Gleichungen  (19  a)  und  (28),  wofür  auch  die  Gleichungen  (29  a)  eintreten  können, 
und  in  den  Grenzbedingungen  (40)  enthalten.  Für  den  Fall  der  Bewegung  ist  sie  ent- 
halten in  den  Gleichungen  (19)  und  (28),  oder  auch  (29),  in  den  Grenzbedingungen 
(38),  (39)  und  (40)  für  die  Oberfläche  und  in  den  zeitlichen  Genzbedingungen : 
»=/i(*J'«)»         v=^h{xyz),         w=f^{xyz)  \ 

^^       «.  /      N       ^^       ^  /       X       ^«^       17  ^      ^  >  für  /=0.  (41) 

j-^^f^{xyz\      j-^^F^(xyz),      -^^^tC^y)] 

Der  Beweis  der  Eindeutigkeit  lässt  sich  auch  auf  heterotrope  Körper  aus- 
dehnen, falls  deren  Heterotropie,  wie  es  bei  den  in  der  Natur  vorkommenden 
oder  künstlich  herstellbaren  heterotropen  Körpern  der  Fall  ist,   nur  massig  ist 

Molekulartheorie.  Die  Stetigkeitstheorie,  deren  Grundlagen  in  obigem 
angegeben  sind,  ist  in  der  Elasticitätslehre  gegenwärtig  die  vorherrschende.  Es 
ist  indessen  wenigstens  in  Kürze  auch  der  Molekulartheorie  zu  gedenken.  Die 
Elasticitätsgleichungen  wurden  auf  dieser  Grundlage  zuerst  von  Navier^  ent- 
wickelt. Seine  Hypothese  bezieht  sich  auf  homogene  isotrope  Medien  und  be- 
steht darin,  dass  die  Wirkung,  welche  zwei  Theilchen  nach  der  Verrückung  auf 
einander  ausüben,  in  die  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  fällt  und  proportional 

*)  EntCHHOFF,  Crelle's  J.  56,  pag.  291  (1858).  Ges.  Abhdlgn.  pag.  285.  —  Ferner  Nbu- 
MANN,    Vorl.   Üb.   d  Th.  d.  Elast,    hg.  v.  O.  E.  Mbykr,  pag.  lai.    —   Wmindonck,   Whd. 

Ann.  35i  pag-  "»  (i«»»)-  ^  . 

^  NAvaa,  Mcm.  de  FAcad  de  Paris  7,  pag.  375  (i8«4).         Digitized  by  VjOOglC 
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ist  der  durch  die  Verrückung  hervorgebrachten  Vergrösserung  der  Entfernung, 
im  übrigen  aber  von  dieser  Entfernung  selbst  noch  in  irgend  einer  Weise  ab- 
hänge. Die  Bewegungsgleichungen,  welche  sich  ergeben,  unterscheiden  sich  von 
den  Gleichungen  (29)  nur  dadurch,  dass  die  beiden  Elasticitätsconstanten  den  Factor 
p  (Dichte)  enthalten,  und  dass  die  zweite  Elasticitätsconstante  Z  =  ^  wird.  Die 
NAViER'sche  Theorie  bietet  also  den  Vortheil,  dass  sie  nur  zu  einer  einzigen  für 
die  verschiedenen  Stoffe  verschiedenen  und  charakteristischen  Elasticitätsconstanten 
führt.  Dies  ist  ihr  aber  nur  möglich  geworden  durch  eine  zu  specielle  Annahme, 
und  hierin  liegt  andererseits  der  Mangel  der  Theorie.  Diese  Annahme  ist  die, 
dass  zwei  Theilchen  keine  Wirkung  auf  einander  ausüben,  wenn  ihre  Entfernung 
sich  nicht  ändert.  Es  wird  damit,  wie  man  leicht  einsieht,  eine  gewisse  Klasse 
reiner  Gestaltsänderungen  (s.  >Elasticität,  Grundbegriffe«),  die  ebenfalls  Elasticität 
wachrufen,  ignorirt.  Dazu  kommt  noch,  dass  die  Theorie  nicht  zur  Kenntniss 
der  Druckcomponenten  führt,  sondern  direkt  die  Gleichungen  liefert;  für  die 
letzte  Grenzbedingung  (40)  muss  man  aber  jene  kennen. 

Die  PoissoN'sche  Molekulartheorie^)  ist  wenigstens  von  dem  zweiten 
Mangel  frei;  und  zwar  liefert  sie  Ausdrücke  für  die  Druckcomponenten,  welche 
auch  fUr  heterotrope  Körper  gelten,  welche  aber  freilich  die  unbekannte  Function 
der  Entfernung  zweier  Theilchen  enthalten,  durch  welche  die  Anziehung  derselben 
auf  einander  —  und  zwar  hier  im  natürlichen  wie  im  Zwangszustande  —  dar- 
gestellt wird.  Für  unkrystallinische  Körper  fällt  aber  diese  Function  wegen  der 
radialen  Symmetrie  heraus,  und  so  gelangt  man  für  solche  zu  Ausdrücken,  die 
mit  den  Ausdrücken  (28)  identisch  werden,  wenn  man  Z=^  setzt  Das  Er- 
gebniss  ist  also  dasselbe  wie  bei  Navier.  Hier  zeigt  sich  aber  noch  deutlicher 
als  dort  der  principielle  Mangel  dieser  Theorien.  Eine  einfache  Betrachtung 
zeigt  nämlich,  dass  die  einzige  in  den  PoissoN'schen  Ausdrücken  für  die  Druck- 
componenten vorkommende  Constante  der  fünfte  Theil  des  Volumenmoduls  k^ 
(s.  o.  pag.  220)  ist.  Die  Theorie  wird  also  der  Thatsache,  dass  die  verschiedenen 
Stoffe  auch  eine  verschiedene  Gestaltselasticität  haben,  nicht  gerecht.  Am  anf- 
älligsten zeigt  sich  dies  darin,  dass  nach  dieser  Theorie  das  Verhältniss  der 
Quercontraction  zur  Längsdilatation  beim  Zuge  länglicher  Körper  (s.  Art.  >Zug 
und  Druck«)  für  alle  Körper  gleich  ^  sein  müsste,  während  es  thatsächlich  nicht 
unbeträchtlich  variabel  ist. 

Diese  Bedenken  haben  schon  Poisson^  selbst  in  seiner  letzten,  unvollendeten 
Arbeit,  und  neuerdings  in  strengerer  und  vollständigerer  Weise  Voigt  ^  veranlasst, 
die  Molekulartheorie  zu  modificiren.  Es  ist  nämlich  eine  ganz  specielle  Annahme, 
dass  die  Molekeln  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher  Stärke  wirken  sollen,  und 
es  würde  hiemach  z.  B.  der  regelmässige  Aufbau  der  Krystalle  ein  Räthsel  bleiben. 
Die  neue  Theorie  nimmt  daher  Polarität  der  Molekeln  resp.  ihrer  Wirkungen 
an,  charakterisirt  also  die  Theilchen  eines  elastischen  Körpers  nicht  bloss  durch 
die  Coordinaten  ihrer  Schwerpunkte,  sondern  auch  die  Richtungen  der  Axen  ihrer 
Polarität.  Die  Polarität  der  Molekeln  bleibt  auch  bestehen,  wenn  die  Anwendung 
auf  isotrope  Körper  gemacht  wird,  da  deren  Isotropie  wahrscheinlich  nur  eine 
grob-durchschnittliche  ist,  sich  aber  nicht  auf  die  kleinsten  Theile  erstreckt    Es 


*)  POISSON,  M^m.  de  l'Ac.  de  Paris  8,  pag.  357  (1828).  Bald  darauf  entwickelte  Caüchy 
ähxiliche  BetrachtuDgen  in  Exercices  de  math.  3,  pag.  188  (1828)  u.  4,  pag.  129  (1829). 

^  PoissON,  M^m.  de  TAc.  Paris  18,  pag.  3  (1842). 

^  Voigt,  Theor.  Stadien  Üb.  d.  Elast-Verhältnisse  d.  Kiystalle,  Abb.  Gott  Ak.  34,  pag.  i 
(1887).  Digitized  by^^OiJ^le 
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bleiben  dann  für  solche  Körper  zwei  selbständige  Constanten  übrig,  die  Theorie 
also  mit  der  Erfahrung  im  Einklänge;  und  wenn  letztere  für  einen  bestimmten 
Körper  wirklich  zu  den  Beziehungen  der  älteren  Theorie  führt,  so  ist  dies  eine 
specielle  Eigenthümlichkeit  des  betreffenden  Stoffes,  die  darin  besteht,  dass  die 
Molekeln  desselben  keine  oder  keine  merkliche  Polarität  besitzen. 

Zusammenstellung  der  zwischen  den  verschiedenen  Constanten 
der  Elasticitätslehre  bestehenden  Beziehungen.  Es  bedeuten:  v  und  X 
die  I.AM£'schen  Elasticitätsconstanten  (pag.  232),  A  und  B  die  durch  die  Gleichungen 
(25)  (pag.  232)  eingeführten,  endlich  K  und  L  die  KiRCHHOFp'schen  Elasticitäts- 
constanten  [pag.  232,  Gleichung  (26)].  Femer  sind  k^  und  k^  die  beiden  Haupt- 
moduln (pag.  220  und  222),  D  die  Compressibilität  Q>ag.  220),  E  der  Dehnungs- 
modul (pag.  224),  (1  die  Elasticitätszahl  (pag.  224),  und  x  das  Verhältniss  des 
Gestaltsmoduls  zum  Volumenmodul  {k^\k^i  pag.  224). 


1) 

^  =  X  +  2v,                     B^\. 

2) 

v=       2       ,                    X=i?. 

3) 

K^^,                             Z=2;. 

4) 

V  =  A;                             X  =  2A'Z. 

5) 

^~      2      '                  ^-A-B 

6) 

A  =  2Xil-^L),            B  =  2ä:L. 

7) 

-*!=  1  C2v  +  3X)  =  1  JC(l  +  ZL),          >t,  =  Ar=  V. 

8) 

3v                   3 

*~2v-+-3X""2(H-3Z) 

9) 

3                      3                 1 

2v+  3X  ~  2Ar(l  +3Z)  ~  kl 

10) 

K     *„                   Z           g^^    T- 

11) 

Zk   -2*, 
V  —  *,,                       X  —          j 

12) 

^-''   v  +  X   -''^H-2Z-3*, +*, 

13) 

X                  Z             3*1—2/5,          3  — 2x 

•*  ■"  2(v  +  X)  ~  1  +  2Z  -  2(3*,  H-  *,)  ~  2(3  +  x) 

14) 

In  der  PoissoN'schen  Theorie  wird: 

:X, 

A  ^    oBi        1^  ^  "rt  >             *1    ^  "q"  "I             *f  ^  ">             *  ^  "c    » 

^  =  |X.            ^  =  ^- 

F.  AUXKBACH. 
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Zug  und  Druck. 


Die  einfachste  Einwirkung  auf  homogene,  isotrope,  elastische  Körper  ist  die- 
jenige durch  Zug  oder  Druck,  d.  h.  durch  eine  Kraft,  die  auf  dem  Oberflächen- 
theil,  an  welchem  sie  angreift,  senkrecht  steht  und  entweder  nach  aussen  (Zug) 
oder  nach  innen  (Druck)  gerichtet  ist;  das  Hauptergebniss  dieser  Einwirkung  ist 
im  ersten  Falle  Dilatation,  im  zweiten  Falle  Comp  res  sion.  Von  besonderer 
Einfachheit  werden  die  Vorgänge,  wenn  der  betre£fende  Körper  in  zwei  Rich- 
tungen oder  in  einer  Richtung  nur  eine  geringe  Ausdehnung  besitzt,  wenn  er 
ajso  von  linienhaftem  oder  von  flächenhaftem  Charakter  ist.  An  der- 
artige Körper  knüpfen  daher  die  meisten  theoretischen  und  experimentellen 
Untersuchungen  über  Zug  und  Druck  an.  Eine  Unterscheidung  kann  man  da- 
bei noch  machen,  je  nachdem  bei  linienhaften  Körpern  der  Querschnitt  sehr 
klein  oder  nur  klein  ist,  je  nachdem  es  sich  also  um  einen  Draht  (Faden,  Saite 
u.  s.  w.)  oder  um  einen  Stab  (Säule,  Balken  u.  s.  w)  handelt.  Drähte  (und 
Schläuche)  eignen  sich  vorzugsweise  zu  Zugversuchen,  Stäbe  vorzugsweise  zu 
Druckversuchen;  eine  Mittelstellung  nehmen  Röhren  ein. 

Längszug  und  Längsdehnung  linienhafter  Körper.  Hiermit  haben 
sich  zahlreiche  Experimentatoren  beschäftigt,  und  zwar  zum  Theil  schon  in 
älterer  Zeit^)  Der  Draht  oder  Faden  wird  mit  seinem  oberen  Ende  mit  Hilfe 
eines  an  einem  festen  Pfeiler  angebrachten  Armes  zwischen  zwei  Backen  fest- 
geschraubt. Das  untere  Ende  wird  auf  irgend  eine  Weise  so  armirt,  dass  man 
mit  Bequemlichkeit  Gewichte  anhängen  und  abnehmen  kann.  Die  Länge  /  und 
der  Querschnitt  q  des  Fadens  werden  gemessen,  entweder  di^-ekt  mit  Maassstab 
resp.  Dickenmesser,  oder  erstere  mit  Kathetometer,  letzterer  durch  Berechnung 
aus  Länge,  Gewicht  und  specifischem  Gewicht,  was  meistens  (aber  nicht  immer) 
zu  genaueren  Werthen  führt.  Die  durch  das  Anhängen  von  Gewichten  p  be- 
wirkte Verlängerung  v  wird  dann  kathetometrisch  gemessen  und  schliesslich  nach 
Wiederabnahme  der  Gewichte  constatirt,  ob  eine  und  eventuell  welche  bleibende 
Verlängerung  eingetreten  ist.  Zu  beachten  ist  dabei  noch  folgendes.  Der  oben 
eingeklemmte  Draht  muss  erst  durch  Anhängung  eines  gewissen  Gewichtes  ge- 
rade gestreckt,  und  es  kann  dann  erst  /  gemessen  werden;  das  bezügliche  Ge- 
wicht bleibt  für  p  unberücksichtigt.  Die  Gewichte  /  müssen  allmählich  und  be- 
hutsam aufgesetzt  und  abgenommen  werden.  Endlich  ist  während  des  Versuchs 
die  Temperatur  zu  bestimmen.  >) 

Die  Ergebnisse  lassen  sich  in  folgenden  Satz  zusammenfassen:  Die  Ver- 
längerung ist  für  gleich  lange  Strecken  desselben  Drahtes  gleich  gross,  für  ver- 
schiedene Drähte  der  Länge  proportional,  sie  ist  femer  direct  proportional  dem 
ziehenden  Gewicht,  umgekehrt  proportional  dem  Querschnitt,  und  bei  Gleichheit 


1)  Hooks,  Philos.  Tracts  and  coUections.  Lond.  1679.  —  s'Gravssandb,  Physices  ele- 
meota  math.,  experimentis  confirniata,  Leyden  1721.  Vol.  i,  pag.  375.  —  Young,  Course  of 
lectures  on  nat  phUos.  Lond.  1807.  —  Wertheim,  Ann.  chim.  phjrs.  (3)  12,  pag.  385  (1844) 
u.  PoGG.  Ann.  Erg.  Bd.  2. 

^  Einen  Demonstrationsapparat  hat  neuerdings  Pierre  construirt:  Wied.  Ann.  22,  pag.  141 
(1884);  Abbildungen  auf  Taf.  i,  Fig.  8—10.  —  Eine  ganze  Reihe  von  Studien-Apparaten,  von 
Thomassbt  herrührend,  hat  Perard  beschrieben  in  Revue  des  mines  1879.  lized  byV^^O O^LC 
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aller  dieser  Faktoren  verschieden  für  verschiedene  Stoffe.  Der  zweite  und  vierte 
Theil  dieses  Satzes  lässt  sich  bei  gewissen  Voraussetzungen  auch  schon  a  priori 
einsehen;  der  dritte  Theil,  bei  welchem  dies  nur  für  ganz  kleine  Gewichte 
möglich  ist,  erweitert  diese  Einsicht  durch  die  Erfahrung  auch  für  grössere  Kräfte, 
jedoch  auch  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  welche  mit  deijenigen  nahezu 
übereinstimmt,  bei  welcher  zuerst  eine  bleibende  Verlängerung  sich  zeigt,  d.  h. 
mit  der  Elasticitätsgrenze  (pag.  217).  Nach  Uebereinkunft  bezeichnet  man 
als  Elasticitätsgrenze  bei  der  Dehnung  das  Gewicht,  welches  einem  Draht  von 
1  m  Länge  und  1  qmm  Querschnitt  eine  bleibende  Dehnung  von  0*5  mm  ertheilt. 
Der  Bereich  bis  zur  Grenze  heisst  der  Bereich  der  elastischen  Vollkommen- 
heit (pag.  216). 

Hiernach  ist  bis  zu  dieser  Grenze 

wobei  nach  Uebereinkunft  p  in  Kilos,  /  in  Metern,  q  in  qmm  gemessen  wird. 
Die  Grösse  p  ist  dabei,  da  Gleichgewicht  besteht,  gleichzeitig  die  im  Innern  des 
Drahtes  wachgerufene  Elasticität,  durch  Auflösung  erhält  man  für  sie  den  Ausdruck 

\  vq  vq 

8  ist  die  in  einem  Drahte  von  1  qmm  Querschnitt  durch  1  k  erzeugte  Verlängerung 
eines  Meters,  also  der  Dehnungscoefficient;  -fiist  das  Gewicht,  welches 
erforderlich  ist,  um  einen  Draht  von  1  qmm  Querschnitt  um  seine  eigene 
Länge  zu  dehnen,  also  der  Dehnungsmodul  (pag.  224);  da  jedoch  so  grosse 
Dehnungen  nur  ausnahmsweise  vorkommen  und  dann  ausserhalb  des  Giltigkeits- 
bereiches  obiger  Formeln  liegen,  so  sagt  man  besser:  E  ist  das  1000 fache  des 
Gewichts,  welches  erforderlich  ist,  um  einen  Draht  von  1  qmm  Querschnitt  und 
1  m  Länge  um  1  mm  zu  dehnen.  In  manchen  Fällen  ist  es  noch  zweckmässiger 
den  Modul  zu  definiren^)  als  die  Länge  desjenigen  Drahtes  von  gleichem  Stoff 
und  Querschnitt,  welcher,  an  den  untersuchten  angehängt,  diesen  durch  sein  Ge- 
wicht um  sich  selbst  verlängert.  Man  kann  diese  Grösse  iModuUängec 
(englisch  »length  of  modulus«)  nennen,  und  man  sieht  unmittelbar  ein,  dass  die- 
selbe aus  dem  Modul  durch  Division  mit  dem  Gewichte  des  Stoffes  hervorgeht. 
Die  folgende  Tabelle  enthält  eine  Zusammenstellung  der  wichtigsten  und 
zuverlässigsten  für  den  Modul  E  und  die  Elasticitätsgrenze  G  gefundenen  Werthe; 
von  ersterem  sind  übrigens  auch  solche  gleich  hier  mit  aufgenommen,  welche 
nicht  durch  Zug,  sondern  auf  indirektem  Wege  (s.  w.  u.)  gefunden  sind  Die 
Grösse  G  ist  für  die  Technik  besonders  wichtig,  weil  sie  den  zulässigen  Druck 
resp.  die  zulässige  Belastung  angiebt,  welche,  was  doch  für  die  dauernde  Function 
des  betreffenden  Drahtes,  Balkens  u.  s.  w.  unerlässlich  ist,  den  natürlichen  Zu- 
stand noch  unverändert  lässt;  man  bezeichnet  daher  in  der  Technik  häufig  G 
als  die  Tragfähigkeit.  Für  einige  Stoffe  ist  auch  noch  die  bei  der  Elasticitäts- 
grenze auftretende  temporäre  Verlängerung  der  Längeneinheit  F,  also  diejenige 
Verlängerung,  welche  nach  Abnahme  des  Gewichtes  eben  noch  vollständig  ver- 
schwindet,  angegeben ;  dieselbe  ist  offenbar  F=  G  IE. 


')  Kohlrausch,  Leitf.  d.  prakt.  Physik,  5.  Aufl.,  pag.  10 1  (1884). 
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Dehnungsmodul,  Dehnungsgrenze  und  Grenzdehnung 
von  Metallen. 


Stoff 

Modul  E 

Grenze  G 

V 

Autor 
z.  Tbl.  nur  für  E 

Bessemerstahl 

Paddelstahl 

Eisen,  gesogen 

••           »•         

Gussstahl,  gesogen      .     .     . 
Stahldraht,  gesogen     .     .     . 

Gasseisen 

Platin,  gezogen 

Kupfer,  gezogen     .... 

Neusilber 

Palladium 

Bronce 

Zink,  gezogen 

Messing,  gezogen   .... 
1»              it        .... 

Gold,  gezogen 

Silber,  gezogen 

Zinn 

Blei,  gezogen 

21136 

21112 

20869 

20500 

19549 

18809 

11713 

17044 

12449 

12094 

11759 

9194 

8734 

8543 

9930 

8131 

7357 

4170 

1803 

33 

32 

36 
43 
12 
26 
12 

27 
25 
16 
24       • 

27 
29 

4 

0-3 

000150 

0-0025 
00012 
0-0015 
0-0009 

0-0023 
0-0028 
0-0018 
0-0029 

0-0034 
0-0040 
0-0010 
0-00013 

Pscheidl  *) 

II 

Baumeister*) 

^1 
Pscheidl  ') 
Wertheim*) 

II 
Pscheidl  *) 
Wertheim*) 
Pscheidl  >) 
Wkrthsim*) 

ft 
Baumeister*) 
Werthetm*) 

n 
ir 

II 

Wie  man  sieht,  sind  Stahl  und  Eisen  am  stärksten,  Blei  und  Zinn  am 
schwächsten  elastisch,  während  die  in  anderen  physikalischen  Hinsichten  be- 
sonders ausgezeichneten  Metalle  Gold,  Silber,  Kupfer  hier  eine  Mittelstellung 
einnehmen.  Ergänzend  ist  noch  zu  bemerken,  dass  durch  Anlassen  E  stets- 
herabgemindert wird;  so  gelten  nach  Wertheim  z.  B.  folgende  Zahlen: 


Metall 

g««- 

angeL 

Metall 

ge«. 

angeL 

Eisen 

Stahldiaht 

Platin    ...... 

Knpfer 

20869 
18809 
17044 
12449 

20794 
17278 
15518 
10519 

Palladium 

Süber 

Gold 

Blei 

11759 
7357 
8131 
1803 

9789 
7141 
5585 
1727 

Am  kleinsten  ist  also  der  Unterschied  bei  Eisen,  am  grössten  bei  Gold. 

Die   Elasticitätsmoduln  von  Legirungen  hat  Kiewiet*)  bestimmt,    ohne   je- 
doch eine  einfache  Beziehung  zur  Zusammensetzung  feststellen  zu  können. 


1)  Pscheidl,  Wien.  Ber.  79,  pag.  114  (1879). 
^  Wsrthbim,  Ann.  Ch.  Phys.  (3)  12,  pag.  38$  (1844). 
*)  Baumeister»  Wnu).  Ann.  18,  pag.  578  (1883). 
*)  Kiewiet,  Göttinger  In.-Diss.     Lps.  1886. 
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Tabellen. 


Dehnungsmodul  von  Steinen,  Gläsern  u.  s.  w. 


Schiefer  . 
Mannor  . 
Kalkstein 
Knochen 
Sandstein 
Fischbein 


9000  bis  11000 

2eoo 

1890 
1635 

630 

600 


Kohle«)  ...  1506 

bis   2548 

Fensterglas*) 

7917 

Böhmisches  Glas  &) 

7550 

Belg.  Glas»)  .     . 

7493 

FUrther  Glas^)     . 

7427 

Spiegelglas*).     . 

7015 

Spiegelglas^).     . 

6920 

Krystallglas*) 

6890 

bleihaltig*)  5477 

Glasröhren«)  .     .  6277  bis  7023 

Eis  (altere  Zahlen)  520  bis  580 

,,  nachRKUSCH^)  236 

„     „     Koch«)       642  bis  696 

„    „    TROWBRrocE»)  670 
Gyps ....  360 

Was  die  Hölzer  betrifft,  so  gehören  dieselben  eigentlich  nicht  hierher,  weil 
sie  nicht  isotrop  sind;  der  Uebersichtlichkeit  halber  mögen  aber  die  für  sie  von 
Wertheim  und  Chevandier^  gefundenen  Zahlen  hier  ebenfalls  zusammengestellt 
werden;   sie  sind  für  Hölzer  mit  20^  Feuchtigkeit  giltig. 

Dehnungsmodul  von  Hölzern. 


Holsart 


«  axial 


radial 


tangential 


Pappel 617  78  39 

Fichte 564  98  29 

Eiche 921  189  130 

Buche 980  270  159 

Birke 997  81  155 

Ahorn 1021  157  73 

Erle 1108  98  59 

Tanne 1118  95  34 

Esche 1121  111  102 

Ulme 1165  123  63 

Akazie 1262  —  — 

Wie  zu  erwarten,  ist  die  Eiasticität  in  der  Axenrichtung  bei  weitem  am 
grössten;  ausserdem  ist  sie  in  der  Tangentialrichtung  meist  kleiner  als  in  der 
Radialrichtung;  das  Verhältniss  der  drei  Moduln  ist  aber  für  die  verschiedenen 
Hölzer  sehr  verschieden.  Austrocknung  erhöht  die  Eiasticität  und  zwar  für  1^ 
Feuchtigkeitsverlust  etwa  um  4— H-  Neuerdings  hat  Bauschinger®)  für  zahl- 
reiche Holz-  und  Steinarten  E  bestimmt. 

Besondere  Eigenthümlichkeiten  in  Bezug  auf  Zug  und  Druck  bieten  zusammen- 
gesetzte Körper  dar,  z.  B.  Ketten,  Netze  und  Gewebe*);  es  kann  jedoch  hier 
nicht  darauf  eingegangen  werden. 

Elastisch  abnorme  Stoffe.  Einige  Stoffe  verhalten  sich,  wie  schon  oben 
pag.  2i8  bemerkt  wurde,  in  elastischer  Hinsicht  anomal,  insofern  sie  schon  durch 
kleine  Kräfte  stark  gedehnt  werden  und  schon  durch  die  Einwirkung  einer  ver- 


»)  Rkusch,  Pogg.  Ann.  121,  pag.  573  (1864). 

3)  Koch,  Wded.  Ann.  25,  pag.  438  (1885).    TROWBKrooE,  SiU.  J.  (3)  29,  pag.  349  (1885). 

5)  Beetz,  Wied.  Ann.  12,  pag.  15  (1881). 

*)  Wertheim  u.  Chevandies,  Compt.  rend.  20,  pag.  1637  (1845). 

6)  PscHEiDL,  Wien.  Her.  79.  pag.  114  u.  86,  pag.  115  (1877  u.  1882). 
•)  Cantone,  Rendic.  Accad.  Lincei  4,  pag.  220  u.  292  (1888). 

')  Wertheim  u.  Chevandikr,  Compt.  rend.  23  (1846). 

B)  Bauschinger,  Mitth.  a.  d.  Mech.-T.  Lab.  d.  Tecbn.  H.  zu  München  1883— 1888. 

»)  Tresca,  Compt.  rend.  95,  pag.  1215  (1882).  Digitized  byV^OOQlC 


Abnorme  Körper. 
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hältnissmässig  kleinen  Kraft  eine  bleibende  Dehnung  erfahren.  Der  Dehnungs- 
modul E  ist  also  bei  ihnen  sehr  klein,  das  Grenzgewicht  G  ist  ebenfalls  sehr 
klein,  aber  bei  weitem  nicht  in  demselben  Maasse;  das  Verhältniss  beider, 
G/Ess^  Vt  d.  h.  die  Grenzdehnung,  die  nach  den  obigen  TabeUen  bei  den 
Metallen  sehr  klein  ist,  fallt  also  hier  sehr  beträchtlich  aus.  Dieser  grosse 
Werth  von  V  ist  es,  welcher  den  in  Rede  stehenden  Stoffen  im  Sprachgebrauch 
eine  sehr  grosse  Elasticität^)  beigelegt  hat  (s.  ob.  pag.  217  u.  f.). 

Am  sorgfältigsten  ist  in  dieser  Hinsicht  Kautschuk  untersucht  worden. 
Erleichtert  wird  die  Untersuchung  durch  die  Grösse  der  eintretenden  Ver- 
längerungen, erschwert  durch  den  Umstand,  dass  kaum  zwei  Kautschukfslden 
sich  gleich  verhalten,  sowie  durch  den  zweiten,  dass  der  Bereich  der  elastischen 
Vollkommenheit,  also  auch  der  der  Existenz  eines  constanten  Moduls  E  ein  sehr 
beschränkter  ist.  Die  constantesten  und  exaktesten  Versuche  rühren  von  Villari  ^ 
und  von  Röntgen')  her.  Villari  ging  in  der  Dehnung  sehr  weit,  nämlich  bis 
zum  vier-  bis  siebenfachen  der  ursprünglichen  Länge.  Er  fand,  dass  drei  ver- 
schiedene Moduln  zu  unterscheiden  sind.  1)  Ein  kleiner  und  ziemlich  constanter 
Modul  -£  =  0-07— O'IO,  giltig  für  Kräfte  bis  etwa  zur  Verdoppelung  der  Länge; 
2}  ein  Uebergangsmodul,  zunehmend  von  O'l — 300;  3)  ein  grosser  und  ziemlich 
constanter  Modul  E  =  300—350,  giltig  etwa  vom  Vierfachen  der  ursprünglichen 
Länge  an.  Im  Gegensatz  zu  Villari  beschränkte  sicli  Röntgen  absichtlich  auf 
kleine  Dehnungen,  indem  er  einmal  überhaupt  nur  bis  zu  einer  Verlängerung 
um  ein  Drittel  der  ursprünglichen  Länge  ging,  überdies  aber  E  stets  als  das 
Verhältniss  eines  kleinen  Gewichtszuwachses  zu  dem  erzeugten  Verlängerungs- 
zuwachse auffasste,  wobei  letzterer  immer  nur  2— 5f  der  ursprünglichen  Länge 
betrug.  Es  fanden  sich  für  jBWerthe  zwischen  0*076  und  0-128,  und  als  Mittel- 
werth  ^=0*103,  also  etwas  weniger  als  bei  Villari.  Noch  etwas  weniger, 
nämlich  J5  =  0*068,  fand  Kurz,*) 

EinflussderTemperatur.  Dass  bei  steigender  Temperatur  die  Elasticität 
abnimmt,  lehrt  schon  die  tägliche  Erfahrung  in  vielen  Fällen.  Ueber  die  exacten 
Messungen  geben  folgende  Tabellen  Aufschluss;  die  Zahlen  der  ersten  rühren  von 
Wertheim,»)  die  der  zweiten  von  Pisati,®)  die  der  dritten  von  Katzenelsohn^)  her. 

Dehnungsmodul. 


MetaU 

Dehnungsmodul 

(angelassen) 

15°  C. 

100°  C. 

200°  C. 

Blei 

1727 

1630 



Gold 

5584 

5408 

5482 

Silber 

7140 

7274 

6374 

Kupfer 

10519 

9827 

7862 

Platin 

15518 

14178 

12964 

Eisen 

20794 

21877 

17700 

Gussstahl     .... 

19561 

19014 

17926 

Engl  Stahl  .... 

17278 

21292 

19278 

0  F.  Auerbach,  Jahresb.  B.  d.  schles.  Ges.  1887,  P^g*  13^* 
^  Vn.LARi,  POGG.  Ann.  143,  pag.  88  (1871). 
^  Röntgen,  Pogg.  Ann.  159,  pag.  601  (1876). 
*)  KüM,  Rep.  d.  Physik  22,  pag.  511  (1887). 
^)  Werthbim,  Ann.  Chim.  Phys.  (8)  12,  pag.  385  (1844)* 
^)  Pisatt,  Gaz.  chim.  it  7.  pag.  i. 
^  KATZENELSom«,  Betl.    In.-Dis8.  1887. 
WinKBUCAMV,  Physik.    L 
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Einfluss  der  Tempentnr  und  der  Zeit. 


MetaU 

20° 

l    50° 

Dehnungsmodul 
100°           150°     1     200° 

[^250° 

300° 

Eisen  .... 
Stahl  .... 

21441 
18481 

21364 
18416 

21212 
18232 

20895 
18052 

20458 
17820 

19871 
17593 

19175 
17372 

Metan 


E 


Abnahme  in  ^ 
zw.0°u.  U0O° 


MetaU 


E 


Abnahme  in  ^ 
zw,  0°  u.  100° 


Platin  . 
Eisen  . 
Gold  . 
Neusilber 


17187 

19024 

9800 

11449 


0-89 
2*33 
2-92 
3-43 


Messing  . 
SQber  .  . 
Aluminium 


8944 
7010 
7540 


4-21 
3-97 
19-5 


Hiernach  nimmt  der  Dehnungsmodul  mit  steigender  Temperatur  bei  allen 
Metallen  ab;  die  einzige  bei  Wertheim  sich  findende  Ausnahme  hat  sich  neuer- 
dings nicht  bestätigt.  Kiewiet^)  fand  für  Legirungen  £=£^(1  —  dt)  und  hierin 
für  aWerthe  zwischen  0-00028  und  0-00378;  für  Glas.  ^=  7691(1 —0-000321 /)i 
also  in  beiden  FlQlen  lineare  Abnahme  mit  der  Temperatur.  Was  den  Kautschuk 
betrifft,  so  lässt  sich  schon  aus  der  mechi^schen  Wärmetheorie  schliessen,  dass 
er^sich  auch  hinsichtlich  des  Temperatureinflusses  abnorm  verhalten  werde.  Der 
thermische  Ausdehnungscoefficient  des  Kautschuks  nimmt  nämlich  nach  Joule 
mit  wachsender  Spannung  ab  und  hieraus  folgt  —  allerding  unter  einer  gewissen 
Voraussetzung  —  dass  E  mit  wachsender  Temperatur  zunehmen  muss.  Eine 
direkte  Bestätigung  hierfür  liegt  nicht  vor,  wohl  aber  eine  indirekte,  insofern  eine 
mit  E  verwandte  Grösse,  der  Torsionsmodul,  mit  der  Temperatur  wächst  (s.  w.  u.).*) 

Einfluss  der  Zeit  und  der  Wiederholung  der  Versuche.  Wie  schon 
in  der  allgemeinen  Uebersicht  erwähnt  wurde,  hat  selbst  im  Bereiche  der  elasti- 
schen Vollkommenheit  die  Zeit  einen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  temporären 
und  der  bleibenden  Dehnung.  Dieser  Einfluss  wird  als  elastische  Nach- 
wirkung bezeichnet  (s.  das.)  Hiermit  hängt  es  femer  zusammen,  dass,  wenn 
man  einen  Draht  wiederholt  dehnt  und  dazwischen  stets  wieder  in  den  natür- 
lichen Zustand  zurückführt,  man  verschiedene  Werthe  von  E  erhält  Miller') 
unterscheidet  sogar  ganz  bestimmt  zwischen  dem  >primären€  und  dem  >sekun- 
dären«  Modul  E,,  welcher  letztere  nach  4— 5facher  Dehnung  und  Verkürzung 
eintritt  und  sich  weit  gesetzmässiger  verhält  als  der  primäre;  so  ist  z.  B.  all- 
gemein seine  Abhängigkeit  von  der  Temperatur,  allerdings  erst  nach  mehr- 
stündiger Erwärmung  und  Abkühlung,  durch  die  Formel 

^*=(^x)o(1-tO 
bestimmt,   d.  h.   seine  Abnahme   ist  mit   der  Temperatur  proportional.    Einige 
von  V.  Miller  gefundene  Zahlenwerthe  sind  folgende. 


MetaU 

(^)o 

T 

MetaU 

(^)o 

T 

Platin     .     .     . 

19668 

0000364 

Zink     .     .     . 

10551 

0-00330 

Eisen      .     .     . 

18813 

876 

Blei      .     .     . 

2553 

470 

Silber     .     .     . 

7359 

778 

Messing     .     . 

10670 

047 

Kupfer   .     .     . 

13035 

998 

Neusilber  .     . 

13945 

065 

^)  KiswErr,  a.  a.  O. 

*)  Grastz,  Wibd.  Ann.  28,  pag.  354  (1886).  Frühere  Abhandlungen  hierttber,  die  sich 
aber  auf  den  adiabatischen  Modul  beziehen^  Ton  ScHMULBWrrscH,  PoGO.  Ann.  144,  pag.  280 
(1871)  und  ExNBR,  Wien.  Ber.  69,  pag.  102  (1874). 

3)  Miller,  MUnch.  Ber.  1882,  pag.  377;   1885,  P«S«  9>'  namentlich  aber  1886.  ^^E-.^o;. 

Digitized  by  VjOVJ'VTV^ 


Einfluss  des  Eigengewichtes.  243 

Die  Reihenfolge  nach  den  Werthen  von  7  erweist  sich  als  identisch  mit  der- 
jenigen nach  den  Werthen  des  thermischen  AusdehnungscoefBcienten. 

Einfluss  des  Eigengewichtes.  Streng  genommen  wirkt  ausser  dem 
ziehenden  oder  drückenden  Gewichte  stets  noch  in  gleichem  Sinne  das  Eigen- 
gewicht des  Körpers,  und  nicht  selten  wird  dieser  Einfluss  so  gross,  dass  er  nicht 
mehr  vernachlässigt  werden  darf.  Die  Verlängerung  oder  Verkürzung  ist  dann 
nicht  mehr  für  gleiche  Strecken  dieselbe,  nämlich  für  die  Längeneinheit  nicht 
mehr  zPlq,  sondern 


,  ^      zP      l  r    ^         zP 


.,       GP        /   /„      1    \ 


wo  z  der  Abstand  der  möglichst  klein  gewählten  Einheitsstrecke  (z.  B.  1  mm) 
vom  festen  Ende  und  s  das  specifische  Gewicht  ist;  und  folglich  wird  durch  In- 
tegration die  Verlängerung  resp.  Verkürzung  des  ganzen  Stabes,  wenn  noch  der 
Modul  E  an  Stelle  von  1/e  eingeführt  wird  und  p  das  Gewicht  des  Stabes  ist, 

PI 
Tq 

Wie  man  sieht,  kommt  zu  dem  Gewichte  P  noch  das  halbe  Eigengewicht 
des  Stabes  hinzu.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  das  Eigengewicht 
dem  Belastungsgewicht  entgegenwirkt,  nämlich  wenn  ein  Zug  von  oben  oder  ein 
Druck  von  unten  ausgeübt  wird;  man  hat  dann  oben  —  statt  +  zu  schreiben 
und  findet  dann  als  Specialfall,  dass  der  Stab  seine  natürliche  Länge  beibehält, 
wenn  die  Belastung  gerade  gleich  dem  halben  Eigengewicht  ist. 

Da  hiemach  die  Spannung  in  verschiedenen  Querschnitten  eines  Stabes  ver- 
schieden ist,  so  entsteht  die  Frage,  wie  man  bei  einem  Stabe  die  Querschnitts- 
grössen  der  Länge  nach  variiren  lassen  muss,  damit  die  Spannung  überall 
dieselbe  T  sei.    Die  Antwort  liegt  in  der  Formel 

d.  h.  bei  arithmetischem  Fortschreiten  vom  freiem  Ende  müssen  die  Querschnitte 
geometrisch  zunehmen.^) 

Biegung  durch  Druck.  Weim  ein  unten  fest  eingelassener  Stab  am  oberen 
Ende  belastet  wird,  so  kann  principiell  nur  eine  Längscompression  resultiren. 
Thatsächlich  aber  kann  unter  gewissen  Umständen  der  Stab  auch  gebogen  werden, 
wie  man  aus  alltäglichen  Wahrnehmungen  weiss,  und  diese  Erscheinung  ist  für 
die  Praxis  sogar  überaus  wichtig.  Dass  unter  der  Wirkung  einer  Belastung  die 
vertikale,  geradlinige  Gestalt  eines  Stabes  eine  Gleichgewichtslage  desselben  ist, 
ist  einleuchtend,  weil  kein  Grund  zu  einer  Abweichung  nach  irgend  einer  Seite 
hin  vorhanden  ist;  aber  es  kann  dieses  Gleichgewicht  je  nach  den  Umständen 
stabil  oder  labil  sein;  und  im  letzteren  Falle  wird  die  leiseste  zufüge  Ab« 
lenkung  oder  Erschütterung  genügen,  um  den  Stab  jene  Lage  für  immer  auf- 
geben und  eine  neue  Gleichgewichtslage  annehmen  zu  lassen,  welche  nunmehr 
die  stabile  ist  Dem  Resultate  nach  gehört  die  Erscheinung  nicht  hierher,  sondern 
in  die  Lehre  von  der  Biegung;  die  erzeugende  Anordnung  ist  aber  ein  axialer 
Druck,  und  desshalb  sollen  die  wichtigsten  Ergebnisse  der  Theorie,  die  nament- 
lich von  Saalschutz*)  ausgeführt  worden  ist,  hier  angegeben  werden.  Wird  der 
Querschnitt  des  Stabes  beliebig  angenommen  und  mit  W  sein  Trägheitsmoment 


>)  Clebsch,  Th.  d  Elast,  fester  Körper,  Leipz.  1862,  pag.  356. 
*)  Saalschütz,  Der  belastete  Stab.    Leip«.  1880.  Digitized  by 
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Biegung  durch  Druck. 


für  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende,   zur  Biegungsebene  senkrecht  voraus- 

gesetete  Hauptaxe  bezeichnet,  so  ergiebt  sich:    Für  P  (Belastung)  <     .^      ist 

die  vertikale  Lage  (Fig.  Mä)  die 
einzige  stabile  Gleichgewichts- 
lage, der  Stab  kehrt  nach  zu- 
fälligen Abweichungen  wieder  in 
dieselbe  zurück.  Der  Maximal- 
werth  von  P,  bei  welchem  dies 
noch   eintritt, 

P> 


O' 


heisse  P^.     Für 


also 


P>Po   ist 
dafür 


J  c  

4/» 
die  vertikale  Lage  labil, 
aber  die  Lage  (Fig.  84^)  stabil. 
Ist  -P>9-Po»  so  giebt  es  noch 
eine  zweite  stabileGleichgewichts- 
lage  von  der  Form  der  Fig.  84^. 
Für  -P>  25  Po  gic^t  es  noch  eine 
dritte  (Fig.  84^)  u.  s.  w.  Dagegen 
,  ist  eine  Lage  von  der  Form 
^Fig.  84^  keine  Gleichgewichts- 
lage, wohl  aber  giebt  es  zwischen 
den  oben  angeführten  noch 
weitere,  falls  das  obere  Ende  des  Stabes  dem  Zwange  unterworfen  ist,  in  der 
ursprünglichen  Axe  zu  bleiben;  für  P>lQPf^  z.  B.  die  Form  Fig.  84/.  Am 
wichtigsten  ist  der  erste,  durch  Fig.  84^  dargestellte  Fall.  In  demselben  bestehen 
folgende  Beziehungen  zwischen  der  Belastung,  der  Neigung  des  an  das  freie 
Ende  grenzenden  Stabelementes  a  und  dem  Krümmungsradius  p^  an  der  Wurzel: 


(Ph.  84.) 


^/^o  = 


1015     1064    1152     1-293     1-518    1884    2-541     4-029    9-116 


20°       40**       60**       80°      100°     120°     140°     160°     176° 
Po//=       1-819    0902    0-593    0-435    0-337    0-268    0*212    0-161    0105 

Für  diese  Fälle  sind  in  Fig.  85  die  Formen  des  Stabes  dargestellt,  in  Fig  86 
in  analoger  Weise  für  einige  der  Fig.  Sic  entsprechende  Fälle. 

Quercontraction  und  Volumenänderung.  Dass  Zug  und  Druck  nicht 
nur  die  Länge  sondern  auch  den  Querschnitt  der  Körper,  auf  die  sie  wirken, 
ändern,  lässt  sich  in  manchen  Fällen  schon  mit  dem  blossen  Auge  wahrnehmen. 
Die  exakte  Messung  der  Queränderung  ist  hingegen  mit  grossen  Schwierigkeiten 
verknüpft,  und  erst  in  neuester  Zeit,  namentlich  von  Bauschinger,  ^)  zu  einem 
befriedigenden  Grade  von  Genauigkeit  geführt  worden.  Derselbe  bedient  sich 
dabei  im  wesentlichen  zweier  sehr  feiner  Fühlhebel,  die  so  combinirt  sind,  dass 
man  Längen-  und  Querschnittsänderung  gleichzeitig,  und  zwar  mit  Spiegel  und 
Femrohr  ablesen  kann;  es  lässt  sich  auf  diese  Weise  l/öOOO mm  noch  mit 
Sicherheit  messen.  Eine  andere  Methode  wandte  Cagnard-Latour^  an,  indem 
er  den  Stab  oder  Draht  mit  einer  engen  Wasserröhre  umgab,  oben  nicht  fest, 
sondern  an  einem  Waagebalken  aufhing  und,  bei  festem  unterem  Ende,  durch 
Anbringung  von  Gewichten  an  dem  andern  Waagebalken  dehnte;  durch  die 
Dehnung  änderte  sich  auch  der  Querschnitt  und  somit  der  Wasserspiegel,  sodass. 


1)  Bauschinger,  CiviMngenieur  25,  pag.  44  u.  82  (1879). 

^  Cagnard-Latour,  Ann.  Ch.  Phys.  36,  pag.  384  (1827).    Pqgg.  ^^\lj\fj1^än 6^- 
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wenn   letzterer  beobachtet    wurde,    die 
Querschnittsänderung  berechnet   werden 
konnte.    Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese 
Methode  —  auch  abgesehen  von  sekun- 
dären Uebelständen,  z.  B.  dem  Anhaften 
von    Wasser    an    dem    herausgezogenen 
Drahtstück  —  keine  grosse  Genauigkeit 
zulässt    Aehnlich,  aber  doch  etwas  gün- 
stiger ist  die  Versuchsanordnung,  deren 
sich   Wertheim ^)    bediente.      Er   nahm 
nämlich    an    Stelle    der   Stäbe   Röhren, 
füllte  dieselben   mit  Wasser,  maass   die 
Längenänderung   direkt  an   der  Röhre, 
ausserdem  aber  durch  Beobachtung  des 
Wassemiveaus  die  Aenderung  des  Hohl- 
raums. Letztere  setzt  sich  aus  der  Längen- 
und  der  Querschnittsänderung  zusammen, 
und    da    erstere    direkt  gemessen   war, 
lässt  sich  letztere  ableiten.    Noch  andere 
Methoden  beruhen  auf  Versuchen  über 
kubische   Compression,    über   Biegungs- 
und Torsionselasticität  und  werden  weiter 
unten  an  den  entsprechenden  Stellen  an- 
geführt werden.     Endlich   ist   wiederum 
einer  besonderen  Methode  für  stark  dehn- 
bare Stoffe  wie  Kautschuk  zu  gedenken, 
welche    von   Röntgen  2)   herrührt.     Auf 
einem    quadratischen    Stab    von   30  mm 
Dicke  und  1500  mm  Länge  wurde,    als 
er  durch  das  Gewicht  /\   gedehnt  war, 
mit  dem  Rande  einer  Röhre  ein  Kreis 
vom  Durchmesser  D  geprägt  (Fig.  87  ö); 
nach  Entfernung  von  /\  verwandelte  sich 
der  Kreis  in  die  Ellipse  A^B^  (Fig.  87^). 
Bei    einem    um    die    kleine    Grösse   p 
grösseren  Gewicht  P^  wurde  ebenso  aus 
dem  Kreise  (Fig.  87^)  die  Ellipse  A^B^ 
(Fig.  87  dO-     Es  ergiebt  sich  dann  jx  aus 
der  Gleichung 

_^A^—A,  B^+B^ 
^  Bi-^B^'  A^-^A^' 
Man  kann  natürlich  schon  aus  einem 
Versuche  (i  berechnen,  hat  aber  so  den 
Vortheil,  den  Werth  von  jt,  welcher 
kleinen  Aenderungen  entspricht,  zu  er- 
halten. 


Af*    4}     A9     A9     49^J9     49      t9      i9 

-^      -4 

-^  t  z 

-^^    A    ^^      ~- 

M-/^r^^ 

-A-L/^^^— 

1                 ^"^ 

-^  ■Z^^'^'^""^"" 

-Jft  ^^  — Z!"^^rvs 

Jp^^     '^^        "^ 

a       \  ^v       N 

mmw-\     V     ■^; 

r  V 

IN 

-      H 

^                \ 

(P1L86.) 


m 


')  Wertheih,  Ann.  Ch.  Phys.  (3)  23,  pag.  52 
(1849);  Poßg-  Ann.  78,  pag.  381  (1849). 

*)  RÖNTGEN,  Pogg.  Ann.  159,  pag.  601  (1876). 
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Volumenändening. 


Das  Ergebniss  aller  dieser  Messungen  ist  im  Wesentlichen  folgendes:  1)  Der 
Längendehnung  entspricht  stets  eine  Quercontraktion,  der  Längscontraktion  eine 
Querdilatation;  mit  andern  Worten:  Zug  erzeugt  stets  Quercontraktion,  Druck 
stets  Querdilatation.  Die  Elasticitätszahl  |a,  definirt  als  das  Verhältniss  der  Quer- 
contraktion  zur  Längsdilatation,  ist  also  stets  positiv,  weil  Zähler  und  Nenner 
stets  dasselbe  Zeichen  haben. 

2)  Die  relative  Aenderung  des  Querschnitts  ist  (abgesehen  von  gewissen  ano- 
malen Fällen)  kleiner  ^Is  die  relative  Längenänderung;  mit  anderen  Worten: 
Zug  erzeugt  stets  Volumenzunahme,  Druck  stets  Volumenabnahme. 
Fürfx  folgt  hieraus,  dass  es  stets  <|  sein  muss.  Ausnahmen  hat  Bauschingsr  ^) 
bei  kolossalen  Drucken  iür  Eisen  und  Stahl  constatirt  Beim  Druck  trat  ein  Mini- 
mum des  Volumens  für  Gusseisen  bei  2900  Atmosphären,  für  Schmiedeeisen  bei 
2200  Atmosphären  ein:  für  Schmiedeeisen  nahm  alsdann  das  Volumen  bis  über 
den  ursprünglichen  Werth  zu  (bis  zu  2300  Atmosphären  um  0*001628),  dann  wie- 
der ab,  erreichte  bei  2437  Athmosphären  wieder  den  ursprünglichen  Werth  und 
nahm  dann  weiter  ab.  Beim  Zug  zeigte  Gusseisen  kein  Maximum,  wohl  aber 
Schmiedeeisen  und  Bessemerstahl;  bis  über  die  Elastidtätsgrenze  hinaus  wuchs 
bei  letzterem  das  Volumen  (bis  3093  Atmosphären  um  0*001114);  dann  erfolgte 
plötzlich  ein  Umschlag  zur  Volumenverminderung  um  0*001813. 

3)  Was  die  gefundenen  Zahlenwerthe  betrifit,  so  besteht,  wenn  e  die  rela- 
tive Längsdehnung  ist,  zwischen  der  relativen  Volumenänderung  v  und  fn  die  Be- 
ziehung 

2^  =  (H-e)(l-iie)>-l. 

Für  kleinere  Veränderungen  ergiebt  dies 

z;  =  e(l-2^)       K.-2'^2"e' 

Für  den  Grenzfall,  in  welchem  das  Volumen  constant  bleibt,  wird  also  |&  =  ^. 
Das  gilt  aber  nicht  mehr^  für  endliche  Aenderungen;  vielmehr  bedeutet  dann 
Constanz  des  Volumens,  je  nach  der  Grösse  von  e,  verschiedene  Werthe  von  |a; 
es  wird  nämlich  


also  beispielsweise  für 

e  =  0-001  003 

fx  =  0-4996        0-489 


0-51234 
0-367        0-293        0211        0167        0112. 
Bei   kleinen   Veränderungen  haben   die  Versuche   für  denselben  Stoff  stets 
ziemlich  dasselbe  )t  ergeben,  unabhängig  von  Dimensionen  und  Gewichten.   Für 
starke  Veränderungen  nimmt  dagegen  meist,  wie  es  scheint,  {i  ab,  v  im,  wenn 
e  zunimmt. 

Zahlenwerthe  für  (x. 


Stoff 

Beobachter 

fi  (Grenzen) 

{A  (Mittel) 

Stahl,  federhart     .     . 
)>            11          •     • 

n               ••             •      • 

Kirchhoff») 
Okatow*) 

SCHNKEBELI^) 

0-293-0-295 
0-275-0-828 
0-266-0-308 

0-2941 
0-294  1 0-295 
0-296) 

1)  Bauschinger,  Civü-Ingenieur  25,  pag.  44  u.  82  (1879). 

^  RÖNTGEN^  a.  a.  O. 

^  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  108,  pag.  369  (1859). 

*)  Okatow,  Pogg.  Ann.  119,  pag.  11  (1863). 

5)  ScHNEEBKLi,  Pogg.  Ann.  140,  pag.  589  (1870). 


Digitized  by 


Google 


Werthe  von  (i^ 


247 


Stoff 

Beobachter 

}!.  (Grenzen) 

y.  (Mittel) 

Stahl,  weich     .     .     . 
i>         fi        ... 
»f         »1         ... 
II          II         ... 

Okatow 

GÖTZ  und  Kürz*) 

scmeebku 

Mallock  ^ 

= 

0-304] 
0-333 
0*306 
0-253 

0-300 

Eisen 

II 

II 

u 

LtttmannS) 
Baumkistbr*) 

EVERKTT») 
BfALLOCK 

0-214-0-268 
0-25-0-42 

0-243 
0-304 
0-310 
0-253 

0-278 

Mess 

ij 
1 
t 

f 
1 

ing 

Kirchhoff 
Everxtt 

Baumeister 
MAIJ.OCK 

Werthbim«) 
Littmann 

0-34-0-50 

0-887 
0-469 
0-420 
0-325 
0-315 
0-226 

0-357 

Kiq>fer 

„       galv.  ndrgschL 

Mallock 
Voigt') 

— 

0-348\^^^ 
0-250  P-299 

Blei 

— 

0-875}  0-875 

Zink 

Mallock 

018- 0-23 

0-205}  0-205 

Glas 

II 

1* • 

}i      ...... 

CORNU«) 

Everett 

C  ANTONE^ 

Voigt"") 

0-224-0-258 

0-246-0-264 
0-208-0-213 

0-240 
0-210 

Ebonit 

IdALLOCK 

— 

-      0-889 

Elfenbein     .... 

Mallock 

— 

—      0-60? 

Stuck 

Mallock 

— 

-      0-181 

Paraffin 

Mallock 

— 

-    }0-50 

Kaut 

schuk,  Air  kleine 

Aendeningen 
11            i> 

Röntgen") 

0-37-0-64 

0-460 
0-000/ 

0-480 

*)  GoETZ  u.  Kurz,  Rep.  d.  Phys.  22,  pag.  511  (1886). 

^  BfALLOCK,  Proc.  R.  Soc.  29,  pag.  157  (1879). 

^  Littmann,  Breslauer  Dissert  1885. 

*)  Baumeister,  Wird.  Ann.  18,  pag.  578  (1883). 

*)  Everett,  PhiL  Trans.  1867,  pag.  139;  Proc.  R.  Soc.  15,  pag.  356;    16,  pag.  248. 

^  Werthkim,  Ann.  chim.  phys.  (3)  23,  pag.  52  (1849). 

^  Voigt,  BerL  Ber.  1883^  pag.  961  u.  1884,  pag.  1004. 

^  CoRNU,  Compt  R.  69,  pag.  333  (1869). 

^  Cantons,  Rendic.  Accad.  Lincei  4,  pag.  220  u.  292  (1888). 

"5  Voigt,  Wied.  Ann.  15,  pag.  497  (1882). 

i>)  RÖNTGEN,  a.  a.  O.  —  Für  grössere  Aendeningen  (s.  oben)  fand  Villari  (a.  a.  O.) 
|ik:«:0-33  u.  noch  kleiner,  Naccari  u.  Bsllati,  N.  Cim.  (3)  2,  pag.  217  (1877)  (&»0'41; 
0-31;  0-88;  0-36.  — 

»)  Amagat,  Compt  R.  99.  pag.  130  (1884).  Digitized  byGoOglc 


24« 


Discussion  von  |a. 


Stoffe               1         Beobachter 

fjL  (Grensen) 

(1  (Mittel) 

Gallerte  aus  Leim 

Maurkr«) 

— 

0-500}  0-500 

Kork 

Mallock 

— 

—  }o-oo 

Neuerdings  hat  Katzenelsohn^  folgende  Werthe  von  \l  und  $  (Aenderung 
von  jt  in  Procenten  zwischen  0**  und  100°)  gefunden: 


Metall 

f* 

a 

Metall 

f* 

5 

Platin   .... 

0-16 

5-5 

Messing     .     .     . 

0-42 

3-9 

Eisen    .... 

0-27 

3-7 

Silber    .... 

0-37 

12*2 

Gold     .... 

017 

2-5 

Aluminium      .     . 

018 

15-7 

Neusilber  .     .     . 

0-33 

3-4 

Es  unterliegt,  wie  ein  Blick  auf  diese  2^hlen  zeigt,  keinem  Zweifel,  dass  für 
die  Stoffe,  wie  sie  sich  dem  Experimentator  wirklich  darbieten,  die  Elasticitäts- 
zahl  [L  sehr  verschiedene  Werthe  besitzt.  Man  kann  aber  dieses  Ergebniss  ver- 
schieden auffassen.  Erkennt  man  nämlich  die  PoissoN'sche  Molekulartheorie  an 
(s.  o.  pag.  235),  wonach  (x  =3  J^  sein  müsste,  so  muss  man  die  Abweichungen 
obiger  Zahlen  von  diesem  Werthe  für  Folgen  mangelnder  Isotropie  xmd  Homo- 
genität der  Stoffe  erklären,  bei  Kautschuk,  Gallerte  und  ähnlichen  Stoffen  aber, 
wo  die  Abweichung  gar  zu  gross  ist,  darauf  hinweisen,  dass  diese  Stoffe  eben 
nicht  mehr  völlig  festen  Charakters  sind,  sondern  schon  mehr  sich  wie  Flüssig- 
keiten verhalten,  für  welche  das  Volumen  constant,  also  (für  kleine  Aenderungen) 
(X  SS  ^  ist.  Immerhin  wäre  es  doch  sehr  merkwürdig,  wenn  Flüssigkeiten  und 
feste  Körper  derartig  schroff  von  einander  geschieden  wären,  dass  für  erstere 
einschliesslich  Kautschuk  u.  s.  w.  (a=s|,  für  letztere  [t,  =  {  wäre,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  das  Verhältniss  x  der  Gestaltselasticität  k^  zur  Volumen- 
elasticität  k^  (s.  o.  pag.  224)  für  Flüssigkeiten  gleich  null,  für  feste  Körper  aber 
genau  gleich  |  wäre,  wie  die  Gleichungen 


3  — 2x 


X  = 


3(1 -2t.) 


»*       2(3  +  x)'  *-  2(14-1*) 

erfordern  würden.  Femer  hat  Voigt  gerade  für  das  von  ihm  untersuchte  Glas, 
welches  den  besonders  kleinen  Werth  0*21  ergeben  hat,  den  Nachweis  der  Iso- 
tropie und  Homogenität  geliefert.  Der  in  Rede  stehende  Standpunkt  ist  daher 
kaum  noch  zu  halten.  Stellt  man  sich  dagegen  auf  den  Standpunkt  der  Stetig- 
keitstheorie oder  auf  den  der  VoiGT'schen  Molekulartheorie,  so  erhält  |jl  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  x  die  Bedeutung  einer  für  jeden  Stofi  andern 
specifischen  Constanten,  und  die  Beziehung  zwischen  (i  und  x  ist  durch  die  obigen 
Gleichungen  (für  kleine  Zustandsänderungen)  geregelt.  Als  definitive  Werthe 
dieser  Constanten  können  freUich  die  Zahlen  der  obigen  Tabelle  nur  zum  Theil 
gelten;  sie  enthält  aber  doch  schon  einige  interessante  Hinweise,  insofern  (i  am 
grössten  ist  für  Gallerte  und  Kautschuk  und  nächstdem  für  Blei,  am  kleinsten 
aber  (von  dem  noch  nicht  sehr  zuverlässigen  Zinkwerthe  abgesehen)  für  Aluminium, 
Platin,  Gold  und  Glas.  Mit  steigender  Temperatur  wächst  \k,  d.  h.  die  Quer- 
contraction  nimmt  schneller  zu  als  die  Längsdilatation. 


*)  Maurer,  Heidelberger  In.-Diss.    Lpr. 
^  Katzenelsohn,  Berl.    In.-Diss.  1887. 
da  die  des  Verf.  fehlerhaft  sind. 


1886. 


Die  Werthe  von  S  sind  z.  Th.  von  mir  berechnet, 
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Längsschwingungen.  Dieselben  werden  hier,  indem  im  übrigen  auf  die 
Akustik  verwiesen  wird,  nur  erwähnt,  insofern  sie  eine  d3mamische  Methode  zur 
Bestimmung  von  E  u.  s.  w.  liefern.  Ist  n  die  aus  der  Höhe  des  Tones  ermittelte 
Zahl  der  Längsschwingungen  pro  Sekunde,  /  und  s  Länge  und  specifisches  Ge- 
wicht des  Drahtes,  so  ist 

^""    9810  * 

Die  so  bestimmten  Werthe  von  £  fallen  meist  etwas  grösser  aus  als  die 
statisch  ermittelten. 

Kubische  Compression.  Verwickelter  als  bei  linearen  Körpern  sind  die 
Gesetze  von  Zug  und  Druck  bei  flächenhaften  oder  körperlichen.  Es  ist  aber 
doch  für  einige  wichtige  Fälle  die  Theorie  entwickelt  und  mit  dem  Experiment 
combinirt  worden.  Hier  muss  es  genügen,  zwei  dieser  Fälle  anzuführen,  den  des 
Kreiscylinders  und  den  der  KugeU) 

Der  Cy linder  sei,  der  Allgemeinheit  wegen,  hohl,  der  innere  und  äussere 
Radius  r  und  JR,  der  Zug  von  innen  resp.  aussen  /  resp.  JP;  endlich  wirke  auf 
die  beiden  ringförmigen  Endflächen  der  Zug  11.  Setzt  man  alsdann,  unter  x 
die  Axenrichtung  verstanden, 

Yy^  4-  5*  =  s,      u^u,      v=py,      w  =  pz, 
so  nehmen  die  Elasticitätsgleichungen  (pag.  232)  die  Form 

dx^'^^'       äs^'^  s  ds  """ 
an,  und  folglich  sind  die  Lösungen 

ß 

wobei  sich  für  die  Ck>nstanten  a  ß  y  aus  den  Grenzbedingungen  (pag.  234),  unter 

Benutzung  der  LAM^'schen  Form  der  Elastidtätsconstanten  v  und  X   (pag.  232) 

die  Werthe 

1    2V-4-X   (PR^-^pr^  X         \ 

*"^2v  2v  +  3X  V   ^*  — ^*  2v4-X  "j  ' 


T=rc 


1     V4-X 


fn ^  PR^-pr^\ 


v2v-+-3X 
ergeben.     Damit  sind  uvw  bestimmt,  und  femer  wird  die  räumliche  Dilatation 


^-Tx 


Bei  der  Anwendung  dieser  Formeln  können  theilweise  Spedalisirungen  vorge- 
nommen werden.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  Dehnungsversuche  an  Röhren 
(pag.  245),  so  wird  i's  0  und  ^  =  0,  folglich  die  relative  Längsdehnung  7  und 
die  räumliche  Dilatation  D,  die  hier  gleichzeitig  auch  die  des  inneren  Hohl- 
raumes ist: 

_  v  +  x n__         _     n 

"^""     V     2v-i.3X'       ^~"2v  +  3X'  ^^^ 

woraus  nach  Beobachtung  von  7,  D  und  11  sich  v  und  X  berechnen  lassen.  Ein 
zweiter  Specialfall  ist  der,  wo  /'»O  und  11  dadurch  bestimmt  ist,  dass  der  Cy- 
linder  beiderseits  durch  unelastische  Endplatten  geschlossen  ist,  die  dadurch, 
dass  der  innere  Druck  p  (in  den  obigen  Formeln  — /)  auf  sie  mitwirkt,  auf  die 


^  F.  Neümann,  Vorl.  über  Elasticität,  hrsg.  v.  O.  E.  Mbybr,  pag.  138  flf^yGoOQlC 


«so 


Hohlcylinder  und  HohlkngeL 


Mantelfläche  einen  Zug  n  nach  der  Gleichung  ic  {R^  ^  r>)  H  » nr^p  ansfiboa. 
Man  hat  also  hier  den  Fall  eines  geschlossenen  Hohlcylinders  unter  innerem 
Druck  und  findet 

_  1  r»  1      ^»r» 


Von  andern  Specialfällen  wird  bald  die  Rede  sein.^) 

Für  eine  Hohlkugel  ergeben  sich  die  Formeln  ganz  ähnlich. 


(3) 


Nfan  bat  hier 


s = y**  -h  j^»  -h  «*,    tf  = 

die  einzige  Differentialgleichung  lautet 


z^  =  pj^, 


ttf: 


9», 


und  die  Lösung  ist 


äs* 


ds      ^' 


wo 


^  =  : 


endlich  wird 


3X 


J?  = 


4v      je»  — r«* 


i?==: 


3 


PR^-'Pr^ 


w 


2V4-3X      ^»  —  r» 
Die  cubische  Compressibilität  C  (in  der  Tabelle  pag.  236  mit  D  bezeichoet^ 
d.  h.  das  Verhältniss  der  Voluraänderung  zu  dem  allseitigen  Druck,  der  sie  er- 
zeugt,  sowie  der  mit  C  reciproke  Volumenmodul  ky^^    (s.  o.  pag.  220)   eigieW 
sich  hiemach  folgendermaassen  für  den  Cylinder: 


2v  +  3X 


n  +  2 


für  die  Kugel 


«z> 


R'^—r^ 
R^^r^ 


ZD 


^^^C^J)     R*  —  r* 


(6) 


Zur  Bestimmung  von  C  und  k^  sind  Vollkörper  aus  experimentellen  Gründen 
wenig  geeignet,  und  man  bedient  sich  daher  hierzu  ge- 
wöhnlich hohler  Körper,  insbesondere  hohler  Cylinder  und 
hohler  Kugeln,  oder  einer  Combination  beider,  nämli«^ 
hohler  Cylinder  mit  zwei  halbkugeligen  Enden.  Rsgnault^ 
benutzte  demgemäss  den  durch  die  Fig.  88  schematisdi 
dargestellten  Apparat.  G  ist  das  Gefäss  aus  dem  zu  unter- 
suchenden Material;  es  ist  oben  mit  einer  langen  CapiUs'^ 
versehen,  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte  derselben  nnt 
Wasser  gefüllt  und  in  einem  ebenfalls  mit  Wasser  geffiUoeo 
Behälter  befindlich,  den  wiederum  ein  grösserer,  \t&^ 
der  Constanz  der  Temperatur  dienender  Behälter  luoff^ 
Bei  geschlossenem  Hahn  B  lässt  man  aus  einem  Keservou 
comprimirte  Luft  auf  dem  Wege  C2>  auf  das  Wasser 
(PiL'88.)  wirken;  das  Gefäss  und  somit  auch  sein  Hohlraam  ver- 


1)  Amagat,  Compt  R.  106,  pag.  479  (1888)  hat  fttr  die  CompTesdon  Ton  Hohklüo^ 
neuerdings  einige  interessante  Sätse  abgeleitet  und  experimentell  bestätigt 

*)  REGNAÜLT,  M&u  de  VAatd.  T.  a,  (.847).  ^.^.^.^^^  ^^  ^OOglc 


Werifae  von  C,  ii ,  k^. 


251 


kleineTt  sich  dann  um  einen  Betrag,  den  man  berechnen  kann,  wenn  man  das 
Ansteigen  des  Wassers  in  der  Capillare  misst.  Mit  Benutzung  der  Formeln  (5) 
und  (6)  resp.  geeigneter  Combinationen  derselben  erhfilt  man  dann  C  und  k^. 
Auf  diese  Weise  erhielt  Regnault  folgende  Werthe  (in  Kilos  pro  qmm): 


Kupfer  . 
Messing 
Glas 


0*00012675 

0-0001106 

0-0001735 


*i 


7890 
9280 
5800 


Hieran  anschliessend  seien  noch  einige  neuere  Werthe  des  Volumenmoduls 
k^  angegeben,  und  zwar  der  Uebersicht  halber  gleichzeitig  mit  dem  Gestalts- 
modul k^  (pag.  221),  über  den  man  das  Weitere  bei  der  Torsion  (s.  w.  u.)  findet 


Stahl  . 
Eisen  . 
Kupfer  . 
Messing 
Glas      . 


18760 

8340 

14850 

7850 

17170 

5420 

10630 

8620 

3540  bis  4280 

1500  bis  2430 

Femer  fand  Buchanan^)  für  bleihaltiges  Glas  C=2*92  Milliontel  für  eine 
Athmosphäre  Druck  bei  12—13°.  Die  Bestimmungen  für  krystallinische  Stoffe 
sehe  man  im  Art.  >£lasticität  der  Krystallec 

Die  Compressibilität  fester  Körper  spielt  übrigens  auch  eine  wichtige  Rolle 
bei  der  Bestimmung  der  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  mit  dem  OsRSTED'schen 
Piezometer.  Hier  wirkt  (s.  Art.  >Hydrostatik€)  auf  das  Gefäss,  welches  die 
zu  untersuchende  Flüssigkeit  aufnimmt,  der  gleiche  Druck  von  innen  und  aussen, 
man  hat  also  für  den  Fall  der  Kugel  /  =  -P,  für  den  Fall  des  Cylinders  p^F^Ü 
zu  setzen  und  erhält  somit  in  beiden  Fällen  die  kubische  Compression 

^      2v  +  3X 

Hierin  kommen  die  Grössen  H  und  r  nicht  mehr  vor,  d.  h.  D  ist  von  der 
Wanddicke  des  Gefässes  nicht  abhängig.  Hierdurch  wird  die  von  Oersted  ge- 
hegte Ansicht,  dass  die  Compression  für  sehr  dünnwandige  Gefässe  zu  vernach- 
lässigen sei,  widerlegt,  und  die  Ansicht  von  Colladon  und  Sturm  gerechtfertigt, 
dass  man  durch  Versuche  mit  dem  Piezometer  nicht  die  Compressibilität  der 
Flüssigkeit,  sondern  den  Ueberschuss  derselben  über  die  Compressibilität  des 
Gefässmaterials  bestimmt 

Schliesslich  ist  einleuchtend,    dass,  wenn    man  die  Compressibilität   eines 
Körpers  bestimmt  hat,  man  durch  Vergleich  derselben  mit  der  Dehnbarkeit,  oder, 
was    dasselbe  ist,   durch  Vergleich  von  k^  mit  £,   die  Elasticitätszahl  (a  für 
diesen  Körper  ermitteln  kann.    Es  ist  nämlich,  durch  v  und  X  ausgedrückt, 
1  .^        ...      „        2v-*-3X  X 


also 


'*i  =  3(2v  +  3X),    ^«v    ^_^^    ,      ,x  = 


2(v+  X)' 


1         E 
'*""2       6^1 


Der  Gleichheit  von  E  und  ki   entspricht  z.  B.  der  Werth  \i>=^if  der  Be- 
ziehung E^^^kj^  der  Werth  fA  =  i,   der  Beziehung  E^^k^  der  Werth  ji.==Ä 


0  BuCHANAN,  Proc.  R.  Soc.  Edinb.  10,  pag.  697  (1880). 
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SS  0*42  u.  s.  w.  In  neuester  2^it  hat  Cantone^)  derartige  Bestimmungen  mit 
Hohlcylindern  durchgeführt,  die  er  einmal  dem  äussern  Druck  /\,  sodann  dem 
Innern  Druck  F^  aussetzte.    Die  beiden  Gleichungen 

^^ E       Rf^Rf'     ^^^       E       Rf-Ri 

ergeben  dann  direkt  E  und  ^  wenn  im  ersteren  Falle  das  Volumen  ^und  seine 
Aenderung  hV^  im  zweiten  Falle  die  Länge  L  und  ihre  Aenderung  hL  beob- 
achtet wird.    Die  Zahlenergebnisse  s.  o.  pag.  247. 

Femer  hat  Amagat^  mittelst  eines  Differential-Piezometers  die  Compression 
W  einer  Kautschukkugel  mit  der  hV^  einer  gleich  grossen  Bronzekugel  verglichen 
und  beide  nicht  sehr  verschieden  gefunden;  da  nun  in  der  Formel 

E     IV 

E  (Modul  des  Kautschuks)  sehr  klein  gegen  E  (Modul  der  Bronze)  ist,  ergiebt 
sich  ^^^\* 

Die  Untersuchung  des  Einflusses  der  Compression  der  Thermometerkugeln 
gehört  in  die  Thermometrie. 

F.  Auerbach. 


Biegung  und  Torsion. 


Elastisches  Gleichgewicht  prismatischer  Körper.  Die  Anwendung 
der  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen  auf  beliebige  elastische  Vorgänge  an  be- 
liebigen Körpern  führt  zu  so  grossen  Schwierigkeiten^  dass  es  erforderlich  ist,  ge- 
wisse vereinfachende  Annahmen  zu  machen,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  dass  diese 
Annahmen  so  gewählt  werden,  wie  sie  praktisch  häufigen  und  wichtigen  Fällen  ent- 
sprechen. Eine  derartige  Annahme  ist  die  der  Kleinheit  der  Veränderungen, 
wenigstens  wenn  man  sich  auf  Körper  von  sämmtlich  endlichen  Dimensionen 
beschränkt,  und  demgemäss  Körper  vom  Charakter  dünner  Stäbe  oder  dünner 
Platten,  bei  welchen  grössere  Veränderungen  thatsächlich  vorkommen,  für  eine 
besondere  Untersuchung  (s.  u.)  reservirt.  Zweitens  haben  die  Körper,  um  deren 
elastische  Erscheinungen  es  sich  handelt,  häufig  prismatische  oder  cylindrische 
Gestalt,  mit  Endflächen,  die  auf  der  Axe  senkrecht  stehen.  Drittens  darf  man 
oft  von  der  Wirkung  von  Massenkräften,  namentlich  der  Schwere,  und  von  Druck- 
kräflien,  welche  auf  die  Mantelfläche  wirken,  absehen,  braucht  also  nur  Drucke 
auf  die  Endflächen  in  Betracht  zu  ziehen.  Endlich  soll,  was  ebenfalls  häufig 
vorkommt,  ein  Punkt  der  einen  Grundfläche  so  befestigt  sein,  dass  das  zugehörige 
Körperelement  sich  weder  verschieben  noch  drehen  kann.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen ist  es  DE  St.  Venant^)  gelungen,  das  Problem   zu  lösen,  allerdings 


^)  Cantonb,  Rendic.  Acad.  Lincei  4,  pag.  220  o.  293  (1888). 

^  Amagat,  C.  R.  99,  pag.  130  O884). 

^)  St.  Venant,  De  la  Torsion  des  prismes,  avec  des  Consid.  s.  leor  flexion,  Mto.  des 
Sav.  Etr.  14,  pag.  233  (1855).  —  '^'tm,  s.  I.  flexion  des  prismes,  Liouv.  J.  (2)  i.  (1856).  — 
Eine  eingehende  Darst.  d.  Problems   giebt  auch  Clsbsch,   Th.  d.  Elast  fester  Körper,  Lps. 

1862,  pag. 70 ff.  Pg.^.^^^ ^y ^Joogle 
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nicht  direkt,  indem  er  den  zu  gegebenen  Drucken  gehörigen  Gleichgewichtszu- 
stand ermittelte,  sondern  umgekehrt,  indem  er  die  zur  Herstellung  gegebener 
Gleichgewichtszustände  erforderlichen  Drucke  bestimmte. 

Ist  der  feste  Punkt  Anfangspunkt,  die  s-Axe  Körperaxe,  so  sind  die  (nicht 
sämmtlich    von  einander  unabhängigen)  Gleichungen 


-I 


ds^^dxdz 


-=0, 


d^v       d^w 


=  0, 


d^w      d^w      ^  d^w 


=  0 


H- 


dz^ 


=  0, 


(1) 


dz^  ^  dydz  "■  ^*        bx^ 

du ^dv  ^  dw        du      dv 

äi""a7 ^äi'       dy'^di' 

£e  zur  Bestimmung  der  Verrückungscomponenten  uvw  dienenden  Grund- 
gleichungen des  Problems,  wie  sie  sich  aus  den  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen 
(pag.  232)  ergeben.    Für  den  festen  Punkt  gelten  die  Grenzbedingungen 

1^  s  0,       t^  =  0,    a/  =  0, 

dv       ^    dw       ^    dw 


di=^' 


-^=.0.  ^=0; 


für  die  Grenzflächen,  wenn  der  Winkel  zwischen  der  ;c-Axe  und  der  Normale 
eines  Oberflächenpunktes  mit  X  bezeichnet  wird,  die  Grenzbedingungen 

XxCi?sX  =  X^sin\s=0,     Vj^cosk^  YySmXssO,    ZzCosl-h  Zj,sin\==0,     (3) 
deren  erste  beiden  durch  Annahme 

^,  =  a;,  =  K^  «  0 
befriedigt  werden;  dabei  wirkt  alsdann  zwischen  den  einzelnen  Längsfasem  des 
Körpers  überhaupt  kein  Druck,  sie  sind  ganz  von  einander  unabhängig. 

Die  Behandlung  dieser  Grundgleichungen  führt  zu  folgenden  Endformeln: 
»  =  —  p^la^x -h  ^ai{x^^y^)  H-  a^xy  H-  z[id^(x^  — j^>)  -f-  d^xy]] 
-4-  cyz  4-  äz-^^a^z^^id^z^, 

»  =  —  K'Kj' -+- ^i^y  —  i^^{^^ - y^) -^ ^[^i^y—i^9(^^—y^)U  }      (4) 

—  cxz  -+-  ez  —  \a^z^ —  \^%^^> 
w  =  z{a^  H-  öj  JP  -h  a^y)  H-  \z^{J>iX  -i-  b^)  —  xy  {b^y  H-  b^x)  4-  % 

Z,  =  — jB[ao  +  a^x  -^  a^ -{-  z  {b^x  -^  b^y)\ 

^  [,tx»  H- (2  - 1*)^'»] -  3, (2 4-  v)xy -i-cy  +  d+^ 


y,= 


2(1  +  ,») 
£ 


2(1+1*) 


(5) 


Hierin  sind  ä  und  e  Constanten,  welche  durch  die  Form  des  Querschnitts  ihre 
Bestimmung  finden,  a^,  a^,  a^,  b^,  b^,  c  willkürliche  Constanten,  welche  die 
Mannigfaltigkeiten  der  Erscheinung  ausmachen,  und  ü  ist  eine  Funktion  von  x 
ond>,  welche  sich  für  eine  gegebene  Querschnittsform  aus  den  Gleichungen: 

d^Q       d^ü 


dx^  "^  dy^  "  ^' 


du 


g 


(6) 


cos\ 


allgemein: 

für  .=^  =  ,  =  0.     fl„  =  0.       (|^)=(|^)=0. 

«nd  fiir  die  Peripherie  eines  Querschnitts: 

*>e5tiinmt.    Setzt  man  schliesslich  in  den  Ausdrücken  für  X^  Y»  Zz  einmal  »  «  0, 
dann  «  =  /  (Länge  des  Prismas)  und  kehrt  die  Vorzeichen  um,  so  erhält  man 
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die  äosseren  Kräfte,  welche  man  auf  die  Grundflächen  des  Prismas  wirken  lasset 
muss,  um  den  angegebenen  Zustand  herzustellen. 

Specielle  Fälle.  Die  Form  der  Ausdrücke  für  die  Verrückungen  und  & 
Drucke  zeigt,  dass  man  die  Veränderung,  die  das  Prisma  erfisüiren  hat,  betrachtet 
kann  als  zusammengesetzt  aus  6  speciellen  Veränderungen,  oder,  da  ^  ^  und  a^ 
b^  und  b^  ganz  symmetrisch  vorkommen,  aus  4  speciellen  Veränderungen: 

1)  Ist  nur  a^  von  null  verschieden,   so  findet  man  ässQ,  e  ==  0,    fi  =  (\ 
Xs^=^0,  Ix  =»  0  und  femer 

Zs  =  JSa^,      » s=  —  jtÄo*#      ^  =  -—v-^oy»      ^  =  «0*-  CO 

Es  ist  dies   der  oben  bereits  behandelte  Fall  des  axialen  Zuges   resp.  da 
von  ihm  erzeugten  Längsdehnung  und  Quercontraction. 

2)  Wenn  nur  c  von  0  verschieden  ist,   so  erhält  man,  wenn  man  E  und  -^ 
statt  X  und  y  vermöge  der  Gleichungen 

einführt: 

Jeder  Querschnitt  wird  hier  um  einen  gewissen,  mit  seinem  Abstand  von  der 
festen  Endfläche  proportionalen  Winkel  gedreht,  ausserdem  aber,  da  w  mit  x  und 
y  varürt,  auch  noch  gewölbt,  und  zwar  werden,  da  w  von  z  unabhängig  ist,  alle 
Querschnitte  in  derselben  Weise  gewölbt.  Dieser  ebstische  Vorgang  heisst  Tor- 
sion oder  Drillung  (s.  w.  u.). 

3}  Weim  nur  a^  von  0  verschieden  ist,  so  findet  man 

dagegen  Z,  =  — ^a^^c,  i         (9) 

»  =  — 4^1  &*(**""  J'*)^"**]»      v^-^a^iLxy,      w^a^xz.     \ 
Diese  Gleichungen,  und  ebenso  die  ganz  entsprechenden,  welche  sich  ergeben, 

wenn  nur  a^  von  0  verschieden  ist, 

stellen  eine  gewisse  Art  von  Biegung 

^  dar,  welche  man  Biegung  erster 

w,Art  neimen  kaim.    Man  denke  sich 

einen  Stab  CDEF  (Fig.  89)  mit  der 

einen  Endfläche  CD  gegen  die  xj- 

Ebene  gestützt,  so  dass  der  mittelste 

Punkt  A^  zugleich  An&mgspunkt  der 

Coordinäten,  fest  ist  (v  ss  0,   v^  0, 

w  =  0),  alle  übrigen  Punkte  dieser 

Endfläche    aber   wenigstens   in  der 

(Pb.89.)  or^-Ebene   bleiben   müssen  («f  =  0). 

Mit  der  anderen  Endfläche  sei  in  ihrem  Mittelpunkt  B  ein  Hebel  HJ  verbunden, 

an  welchem  das  Kräftepaar  KK^  in  der  ;cs-Ebene  angreift.    Das  Ergebniss  ist 

die  in  den  obigen  Gleichungen  ausgesprochene  Biegung. 

4)  Macht  man  endlich  alle  Constanten  ausgenommen  b^  zu  Null,   so  eriifih 
man  folgende  Gleichungen:  ^  t 
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Z,  =  —  Eb^xz 


Yz  =  - 


3(1  +  1*) 
E 


-^(jt*»  +  (2-p.)^»)  +  rf+|^] 


(10) 


2(1 +ix) 

u^'—\^b^z{x^^y^)'{'dz  +  \b^z^ 

z>=5  — yib^xyz  -^  ez 
w  =  i^i:r(«^  —  2jr«)  4-Ö, 
wo  Q  sich  durch  die  aus  (6)  durch  Spedalisirung  hervorgehenden  Gleichungen 
bestimmt    Diese  Deformation,  und  ebenso  die  analoge,  welche  entsteht,  wenn 
nur  b^  beibehalten  wird,  ist  eine  Biegung  der  zweiten  Art  imd,  wie  man  sieht, 
▼on  sehr  verwickeltem  Charakter. 

Die  Biegung,  wie  sie  in  der  Praxis  durch  angehängte  oder  aufgelegte  Ge- 
wichte hervorgerufen  wird  (s.  w.  u.),  stimmt  mit  keinerlei  der  beiden  hier  ab- 
geleiteten Arten  von  Biegungen  völlig  überein.*) 

Für  die  die  Deformationen  erzeugenden  äusseren  Kräfte  führen  die  ab- 
geleiteten Formeln  näherungsweise  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Quer- 
schnitt des  Körpers  symmetrisch  gegen  beide  Queraxen  sei,  zur  Zerlegung  in  die 
Componenten 

X^Eb^T^,  Y=Eb^T^,  Z^Ea^q,  (11) 

und  in  die  Drehungsmomente 

M^^Eia^T^-^b^T^zl 

M,^^E{a^T^^b^T^z\ 
E 


M,= 


[-.r(r,  +  r,)-+.jv], 


(12) 


(12a) 


2(1 +  Jt) 
wo  q  der  Querschnitt,  7\  und  T^  die  Hauptträgheitsmomente,  also 

q-=Jdxdy,    T.^Jy^dxdy,   T^^JxUxdy 
und  endlich 

ist;  hierin  liegt  das  folgende  Ergebniss:  Die  in  der  Längsrichtung  des  pris- 
matischen Körpers  wirkende  Kraftcomponente  erzeugt  eine  reine 
Dehnung,  die  beiden  andern  Componenten  wirken  bei  den  beiden 
zu  einander  senkrechten  Biegungen  der  zweiten  Art  mit;  das 
Drehungsmoment  um  die  Längsaxe  erzeugt  Torsion;  die  beiden 
andern  Dehnungsmomente  wirken  bei  Biegungen  sowohl  der  ersten 
wie  der  zweiten  Art  mit. 

Andere  Probleme  des  elastischen  Gleichgewichts.  Das  de  St. 
VENANx'sche  Problem  bezieht  sich,  wie  bemerkt,  nur  auf  prismatische  Körper 
und  zieht  nur  Drucke  auf  die  Endflächen  in  Betracht.  Es  sind  nun  seitdem  auch 
einige  andere  einschlägige  Probleme  theil  gelöst,  theilss  behandelt  worden;  die- 
selben können  hier  nur  in  Kürze  aufgeführt  werden. 

1)  Gleichgewicht  kurzcT  cylindrischer  Körper,  also  massig  dicker 
Platten,  auf  welche  —  gerade  umgekehrt  wie  bei  St.  Venant  —  nur  in  den 

^)  Ueber  die  BestiimnuDg  von  Q  für  bestimmte  Querschnittsfonnen  s.  Clebsch,  a.  a.  O. 
pag.  99  ff.,  wo  auch  gezeigt  wird,  dass  man^  solange  der  Querschnitt  beliebig  bleibt,  zwar  nicht 
fi,  wohl  aber  die  Grössen 

j  ^  </^  und  J  g-  dq, 
allgemein  angeben  kann.  "  '  ^.^.^.^^^  ^^  GoOglc 
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Mantelflächen  Kräfte  wirken.  Dieses  Problem  ist  von  Clebsch^)  allgemein  be- 
handelt und|  theils  näheningsweise  allgemein,  theils  für  specielle  Querschnitts- 
formen (Kreisplatte)  und  für  specielle  Deformationen  (Ausdehnung,  Biegung)  durch- 
geführt worden  (s.  auch  u.  bei  »Biegung  von  Platten«). 

2)  Gleichgewicht  prismatischer  resp.  cylindrischer  Körper,  auf 
deren  Grundflächen  und  Mantelflächen  Kräfte  wirken«  Behandelt  einer- 
seits von  Pochhammer')  mit  Anwendung  auf  Vollcylinder,  Hohlcylinder,  gekrümmte 
Cylinder  u.  s.  w.;  andererseits  vonMATHCSU,^  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Endflächen  sich  auf  feste  Wände  stützen,  und  dass  die  Mantelfläche  Normal- 
drucke erfährt. 

3)  Gleichgwicht  der  Kugelschale,  einerseits  behandelt  von  Lam£,^)  zu- 
erst ohne,  dann  mit  Hinzunahme  von  Massenkräften  (Schwerkraft,  Centralattraktioii, 
Centrifiigalkraft,  wenn  die  Kugel  rotirt),  andererseits  von  Sir  W.  Thomson^)  und 
im  Anschluss  an  seine  Entwicklung  von  K.  Hoppe  ^;  endlich  nach  einer  Metiiode, 
welche  der  LAM^'schen  ähnlich  ist,  aber  auch  den  Uebergang  zur  Dynamik,  d.  h. 
zu  elastischen  Schwingungen  gestattet,  von  Jaerisch.'') 

4)  Gleichgewicht  von  Rotationskörpern,  von  Wangerin^)  gelöst  Im 
Anschluss  an  Lam£  wird  zuerst  die  Schale  behandelt,  die  von  excentrischen 
Kugeln  begrenzt  ist,  sodann  Kreisring  und  Rotationsellipsoid;  schliesslich  wird 
gezeigt,  dass  die  Gleichungen  für  einen  beliebigen  (homogenen  isotropen)  Rotations- 
körper sich  integriren  lassen,  wenn  die  Lösung  der  Potentialgleichung  At^  =  0 
für  diesen  Körper  bekannt  ist;  damit  ist  das  elastische  Problem  auf  das  einfachere 
Potentialproblem  zurückgeführt.  Auch  dieses  Problem  ist  vouJaerisch  im  oben 
schon  angedeuteten  Sinne  erweitert  worden.^ 

Endliche  Formänderung  eines  sehr  dünnen  Stabes.  Bei  Körpern, 
welche  eine  oder  zwei  sehr  kleine  Dimensionen  haben,  werden  im  allgemeinen, 
selbst  wenn  die  Verschiebungen  jedes  Volumenelementes  in  sich  selbst  nach  wie 
vor  sehr  klein  bleiben,  die  Verschiebungen  der  einzelnen  Elemente  sich  doch 
in  der  Weise  addiren,  dass  die  räumliche  Verschiebung  eines  Elementes  beträcht- 
lich wird.  Thatsächlich  werden  aber  hier  auch  die  inneren  Verschiebungen  eines 
Elements  für  sich  grösser  werden  können,  als  bei  einem  nach  allen  Richtungen 
erheblich  ausgedehnten  Körper.  Aus  beiden  Gründen  ist  das  Problem  für  sich 
zu  behandeln;  die  Lösung  desselben  verdankt  man  Kirchhoff.''') 

Die  Methode  beruht  auf  der  Erwägung,  dass  die  inneren  Verschiebungen 
eines   sehr  kleinen  Körpers  nur  abhängig  sind  von  den  auf  seine  Oberfläche, 

>)  Clkbscb^  Th.  d.  EL  £  Körper,  Lps.  1862,  pag.  148. 

3)  PocHHAMMSRi  UnterS.  üb.  d.  Gleichgewicht  d.  elast  Stabes,  Kiel  1879. 

^  Mathieu,  J.  de  1'^  polytechn.  188 1  u.  Compt.  R.  90,  pag.  1272  (1880).  —  S.  auch 
Padova,  N.  Cim.  (3)  10,  pag.  102  (1882). 

*)  hAM^  Liouville  Journ.  19.  (1854)  u.  LegoDS  s.  1.  coordonn^es  curvilignes,  Par.  1859, 
pag.  299. 

6)  w.  Thomson,  Phil.  Trans.  153,  (2),  pag.  583  (1864). 
«)  R.  Hoppe,  Quart.  J.  of.  math.  9.  pag.  318  (1871). 

7)  JAERISCH,  Grelle,  J.  88,  pag.  131;  Mitth.  math.  Ges.  Hamburg  1886,  i,  pag.  155.  — 
In  derselben  Weise  wird  dann  auch  das  Gleichgw.  d.  Kreiscylinders  ganz  allgemein  behandelt; 
ebenda  pag.  167. 

B)  Wangerin,  Ueb.  d.  Gleichgew.  elast.  Rot-Körper.     Progr.  Sophien-R.  Seh.  Berl.  1873. 

^  Jaerisch,  Grelle  J.  104,  pag.  177  (1889),  Mitth.  math.  Ges.  Hamb.  1889,  i,  pag.  275. 
An  die  Stelle  obiger  Potentialgleichung  tritt  hier  die  allgemeine  Am  +  cc^tf  =ss  0.  —  Ueber 
den  Fall  des  Kegels  s.  noch  Meissner,  In.-Diss.  Ttlb.  1882. 

^)  KntCHHOFF,  Grelle  J.  56  (1858).,  Ges.  Abh«  pag.  285  und  Mechanik, 
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nicht  aber  von  den  auf  sein  Inneres  wirkenden  Kräften,  vorausgesetzt,  dass  die 
letzteren  nicht  sehr  gross  gegen  die  ersteren  sind.  Darf  man  also  auch  die 
Formeln  (4)  nicht  auf  den  ganzen  Stab  anwenden,  so  darf  man  dies  doch  für 
jeden  einzelnen  Theil  desselben  thun;  und  indem  man  alsdann  das  Princip  der 
Continuität  von  Theil  zu  Theil  hinzuzieht,  gelangt  man  zu  den  Formeln  für  den 
ganzen  Stab.  Um  diesen  Gedanken  auszuführen,  führt  man  zwei  Coordinaten- 
systeme  ein^  ein  im  Räume  festes,  dessen  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  des 
festen  Stabendes,  dessen  C-Axe  die  Schwerpunktlinie  (Axe)  des  Stabes  ist,  und 
dessen  l-  und  Y)-Axe  in  die  Richtungen  der  Hauptaxen  der  Querschnitte  fallen, 
alles  vor  der  Deformation  gedacht;  und  ein  anderes,  dessen  Anfangspunkt  ein  Punkt  i' 
der  Axe,  im  Abstände  s  vom  festen  Punkte  Pq  ist,  und  dessen  Axen  xy  z  ent- 
sprechend wie  die  des  ersten  liegen,  nur  diesmal  alles  im  deformirten  Zustande 
oder,  was  dasselbe  ist,  im  Körper  fest  gedacht.  Ein  nahe  bei  -P  gelegener  be- 
liebiger Punkt  des  Stabes  habe  vor  der  Deformation  die  Coordinaten  xyz,  nach- 
her X  -^  u,  y  -h  V,  z  -+■  w,  sodass  uvw  die  relativen  Verschiebungen  desselben 
gegenüber  F  sind;  letzterer  Punkt  aber  habe  im  ersten  System  die  Coordinaten 
E  t)  C.  Femer  seien  a^,  a,,  «3,  ß^,  ßj,  ßj»  Ti>  7s  »Ts  ^*®  Cosinus  der  9  Winkel 
zwischen  den  Axen  beider  Systeme,  a  die  relative  Aenderung  des  Axenelementes 
äs,  in  Folge  dessen 

g  =  «3(H-,),         g  =  p,(n.,);         g  =  7,(i4.,),  (13) 

und  zur  Abkürzung  werde  gesetzt 

"»  ds  "*"Pi77-*"^i   ds  -  ds  -^  ^'*^ 

"»■rf7'^P»'rf7"^^»  ds  -  ds-*^- 

Die  Continuität  findet  dann  ihren  Ausdruck  in  den  Gleichungen 

du  dv  dw 

^^=-ry  +  qz,      j-^^-pz  +  rx,     -^  =  -  ?x  ■+■  py -i- a; 

andererseits  liefern  die  Gleichungen  (4),  wenn  man,  was  bis  auf  einen  Ausnahme- 
fall erlaubt  ist,  die  mit  d^  und  d^  behafteten  höheren  Glieder  vernachlässigt, 
für  jedes  Element  die  Gleichungen 

du  ,       dv  dw 

—  r^cy  —  a^z-^d,      -^^ --' ex  — a^z ■+- e,      -j^^a^-^-a^x^a^y. 

Die  Vergleichung  führt  zunächst  zu  dem  Ergebniss: 

es  liefert  also  a  die  Ausdehnung,  di jds  die  Torsion,  d^^jds  und  dvllds  die 
Biegungen  der«  ersten  Art  in  der  xz-  und  der  _yjs-Ebene.  Mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (11)  bis  (12  a)  und  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

setzt,  erhält  man  somit  , 

Eq'       ds"  ET^'        ds'^ET^*        ds'^ET^' 
Nunmehr  erhält  man  unmittelbar  die  Gleichgewichtsbedingungen,  indem  man 
zum  Ausdruck  bringt,  dass  für  jedes  Stabtheilchen  die  Kräfte  upd  ¥^^^^^(3^^^ 

WiMKBLMAim,  Physik.    L  17^ 


ff  =  ■ 


(15) 


25S  Analogie  mit  dem  Rotationsproblem. 

gegenseitig  zerstören  müssen.  Wirken  ausschliesslich  auf  die  Grundflächen  Klafter 
und  bestehen  diese  nur  in  Krältepaaren  und  einer  Axialkraft  Q  so  lantet  das 
Endergebniss  fttr  isotrope  Stäbe: 

^s^-H(^i-n)^/  +  ^=0  (16) 

Für  beliebige  Stäbe  kann  man  die  Gleichungen  in  übersichtlicher  Form  aof 
stellen,  indem  man  vermöge  der  Gleichungen 

dP  dP  dP  dP 

das  elastische  Potential  des  Stabes  einführt;  sie  lauten  dann 

d  dP         dp        dP      ^ 

d  dP  dp        dP      ^  ,,,, 

±d_P_     dP^         dP 
ds  dr  ""^  dp'^^J^' 
Vergleicht   man   diese   Gleichungen    mit    denen   für    die   Bewegung    eines 
starren  Körpers   um   einen    festen   Punkt   [s.  Art.   »Dynamikc,   pag.  91    (15a]], 
so  siebt  man,  dass  sie  mit  ihnen  völlig  übereinstimmen,  wenn  man  dort  als  wir- 
kende Kraft  die  Schwerkraft  einführt,  so  dass  ^,  ==  0  wird,  an  die  Stelle  der 
Zeit  /  den  Abstand  s  eines  Stabquerschnittes  vom  festen  Querschnitt  und  an  die 
Stelle  der  kinetischen  Energie  Ä'die  potentielle  i' setzt.    Diese  analytische  lieber- 
einstimmung  ist  von  Kirchhoff  entdeckt  worden;     Hess^)  hat  sie  alsdann  be- 
nutzt, um  mit  Hilfe  des  Rotationsproblems  das  elastische  Problem  eingehend  u 
behandeln.    Dabei  entspricht  jeder  Specialisirung  des  einen  Problems  eine  ana- 
loge Specialisirung  des  andern.    Dem  Falle,  dass  dort  die  Schwere  nicht  wixkt 
oder  der  Schwerpunkt  zugleich  der  feste  Punkt  ist,  entspricht  hier  der  Fall,  dass 
keine  Axialkraft  wirkt,  also  C=0  ist,  d.  h.  der  Fall  der  gleichzeitigen  Biegung 
und  Torsion   des   dünnen  Stabes.      Den  Winkelgeschwindigkeiten   um    die  drei 
Hauptaxen  des  Körpers  dort  entsprechen  hier  die  Torsion  um  die  Längsaxc  und 
die  Biegungen  um  die  beiden  Queraxen.    Wie  sich  dort  ein  Bild  für  die  Dre- 
hung durch  das  Abrollen  zweier  Kegel  gewinnen  lässt,  so  können  hier  aus  den 
Grössen  von    Biegung  und  Drillung  zwei  windschiefe  Flächen  erzeugt  werden; 
durch  deren  successives  Aufeinanderbiegen  die  UeberfÜhrung  des  graden  und  un- 
gedrillten  Stabes  in  seinen  gebogenen  und  gedrillten  Zustand  versinnlicht  wird 
Nur  ist  das  elastische  Problem  mannigfaltiger  als  das  dynamische,  weü  hier  die 
drei  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  dass  der  Widerstand  gegen  Drillung  im  Ver- 
gleich zu  den  beiden  Biegungswiderständen  der  kleinste,  mittelste  oder  grösste 
ist;   aus  demselben  Grunde  erhält  man  auch  mannigfaltigere  Specialfalle  durch 
Gleichsetzen  beider  Biegungswiderstände,  eines  Biegungs-  und  eines  Drillungs- 
Widerstandes,  aller  drei  Widerstände  u.  s.  w.    Ein  anderer  Fall,  in  welchem  das 
Rotationsproblcm  gelöst  worden  ist,  ist  der,  dass  die  Schwere  wirkt,  der  Körper 
aber  ein  Rotationskörper  ist  und  der  feste  Punkt  auf  der  Figuraxe  liegt,  d.  ^ 
der  Fall  des  Kreisels;   demselben  entspricht  hier  die  Biegung  und  Drillung  eines 

1)  W.Hess,  Münch.  Bcr.  1883,  pag.  82;  Math.  Ann. 33,  P*R- ^?»  (»*^/%»3lW-<i;^'^^^ 
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dünnen  Stabes  mit  zwei  gleichen  Widerständen,  auf  dessen  freies  Ende  eine  Kraft 
und  ein  um  die  Hauptaxe  ungleichen  Widerstandes  drehendes  Kräftepaar  ein- 
wirkt; dabei  ist  wieder  zu  unterscheiden,  ob  die  beiden  gleichen  Widerstände 
Biegungswiderstände  sind  oder  ob  einer  von  ihnen  der  Drillungswiderstand  ist. 
Besonders  einfach  und  zugleich  wichtig  ist  der  Specialfall,  welcher  dort  zum 
ebenen  Pendel,  hier  zur  Biegung  des  isotropen  Stabes  in  einer  Ebene  führt;  die 
Gleichungen  (16)  geben  dann  als  einzige  Grundgleichung,  wenn  <p  die  Neigung 
des  Elementes  ds  ist, 

^T^^^Csin^.  (18) 

Die  Anwendung  der  Formeln  des  Rotationsproblems  auf  das  elastische  führt 
noch  nicht  zur  vollständigen  Lösung  des  letzteren,  man  muss  vielmehr,  um  die 
Gestalt  der  deformirten  Axe  des  Stabes  zu  finden,  noch  die  Integrationen 

E=/a8^^>       ^=yß8^^*       C=/r8^^ 
ausführen.    Es  können  hierfür,  indem  im  Uebrigen  auf  Hess   verwiesen  wird, 
nur  zwei  Specialfälle  angeführt  werden.    Der  erste  ist  der  der  Biegung  und  Tor- 
sion eines  isotropen  Stabes  mit  zwei  gleichenHauptträgheitsmomenten(7'^=7'2=7^; 
es  ergiebt  sich,  wenn  die  c  Constanten  sind  und  die  i  Axe  passend  gewählt  wird, 


6 


=  ^i[l- 


T-'T^ 


cos- 


rxj ,       71  =  ^1 


stn  — -jT^  ^^9 


C  =  r,j, 


(19) 


oder  auch  in  andrer  Form,  wenn  man 

ttj  =  cos^  sinby       ßj  =  sin^  sinb, 

setzt  und  berücksichtigt,  dass  /^ 

1    ....    .  1 


7,  =  cosb 


q^  in  diesem  Falle  eine  Constante  c^  ist: 


cosb. 


(20) 


Der  Stab  bildet  also  eine  Schraubenlinie;  die  Axe  derselben  ist  die 
C-Axe,  der  Radius  des  Cylinders,  auf  dem  sie  liegt,  ist  sin^bjc^,  die  Höhe  eines 
Schraubenganges  ist  2Tzsinbcosb/CQ,  Der  zweite  Fall  ist  der  der  einfachen 
Biegung  in  einer  Ebene,  der  dem  Kreispendel  entspricht   Hier  ergiebt  sich  aus  (18): 


90 


df 


2C 


(21) 


wo  c  eine  Constante  ist.  Der  Winkelgeschwindigkeit 
beim  Pendel  entspricht  hier  die  Krümmung  des 
Stabes,  den  Umkehrpunkten  des  Pendels  ent- 
sprechen die  Wendepunkte  der  Curve,  die  der 
Stab  bildet.  Der  rotatorischen  Bewegung  des 
Pendels  entspricht  eine  Stabform  ohne  Wende- 
punkte; sie  bildet  alsdann  eine  Reihe  von 
Schleifen,  in  deren  Doppelpunkten  die  Stabtheile 
praktisch  natürlich  nicht  ineinander,  sondern 
übereinander  liegen  (Fig.  90).  Der  schwingenden 
Bewegung  des  Pendels  entspricht  eine  Stabform 
mit  Wendepunkten,  und  je  nach  den  Umständen 
der  äusseren  Einwirkung  mit  Schleifen  (Fig.  91) 
oder  ohne  Schleifen  (Fig.  92  und  93),  wobei  letztere 
in  einem  gewissen  Specialfall  in  die  einfache  Curve 
der  Fig.  94,  für  schwache  Krümmung  aber  in  eine 
Sinuslinie  übergeht,  grade  wie  die  Geschwindigkeit 


^^git^e^dbyGoOQle 
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des  Pendels  bei  kleiner  Amplitude;  den 
Grenzfall  endlich,  in  welchem  das  Pendel 
sich  asymptotisch  dem  höchsten  Punkte 
nähert,  entspricht  hier  die  Stabform,  bei 
welcher  derselbe  eine  einzige  Schleife 
bildet,  deren  beide  Enden  sich  asympto- 
tisch der  Axe  nähern:  es  ist  die  schon 
1692  von  Jag.  Bernouilu  behandelte  elas- 
tische Curve  (Fig.  95).  i) 

Methode  der  Reihenentwicke- 
lung. Eine  andere  Methode,  die  elasti- 
schen Erscheinungen  bei  dünnen  Stäben 
zu  untersuchen,  ist  von  F.  Neui£AMns) 
angegeben  worden.  Sie  beruht  darauf,  dass  man  die  Druckcomponenten  und 
die  Verrückungscomponenten  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Querdimensionen 
aus  ihren  Werthen  für  die  Axe  entwickelt  und  höhere  Glieder  fortlässt  Die 
Methode  ist  auch  auf  heterotrope  Körper  anwendbar  und  z.  B.  von  Voigt  und 
Baumgarten  (s.  Elasticität  d.  Krystalle)  angewandt  worden;  dagegen  macht  sie 
es  nothwendig,  für  jeden  Querschnitt  die  Rechnung  besonders  durchzuführen. 
Für  die  Drucke  und  die  ausschliesslich  auf  die  Endflächen  wirkenden  Kräfte  er- 
hält man  die  allgemeinen,  für  die  Axe  giltigen  Gleichungen 


(P1L95.) 


für  kreisförmigen  Querschnitt  (Radius  j/?): 


8^   \dx^ 


dy^ 


4-2: 


zdx)       4 


R^ 


dz^dx 


[iteckigen  Querschnitt  (Kanten  a  und  b): 
■*"  6V4    dx^  "^  4    8ya   ■*■  2   e^js  dx)  ""  12  dz^  d:^ 


(22) 


für  rechteckigen  Querschnitt  (Kanten  a  und  b): 

^X     d^drx 

4    dy^ 
^"*"6\4   "^x^"^  4:    dy^   ■+"2  dz  dy)  "^  12  dz^  dy 


(23) 


Für  isotrope  Körper  gelangt  man  von  diesen  Gleichungen  zu  den  Gleichungen 
für    die   Verrückungen   u    und    v    in    der   Querrichtung,    indem    man    einfach 

-g-^  durch  -^öTj  und  -^  durch  -^ö-j  ersetzt,  so  dass  die  vierten  Differential- 

quotienten  von  u  und  v  nach  z  auftreten.  Wirken  auf  die  Masse  äussere  Kräfte 
nicht,  sieht  man  insbesondere  von  der  Schwere  ab,  so  werden  XYZ  null,  und 
die  Differentialgleichungen  für  den  deformirten  Gleichgewichtszustand  lauten  einfach 

^  "^       :0.  (24) 


ir^-^' 


dz^ 


Theorie  der  Biegung  von  Stäben.  Für  die  Behandlung  dieser  Er- 
scheinungen kann  man  drei  verschiedene  Ausgangspunkte  wählen,  nämlich  ent- 
weder den  Fall  3)  des  St.  VENANT'schen  Problems  (Biegung  erster  Art),  oder 
die  der  Pendelbewegung  entsprechende  ebene  Biegung  der  KmcHHOFp'schen 
Theorie  (pag.  259)  oder  endlich  die  NEUMANN'sche  Theorie.  Im  ersten  Falle 
erhält  man  die  Biegung  durch  ein  Kräftepaar  am  freien  Ende  [s.  o.  Fig.  89  und 

*)  Für  die  allgemeineren  Fälle  giebt  Hess  a.  a.  O.  zahlreiche  Abbildungen  von  Ciuren. 
>)  F.  Neümann,  Vorl.  üb.  d.  Th.  d.  Elasticität,  hrsg.  v.  O.  E.^]^,^L^^^^ag.  351, 
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Gleichungen  (9)],  die  Constante  a^^  bestimmt  sich  aus  dem  Kräftepaar  ^  und  seinem 
Hebelarm  A  ^  HJ  durch  die  Gleichung 

^    Kh       ^  ,„    Kh 

''^'^"iElRS    ^^^'  ^^  =  ^2 -Ei^ '  (2^^) 

je  nachdem  der  Querschnitt  des  Stabes  kreisförmig  (Radius  E)  oder  rechteckig 
(a  Breite,  b  Höhe)  ist,  und  die  Senkung  des  freien  Axenendes  beträgt  daher,  wenn 
L  die  Länge  des  Stabes  ist: 

Bei  gleichem  Querschnitt  verhalten  sich  diese  Senkungen  wie  2/Ii^:B/b^ 
und  wenn  das  Rechteck  ein  Quadrat  ist,  wie  ic:3;  der  quadratische  Stab  wird 
also  etwas  schwächer  gebogen  als  der  kreisrunde.    Die  Axe  wird  in  die  Curve 

Ä?  =  — ^fl^5>,  (26) 

(x  Biegungsrichtung,  z  Axenrichtung),  also  in  eine  Parabel  gebogen,  von  welcher 
jedoch  gewöhnlich  nur  ein  sehr  schwach  gekrümmtes  Stück  in  Betracht  kommt 

Wählt  man  den  zweiten  Ausgangspunkt,  so  findet  man  die  elastische  Curve 
aus  Gleichung  (21),  oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten,  wenn  a  und  ß  gewisse 
Constanten  sind: 


-h 


,    , =•  (27) 

Für  p  >  2a*  erhält  man  den  Typus  der  Fig.  90,  für  ß  <  2a>  den  Typus  der 
Fig.  91  und  92—94,  endlich  für  ß  =  2a«  den  BERNOUiLLfschen  Typus  Fig.  95;  in 
letzterem  Falle  kann  man  integriren  und  erhält  Logarithmen  oder,  wenn  man 
dxldz^sitgb  setzt,  die  einfache  Gleichung 

^«  =  2  a>  cosb  -+•  ß.  (27  a) 

Man  kann  alle  diese  Fälle  mit  geeigneten  Objekten,  z.  B.  stählernen  Federn 
oder  Gummibändern  herstellen,  indem  man  die  betreffenden  Kräfte  mit  den 
Fingern  ausübt  Bei  grösseren  und  massigeren  Objekten,  wie  in  die  Wand  ein- 
gelassenen Stäben,  Balken  u.  s.  w.,  bildet  sich  stets,  nur  ein  kurzes  Stück  der 
elastischen  Curve  aus,  und  es  gilt  dann  näherungsweise  die  schon  von  Bernouilu 

gefundene  Gleichung 

F     (  z^\ 

wo  P  das  biegende  Gewicht  und  i^vom  Querschnitt  abhängig  ist.  Direkt  findet 
man  die  Werthe  von  F  für  verschiedene  Querschnittsformen  am  besten  nach  der 
dritten  (NEUMAMN'schen)  Methode,  von  deren  beiden  Differentialgleichungen  (24) 
hier  nur  die  erste  in  Betracht  kommt;  setzt  man  dann  noch  j7s=Z,  so  findet 
man  die  Senkung  des   freien  Endes  für  kreisförmigen  resp.  rechteckigen  Quer- 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  den  für  die  St.  VENANT*sche  Biegung 
erster  Art  giltigen  (25),  so  sieht  man,  dass  hier  J  FZ  an  die  Stelle  von  KA  dort 
tritt;  die  beiden  Erscheinungen  sind  also,  selbst  wenn  man  FZ  als  analog  mit 
KA  auffasst,  nicht  nur  hinsichtlich  der  Biegungscurven  (Gleichung  26)  resp.  (27  b), 
sondern  auch  hinsichtlich  der  Senkungen  des  freien  Endes  von  einander  ver- 
schieden.^) 

>;  Eine  fernere  Art  der  Darstellung  gewisser  Biegungscurven  s.  b.  Sang,  Proc.  Edinb^ 
Soc.   18S3,  pag.   173.  DigitizedbyV^jOOQlC 
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Beziehung  der  Biegung  zur  Dehnung. 


Die  NEUMANN'sche  Methode  ist  auch  am  geeignetsten,  um  die  Modificationen 
abzuleiten,  welche  die  Formeln  erleiden,  wenn  die  Versuchsbedingungen,  unter 
welchen  der  Stab  gebogen  wird,  abgeändert  werden.  Bisher  wurde  das  eine 
Ende  als  fest,  das  andere,  belastete,  als  frei  angenommen.  Es  können  aber  auch 
die  beiden  Enden  lose  aufgestützt  und  die  Mitte  des  Stabes  belastet  sein;  oder  es 
können  drittens  beide  Enden  fest  und  die  Mitte  belastet  sein  (die  Abbildungen 
dieser  Fälle  s.  w.  u.).  Die  Differentialgleichung  ä*u/äz*  =  0  bleibt  dann  bestehen, 
aber  die  Grenzbedingungen  ändern  sich.  Für  gestützte  Enden  wird  die  Biegungscurve 

wo  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  der  Mitte  des  Stabes  liegt,  ^  vom 
Querschnitt  abhängt,  und  wo  das  positive  Zeichen  für  die  positive,  das  negative 
für  die  negative  Hälfte  des  Stabes  gilt.  Die  Senkung  der  Mitte  wird  bei  kreis- 
förmigem resp.  rechteckigem  Querschnitt 


(29) 


sie  beträgt  also  nur  ^  der  Senkung  des  freien  Endes  in  dem  zuerst  betrachteten 
Falle.  Noch  kleiner,  nämlich  nur  ^  jener  ist  sie  im  dritten  Falle,  d.  h.  wenn 
die  Enden  fest  sind. 

Beziehung  der  Biegung  zur  Dehnung.   Nur  bei  einem  unendlich  dünnen 
Stabe  ist  die  Biegung  eine  einfache  Erscheinung;   bei  einem  Stabe  mit  endlichem 

Querschnitt    ist    sie    dies,    wie    die    Lösungen    des 
St.  VENANx'schen  Biegungsproblems  (Gleichungen  (9), 
pag.  254)  zeigen,  nur  für  die  durch  die  Axe  des  Stabes 
'gelegte,  auf  der  Biegungsebene  senkrechte,  also  bei 
vertikaler    Biegung    ursprünglich    horizontale    Ebene 
*  =  0;  dann  ist  nämlich  v  =  0,  w  -=  0,  und  nur  die 
Biegung  u  bleibt  übrig.   Jede  andere  Horizontalschicht 
des  Stabes  hingegen  wird  nicht  nur  gebogen,  sondern 
erfahrt  auch  eine  Aenderung  der  Länge,  und  zwar  die 
über   der    Mittelschicht   gelegenen  Schichten   (x  >  0) 
eine  Verlängerung  (w>0),  die  unterhalb  gelegenen 
(x  <  0)  eine  Verkürzung  {w  <  0),  und  diese  Längen- 
änderung  ist  dem  Abstände  x  der  betreffenden  Schicht 
von  der  Mittelschicht  proportional.    Ausserdem  wächst 
diese  Längenänderung  mit  a^,  d.  h.  nach  Gleichung 
(24  a),  wenn  die  Biegung  stärker  wird,  und  zwar  ist  sie, 
wie  leicht  ersichtlich,  an  jeder  Stelle  der  daselbst  durch 
die  Biegung  erzeugten  Krümmung  direkt,  d.  h.  dem 
Krümmungsradius  umgekehrt  proportional.  Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen 
den    beiden  Erscheinungen,    nämlich    der  Biegung  einerseits  und  der  Dilatation 
und  Contraktion  andrerseits  auch  umgekehrt  auffassen,  indem  man  sagt:    Wenn 
man   die  oberen  Schichten   eines  Stabes   proportional   ihrem  Abstand   von  der 
Mittelschicht  streckt,  die  unteren  ebenso  zusammendrückt,  und  wenn  man  dabei 
die  Forderung  stellt,  dass  jeder  ursprünglich  auf  der  Axe  senkrechte  Querschnitt 
auch  nach  der  Deformation  auf  ihr  senkrecht   bleibe,    so  ist  das  Ergebnis  eine 
Biegung  des  Stabes  nach  unten,  und  ftir  kleine  Biegungen  (Fig.  96)  verhält  sich, 
wenn   hierbei   die   elastische  Curve   als  Kreisbogen  betrachtet  wird  (sonst  muss 
man  jedes  Stück   des  Stabes   für   sich  betrachten),    der  Krümmungsradius  p  zur 
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Dicke  des  Stabes  d  in  der  Krümmungsebene  wie   die  ursprüngliche  Länge  des 

Stabes  Z  zu   dem   durch   die    Deformation   hervorgerufenen  Längenunterschied 

zwischen  der  obersten  und  untersten  Schicht,  in  Formel 

p:^  =  Z:2X 

(X  Verlängerung  der  obersten  Schicht).     Mit  Hilfe  dieser  Beziehung   kann  man, 

worauf  hier  jedoch   nicht  näher   eingegangen   werden   kann,    die  elementaren 

Biegungsgesetze  aus  den  entsprechenden  Gesetzen  von  Zug  und  Druck  ableiten. 

Querbiegung.    Da  die  Biegung  mit  einer  Längenänderung  der  einzelnen 

Schichten  verknüpft  ist,  die  letztere  aber  zugleich  eine    Querdeformation  dieser 

Schichten  bedingt  (s.  Art.  iZug  und  Drucke,  pag.  244),  so  folgt,  dass  auch  die 

Längsbiegung    von    einer    Querbiegung    be- 
gleitet ist    Wie  dort  der  Längsdehnung  eine 

Quercontraction   und    umgekehrt    entspricht, 

so  entspricht  hier  einer  Längsbiegung  mit  der 

Convexität  nach  unten  eine  Querbiegung  mit 

der  Convexität  nach  oben.    Ist  z.  B.  ein  Stab 

von    rechteckigem    Querschnitt    mit   beiden 

Enden  nach   unten  gebogen  (Fig.  97  a),    so 

erhält  der  Querschnitt  gleichzeitig  die  Form 

(Fig.  97  b);  die  obere  und  untere  Grenzfläche 

werden  dadurch  antiklastische  oder  sattelartige 

Flächen  (Thomson  und  Taft,  Theor.  Physik  i, 

pag.  96),  die  Seitenflächen  geneigte  Ebenen;  (phW) 

mit  einem  Kautschukstab  kann  man  dies  dem 

blossen  Auge  sehr  deutlich  sichtbar  machen.  Die  Querkrümmung  steht,  wie  die 
obigen  Betrachtungen  sowie  die  St.  VENANx'schen  Ausdrücke  für  v  und  w  in 
den  Gleichungen  (9)  lehren,  zur  Längskrümmung  (abgesehen  vom  umgekehrten 
Zeichen)  im  Verhältniss  (i,  d.  h.  im  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  Längs- 
dilatation. Bei  der  weiteren  Untersuchung  dieser  Erscheinung  und  der  Biegung 
überhaupt  hat  man  zu  unterscheiden,  in  welchen  Grössenverhältnissen  p,  a  und  d 
(Krümmungsradius,  Breite  und  Dicke)  zu  einander  stehen;  namentlich  treten, 
wenn  p  nicht  sehr  gross  gegen  a  und  d,  oder  wenn  a  gross  gegen  ^  und  p  nicht 
sehr  gross  im  Vergleich  zur  dritten  Proportionale  zu  ö  und  a  ist,  Abweichungen 
von  der  normalen  Theorie  und  demgemäss  auch  abweichende  Erscheinungen  auf. 
Experimentelle  Untersuchung  der  Biegung.  Diejenigen  Enden  des 
Stabes,  welche  fest  sein  sollen,  werden  in  Schraubstöcke  eingeklemmt,  die 
bloss  imterstützten  werden  auf  Lager  oder  in  leichte  Rinnen  gelegt;  die  Gewichte 
werden  am  Ende  oder  in  der  Mitte  mittelst  Hülse  und  Haken  angehängt.  Die 
Curve,  welche  der  gebogene  Stab  bildet,  wird  graphisch  oder  photographisch 
aufgenommen.  Meist  handelt  es  sich  nur  um  die  Senkung  der  belasteten  Stelle, 
den  sogen.  »Biegungspfeil«.  Um  diese  genau  zu  bestimmen,  misst  man  ent* 
weder  kathetometrisch,  oder  mittelst  einer  Mikrometerschraube  und  einer  Spitze, 
in  welche  dieselbe  ausläuft,  indem  man  dieselbe  stets  in  derselben  Weise  mit 
der  gesenkten  Stabstelle  in  Berührung  bringt;  oder  endlich  man  wendet  die 
Methode  von  Spiegel  und  Scala  an,  wobei  man  unmittelbar  nicht  die  Senkung, 
sondern  die  Neigung  der  Stabstelle,  an  welcher  der  Spiegel  angebracht  ist, 
misst.^)    Am  empfindlichsten   ist  wohl  das  von  König  beschriebene  Verfahren, 


^)  KiRCHHOFFi  Ges.  Abh.  pag.  316.    Weiteres  über  diese  Abb.  s.  w.  u.  —  FscHBmL,  Rep. 

Phys.  19,  pag.  178  (1S83).  —  A.  König,  Wied.  Ann.  a8,  pag.  108  (1886).        ,  ^,  ^.  ,,,^ 
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Experimentelle  Metboden. 


F 


bei  welchem  man  das  Bild  der  vertikal,  ein  wenig  seitwärts  von  der  Stabrichtung 

aufgestellten  Scala  (Tig.  98)  durch  einen  am  entgegengesetzten  Stabende  ange- 
brachten Spiegel, 
0  von  diesem  wiede- 

rum ein  Bild  durch 
den  am  andern 
Stabende  ange- 
brachten Spiegel 
entwirft,  und  dieses 
Bild  in  dem  hinter 
dem  ersten  Spiegel 
aufgestellten  Fem- 
rohr beobachtet; 
ist  dann  D  der  Ab- 
stand zwischen  der 

^  Scala     und     dem 

(Pi»-98-)  '  Spiegel  /„  d  der 

Abtand  zwischen  beiden  Spiegeln  und  v  die  Verschiebung  des  Scalenbildes  im 

Femrohr,  so  hat  man 

(30a) 


c 


c: 


3  PL^{^D-^d) 


Endlich  ist  die  optische  Interferenzmethode  zu  nennen,  welche  zuerst 
von  CoRNü,^)  später  von  Koch  2)  u.  A.  benutzt  worden  ist;  bringt  man  auf  die 
Mitte  der  horizontalen  Oberüäche  eines  an  den  Enden  abwärts  gebogenen  Strei- 
fens oder  Stäbchens  aus  Glas,  Kiystallsubstanz  oder  dergU  eine  ebene  Glasplatte, 
so  beobachtet  man  ein  System  von  Hyperbeln,  und  diese  erlauben  aus  ihren  Ab- 
ständen von  einander  die  Biegung  selbst  (also  auch  E)^  aus  dem  Winkel  7  der 
As)rmptoten  mit  der  Stabaxe  nach  der  Formel  ig^^  =  I/M'  die  Querbiegung  im 
Verhältniss  zur  Längsbiegung,  d.  h.  die  Constante  {x  zu  bestimmen.  Besondere 
Sorgfalt  ist  auf  die  Messung  der  kleinen,  aber  nach  obigen  Formeln  einfluss- 
reichen Breite  und  namentlich  der  Dicke  zu  verwenden;  letztere  ist  mit  den 
feinsten  Instmmenten  und,  wenn  man  sich  auf  die  Gleichmässigkeit  der  Dicke 
nicht  verlassen  kann,  an  möglichst  zahlreichen  Stellen  des  Stabes  zu  messen. 
Schliesslich  muss  man  darauf  achten,  dass  man  innerhalb  der  Elesticitätsgrenzen 
(pag.  217  u.  239)  bleibt,  verschiedene,  dieser  Bedingung  genügende  Gewichte  i'an- 
wenden  und  zwar  zuerst  in  aufsteigender,  dann  in  absteigender  Reihenfolge, 
und  schliesslich  Mittelwerthe  bilden.'^ 

Abgesehen  von  diesen  statischen  Versuchen  kann  die  Biegung  auch  durch 
dynamische  Versuche  behandelt  werden,  d.  h.  durch  Querschwingungen.  Die- 
selben werden  aber,  da  sie  ihrer  Schnelligkeit  halber  akustische  Methoden  er- 
fordem,  besser  in  der  Akustik  betrachtet  (s.  d.) 

Gesetze  der  Biegung  von  Stäben.  Die  experimentellen  Untersuchungen 
über  Biegung  von  nicht  zu  kurzen  (s.  oben)  Stäben  haben  zur  Bestätigung  der 
wichtigsten  Resultate  der  obigen  Theorie,  und  insbesondere  zu  folgenden  Ge- 
setzen geführt« 


»)  CoRNü,  Compt.  R.  69,  pag.  333  (1869). 
>)  Koch,  Wied.  Ann.  5,  pag.  251.  (1878). 

')  Eine  ausführliche  Beobachtungsreihe  über  die  Biegung  von  Metallen  und  ihren  Legi- 
rungen  hat  kUrslich  Kiswiet  (In.  Diss.  Gott  [Leipzig]  1886)  veröffentlicht. 
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1)  Det  Biegungspfeil  ist  dem  biegenden  Gewicht  proportional. 

2)  Der  Biegungspfeil  ist  dem  Elasticitätsmodul  des  Materials  umgekehrt  pro- 
portional. 

3)  Der  Biegungspfeil  ist  dem  Kubus  der  Länge  proportional. 

4)  Der  Biegungspfeil  ist  von  der  Form  und  Grösse  des  Querschnittes  ab- 
hängig, insbesondere  für  kreisförmigen  Querschnitt  der  vierten  Potenz  des  Radius, 
für  rechteckigen  Querschnitt  der  Breite  und  der  dritten  Potenz  der  Dicke  um- 
gekehrt proportional.  Bei  gleicher  Querschnittsgrösse  wird  also  der  quadratische 
Stab  im  Verhältniss  von  3:ic  schwächer  gebogen  als  der  runde  Stab,  und  ein 
Stab  mit  rechteckigem  Querschnitt  wird  eben  so  stark  gebogen  wie  ein  runder 
mit  gleich  grossem  Querschnitt,  wenn  die  Dicke  zur  Höhe  sich  wie  3:ic  verhält. 

5)  Der  Biegungspfeil  am  freien  Ende,  wenn  das  andre  fest  ist,  der  Biegungs- 
pfeil in  der  Mitte,  wenn  die  Enden  aufgestützt  sind,  und  der  BiegungspfeÜ  in  der 
Mitte,  wenn  die  Enden  fest  sind,  verhalten  sich  wie  i:{:-^  (also  wie  64:16:1). 

6)  Der  Widerstand  gegen  Biegung  verhält  sich  in  allen  obigen  Fällen  reciprok 
wie  die  Senkung  und  ist  ausserdem  dieser  umgekehrt  proportional. 

7)  Hiemach  kann  man,  wenn  ^  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  um 
seinen  auf  der  Biegungsebene  senkrechten  Durchmesser,  k  ein  von  den  Ver- 
suchsbedingungen abhängiger  Factor  ist,  allgemein  schreiben: 


und  hierin  ist  für 

ein  festes,  ein  freies  Ende .   k=  4k 


zwei  gestützte  Enden 


-i 


zwei  feste  Enden  .     .    .    *  ^  =  TF 


Kreisquerschnitt    .    .     .    .   q-- 

Rechteckigen  Querschnitt  ^ 
(a  horizontal,  d  vertikal)  /  ^ " 


Quadratischen  Querschnitt    ^=s      -j^ 


Ringquerschnitt  (Röhre)    .   ^: 


(31) 

4 

12 

12 
ir(ig*-H) 


8)  Die  Gestalt  des  Stabes  ist  ver- 
schieden, je  nachdem  die  Enden  frei, 
fest  oder  aufgelegt  sind.  Insbesondere 
treten,  wenn  die  Mitte  belastet  ist,  die 
drei  Curven  a  (beide  Enden  aufgestützt), 
^  (beide  Enden  fest),  c  (ein  Ende  fest, 
das  andere  aufgestützt)  auf.  In  dem 
letztgenannten  Falle  ist  noch  die  Frage 
interessant,  wie  sich  der  Druck  auf  die 
beiden  Enden  vertheilt;  eine  einfache 
Rechnung  ergiebt,  dass  das  gestützte 
Ende  -^  desselben  übernimmt. 

Weitere  Probleme  der  Biegung 
von  Stäben,  welche  hier  nur  kurz  er- 
wähnt werden  können. 

1)  Einfluss  von  Ungleichmässig- 
keiten  im  Querschnitt,  welche  ent- 
weder regelmässiger  Natur  (Prisma  oder 
Kegel  von  sehr  kleinem  Winkel,    Keil, 
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Stab  mit  periodischen  Schwellungen  u.  s.  w.)  oder  unregelmässiger  Natur  sein 
können.^) 

2)  Biegung  durch  mehrere,  gleichzeitig  in  verschiedenen  Punkten  des 
Stabes  angreifende  Kräfte. 

3)  Einfluss  des  Eigengewichtes^  auf  die  Biegung.  Die  rechte  Seite  der 
Gl.  (24)  ist  hier  von  null  verschieden.  Ist,  bei  beliebiger  Querschnittfonn,  Q  dessen 
Grösse  und  X  sein  Trägheitsradius  in  der  Biegungsebene,  und  ist  G  das  Eigen- 
gewicht des  Stabes,  e  die  Dichte  des  Materials,  so  wird,  wenn  ein  Ende  fest, 
das  andere  frei  ist,  die  Biegungscurve 

"^""2^0^*  V  3J  ■*"2^X«  V    2     ""    3    "^  12; 

und  der  Biegungspfeil 

o Z»     (P      eQZ\  Z»      .j.^,^ 

•^-^e^ns       8  ;  ""3-ec^'^      *  ^' 

d.  h.  das  Eigengewicht  wirkt  so,  als  wäre  das  Gewicht  i'  um  f  des  Eigen- 
gewichtes vergrössert  worden;  für  ^'=0  erhält  man  den  Biegungspfeil  durch 
das  Eigengewicht  allein 

.Z*  GL*  3  GL* 

•^0       8^X»  ~  %EQ\*  ~  ^   Eq  '  ^"' 

Aehnlich  findet  man  Biegungscurve  und  Pfeil  durch  das  Eigengewicht  allein 
bei  zwei  aufgestützten  Enden 

bei  zwei  festen  Enden 

*o-24^X>'  V^  —  '^'      •^«"384^X>' 

4)  Biegung  ursprüglich  gekrümmter  Stäbe.')  Es  sind  drei  im  Re- 
sultat verschiedenartige  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  ursprüngliche 
Stabcurve  vom  Charakter  der  Biegungscurve  und  in  der  Biegungsebene  gelegen 
ist,  oder  nur  letzteres,  oder  endlich  keins  von  beidem  der  Fall  ist:  im  letzten 
Falle  entsteht  im  Allgemeinen  eine  Curve  doppelter  Krümmung.  Für  die  Praxis 
von  Wichtigkeit  ist  hier  namentlich  die  Anwendung  auf  Spiralfedern  aller  Art. 

5)  Biegung  bei  starkem  Zug  oder  Druck  in  der  Längsrichtung.  Theo- 
retisch hängt  dies  Problem  mit  dem  oben  pag.  243  Angeführten  nahe  zusammen, 
praktisch  ist  es  von  hervorragender  Bedeutung  für  die  Bautechnik  (»Säulen- 
festigkeiti.)*) 

Biegung  einer  Platte.  Für  unendlich  dünne  Platten  ist  das  Problem  zu- 
erst von  KiRCHHOFF^)  gelöst  worden.  Die  Methode  ist  ganz  analog  der  von  Kirch- 
HOFF  bei  der  Untersuchung  dünner  Stäbe  (pag.  256)  angewandten.  In  der  Mittel- 
fläche  der  Platte,  d.  h.  in  der  in  der  Mitte  zwischen  den  parallelen  Oberflächen 
befindlichen  Fläche,  wird  im  natürlichen,  ebenen  Zustande  ein  rechtwinkliches 
Coordinatensystem  s^^  s^  eingeführt,  und  die  Lage  eines  Punktes  Pin  der  Mittel- 


<)  Clebsch,  a.  a.  O.,  p.  396.  Die  übrigen  hierher  gehörigen  Untersuchungen  legen  ihr  Haupt- 
gewicht meist  auf  die  Schwingungen  solcher  Körper  (s.  w.  u.}. 

')  Clebsch,  a.  a.  O.,  pag.  368.  —  Kirchhoff,  Mechanik,  pag.  437. 

^  Kirchhoff,  a.  a.  O.  und  Mechanik  pag.  427.  —  Hbss,  a.  a.  O.  ^  Clebsch,  a.  a.  O. 
pag.  229. 

4)  Clebsch,  a.  a.  O.  pag.  402. 

^)  KtRCHHOFF,  Crellb  J.  40  (1850),  und,  in  der  oben  skicsirten  Form.  Mecham^pag.  450. 
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fläche  hierdurch  bestimmt;  durch  i' werden  femer  drei  Linienelemente  1,  2,  3 
gelegt,  deren  erste  beiden  den  Axen  der  s^  und  s^  parallel  sind;  nach  der 
Deformatioii  sollen  diese  drei  Richtungen  die  Axen  des  xy  z  Systems  sein,  und 
durch  dieses  soll  die  Lage  eines  in  der  Nähe  von  P  gelegenen,  sonst  beliebigen 
Plattenpunktes  bestimmt  werden,  derart,  dass  seine  Coordinaten  vor  der  Aenderung 
xy  z,  nachher  x-^u,  y  -{-v,  z-^-w,  seine  relativen  Verrtickungen  gegen  F  also 
uvw  sind;  dabei  sei  z  die  der Plattenaxe  entsprechende  Axe,  w  die  entsprechende 
Verrückung.  Endlich  seien  wieder  £  y)  C  die  Coordinaten  von  F  nach  der  Ver- 
änderung in  Bezug  auf  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem,  und  a^,  ß^  u  s.  w. 
&t  Cosinus  der  neun  Winkel  zwischen  den  Axen  der  xy  z  und  der  E  y)  C-  An 
der  Stelle  der  drei  Gl.  (13)  beim  Stabe  treten  hier  deren  sechs,  nämlich  je  drei 
für  Si  9^  und  für  s^  und  a^;  auch  aus  den  drei  Gl.  (14)  werden  hier  sechs, 
welche  die  Grössen  pi^i^v  P%  g%  ^2  definiren.  Führt  man  noch  den  kleinen 
Winkel  t  ein,  um  welchen  der  Winkel  zwischen  den  Linien  1  und  2  nach  der 
Formänderung  von  einem  rechten  abweicht,  so  erhält  man,  den  Gl.  (14  a)  ent- 
sprechend, 

du  dv  dw 

du  dv  ^w'       .  . 

—  =  -/j5-hT        ^  =  -/>a^-»-a,       —^p^y^p^x 

und  durch  Integration 

u  =  u^^p^yz-k-qy^zx-Jf^^x-^xy 
V  ==  v^--p^z—p^zx^^^y 
w^w^—  \q^  **  -f-/i  xy  -f-  i/a^'». 
Zur  Bestimmung  von  u^  Vq  Wq  dienen  die  Bedingungsgleichungen 

allgemein:  ^,  =  0,         K,  =  0,        Zz  =  Ö, 

dv  dw  dw 

für  x  =  0,  ^^  =  0,   «  =  0:     «  =  0,   2f  =  0,   7«;«0,     ^  =  0,    -^  =  0,-^  =  0. 

Damit  sind  die  unbekannten  Grössen  sämmüich  bestimmt,  und  man  kann 
schliesslich  auch  das  elastische  Potential  der  ganzen  Platte  berechnen.  Ist  die 
Platte  endlich  gekrümmt,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

d^  H_      ^^      K  ^^n- 
ds^  ds^  ■*"  ds^  ds^  "*■  ds^  ds^  ""  "' 

'i>  ^si  '^t  verschwinden,  die  Elemente  der  Mittelfläche  erfahren  also  keine  Dehnung 
nnd  Verzerrung,  die  Mittelfläche  ist  mithin  eine  abwickelbare  Fläche.  Das 
elastische  Potential  ist,  wenn  X,  L  die  KiRCHHOFF'schen  Constanten  sind,  und  2^ 
die  Dicke  der  Plattte  ist: 


--I 


AT^» jj(?t*  +  /»»  +  2/1»  +  i^  (Sx  -  UY)  dst  äs,. 


Die  weitere  Behandlung  dieses  Problems  hat  Clebsch^)  geliefert  Ist  die 
Hatte  unendlich  wenig  gekrümmt,  so  darf  man  9|  9^  t  nicht  vernachlässigen, 
findet  vielmehr  für  diese  Grössen  Werthe,  welche  den  Werthen  von  ^^  p^  q^  ver- 
gleichbar sind,  und  erhält  schliesslich  V  nicht,  wie  oben,  mit  (P  proportional, 

0  Clebsch,  a.  a.  O.  pag.  264.  Digitized  by  GoOglc 
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sondern  zusammengesetzt  aus  zwei  Gliedern,  deren  eines  ä*,  deren  anderes  ä  als 
Factor  enthält. 

Die  wirkliche  Durchführung  des  Problems  stösst  auf  Schwierigkeiten,  welche 
in  den  meisten  Fällen  unüberwindlich  geblieben  sind.  Für  den  einfachsten  Fall, 
nämlich  den  einer  am  Rande  fest  eingespannten,  im  Mittelpunkt  durch  ein  Ge- 
wicht F  belasteten,  kreisförmigen  Platte  erhält  man,  wenn  ^  der  Radius,  r  der 
Radius  vector  ist,  als  Biegungscurve  jedes  Durchmessers: 

und  somit  die  Senkung  des  Mittelpunktes 

Diese  Senkung  ist  also  der  Belastung  und  der  Fläche  der  Scheibe  direkt, 
dem  Kubus  ihrer  Dicke  umgekehrt  proportional. 

Weitergeführt  und  verallgemeinert  wurde  das  Problem,  ausser  durch  Clebsch,^) 
durch  Gehring^  für  anisotrope  Stoflfe,  durch  Aron')  für  beliebige  Krümmungen, 
und  durch  Oeltjen*)  für  kleine,  aber  nicht  unendlich  kleine  Dicke  der  Platte. 
Endlich  ist  an  dieser  Stelle  auf  eine  interessante  Abhandlung  von  Hertz  >)  hin- 
zuweisen, betreuend  das  Gleichgewicht  schwimmender  elastischer 
Platten. 

Torsion  kreiscylindrischer  Stäbe  und  Drähte.  Im  allgemeinen  ist 
die  Torsion,  wie  der  zweite  Fall  des  St.  VENANx'schen  Problems  lehrt,  eine  zu- 
sammengesetzte Erscheinung,  da  alle  drei  Verrückungscomponenten  [Gleichung  (8)] 
besondere  Werthe  haben.  Ist  aber  der  Querschnitt  des  cylindrischen  Stabes  ein 
Kreis  vom  Radius  j/?,  so  kann  man  x  und  y  mittelst  der  Gleichungen  x^==  rcosX, 
y  s  rsinX,  durch  den  Radius  vector  r  ausdrücken,  und  findet  dann,  da  //as  0, 
^  =  0,  Q  =  0  wird, 

u^=crzsin\f      v^=  —  crzcosX,      w  =  0 

Ecrsin\  Ecr  cos\ 

Z,  =  0,       X, 2(1  4- fx)'       ^'-2(1 -Hl*)' 

Jeder  Querschnitt  bleibt  also  eben,  behält  seine  Grösse  und  seine  kreis- 
förmige Gestalt  bei,  wird  aber  um  einen  Winkel  9  gedreht,  der  sich  aus  der 
Gleichung 

qp  . et 

2rsin-^  =  yu>  h-  z;*  ==  crz^   also   9  =  2ar^  sin  -^  , 

also  für  kleine  Torsionen  aus  der  Gleichung 

<p  =  ^Ä 
ergiebt.  Bei  kleinen  Torsionen  erleiden  also  die  Querschnitte  eine  ihrem  Ab- 
stände vom  festen  Querschnitt  proportionale  Drehung,  kurz  ausgedrückt:  die 
Torsion  ist  eine  gleichförmige.  Die  Constante  c  bestimmt  sich  durch  das  am 
freien  Ende  angreifende  Drehungsmoment  D  =  Pl^  wenn  dieses  Drehungsmoment 
durch  ein  am  Hebelarm  /  angreifendes  Gewicht  /*  dargestellt  wird.    In  Anbetracht 


^)  Clebsch,  a.  a.  O.  pag.  148  u.  264. 

>)  Gehring,  In.-Diss.  Berl.  1860. 

^  AsoN,  Gleichgew.    u.  Bew.  e.    unendlich    dünnen,   beL   gekr.    elast.  Schale,    In.*Diss., 
Berlin  1873. 

^)  Obltjen,  D.   Diff.-Gleichungen  fUr  d.    Gleichgewicht   e.    isotr.    elast   Platte.     In.-Dissk 
Kiel  1881. 

5)  Hertz,  Wied.  Ann.  aa,  pag.  449  (1884).  ^  t 
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E  ... 

des  Gleichgewichts  muss  nämlich,  wenn  ^  .^         v   durch  JC  (identisch  mit  k^, 

Gleichung  11,  pag.  224)  ersetzt  wird: 

sie  R 

D  =ffäf  rdr  {Y,x  -  ^^)  =  JJ  iP« 

0      0 

sein;   hieraus  findet  man  r,  und  erhält  somit  für  die  Drehung  des  freien  £nd- 
queischnittes  (s  =  Z) 

Die   Grösse,  welche,   mit  dem  Torsionswinkel   multiplicirt,   das  Drehungs- 
moment ergiebt,  heisst  das  Torsionsmoment  t,  und  es  ist 

PI  'rKR^  , 
'"""  <p  ""  2Z  ' 
hat  man  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  t  bestimmt,  so  findet  man  aus  der 
zweiten  durch  reine  Längenmessungen  K,  Wie  man  sieht,  hängt  die  Torsion 
nur  von  der  einzigen  Elasticitätsconstanten  K  ab,  dieselbe  heisst  daher  Torsions- 
modul. Hiermit  hängt  es  auch  zusammen,  dass  bei  der  Torsion  die  räumliche 
Dilatation  a  =  0  ist;  es  findet  also  nur  Verzerrung  (Gestaltsänderung)  statt,  und 
bei  KreiscyUndem  auch  diese  nur  innerlich,  d.  h.  ohne  Aenderung  der  äusseren 
Begrenzung. 

Experimentelle  Untersuchung  der  Torsion.  Das  eine  Stabende  wird 
eist  eingeklemmt,  das  andere  mit  einer  Scheibe  oder  einem  Rade  versehen,  und 
an  diesem  das  Gewicht  angebracht;  der  Torsionswinkel,  der  übrigens  nicht  in 
Graden,  sondern  in  absolutem  Masse  (180°  =  ic)  auszudrücken  ist,  wird  entweder 
direkt,  oder  mittelst  Femrohr,  Skala  und  eines  dicht  vor  dem  Rade  am  Stabe 
der  Länge  nach  angebrachten  Spiegels  mit  den  nöthigen  Correctionen  gemessen; 
besondere  Sorgfalt  ist  wieder  auf  die  Messung  des  sehr  einflussreichen  Radius 
des  Stabes  zu  verwenden.  Ist  der  Köper  zu  dünn  für  derartige  statische  Ver- 
suche, so  wendet  man  die  dynamische  Methode  der  Torsionsschwingungen  an, 
indem  man  den  Draht  vertikal,  mit  festem  oberen  Ende,  aufhängt,  durch  einen 
schweren  Körper  vom  Trägheitsmoment  T  beschwert  und  die  Dauer  /  einer 
Torsionsschwingung  misst;  es  wird  dann  das  Torsionsmoment 

^  =  -72-' 
während  sonst  alles  beim  Alten  bleibt;  nur  muss  man,  um  von  Massen  zu  Ge- 
wehten überzugehen,  die  Schwere  g  in  den  Nenner  setzen.    Es  wird  also 

^      27Ü   TL 

g  r^R^ ' 

lieber  die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  s.  pag.  77  und  81,  über  die 
der  Schwingungsdauer  pag.  82.  i) 

Gesetze  der  Torsion.  Aus  der  Theorie  und  Erfahrung  übereinstimmend 
cigeben  sich  folgende  Gesetze. 

1)  Der  Torsionswinkel  ist  der  tordirenden  Kraft  und  ihrem  Hebelarm  direkt 
proportional.    Innerhalb  der  Torsionsgrenzen  gilt  dies  Gesetz  ohne  nähere  Er- 

*}  Die  dynamische  Methode  ist  zuerst  von  Coulomb,  Mem.  de  l'Ac.  des  Sciences,  Paris  1784, 
^e  statiKhe  suerst  eingehend  von  Savart,  Ann.  chim.  phys.  ^2),  61  (1836)  und  Wertheim, 
Ann.  chim.  phys.  (3)  50,  pag.  202  (1857)  benutzt  worden.  Eine  neuere  Methode  siehe  bei 
^^.  Z.  f.  In.tr.  K.  ,.  pag.  76  (.88.).  '  ^,^^^,  ,^  GoOglc 
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läutening;   für  Torsionen,  die  zum  Theil  permanent  sind,  gilt  es  jedoch  nur  nadi 
geeigneter  Behandlung  des  Stabes  mit  Vor-Torsionen.  ^) 

2)  Der  Torsionswinkel  ist  der  Länge  des  Stabes  proportionaL 

3)  Der  Torsionswinkel  ist  der  vierten  Potenz  der  Dicke  des  Stabes  umge- 
kehrt proportional. 

4)  Der  Torsionswinkel  ist  dem  Torsionsmodul  umgekehrt  proportionaL 

5)  Der  dynamisch  bestimmte  Torsionsmodul  fällt  meist  etwas  grösser  aos 
als  der  statisch  bestimmte.*) 

6)  Der  Torsionsmodul  wird  von  den  etwa  gleichzeitig  mit  der  Torskm  vor 
sich  gehenden  andern  Deformationen,  z.  B.  Zug  und  Biegung  beeinflusst,  jedodi, 
wie  es  scheint,  nur  dann  in  erheblichem  Grade,  wenn  die  Torsion  beträchüich 
und  demgemäss  zum  Theil  permanenten  Charakters  ist') 

7)  Bei  der  Torsion  treten  in  noch  höherem  Grade  als  bei  Dehnung  mid 
Biegung  Erscheinungen  auf,  welche  von  der  Zeit,  der  Anordnung  resp.  Wieder- 
holung der  Versuche  u.  s.  w.  abhängen  und  desto  stärker  und  verwickelter  werden, 
je  stärker  die  Torsion  ist  (s.  auch  Art.  »Elastische  Nachwirkungc). 

Torsionsmodul.  Je  nachdem  man  die  statische  oder  die  dynamiscbe 
Methode  (s.  ob.)  anwendet,  erhält  man  den  Torsionsmodul  K  aus  einer  der 
Gleichungen 

2  1        Z        2irZ   r 

Die  dynamischen  Versuche  haben  meist  etwas  grössere  Werthe  ergeben  als 
die  statischen.    Einige  der  wichtigeren  Zahlen  sind  folgende: 


Stoff 

K 

Autor 

Stoff 

K 

Autor 

Eisen 

Kupfer 

Eisen 

Gussstahl    .... 

Kupfer 

Glas 

7651 
4213 
6706 
7458 
3612 
2346 

Coulomb*) 
Savart  5) 

Wertheim  ^) 

Eisen,  weich  . 
„       hart     . 
Kupfer,  hart   . 
Messing,  weich 
hart. 
Silber,  hart     . 
Zinn       .     .     . 

8100 
7850 
4450 
3600 
3500 
2650 
1543 
3820 
4664 

Baumkistea') 

Zink       .     .     . 

1         KlBWIET 

Kupfer  . 

j  (s.  pag.  %^ 

I 


Ä'=A'o(H-a/+p/*)  nach  F.  Kohlrausch  und  LooMis')  (/  Temperatur  in  C°): 


Stoff 

^0 

a 

ß 

Eisen     .     .     .     .     . 

6940 
3900 
3200 

—  0000483 
-0000572 
-0O00455 

—  000000012 

Kupfer  . 
Messing 

.     .     .     . 

-0-00000028 
-0-00000136 

*)  G.  WnEDEMANN,  Wied.  Ann.  6,  pag.  48$  (1879). 

^  Warburg,  Wied.  Ann.  10,  pag.  13  (1880).  —  Tomlinson,  Ptoc  R.  See.  43,  pag.  SS 
(1887)  u.  Andere. 

3)  Braun,  Pogg.  Ann.  159,  pag,  352  (1876).  —  Warburg,  a.  a.  O.  —  Himstedt,  Wi^d^ 
Ann.   17,  pag.  701  (1882). 

*)  Coulomb,  a.  a.  O. 

*)  Savart,  a.  a.  O. 

®)  Wertheim,  a.  a.  O. 

^)  Baumeister,  Wied.  Ann.  18,  pag.  578  (1883.) 

^  Kohlrausch  u.  Loomis,  Pogg.  Ann.  141,  pag.  502  (1870). 
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Stoff 

^0 

a 

ß 

T 

Süber 

Eisen 

Stahl 

Kupfer 

Messing 

Platin 

2566 
8108 
8290 
8972 
2652 
6682 

-  0000387 
-0-000206 
-0-000187 
-0002716 
-0-002158 
-0000111 

1    1   +   1    1     1 
oooooo 

-00000000011 
+  0-0000000011 
+  0-0000000009 

—  0-0000000047 

—  0-0000000032 
+  0-0000000008 

K  und  Ä  (Abnahme  von  ^  in  ^  zwischen  0°  und  100°)  nach  Katzenelsohn^: 


Metall 


Fiatin  .  . 
Eisen  .  . 
Gold  (rein) 

»      Gcgirt) 
Kupfer  .     . 
Neusilber   . 


A'(20°) 


7412 
7505 
3950 
4211 
3587 
4320 


1-64 
8-10 
2-85 
8-29 
3-65 
4-10 


Metall 


Messing  .  . 
Silber  (Icgirt) 
„  (rein)  . 
Aluminiuni  • 
Zink  .  .  . 
Blei      .     .     . 


A'(20^ 


3150 
2551 

8850 


5-35 
7-10 
7-23 
21-3 
40-0 
80-0 


Der  Torsionsmodul  nimmt  also  mit  steigender  Temperatur  ab,  und  zwar  meist 
in  etwas  beschleunigtem  Tempo;  für  die  verschiedenen  Metalle  geht  seine  Ab- 
nahme mit  der  thermischen  Ausdehnung  Hand  in  Hand. 

Abnorm  verhält  sich,  wie  schon  oben  (pag.  242)  bemerkt  wurde,  das  Kautp 
schuk.  In  Uebereinstimmung  mit  seinen  thermischen  Eigenschaften  nimmt  sein 
Torsionsmodul,  wie  Graetz')  beobachtet  hat,  mit  der  Temperatur  zu,  und  zwar 
meist  mit  abnehmender  Geschwindigkeit.    Wurde  nämlich  die  Formel 

ä-^^joIH-äC^  — 20)  +  p(/-20)«] 
zu  Grunde  gelegt,  so  fand  sich  (bei  Benutzung  der  KoHLRAuscH'schen  Definition 
des  Moduls,  pag.  238)  a  zwischen  00042  und  00071;  ß  zwischen  —  O'OOOl  und 
+  0*0001,  aber  meist  negativ.    Für  den  Torsionsmodul  selbst  ergab  ein  Versuch 
den  Werth  jr,o  =  0163. 

Bestimmung  von^und|&  aus  Biegung  und  Torsion.  Die  gegebenen  Ent- 
wickelungen  zeigen,  dass  man  Biegung  und  Torsion  in  verschiedener  Weise  be- 
nutzen kann,  um  E  und  {x  zu  finden.  Die  Biegung  ergiebt  nämlich  nach  Gl.  (31) 
resp.  (30  a)  direkt 

5-*)  resp.  ^=2^;^ — ^ 


-£  = 


12^ 


ab^ 


aus  der  Senkung  S  resp.  der  Verschiebung  v^  oder  auch  aus  den  Abständen  der 
CoRNu'schen  Interferenzstreifen,  die  Torsion  ergiebt  alsdann  wegen  K- 


sofort 


2(1 +  fx) 


0  PiSATi,  N.  Cim.  (3)  4,  pag.  152  (1878)  u.  (3)  5,  pag.  34.  135-  »45  (1879). 
*)  Katzsnelsohn,  In.-Di85.  BerL  1887. 

*)  Grabtz,  Wied.,  Ann.  28,  pag.  354  (1886).     Weitere  Literatur  s.  pag.  242,  Anm.  2. 
^)  FUr   sehr  kurze  Stäbchen   ist   diese  Formel  nach  Warburg  und  Koch  (Wikd.  Ann.  5, 
pag.  253,  1878)  durch   eine  genauere  su  ersetzen,  welche  für  rechteckigen  Querschnitt 


--iSS[-»(l)'] 


lautet;    nach  Voigt  (Wird.  Ann.  34,  pag.  1023,  1888)  dürfte  jedoch  diese  Formel  meist  nicht 
genauer  als  die  obige  sein. 
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Von  besonderem  Vortheil   ist  es  hierbei,  Biegung  und  Torsion  gleichzeitig 
zu  messen,  wofür  Kirchhoff^)  und  später  Okatoff^  ein  sinnreiches  Verfahren 
/>j  ^j  benutzt  hat.     Der  Stab  A^A^  (Fig.  100),  in 

der  Mitte  Aq  befestigt,  trägt  in  A^  und  A^  je 
i— 1^  einen  Querarm -^^Z^i  undj^^D^;  werden  in 
'— '    *  B^  und  j5,  Gewichte  angehängt,  so  wird  der 
Stab  zugleich  gebogen  und  tordirt,  und  man 
^1  2>s  kann  Biegung  und  Torsion  messen,  wenn  man 

(Ph.  100.)  .^  ^^^.  pejujöhren  die  von  den  horizontal  be- 

festigten Spiegeln  C^  und  C,  reflectirten  Bilder  einer  Quadratnetz-Skala  beobachtet; 
aus  der  Längsverschiebung  erhält  man  die  Biegung,  aus  der  Querverschiebung 
die  Torsion.  Aus  den  Werthen,  die  beide  Femröhre  ergeben  haben,  und  aus 
den  Werthen,  die  sich  ergeben,  je  nachdem  die  Gewichte  in  B^  und  B^  oder 
in  Z>j  und  D^  hängen,  nimmt  man  das  Mittel. 

Eine  zweite  Methode,  um  |jl  zu  finden,  ist  die  Combination  des  Torsions- 
moduls X  mit  dem  kubischen  Compressibilitätsmodul  (pag.  250).  Ganz  direkt  findet 
man  andererseits  |jl  als  das  Verhältniss  der  Querbiegung  zur  Längsbiegung  (pag.  263)1 
und  zwar  entweder  auf  direkt  mechanischem  Wege  nach  der  Methode  von  Mal- 
lock'), welcher  die  Verschiebungen  von  vier,  durch  Fäden  markirten,  ein  Quadrat 
bildenden  Punkten  auf  der  Oberfläche  des  Biegungsstreifens  mikroskopisch  maass, 
oder  optisch  aus  dem  Asymptotenwinkel  der  CoRNu'schen  Interferenzhyperbeln 
(pag.  264).  Benutzt  man  dann  diesen  Werth  von  |jl,  oder  den  aus  der  Quer- 
contraction  bei  der  Längsdehnung  ermittelten,  so  kann  man  dann  aus  der  Tor- 
sion JS  finden,  nämlich  ^  =  2-Är  (1  -f- 1*). 

Torsion  von  Stäben  beliebigen  Querschnitts.  Die  vollständige 
Lösung  dieses  Problems  durch  St.  Venant*)  bildet  die  schönste  Anwendung 
seiner  allgemeinen  Theorie,  insbesondere  des  Gleichungssystems  (8).  Zur  Drehung 
jedes  Querschnitts  um  die  Grösse  cz  tritt  hier  noch  eine  für  jeden  Punkt  ver- 
schiedene Längsverschiebung  w,  welche  durch  die  beiden  Gleichungen 

,,^      „  ^^^       d^w      ^ 

tiberall:  ^— ^  -+-  -0-*  =  0 

am  Rande:     ("^  -  ?^J  ^^  -  (^f  "^  ^-^J  "^-^  ^  ^ 

bestimmt  ist  (9  Torsionswinkel);  die  Integrale  sind,  wenn  x  =  r  cosX,  y  =  r  sinX 
gesetzt  wird  (r  Radius  vector): 

w  =  ^^{Ar^  4-  A^ r-«)  sin  n\  -h2(^''*  "*"  A'''"'*')  ^^^  «'^ 


1)  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  108,  pag.  369  (1859).     Ges.  Abh.  pag.  316. 

^  Okatow,  Pogg.  Ann.  119,  pag.  11  (1863). 

^  Mallock,  Proc.  R.  Soc.  29,  pag.  157  (1879). 

^)  St.  Venant,  Mem.  sur  la  torsion  des  prismes,  Mem.  sav.  etr.  1855,  pag.  332.  Obige 
Form  der  Lösung  Compt.  R  87,  pag.  823.  849.  893  (1879).  Siehe  auch  Thobcson  und  TAfF, 
Bd.  2,  pag.  229. 
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Die  beifolgenden  Figuren  geben  einige 

a  b  c 


letzteres  für  den  Rand.  Mit  orthogonalen  Coordinaten  lassen  sich  hiemach  zahl- 
reiche Fälle  von  Querschnitten  behandeln 
Beispiele  aus  den  Resultaten  St.  Ve- 
nant's.  In  den  Fig.  101  ä  bis  c  sind 
Cylinder  von  quadratischem,  recht- 
eckigem und  elliptischem  Querschnitt 
im  Zustande  der  Torsion  ihrer  äus- 
seren Ansicht  nach  dargestellt.  Da- 
gegen geben  die  Fig.  102—104  eine 
Vorstellung  von  der  Längsdeformation 
einiger  Querschnitte,  und  zwar  mit 
Hilfe  der  »topographischen  Con- 
tourenc,  d.  h.  der  Linien,  in  welchen 
der  ursprünglich  ebene,  jetzt  gewölbte 
Querschnitt  von  einer  Schaar  auf  der 
Axe  senkrechter  Ebenen  geschnitten 
wird;  die  erhabenen  Curven  sind  voll, 
die  vertieften  unterbrochen  gezeichnet. 

Was  die  Grösse  der  Torsion,  also 
mit  anderen  Worten  den  Torsionsmodul 
betrifft,  so  hatte  ftir  rechteckigen  Quer- 
schnitt {M  Drehungsmoment,  /  Länge, 
9  Drillungswinkel,  a,  b  Seiten,  n  ihr  Ver- 
bal tniss,  Q  Querschnitt)  schon  Cauchv^) 
die  Formel  ^  - 

aufgestellt,  die  aber  durch  die  Beob- 
achtungen Vgigt's^)  widerlegt  wird.  Da- 
gegen wird  durch  dieselben  die  von  St. 
Venant*)  aus  seiner  Theorie  abgeleitete 
Formel 


(Ph.  102.) 


.,/l       b      \{n)\ 


Ml 


f 


[ 


Qb^ 


3 


16 


^(«)]' 


worin  X  («)  eine  aus  den  St.  VENANT'schen 
Tafeln  4)  zu  entnehmende  Function  von 
n  ist,  vollauf  bestätigt  (nur  bei  Krystallen 
ist  an  ihr  noch  eine  Correction  anzu- 
bringen, s.  w.  u.).  In  neuerer  Zeit  hat 
St.  Venant*)  eine  Formel  gegeben,  welche 
ttir  elliptischen  Querschnitt  genau,  flir 
andere  näherungsweise  gilt,  nämlich 

>)  Cauchy,  Exercises  de  matfa.  pag.  167. 

^  Voigt,  Wekd.  Ann.  15,  pag.  497  (1882). 

^  St.  Venant,  a.  a.  O. 

*)  St.  Venant,  a.  a.  O.,  pag.  559. 

»)  St.  Venant,  Compt  rend,  88,  pag.  142  (1879)- 
WimcBLMAMN,  Physik.    L 


(Ph.  108.) 


^^oogle 
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7r  = 


Mlq 


8 
0-0260. 

180° 
00245 


wo  q  das  polare  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  Q  ist,  während  k  (theils  ge- 
genau/ theils  näherungsweise)  folgende  Werthe  hat  (rund:   ^=  1/40): 

Ellipse,  unabhängig  vom  Axenverhältniss    k  =  j-,  =  0*0253. 

Rechteck,  mit  dem  Seitenverhältniss : 

1  (Quadrat)      2  4 

k  =  0-0234  00238  00249 

Kreissector,  mit  dem  Centriwinkel: 

45°  60°  90°  120° 

>&  =  00233        00230        0-0236        0-0246 

Gleichseitiges  Dreieck >&  =  0-0222. 

Ein  überraschendes  und  praktisch  wichtiges  Ergebniss  ist  noch  dies,   dass 
^-  ^.  gerade  die  der  Axe  am  nächsten  liegenden  Punkte 

des  Randes  am  meisten  verzerrt  werden,  und  dass, 
was  hiermit  zusammenhängt,  eine  ausspringende 
Ecke  einer  sehr  kleinen,  eine  einspringende  Ecke 
einer  sehr  grossen  Deformation  ausgesetzt  ist 
(Ph.  105.)  (Fig.  105fl  und  b^  —  eine  Thatsache,  welcher  in  der 

Praxis  durch  Abrundung  jeder  einspringenden  Ecke  Rechnung  getragen  wird. 
Aequivalenz   von  Biegung    und    Torsion.     So    verschiedenartig   auch 


(Ph.  106.) 

im  allgemeinen  die  Erscheinungen  von  Biegung  und  Torsion  sind,  so  leicht  sind 
sie  doch  in  einander  überfiihrbar,  zumal  wenn  es  sich  um  Biegungen,  resp. 
Drillungen  von  einem  oder  mehreren  ganzen  Umgängen 
handelt.  Ertheilt  man  einem  Gummiband  eine  ganze  Bie- 
gung von  360°  (Fig.  106  a)  und  fügt  jetzt  einen  Zug  hinzu, 
so  erhält  man  eine  ganze  Torsion  um  360°  (Fig.  106^). 
Aus  zwei  ganzen  Biegungen  erhält  man  im  Falle  Fig.  106  r 
zwei  ganze  Torsionen,  dagegen  in  den  Fällen  Fig.  106^ 
und  106  tf  gar  keine,  weil  die  beiden  Biegungen  entgegen- 
gesetzt sind  und  die  beiden  in  Folge  dessen  ebenfalls  ent- 
gegengesetzten Torsionen  sich  ausgleichen;  im  Fall  Fig.  106/ 
endUch  erhält  man  wieder  zwei  Torsionen.  Ein  anderes 
Beispiel  erhält  man  durch  Ausziehen  des  inneren  Endes 
eines  ebenen  Spiralbandes  (Fig.  10'^^j^j^g>g|i^^af^^^r^£^d 


(Ph.  107.) 
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zwar  besonders  interessante  durch  Versuche  mit  ringförmig  geschlossenen 
Kautschukbändern. 

Elasticität  zusammengesetzter  Körper.  Sehr  complicirt,  aber  wegen 
ihrer  Wichtigkeit  für  die  Bau-  und  sonstige  Technik  vielfach  untersucht  sind  die 
Erscheinungen  an  zusammengesetzten  Körpern,  z.  B.  Stabsystemen,  Ketten,  Ge- 
weben, Drahtnetzen  u.  s.  w.  Gewebe  haben  in  der 
Längs-  und  Querrichtung  einen  grossen,  in  der  Dia- 
gonalrichtung einen  kleinen  Dehnungsmodul.  Ein 
wie  in  Fig.  108  a  geknüpfter  Drahtstreifen  hat  in 
einem  Sinne  einen  grossen,  im  andern  einen  kleinen 
Biegungs-  und  Torsionswiderstand.  Ein  nach  Art 
der  Fig.  108^  hergestelltes  Geflecht  ist  sehr  biegsam 
(Panzerhemd);  ein  wie  Fig.  108  c  gearbeitetes  fast  gar 
nicht  (Rohrstuhl). 

Grenze     der    Biegungs-     und     Torsions- 
elasticität.    Dieselbe  ist  erreicht,  wenn  die  Hinzu-  (Ph.i08.) 

fügung  der  kleinsten  biegenden  resp.  tordirenden  Kraft  eine  dauernde  Biegung 
resp.  Torsion  erzeugt.  Allgemeines  lässt  sich  hierüber  jedoch  nicht  sagen, 
da  die  Lage  der  Grenze  von  zahlreichen  Factoren  bedingt  wird ;  so  liegt  sie 
bei  hartgezogenen  Drähten  höher  als  bei  geglühten,  nach  wiederholten  Defor- 
mationen rückt  sie  meist  hinauf  (in  gewissen  Fällen  aber  auch  hinab)  u.  s.  w. 
In  vielen  Punkten  lauten  die  Resultate  verschiedener  Beobachter  zum  Theil  nicht 
übereinstimmend  oder  gar  widersprechend.  Ein  nahe  bis  zur  Grenze  tordirter 
Draht  bekommt  nach  Mac  Ferlane  eine  dauernde  Torsion,  wenn  er  gespannt 
wird,  und  ein  nahe  bis  zur  Grenze  gespannter  Draht  erfahrt  eine  dauernde 
Dehnung,  wenn  er  tordirt  wird.  Andererseits  wird  nach  Wiedemann  einem  per- 
manent tordirten  Draht  durch  Spannung  ein  Theil  der  permanenten  Torsion  ent- 
zogen. 

Anwendungen  der  Elasticität.  Die  wichtigsten  sind  folgende :  1)  Federn 
mit  der  Bestimmung,  auf  irgend  einen  Gegenstand  einen  Druck  auszuüben,  stets 
für  Herstellung  des  ursprünglichen  Zustandes  zu  sorgen  u.  s.  w.  2)  Spiralförmige 
Uhrfedern  zur  Erzeugung  (Hauptfeder)  und  Regulirung  (Unruhe)  der  Bewegung. 
3)  Federwaagen  (s.  Art.  »Waagec,  pag.  135).  4)  Federdynamometer  zu  verschiedenen 
Zwecken,  insbesondere  zur  Messung  der  Muskelkraft  und  der  Leistung  von 
Maschinen.  5)  Aneroidbarometer,  Federmanometer  und  andere  druckmessende 
Apparate  (s.  Art.  »Luftdrücke).  F.  Auerbach. 


Elasticität  der  Krystalle. 


Die  Elasticität  äussert  sich  bei  Krystallen  naturgemäss  in  weit  verwickeiteren 
Erscheinungen  als  bei  isotropen  Körpern.  Die  hauptsächlichsten  Punkte,  welche 
diese  grössere  Complication  ausmachen,  sind  folgende: 

1)  Längszug  oder  -Druck  bringt  zwar  auch  hier  ausser  der  Längsdehnung 
oder  -Verkürzung  die  Nebenerscheinung  der  Quercontraction  oder  Querdilatation 
hervor;  dieselbe  ist  aber  nicht  nach  allen  Querschnittsrichtungen  gleich  gross, 
jind  es  wird  folglich  nicht  nur,  wie  bei  isotropen  Körpern,  die  Grösse,  sondern  Z 

i8» 
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auch  die  Gestalt  des  Querschnitts  eine  andere,  z.  B.  wird  aus  einem  kreisförmigen 
Querschnitt  ein  elliptischer,  aus  einem  rechteckigen  ein  solcher  mit  gekrümmten 
Seiten  u.  s.  w. 

2)  Die  durch  allseitig  gleichen  Druck  erzeugte  kubische  Compression  ist  hier 
nicht,  wie  bei  isotropen  Körpern,  eine  reine  Compression,  sondern  sie  ist,  da  die 
linearen  Compressionen  in  verschiedenen  Richtungen  verschieden  sind,  mit  der 
Begleiterscheinung  einer  Deformation,  d.  h.  Gestaltsänderung  verknüpft;  der 
Körper  bleibt  nicht  sich  selbst  ähnlich,  die  an  oder  in  ihm  vorkommenden  oder 
gedachten  Winkel  ändern  sich  im  allgemeinen.  Eine  Ausnahme  machen  nur  die 
dem  regulären  System  angehörigen  Krystalle;  bei  ihnen  erzeugt  allseitig  gleicher 
Druck  eine  reine  Compression. 

3)  Bei  prismatischen  oder  cylindrischen,  aus  Krystallen  gebildeten  Körpern 
bewirken,  selbst  wenn  sie  doppelt  symmetrische  Querschnitte  haben,  Zugkräfte, 
die  auf  die  Grundflächen  ausgeübt  werden,  ausser  der  in  einer  Biegung  bestehen- 
den Haupterscheinung  noch  die  Nebenerscheinung  einer  Drillung,  und  umgekehrt 
bringen  Drehungsmomente  um  die  Längsaxe  ausser  der  Drillung  noch  eine 
Biegung  hervor.  Man  kann  diese  Erscheinungen  als  >freie  Biegungc  und  »freie 
Drillungc  bezeichnen;  nur  in  besonderen  Fällen  gehen  dieselben  in  eine  »reine 
Biegungc  resp.  »reine  Drillungc  über.^) 

4)  Die  Grösse  der  eintretenden  Compressionen,  Winkeländerungen,  Biegungen 
und  Drillungen  hängt,  von  den  wirkenden  Kräften  abgesehen,  nicht  bloss  von 
dem  Stoffe  ab,  aus  welchem  der  Körper  besteht,  sondern  auch  von  der  Richtung, 
in  welcher  das  Stäbchen,  Scheibchen  oder  allgemein  das  Beobachtungsstück  aus 
dem  Krystall  herausgeschnitten  ist.  Es  genügt  also  hier  nicht,  den  Elasticitäts- 
modul  £f  den  Torsionsmodul  T,  die  Quercontraction  |jl  u.  s.  w.  schlechthin  anzu- 
geben, sondern  man  muss  diese  Grössen  für  jede  der  kiystallographischen  Haupt- 
richtungen besonders  ermitteln. 

5)  Das  elastische  Verhalten  der  Krystalle  ist  hiemach  nicht,  wie  bei  den 
isotropen  Körpern,  durch  zwei,  sondern  durch  mehr  Constanten  besimmt  Bei 
jenen  konnte  man  hierfür  entweder  £  und  |jl  oder  E  und  T  oder  die  Elasticitäts- 
constanten,  oder  Volumen-  und  Gestaltsmodul  wählen;  hier,  bei  den  Krystallen, 
empfiehlt  sich  am  meisten  entweder  die  Angabe  der  verschiedenen  £  und  7"  oder 
die  Angabe  sämmtlicher  Elasticitätsconstanten. 

Druckcomponenten.^  Dieselben,  X,;  YyZ^  Y^Z^Xy^  sind  6  homogene 
lineare  Functionen  der  9  Differentialquotienten  der  Verrückungscomponenten  uvw 
nach  den  Coordinaten  xyz.  Die  hiemach  auftretende  Zahl  von  54  Constanten 
verringert  sich  aber  zunächst  auf  36  durch  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass 
die  Difterentialquotienten  nur  in  den  6  Combinationen 

du     dv     dw     fdv       dw\      (dw       du\      (du       dv\ 

di'  d^'  Ji'  \Tz-^l];)'  {j^-^Tz)'  [d^-^di)' 

oder  abgekürzt  Xj^,  y^,  «„  y»,  z^j  Xy  vorkommen  (s.  Art.  »Elästicitätc,  pag,  232, 
Gleichung  28);  sodann  weiter  auf  21  auf  Gmnd  der  Existenz  des  elastischen 
Potentials  (pag.  233) 


1)  Voigt,  Wied.  Ann.  16,  pag.  273.  1882, 

^  Für  die  Druckcomponenten :   F.  Neumaiin,  Vorl.  üb.  Elast  pag.  164;  mit  Rücksicht  auf 

das  Potential:   Voigt,  Wied.  Ann.  16,  pag.  276.  1882.  FUr  die  Potentiale  selbst :   KlRCHHOFF, 

Mechanik,  pag.  390;   Sto&y,  Am.  J.  Math,  i,  pag.  177.  1878. 
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(1) 


(la) 


-^='i^ll«*^x*+     ^12**J!r+     ^13^^*«H-     ^liXxyz-h     C^^XjeZx-h     C^^X^Xy 

+  i^t2J!r'  -+-    ^S8;V««-H    ^tiyyyz-^    ^f$yy«x-h    ^^^yy^y 

Durch  DifTerentiation  nach  Xx  u.  s.  w.  erhält  man  hieraus  Xx  u.  s.  w.;  die 
erste  verticale  und  die  erste  horizontale  Columne  ergeben  die  sechs  Glieder  von 
Xx»  die  2.  vert  und  2.  her.  Columne  die  Glieder  von  Yy  u.  s.  w. 

IS'  =  ^18*«  ■+-  ^%%yy  -+-  ^88««  -f-  ^%ky*  -^  ^8  5**  -+-  ^86*r 
Z,  =  ^18*'  +  ^28J!r-»-^88**-^^84>'«-+-  ^8  3  *' "+- ^8  6  ^J' 

K,  =  CiiXx -^  c^^yyh  c^^Zz  -h  c^^y,  -h  c^iSx  "h  c^^Xy 

Zr=  C^^Xx-h  C^^yy  -h  ^86'«  -^  ^4  sJ'«  "H  ^5  6  *'  -^■  ^6  6  •*> 
^^  ==  ^1  6** -+- ^jeJ'^ -♦- ^8« '* -f- ^46^^« -+- ^ö«'' H- ^66*^ 

Für  die  einzelnen  Kiystallsysteme  gestalten  sich  diese  Formeln  folgender- 
maassen: 

a)  Für  das  allgemeinste  Krystallsystem,  das  trikline,  gelten  diese  Ausdrücke 
ohne  weiteres,  d.  h.  ohne  dass  Vereinfachungen  in  ihnen  auftreten. 

b)  Das  monokline  System  hat  die  Besonderheit,  dass  die  dritte  Axe  auf 
der  Ebene  der  beiden  ersten  senkrecht  steht,  dass  also  die  letztere,  es  sei  die 
xy  Ebene,  eine  Symmetrie-Ebene  ist.^)  Es  muss  hiemach  P  bei  Vertauschung 
von  z  mit  — z  umgeändert  bleiben,  was,  da  in  diesem  Falle  y,  und  Zx  ihr  Zeichep 
ändern,  nur   möglich  ist,  wenn  die  Coefficienten  der  diese  Grössen  linear  ent- 

I  haltenden  Glieder,  also  die  8  Constanten  c^^,  c^^,  c^^,  c^^,  c^^,  ^35,  c^^,  c^^ 

I  verschwinden.    Es  wird  also 

Xx  =  Ci^Xx'hCi^yy-{'Ci^Zz'-hc^^Xy         Yz  ^  c^^y^-^c^^Zx  \ 

^  =^18^*^-^JtJ>-*-^88«»-+-^26^^  ^x^C^^yz-^C^^Zx  \    (2) 

^z  =  ^i8*Jr-<-^28»"^^8  8'»"^^8G'^J'  -^  =  ^1  6  **"^"^8  6J!>'"^•^8«*«■+■^6  6*J' i 

Krystalle  dieses  Systems  sind  also  durch  13  Elasticitätsconstanten  charakterisirt. 

c)  Beim  rhombischen  System  stehen  alle  drei  Axen  aufeinander  senkrecht, 
sind  also  alle  drei  Ebenen  Symmetrie-Ebenen;  es  ist  indes  nur  noth wendig,  die 
Existenz  zweier  Symmetrie-Ebenen  {xy  und  yz)  einzuführen,  da  die  Existenz  der 
dritten  dann  noth  wendig  folgt.  Es  müssen  also  noch  die  4  Constanten  c^^^  c^^, 
^4  5,  ^jg  verschwinden,  und  es  wird: 

/>=  y^y^xj  4-  \c^^y;  -h  1^88«/  -¥  c^^yyz^  -h  c^^z^Xx -h  c^^Xxyy 

also: 

Xx^C.^Xx-hC^^yyhCi^Z,  yy^C^iy.    ] 

IS.==^12*JC-H^88JK>'-H^98«»  ^x^C^^Zx   J  (3) 

Z,  ==^l8*x-^-^2S»-^■^88^*  ^y^^BB^y  I 

Dem  rhombischen  System  entsprechen  also  nur  noch  9  Elasticitätsconstanten. 

d)  Beim  quadratischen  System  ist  das  elastische  Verhalten  nicht,  wie  beim 
rhombischen,  in  jeder  der  auf  einander  senkrechten  3  Axenrichtungen  ein 
anderes,  sondern  es  sind  zwei  derselben,  etwa  x  und  y,  gleich  lang  und  elastisch 


^  Der  Kürze  halber  ist  hier  und  im  folgenden  die  Symmetrie  und  Gleichwerdiigkeit  immer 
geometrisch  anfgefiisst;  sie  braucht  aber  im  Princip  natürlich  nur  in  elastischer  Hinsicht  vor- 
handen SU  sein.  Digitized  by  V^jOO^  Lt!" 
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gleichwerthig,  so  dass,  wenn  diese  beiden  Axen  mit  einander  vertauscht  werden, 
sich  nichts  ändert. 

Es  muss  daher  c^^  =  ^^s»  ^44  =  ^65»  ^is  =  ^«s  ^*^*^  ""^  ^^  wird: 

Yy^^Ci^Xj.-hc^^yyi'C^^z,  Zjc^c^^zx    \  (4) 

Dem  quadratischen  System  entsprechen  also  nur  noch  6  Elasticitätsconstanten. 

e)  Beim  regulären  System  sind  alle  drei  Axen  gleich  lang  resp.  gleich- 
werthig; es  muss  al$o  ^11  =^3,  =  ^j3,  ^13  =  ^95=^18,  ^44  =  ^66  =  ^66  sein, 
und  folglich  erhält  man: 

^=  i^i  1 W  -^yy  ■+•  'z)  -+■  ^1 9 Cy^^i^ -H «.^-r  +  jp^;v)  ■+- 4^44  W  -+- ^J  -^ ^/). 

-^x  =  ^1 1  ^^  +  ^1  2  (y^ -+-*,)  ^«=^44^«     ) 

y>=^iiyy  -^^lii^'  -^^x)  Zjc==c^^Zjc\  (5) 

Z,  =^-11  ;er,  4- r,a(jf^  -h  j;^)  Jf^ —  r^^^y  j 

Die  Constantenzahl  ist  hier  nur  noch  gleich  3. 

f)  Die  hemiedrischen  Formen  obiger  5  Krystallsysteme  erfordern  zwar, 
da  ihre  Symmetrie-Verhältnisse  im  allgemeinen  andere  sind,  eine  gesonderte 
Untersuchung,  führen  aber,  insbesondere  für  alle  tetraedri sehen  und  für  die  re- 
gulär-dodekaedrischen  Formen  zur  unveränderten  Anwendbarkeit  der  obigen  be- 
züglichen Formeln. 

g)  Das  hexagonale  System  unterscheidet  sich  von  allen  übrigen  dadurch, 
dass  es  nicht  drei,  sondern  vier  Axen  hat,  und  dass  die  Symmetrie  eine  dreifache 
mit  einem  Symmetriewinkel  von  60°  ist.  Drückt  man  dies  in  Gleichung  (1)  aus 
und  wählt  man  die  0-Axe  als  Hauptaxe,  so  erhält  man: 

-+-  i(^j  1  -  ^1  a)  ^y  -H  i^44  W  ■+-  O, 
Xx='C^^x,r-\rCy^yy-hc^^Zg  Y^^c^^y»  | 

I^  =ri2^x  4- ^iiJ^  +  ^is*«  Zx  =  C^^Zx  >  (6) 

Die  Zahl  der  Elasticitätsconstanten  beträgt  also  hier  5. 

h)  Das  Rhomboeder  ist  zwar  eine  hemiedrische  Form  des  hexagonalen 
Systems,  das  rhomboedrische  System  fuhrt  aber  doch  zu  besonderen  Formeln. 
Es  ist  eine  einfach  symmetrische  Form  mit  dem  Drehungswinkel  120°.  Mit  Rück- 
sicht hierauf  ergiebt  sich,  wenn  durch  den  Index  null  die  Werthe  in  (6)  bezeichnet 

werden : 

F^  jP^-\'C,,[{x^-yy)z^^Xyy,]  \ 

X^  =  XJ^c,,z^,         Yy=y/-c,,z^,  Z,^Z,\  \    (7) 

Y,  =y,'-^c,,xy,  Z.  =  ZJ-hc,^(x^^yy%  Xy=X;^c,,y,\ 
Durch  Hinzutreten  von  c^^  wird  also  hier  die  Constantenzahl  6. 
Bei  diesen  Formeln  ist  die  Stetigkeitshypothese  der  Materie  zu  Grunde 
gelegt.  Die  PoissoN'sche  Moleculartheorie  (pag.  235)  reducirt  die  Constanten- 
zahlen  wie  bei  isotropen  Stoffen  (von  2  auf  1)  so  auch  hier.  Es  wird  nämlich 
im  regulären  System  ^12=  ^44»  also  die  Constantenzahl  2  statt  3,  im  rhombischen 
System  ^44  =  ^28»  ^55=^31»  ^66  =  ^12»  ^'®  Constantenzahl  also  6  statt  9; 
im  hexagonalen  und  im  rhomboedrischen  System  ^13  =  ^44»  ^n  =  S^ig?  ^^^ 
Constantenzahl  also  3  statt  5.  Diese  Beziehungen  werden  aber  durch  die  Er- 
fahrung im  allgemeinen  nicht  bestätigt;  man  muss  also,  wenn  man  zur  Molekular- 

igi  ize     y  ^ 
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theorie  neigt,  die  PoissoN*sche  durch  die  VöiGT*sche  (pag.  235)  ersetzen,  d.  h. 
die  polare  Wirkung  der  Molekeln  auf  einander  in  Betracht  ziehen. i) 
Anwendung  auf  die  einzelnen  elastischen  Erscheinungen.') 
I)  Einseitiger  Druck.  Die  Gleichungen  (1  a),  auf  ein  willkürliches  Coor- 
dinatensystem  bezüglich,  ergeben,  wenn  das  dem  Druck  unterworfene  Prisma  die 
;8:-Axe  zur  Längs-  und  Druckaxe  (die  aber  im  allgemeinen  keine  Hauptaxe  ist) 
hat,  also  Z,  =  /,  alles  Uebrige  =  0  ist,  durch  Auflösung  nach  Xj^  u.  s.  w. 

*'=^-lf'  »=^-n-'  *'=/^-n~*  y^^p-jff  ^'    ^tt'  ^^^^^tt'  ^^ 

wo  n  die  Determinante  jener  Gleichungen  und  Ihjk  deren  ^tes  Element  in  der 
k  ten  Columne  ist.  Die  dritte  dieser  Grössen  ist  offenbar  die  Längscompression 
resp.  Dilatation,  und  folglich  der  Elasticitätsmodul 

£  =  ^-  (9) 

Femer  wird  die  Querdilatation  resp.  die  Quercontraction  in  einer  Richtung, 
welche  mit  der  x-Axe  den  Winkel  p  bildet 

Q  =  Xx  cos^xf  4- J>  stn^  f^-^  Xy  cos^  siti^ 

P 
—  n  (^81  cos^<^-)r  l^^sin^^  -+-284  sin^cos^)\ 

sie  ist  also  rings  um  die  ^r-Axe  variabel,  ausser  wenn  234  =  0  und  23i  =  2j2  ist. 
Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  dem  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  Längs- 
dilatation 

2  2  2 

fx  =  «^  ^^J»  <p  +  —^  sin^  9  4-  ^  sintf  cos  ff.  (10) 

-^38  -^83  -^83 

Endlich  sind  noch  die  Winkeländerungen  zu  bestimmen,  insbesondere  die 
Aenderung  ursprünglich  rechter  Winkel.  Die  beiden  Ebenen,  die  diesen  Winkel 
bilden,  seien 

[aä: -*- v>r -4- 1CÄ  =  1     und     jii^ -h  Vjj^ -hiCiÄ=  1, 
also  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  ihrer  Normalen 

JA  V  IT 

g=     .-= — -^  ^  =  -7=====,        c  = 


und  entsprechend  a^,  d^,  c^,  so  dass  ursprünglich 

aöj  -+■  bb^  4-  r^i  =  0 
ist;  die  Winkeländerung  ist  alsdann 

T\^2(^x^aa^'^yybb^'\-z^cCy)'\'y^(J}C^'^-cb^)-^-Zx{ca^'^ac^)+Xy{ab^  +  ba^).  (11) 
Die  Einsetzung  der  Werthe  (8)  in  diese  Gleichungen  und  die  weitere  Aus- 
führung derselben  liefert  freilich  schon  für  die  einfacheren  Fälle  recht  compli- 
cirte  Formeln.  Die  Mittheilung  derselben  kann  um  so  eher  unterbleiben,  als  in 
ihnen  die  Elasticitätsconstanten  in  derselben  Combination  vorkommen  wie  bei  der 
Biegung  und  Drillung  (s.  u.),  Beobachtungen  von  Winkeländerungen  also,  da  sie 
heikler  sind  als  Biegungs-  und  Drillungsmessungen  und  diesen  gegenüber  nichts 
neues  liefern,  nur  ganz  ausnahmsweise  angezeigt  erscheinen  werden. 

Bei  der  Anwendung  obiger  Formeln  für  einseitigen  Druck  auf  ein  bestimmtes 
Krystallsystem  muss  man,  um  die  dann  eintretende  Vereinfachung  der  Gleichungen 


*)  Voigt,  Gott  Abh.  34,  pag.  i.  1887.  Anfänge  der  verallgemeinerten  Theorie  in  Poisson's 
letzter  unvollendeter  Arbeit:  Mem.  Acad.  18,  pag.  3.  1842.  S.  ferner  Aron,  Wied.  Ann.  20, 
pag.  272.   1883.    Minnigerode,  Gott.  Nachr.  1884,  pag.  195. 

^  F.  Nkumann,  Vorl.  üb.  Elast,  pag.  179;  Voigt,  Wied.  Ann.  16,  pag.  273  und  pag.  416. 
1882;  sowie  29,  pag.  604.   1886. 
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(la)  benutzen  zu  können.,  diese  auf  die  Krystatlaxen  beziehen,  daneben  arber 
ein  zweites  Coordinatensystem  einführen,  dessen  z-Axe  die  Längs-  und  Druckaxe 
ist,  und  das  mit  jenem  durch  die  bekannten  9  Cosinus  a^  ß|  7^  a^  ß^  Ts  ^z  ßs  Ts 
yerknüpft  ist;  zuweilen  genügt  es  auch,  3  von  diesen  Grössen,  nämlich  die 
^ichtungscosinus  der  Längs-  und  Druckaxe  des  Stäbchens  in  Bezug  auf  jenes 
System,  die  dann  kurz  a  ß  7  heissen  mögen,  einzuführen. 

Beispiel:  Reguläres  System.^)  Die  drei  Elasticitätsconstanten  sind  hier 
^11  ^13  ^44  (häufig  auch  ABe  oder  AJBs,  oder  AB  ^  genannt).  Die  Dilatationen 
nach  den  Krystallaxen  ergeben  sich 

^11       ^1»  Vit  +  ^^it  / 

dagegen  die  Dilatation  in  der  Längs-  und  Druckrichtung  oder  gleich  ihr  p  ter  Theil, 
also  das  Reziproke  des  Elasticitätsmoduls 


^  (^.l-^19)(^n-*-2^12)  ^^44  Vll-^19         2^4J(**"^P*"*"^*)- 


(12) 


(Ph.  109.) 


Schneidet  man  also  Stäbchen  aus  regu- 
lären Krystallen  in  den  verschiedensten 
Richtungen  heraus,  bestimmt  man  jedes  Mal 

-^  und  trägt  diese  Grösse  in  der  entsprechen- 
den Richtung  als  Radius  auf,  so  erhält  man^^ 
eine  Oberfläche  4.  Ordnung  (Fig.  109).  In 
drei  Richtungen  finden  Maxima  resp.  Minima 
der  Elasticität  statt,  nämlich  senkrecht  zur 
WUrfelfläche  ein  Maximum  (oder  Minimum), 
senkrecht  zur  Oktaederfläche  ein  Minimum 
(oder  Maximum),  senkrecht  zur  Granatoeder- 
fläche  ein  gemischtes  Maximum -Minimum; 
und  zwar  ist 


(13) 


Wie  man  sieht,  findet  die  einfache  Beziehung  statt: 

Ew  Eo  Eg ' 
die  Gleichungen  (12)  reichen  also  zur  Bestimmung  von  ^n,  r^g,  c^^  nicht  aus.  Die 
Abbildung  bezieht  sich  auf  Steinsalz,  und  zwar  nach  Versuchen,  durch  welche 
Voigt  die  obigen  theoretischen  Resultate  vollauf  bestätigte  (s.  u.)  In  ähnlicher 
Weise  lässt  sich  die  Quercontraction  und  die  Winkeländerung  verfolgen.  Findet 
der  Druck  senkrecht  zur  Würfelfläche  oder  zur  Oktaederfläche  statt,  so  ergiebt 
sich  (1  ringsherum  constant  und  unabhängig  von  der  Richtung  der  Seitenflächen; 
und  im  ersteren  Falle  wird  besonders  einfach  f*  =  ^12/(^11  H- ^it)«  Auch  die 
Winkeländerungen  werden  in  bestimmten  Fällen  gleich  null. 


1 

== 

e^l+c^i 

1 

1 

-h 

1 

E^ 

(^ii 

1 

^ij)('^ii-t-2 

3(^1, 

-1-2^1,) 
1 

3^4  4 

~2(«:n-f 

„)(^, 

,iH-2f,,)    ' 

')  Voigt,  Wied.  Ann.  35,  pag.  642.  1888. 

3)  Voigt,  Pooo.  Ann.  Ergbd.  7,  pag.  i  u.  177.  1876  (Fig.  11). 
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IPür  die  übrigen  Krystallsysteme  werden  die  Formeln  natürlich  complicirter. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  durch  Fig.  109  veranschaulichte  Darstellung 
-des  Verhaltens  eines  Krystallstäbchens  bei  Längsdruck  zwar  die  allgemeinste  ist, 
häufig  aber  durch  einfachere  ersetzt  werden  kann.  Es  genügt  nämlich  meistens, 
die  Curven  anzugeben,  0* 

in  welchen  jene  Ober-  j^^ 

fläche  von  einigen  aus- 
gezeichneten .  Ebenen 
geschnitten  wird;  in 
manchen  Fällen  und 
flir  gewisse  Zwecke  ge- 
nügt sogar  die  'Auf- 
zeichnung einer  der-^»_ 
artigen  Curve,  z.  B.  die 
Curve  der  Dilatationen 
bei  verschiedener  Nei- 
gung der  Längsaxe  des 
Stäbchens    gegen    die 

krystallographische 
Hauptaxe.i)  Die  Fig.  1 10 
stellt  eine  solche  Curve 
für  einen  rhomboödri- 
schen  Krystall,  z.  B. 
Kalkspath,  dar;  die  Zahlen  geben  die  erwähnten  Neigungswinkel  an.^) 

2)  Allseitig  gleicher  Druck.  Die  Gleichung  (la)  sollen  sich  jetzt  auf  die 
Hauptaxen  beziehen,  die  Determinante  heisse  jetzt  P,  und  ihr  A*  Element  in 
der  iten  Reihe  Skk-    Alsdann  findet  sich  die  kubische  Dilatation 

und  folglich  die  cubische  Compressibilität 

^=i[(-Sii -+- 5,, ^- 533)  + 209,3-^531-4-5,,)]; 

die    Umrechnung   der   ^^^    u.   s.  w.    in   die    eigentlichen   Elasticitätsconstanten 
^11  u.  s.  w.  erfolgt  besser  in  jedem  Specialfalle  für  sich. 
Beispiele:   a)  für  das  reguläre  System  wird 

c= ?— . 

b)  Für  das  quadratische,  hexagonale  und  rhombogdrische  System 
wird  übereinstimmend 


tf>« 


-*S7}i' 


tu' 

(Ph.  HO.) 


C=^ 


+  2^3. -^-r 


'^12' 


4r,j 


Die  lineare  Dilatation  wird  für  jede  Richtung  eine  andere;  nur  beim  regulären 
System  ist  sie  für  alle  Richtungen  gleich  und  folglich  ein  Drittel  der  obigen 
kubischen.  Für  die  Aenderung  eines  ursprünglich  rechten  Winkels  er- 
giebt  sich  aus  Gleichung  (11) 


>)  Baumgarten,  Pogg.  Ann.  152,  pag.  369.  '1874. 

^  Eine    dritte  Dantellungsart  hat  kürzlich  Finsterwalder  (Münch.  Her.  1888,  pag.  257) 
angewandt  Digitized  by  V^jOO^  LC 
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+  (-51«+  5,j+  S,s)  (ca^  +  aci)]. 
Für  das  reguläre  S3rstem  wird  rj  =  0,  und  zwar  für  beliebige  Grösse  des  ur- 
sprünglichen Winkels;   in  Bezug  auf  kubische  Compression  verhält  sich  also  ein 
regulärer  Krystall   ganz  wie  ein    isotroper  Körper.     Für  das  quadratische,  hexa- 
gonale  und  rhomboedrische  System  wird  übereinstimmend: 
bei  ursprünglich  rechtem  Winkel 

bei  ursprünglich  beliebigem  Winkel  9 

3)  Biegung.  Die  strenge  Durchführung  des  allgemeinen  Problems  ist  nicht 
möglich;  man  muss  sich  also  entweder  auf  die  sogen,  gleichförmige  Biegung 
durch  Drehungsmomente  (wobei  der  Stab  die  Gestalt  eines  Kreisbogens  annimmt) 
beschränken,  oder,  wenn  man  die  gewöhnliche  Versuchsanordnung  beibehalten 
will,  den  Querschnitt  klein  gegen  die  Länge  annehmen  und  sich  mit  einer  an- 
genäherten Lösung  begnügen.  Das  allgemeine  Resultat  ist  folgendes:  die  Bie- 
gung ist  von  einer  Drillung  begleitet,  ausser  wenn  die  Längsrichtung  des  Stäb- 
chens normal  zu  einer  Symmetrieebene  liegt;  in  diesem  Falle  erhält  man  eine 
reine  Biegung,  und  zugleich  bleiben  hier  ursprünglich  ebene  Querschnitte  eben. 
Auf  ein  solches  Stäbchen  können  demgemäss  ohne  weiteres  die  Biegungsformeln 
für  isotrope  Medien  angewandt  werden.  Die  Senkung  der  Mitte  eines  an  den 
Enden  unterstützten,  in  der  Mitte  belasteten  Stäbchens  wird  angenähert 

speciell  iür  rechteckigen  Querschnitt 

mit  der  von  früher  bekannten  Bedeutung  der  Zeichen.  Der  Zusammenhang 
zwischen  E  und  den  Elasticitätsconstanten  braucht  nicht  von  neuem  untersucht 
zu  werden,  da  er  schon  von  der  Druckelasticität  bekannt  ist  [z.  B.  für  reguläre 
Krystalle  Gleichung  (12)]. 

4)  Drillung.  Das  Problem  ist,  wie  für  isotrope  Körper,  so  auch  für  Kry- 
stalle von  St.  Venant  theilweise  behandelt  und  von  Voigt  für  allgemeinere 
Fälle  durchgeführt  worden,  i)  Im  allgemeinen  ist  die  Torsion  zugleich  von  einer 
Biegung  begleitet;  nur  wenn  die  lüngsaxe  normal  zu  einer  Symmetrieebene  ist, 
findet  reine  Drillung  statt.  Der  Drillungswinkel  eines  rechteckigen  Prismas  lässt 
sich  dann  auf  die  Form  bringen: 

ML 


■r-r -"/©]• 


^}  Die  von  Cauchv  und  Neumann  ausgebildete  ältere  Theorie  hat  sich  in  ihren  Endformeln 
als  nicht  aUgemein  anwendbar  erwiesen,  wohl  aber  die  von  St.  Venant  (Mem.  Sav.  Etr.  14, 
pag-  370»  1855),  welche  zuerst  dieser  selbst  und  alsdann  Voigt  auf  Krystalle  angewandt  hat: 
Wird.  Ann.  16,  pag.  294,  1882  (angenäherte  Formel)  und  Wied.  Ann.  29.  pag.  604,  1886 
(strenge  Formel).  Digitized  by 3,  .^ 
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WO  M  das  tordirende  Moment,  T  der  Torsionsmodul,  L  die  Länge,  Q  der  Quer- 
schnitt, m  die  halbe  grössere,  n  die  halbe  kleinere  Querdimension  und  /  eine 
Funktion  von  tnfn  ist,  die  sich  in  gewissen  Fällen  zahlenmässig  angeben  lässt. 
Bei  gemischter  Torsion  gilt  diese  Formel  nur  noch  näherungsweise,  nämlich  wenn 
«*  klein  gegen  tn^  ist;  die  genaue  Formel  ist  von  Voigt  angegeben  worden  (s.  d.) 
Bei  etwas  anderer  Schreibweise  ergiebt  sich  aus  obigem  der  Torsionsmodul  für 
das  reguläre  System,  wenn  die  Kanten  des  Stäbchens  in  die  Symmetrieaxen  fallen: 


T= 


*-^{^-hiVr)' 


WO  jetzt  d  die  Dicke,  b  die  Breite  des  Stäbchens,  T  der  aus  T  durch  Ver- 
tauschung der  Querdimensionen  hervorgehende  Werth  und  X  eine  Funktion  ist, 
die,  wenn  das  Verhältnlss  der  Querdimensionen  grösser  als  3  ist,  merklich  con- 
stant,  nämlich  gleich  3-361  ist.  Mit  den  Elasticitätsconstanten  hängt  T  durch  die 
Formel 

Y  =  :^[-S44+2(2(5„-5i,)_5,,)(a».,>+  ß»pi»  +  T»T,»)] 

zusammen,  wo  aß7  die  Richtungscosinus  der  Längsrichtung,  a^ßg^i  die  der 
grösseren  Querrichtung  sind  (entsprechend  für  V).  Die  Reduktion  der  S^^  u.  s.  w. 
auf  die  eigentlichen  Elasticitätsconstanten  fuhrt  zu  sehr  complicirten  Formeln; 
speciell  für  das  reguläre  System  wird 

(entsprechend  für  T)\   ist  die  Längsrichtung  nornial  zur  Würfelfläche,  so  wird 
Tp-^-—     und  auch    ^ttt  =  7—  ; 

-*w  ^4  4  -«w  ^44 

ist  die  Längsrichtung  normal  zur  Granatoederfläche,  die  längere  Querrichtung 
normal  zur  Würfelfläche,  so  ist  ebenfalls 


yT  =  7- ,    dagegen 


2r 


11 


T, 


3^n 


r/ 


C44  ^s        (^11  — ^ia)(^ii-»-2^ia) 

Hat  das  Stäbchen  kreisförmigen  Querschnitt,   so  hängt  die  Torsion  nur  von 
der  Lage  der  Längsrichtung  gegen  die  Axen  ab, 
1  2 


^44 


4(— ^--i-)(ß^T'-f-T*a3+a>ß>); 
VI  1      ^1  a       ^4  4/ 


man  kann  alsdann  die  Torsionsverhältnisse 
ähnlich  wie  früher  die  Elasticitäts Verhältnisse 
durch  eine  Oberfläche  darstellen  und  erhält, 
diesmal  freilich  nur  mit  angenäherter 
Gültigkeit,  die  Fig.  111)1).  Wie  jene  Fläche 
an  einen  abgerundeten  und  eingedrückten 
Würfel,  so  erinnert  diese  an  ein  abgerundetes 
und  eingedrücktes  Octaeder.  Für  die  genaue 
Darstellung,  insbesondere  nach  der  neueren, 
strengeren  Torsionsformel,  wird  man  auch 
hier  die  Zeichnung  ebener  Torsionsdiagramme 
vorziehen. 


*)  Voigt,  Pogg.  Ann.  Ergbd,  7,  Fig.  31. 


(Ph.  111.) 
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284  Beobacbtungtmetboden. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  das  rhombische^),  hexagonale")  und  riiom- 
boedrische')  System. 

Beobachtungsmethoden.  Dieselben  sind  im  wesentlichen  schon  oben  bei 
»Zug  und  Drucke  (pag.  237)  resp.  bei  »Biegung  und  Torsionc  (pag.  263  und  269) 
aufgeführt  worden.  Am  wichtigsten  sind  einerseits  Versuche  über  kubische 
Compressibilität,  welche  zur  Kenntniss  von  C  führen,  und  welche  Röntgen  und 
Schneider*)  nach  der  schon  erwähnten  Piezometermethode  angestellt  haben,  an- 
dererseits Versuche  über  Biegung  und  Torsion,  welche,  nach  einander  an  den- 
selben Stäbchen  ausgeführt,  nicht  nur  zur  Kenntniss  von  E  und  T  führen,  son- 
dern auch  zu  der  aller  Elasticitätsconstanten  c<^  ^  u.  s.  w.  führen,  mit  dem  weite- 
ren Vortheil,  dass  man  eine  mehr  als  ausreichende  Zahl  von  Bestimmungen  er- 
hält, so  dass  man  entweder  Controlwerthe  hat  oder  die  geeignetsten  Beobachtungen 
sich  auswählen  kann;  man  wird  dies  in  der  Weise  thun,  dass  man  möglichst  viel 
Daten  durch  Biegungen  und  nur  den  Rest  durch  Drillungen  ermittelt.^)  Im  ein- 
zelnen sei  noch  folgendes  bemerkt:  Die  Dimensionen  der  Krystallstäbchen  resp. 
der  auch  zuweilen  benutzten  Krystallscheibchen^)  müssen  bei  ihrer  Kleinheit  mit 
besonderer  Sorgfalt  gemessen  werden.  Den  Querschnitt  der  Stäbchen  nimmt  man 
rechteckig  und  wählt  seine  beiden  Kanten  zur  Vereinfachung  der  Theorie  (s.  o.) 
einigermaassen  verschieden.  £benso  empfiehlt  es  sich,  bei  abnehmender  Länge 
der  Stäbchen  auch  Breite  und  Dicke  entsprechend  abnehmen  zu  lassen,  weil 
sonst  die  gewöhnliche  Biegungsformel  hinfallig  und  auch  die  Anwendbarkeit  des 
Warburg-Koch' sehen  Correktionsgliedes  (pag.  271)  von  Voigt  ^  bezweifelt  wird. 
Ergeben  die  Messungen  der  Dicke  an  verschiedenen  Stellen  verschiedene  Werthe, 
so  kann  man  bei  den  Drillungen  einfach  die  mittlere  Dicke,  muss  aber  bei  den 
Biegungen  einen  anders  zu  ermittelnden  Werth  in  die  Rechnung  einführen  •). 
In  Bezug  auf  eine  Reihe  weiterer  Vorsichtsmaassregeln,  besonders  bei  der  Her- 
stellung, Behandlung  und  Belastung  der  Stäbchen,  muss  auf  die  betreffenden 
Untersuchungen  verwiesen  werden.  Die  Messung  der  Biegung  selbst  geschieht 
entweder  nach  der  besonders  von  KocH^)  ausgebildeten  mikroskopischen 
Interferenzstreifenmethode  oder  nach  der  von  Voigt "^)  ausgebildeten  tele- 
skopischen Spiegelungsmethode;  die  letztere  hat  den  Vortheil,  auch  gleich 
zur  Messung  der  Drillungen  zu  dienen.  Die  Messungen  werden,  wenn  nur  die 
Hauptwerthe  von  E  imd  T  ermittelt  werden  sollen,  nur  an  in  den  Hauptrichtungen 
geschnittenen  Stäbchen  ausgeführt,  dagegen  noch  an  zahlreichen  schiefgeschnittenen, 
wenn  es  sich  um  Zeichnung  der  Elasticitäts-  und  Torsionsflächen  resp.  Curven 
oder  um  Ermittelung  sämmtlicher  Elasticitätsconstanten  handelt. 

Neben  der  statischen  ist  noch  kurz  der  dynamischen  Methode  zu  ge- 
denken, bei  welcher  die  Schwingungen,  etwa  mit  der  Hilfe  der  Klangfiguren  auf 
Krystallscheibchen,  beobachtet  werden,  und  welche,   von  Savart")  angewandt. 


1)  Voigt,  Wird.  Ann.  34,  pag.  981.  1888. 

>)  Voigt,  Wied.  Ann.  31,  pag.  479.   1887. 

8)  Voigt,  Wied.  Ann.  31,  pag.  495.  1887. 

*)  RÖNTGEN  und  Schneider,  Wied.  Ann.  31,  pag.  1000.  1887. 

*)  Voigt,  Wied.  Ann.  16,  pag.  416.  1882. 

^)  Becksnkahp,  Z.  f.  Kryst.  10,  pag.  41.   1885. 

^)  Voigt,  Wied.  Ann.  34,  pag.  1023.  1888. 

*)  Voigt,  Ber.  Berl.  Akad  1884,  pag.  989. 

^  Koch,  Wied.  Ann.  5,  pag.251.  1878;  Freib.  Verh.  8,  Heft2.  1881 ;  Wied.  Ann.  18,  pag. 325. 

»)  Voigt,  Wied.  Ann.  31,  pag.  474.  1887. 

H)  SAVART,  Pooo.  Ann.  .6.  pag.  .06.  ,829.  ^^^^^^  ^^  GoOglc 


Resultate:   Reguläres  System. 
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die  erste  war,  durch   welche  überhaupt  die  Elasticität  der  Krystalle,  wenn  auch 
nur  qualitativ,  untersucht  wurde. 

Resultate.  Es  bedeutet:  E  den  Elasticitätsmodul,  T  den  Torsionsmodul, 
dieselben  beiden  Grössen  mit  Indices  ihre  Werthe  in  bestimmten  Richtungen; 
s^ ,  u.  s.  w.  «=  «Sj  j  /F  sind  die  indirekten,  aber  aus  den  Beobachtungen  zunächst 
sich  ergebenden,  r^  ^  u.  s.  w.  die  wirklichen  Elasticitätsconstanten  (alles  in  Kilo- 
grammen); C  die  kubische  Compressibilität,  bezw.  aut  Atmosphären;  aß^  die 
Richtungscosinus  der  Längsaxe,  «ißiTi  die  der  grösseren,  «3  ß^  79  die  der 
kleineren  Querdimension. 

A.   Reguläres  System.     1)  Steinsalz. i) 


Beobachter 

E^ 

Eg 

Eo 

B^\Es 

Eg\Eo 

TVc; 

Voigt  (1876)    . 

4103 

3410 

3193 

1-20 

1-07 

— 

M      (1884)     . 

4186 

3482 

— 

1-20 

— 

1292 

„       (1888)     . 

4187 

3490 

3026 

1-20 

115 

1294 

Koch  .... 

4033 

3395 

— 

119 

— 

— 

Groth     .    .    . 

— 

— 

— 

119 

— 

— 

(Voigt) 


^  =  [33-48— 9-66  (a*  +  ß*  -4-  7*)]  •  lO"* 

(Kreiscylinder)  ^=  [154-58-77-28(ß»7>4-7>a>-f-  a«ß»)]  .10-» 

C  =  4-2 •  10-«  (Voigt);  =  50  •  10~«  (Röntgen u. Schneider) 3), 
c^  1  =  4770,    iTj  2  =  1320,    iT^  4  =  1294. 
Für  Steinsalz  ist  also  die  PoissoN'sche  Beziehung  ^13  =  ^44  nahezu  erfüllt; 
nach  Voigt  ist  also  die  Polarität  der  Steinsalzmolekeln  sehr  gering. 

2)  Sylvin*). 

-£;p=4010,    J?^  =  2088,    jE:,^:jE^=1-92  (Koch) 
^«,=  3724,    ^^«1960,    Ä,:^r=l'ÖO,    r«,  =  655 

-i-  =  [75i— 48-2(a*H-ß*-i-7*)].10-»,    hieraus  ber.  ^^=1695 

^11=3750,    ^15=:  198,   ^44  =  655,    C=:7-45-10-« 

C=  5-6  .  10-«  (Röntgen  u.  Schneider). 

3)  Flussspath  (Voigt)*). 

^=14730,    -£^=10080,    -£^  =  9100,    r^  =  3446 

-1  =  [13-05— 6-26  (a*-f-  ß*  -h  74)]  - 10-» 

^11=16700,    ^,,=  4570,    ^44=3450;     C=  120  •  10-«. 
Die  PoissoN'sche  Beziehung  ist  hier  nicht  erfüllt;   Flussspath  muss  also  nach 
Voigt  stark  polar  wirkende  Molekeln  haben. 

4)  Pyrit  (parallelflächige  Hemiedrie)  (Voigt)*). 

^»  =  35300,   jE^=  25300,    ^^  =  23100  (ber.).   r„;=  10750;    C=M4.10-« 
c^  j  =  36800,     c^  ,=  —  4830,     ^44=  10750. 

*)  Voigt,  Pogg.  Ann.  Ergbd,  7,  pag.  i  u.  177.  1876.  —  Voigt,  Ber.  Berl.  Akad.  1884, 
pag.  989.  —  Voigt,  Wied.  Ann.  35,  pag.  651.  1888.  —  Koch,  Freib.  Her.  8  (2),  pag.  i,  u. 
WiED.  Ann.  18,  pag.  325.  1881.  ^  Groth,  Ber.  Berl.  Akad.   1875,  pag.  544. 

^  Röntgen  u.  Schneider,  Wied.  Ann.  31,  pag.  1000.  1887. 

>)  Koch,  a.  a.  O.  —  Voigt,  Wied.  Ann.  35,  pag.  655.  1888.  —  Röntgen  u.  Schneider,  a.  a.  O. 

*)  Voigt,  Ber.  BerL  Akad.  1884,  pag.  999;  Wied.  Ann.  35,  pag.  645.  i388;  s.  auch 
Klang,  Wied.  Ann.  12,  pag.  321.  1881. 

^)  Voigt,  Wied.  Ann.  35,  pag.  649.  1888. 
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Rhombisches  System. 


Pyrit  hat  also  einen  überaus  grossen  (den  grössten  bisher  bekannten)  Elasti- 
citätsmodul  und  ausserdem  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  eine  der  drei 
Elasticitätsconstanten  negativ  ist;  von  ErflUlung  der  PoissoN'schen  Beziehung  kann 
also  hier  gar  nicht  die  Rede  sein. 

5)  Chlorsaures  Natron  (Koch).i) 

^«  =  4047,    ^^  =  3190,    E^'.Eg=l-21. 

6)  Alaune  (Beckenkamp) 2). 

Eg  =  1987,    E^\Eg^  0*90. 
E^  =  1771,    Eo  =  1832,    E^  :  Eg  =  090. 


Kalialaun:       -£;«,=  1806, 
Chromalaun:  -£^=1608, 
Eisenalaun:     E^  =  1861. 
7)  Kupfer  (Voigt)»). 

E  =  12260, 
^11  =  13420, 

B.  Rhombisches    System. 


Ti  =  4616,     r,  =  3930 
^12  =6575,     ^4  4  =5590. 

Fällt  die  Längsaxe  in  eine  det  drei  Haupt- 
axen,  so  ist  der  Index  1,  2,  3,  föllt  sie  in  eine  der  drei  Hauptebenen  unter  45** 
gegen  die  beiden  betreffenden  Axen,  so  ist  der  Index  4,  5,  6  beigefügt,  der  zweite 
Index  giebt  die  Richtung  der  grösseren  Querdimension  an. 

8)  Topas  (Voigt)*). 
E^  =23040,    ^3=28900,    ^,  =  26520,    ^4  =  26700,    ^5=28930,    ^6=31800, 
7^23=  r3j=  11040,     7-3,=  7^13=  13530,     T^  ,=  r,i  =  13360, 


-^  =  [4-341a*  4-  3-460ß*  4-  37717* 
-h2-390a2p3)].  10- 


2(3-879ß2Y8  4-2-85673a2 


(Kreiscylinder)  ^  =  (14-88a*  -f-  16-54ß*  -+•  16*457*  -h  30-89 ß»7»  -+-  40-897«  *' 

-+•  43-51  a»ß«).  10-». 
Die  Hauptschnitte  beider  Flächen  sind  in  Fig.  112  gezeichnet. 

C=0-61  .  10-«. 
<ri,  =  28700,      rj  8  =  35600, 

^3  5=30000 
^44=  11000,       ^Tg  5  =13500, 

^6^=  13300 
^j,=    9000.      ^81=    8600, 

^1,=  12800. 

Die  PoissoN'schen  Relationen 
sind  hier  durchaus  nicht  erfüllt; 
die  hiemach  vorhandene  starke 
^  Polarität  der  Topasmolekeln 
stimmt  mit  den  bekannten  pyro- 
elektrischen  Eigenschaften  des 
Topases  überein. 


(Ph.  112.) 


1)  Koch,  a.  a.  O. 

3)  Bkckenkamp,  Z.  f.  Kryst.  1885,  pag-  4«  u.  1887,  pag.  418. 

^  Voigt,  Ber.  Berl.  Akad.  1883,  pag.  961  u.   1884,  pag.  10 15. 

*)  Voigt,  Wied.  Ann.  34.  pag.  981.  1888.     Gott  Nachr.  1887,  ^^itiz^d  byGoOQlc 


Monoklines  und  hexagonales  System. 
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9)  Baryt  (Voigt) i). 
^j==:6199,  ^j  =  5403,  ^,  =  9594,  ^4=  3764,  ^5=7025,  ^5=  7400, 

^23=^82=1215,  r,i=ri3  =  2927,  r,j=ra,  =  2828, 

Jr=  [16-13a*-l- 18-51  ß*-l- 10-427* -♦-2(38-79ß«7»-+-15-2l7^a« 
+  8-88a«ßa)].10-» 

(Kreiscylinder)  ^=  [69-52a*-l-  117-66ß*+  116-467* -H  2(20-16ß«7» 4-  85*297^ x 

-h  127-35  a«ß«)].  10-». 
Die  Hauptschnitte  sind  in  Fig.  113  dargestellt. 

c=  1-93. 10-«. 

rji=  9070,  ^2  2  =8000, 
^33  =  10740,  r,4=1220, 
^5  5=  2930,  <:g6  =  2830, 
^2  3=  2730,  ^81  =  2750, 
Ci  2  =  4680. 

C.  Monoklines  System 
(COROMILAS).  ^  Es  sind  hier  nur 
die  Spaltungsflächen  untersucht; 
es  fand  sich  Grösse  und  Lage 
des  Maximum  und  Minimum  von 
£  bei 

10)  Gyps: 

^i,rax.  =  8870  in  21*9°  gegen  die 

Hauptaxe, 

^«,«=3130    „   75-4°  gegen  die 

•  Hauptaxe. 

11)  Glimmer:  ^,„aT.  =  22133  in  der  Hauptaxe 

£mtH,^  15543  in  45°  gegen  die  Hauptaxe. 

D.  Hexagonales  System.     Der  Index  bedeutet  die  Neigung  der  Längs- 
axe  gegen  die  Hauptaxe. 

12)  Beryll  (Smaragd)  (Voigt)3). 

^0=  21650,    ^45  =  17960,    £^q  =  23120,     T^  =  6666,     T^o  =  ^830 
(letztere  Zahl,  wenn  die  kleinere  Querdimension  in  die  Hauptaxe  fällt).     Femer, 
wenn  9,  9^,  92  die  Winkel  der  Längs-,  Breiten-  und  Dickenrichtung  des  Stäbchens 
gegen  die  Hauptaxe  sind: 

^  =  (4-325  i/«*(p  +  4-619  cos*(f-h  13-328  sm^f^cos^ff)  -  IQr-^ 

^  =  (15-000— 3-675  r£7i»  92  —  17  536  cos^  (^  cos^^f^)  -  10" \ 
In  Fig.  1 14  stellt  die  Curve  £  den  Werth  von  l/£  bei  verschiedenen  9  dar. 


(Ph.  118.) 


*)  Voigt,  ebenda.  Femer:  Niedmann,  Z.  f.  Kryst.  1S87,  P^g-  S^*«  Es  fand  sich: 
^j  =  6500,  i?3  =  5410,  -ff,  =  8490,  crsterer  liemlich,  der  «weite  Wert  gut,  der  dritte  schlecht 
mit  Voigt  überstimmend. 

^  CoROMiLAS,  Ueb.  d.  El.-Verh.  im  Gyps  u.  Glimmer.  Diss.  TUb.  1877  u.  Z.  f.  Kryst.  i, 
pag.  407. 

3)  Voigt,  Wied.  Ann.  31,  pag.  474.   1887.     Gott.  Nachr.   1886,  Nr,  3,  OoOqIc 
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Khombo^drisches  System. 


die  Curven  T,  und  r,  die  Werthe  von  l/r,  wenn  die  Längsrichtung  in  einem 


^^^r%: 


Hauptschnitte  variirt  und  ent- 
weder die  grössere  oder  die 
kleinere  Querdimension  senk- 
recht zur  Hauptaxe  bleibt.  End- 
lich wird: 

C=  0-747.  10-«. 
^11  ==27460,    /rj,=    9800, 
^18=    6740,    <:3  3  =  24090, 
ff^  ^44  "^^  6660. 

Die  PoissoN'schen  Bezie- 
hungen sind  hier  nahe  erfüllt, 
die  Polarität  also  klein. 

E.  Rhomboedrisches 
System. 

13)Bergkrystall(VoiGT)i). 
^0=10304,   -£-4  5=13050, 
^+4  6=    8505,      ^90=    7853, 
ro=    5085,      r^o^    3481, 


=  [12-734  (1  -  7«)»  -h  16-693  (1  -  7»)  7«  -f-  9*7057*  -  8*460  ß7(3aa-  p3)].  jq-^ 

zur  Symmetrieebene: 


-♦r/j'- 


2 

E 

und  speciell  für  Richtungen  ||  oder 

^  =  [12-734  w»*  <p -h  16-693  sin}  9  cos^ 7 h- 9-705  cos^  9  +  8-460  cosft^  sin^ 9]  •  lO"* 

-j^  =  [12-734  w«*  9 4- 16-693  ««><p^i7j«(p 4- 9-705  ^^>j*<p]  •  10-*. 

Femer: 
1 
^==  [19-665-4-  9-0607,»+  22-9847» Ti»-  16-920[(7ß,  -h  ßTi)(3aai~pp,) 

-ß,72]]-10-S 
^«     ^  ^  und    speciell,    wenn     die 

-^y    "'X       ♦    ^*^^'    »<re\  Längs-  und   die   grössere 

^^  oder  kleinere  Querdimen- 

'^  sion    in    der    Symmetrie- 

ebene  Uegt: 

^=[19'665+5-746j/««2(p 

-h8-460«Vi29r^j29]- 10~5 

^^^  j^=  [19-665  + 9-060 j/i»«9 

—  8-460  jj«  29].  10-*. 
Die  Elasticitätscurve 
auf  der  Basis  ist  ein  Kreis; 
im  übrigen  ist  das  elas- 
tische Verhalten  des  Berg- 
krystalls  durch  die  vier 
Curven  der  Fig.  115  dar- 
gestellt   Endlich  ist: 


(PluUß.) 


1)  Voigt,  Gott.  Nachr.  1886,  Nr.  3.     Wikd.  Ann.  31,  pag.  495  u.  701.  1887.    ^.^T^ 
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C:=  2-675.  10-«. 
^1 1  =  8682,      ^8  8  =  10745,      c^  ^  ==  5823 
rj,=    709,       ^18=    1-438»       <:i^  =  1715. 
14)  Kalkspath. 

£0  =  5010,    -£-46  ==  441 1,    jff-H45  =  7720,    ^90  =  7904  (Baumgarten  i). 
Die  £lasticitätscurve  in  der  Basis  ist  ein  Kreis,  die  im  Hauptschnitt  ist  schon 
oben  in  Fig.  110  dargestellt.  F.  Au£RBach. 


Stoss. 


Allgemeines.  Wenn  zwei  Körper  bei  ihrer  Bewegung  mit  einander  in 
Berührung  kommen,  so  tritt  eine  Reihe  von  Erscheinungen  auf,  welche  man  als 
die  Erscheinungen  des  Stosses  zusammenfasst  Bestimmend  für  dieselben  sind 
die  Massen  der  beiden  Körper,  ihre  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stosse  nach 
Grösse  und  Richtung,  ihre  Elasticitäts-  und  zuweilen  auch  ihre  Reibungs Verhältnisse, 
endlich  die  Lage  und  Beschaffenheit  der  Berührungsstellen.  Zu  ermitteln  sind 
einmal  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  und  zweitens  die  Vorgänge  und 
Begleiterscheinungen  während  der  Berührung  selbst  (Stosszeit,  Stossfläche,  Stoss- 
tiefe,  Erwärmung,  Schall,  dauernde  Deformation  u.  s.  w.).  Bei  Beschränkung 
auf  den  ersten  Punkt  kann  man  schon  durch  elementare  Betrachtungen  (mechanische 
Theorie)  zu  Ergebnissen  gelangen ;  dieselben  sind  aber  nur  in  gewissen  Special- 
fällen erfahrungsgemäss  streng  richtig,  in  anderen  sind  sie  es  nur  näherungsweise, 
in  noch  anderen  endlich  werden  sie  durch  die  Beobachtungen  widerlegt.  Alsdann, 
und  ebenso  wenn  es  sich  um  Probleme  der  zweiten  Classe  handelt,  muss  die 
höhere,  elastische  Theorie  zu  Grunde  gelegt  werden,  die  jedoch  ebenfalls,  ihrem 
heutigen  Stande  nach,  die  Beobachtung  nur  in  einigen  Fällen  befriedigend 
wiedergiebt. 

Man  unterscheidet  zunächst  den  centralen  Stoss,  bei  welchem  im  Momente 
der  Berührung  die  Stossrichtung,  d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte 
der  beiden  Körper  auf  der  Tangentialebene  senkrecht  steht,  von  dem  excen- 
trischen  Stoss,  bei  welchem  entweder  nur  eine  oder  keine  der  beiden  von  den 
Schwerpunkten  nach  der  Berührungsstelle  gezogenen  Linien  auf  der  Tangential- 
ebene senkrecht  steht.  Bei  zwei  homogenen  Kugeln  z.  B.  ist  jeder  Stoss  central, 
bei  EUipsoiden  nur,  wenn  die  Berührung  an  den  Enden  der  Axen  stattfindet  u.  s.  w. 
Zweitens  unterscheidet  man  den  geraden  Stoss,  bei  welchem  die  vor  dem  Stosse 
stattfindenden  Bewegungsrichtungen  gemeinschaftlich  in  die  Stossrichtung  fallen, 
von  dem  schiefen  Stosse,  wo  eine  oder  beide  Bewegungsrichtungen  mit  der 
Stossrichtung  einen  Winkel  bilden.  Beim  schiefen  excentrischen  Stosse  können 
dabei  noch  verschiedene  Möglichkeiten  eintreten,  auf  welche  jedoch  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden  kann.  Drittens  hat  man  den  Stoss  auf  einen  freien, 
auf  einen  drehbaren  oder  auf  einen  festen  Körper  resp.  zwischen  solchen 
zu  unterscheiden.  Endlich  werden  die  Erscheinungen  complicirt,  wenn  die 
stossenden  Körper  vor  dem  Stosse  ausser  der  fortschreitenden  auch  noch  eine 
drehende  (rollende  oder  kreiselnde)  Bewegung  haben. 


>)  Baumgarten,  Pogg.  Ann.  152,  pag.  369.  1874.    Siehe  auch:  Vater,  Z,  f.  Kiyst.  1886, 
pag.  549  (auch  für  Apatit).  Digitized  byV^jOOy  iC 
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Mechanische  Theorie^). 
Gerader  centraler  Stoss.  Hier  verläuft  die  ganze  Erscheinung  in  einer 
Linie,  und  es  handelt  sich  nur  darum,  bei  gegebenen  Massen  m^  und  m^  der 
Körper  K^  und  AT,  (die  man  sich  der  Anschaulichkeit  halber  als  Kugeln  vor- 
stellen kann)  und  gegebenen  Geschwindigkeiten  ^,  und  c^  vor  dem  Stoss  die 
Geschwindigkeiten  v^  und  v^  nach  demselben  zu  ermitteln.  Hierzu  können  nach 
Wahl  verschiedene  Principien  der  Mechanik  dienen.  Wählt  man  das  der  Gleich- 
heit von  Wirkung  und  Gegenwirkung  (Princip  6,  pag.  36),  so  argumentirt  man 
folgendermaassen:  Während  der  Berührung  übt  jeder  der  beiden  Körper  auf  den 
anderen  einen  Druck  aus,  und  nach  dem  obigen  Princip  sind  diese  beiden  Drucke 
gleich  und  entgegengesetzt.  Folglich  werden  auch  die  Wirkungen,  die  sie  hervor- 
bringen, gleich  und  entgegengesetzt  sein;  jede  dieser  Wirkungen  besteht  nun  in 
einer  Geschwindigkeitsänderung  {v^  —  r,  resp.  v^  —  c^),  also  in  einer  Aenderung 
der  Bewegungsgrösse  (pag.  19).    Man  erhält  also 

oder  auch 

«1^1  4-  m^c^  «=  **i^i  •+■  »»2^s  =  consL  (1) 

Wählt  man  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes, 
so  hat  man  lür  Ort  und  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  von  ATj  und  ATj  vor 
dem  Stoss,  also  auch  nach  ihm: 

jP-__« — » ^^— ,     also    v  =  c== — —^—, — ?-i  =  — -^— L— ?-»^ 

ÄWj  -H  1^2  ^1  *T"  ^%  ^1  *T"W2 

also  wieder  wie  oben.  In  Worten  besagt  diese  Gleichung:  Die  Summe  der 
Bewegungsgrössen  beiderKörper  wird  durch  den  Stoss  nicht  geändert. 
Hiermit  hat  man  aber  nur  eine  einzige  Bestimmungsgleichung  für  die  beiden  ge- 
suchten Grössen  v^  und  v^,  und  es  können  folglich  unendlich  viele  verschiedene 
Fälle  eintreten.  Welcher  von  ihnen  eintritt,  hängt  von  der  Elasticität  des  Materials 
von  K^  und  K^  ab.  Die  beiden  hier  möglichen  äussersten  Fälle  .sind  diejenigen 
völlig  unelastischer  und  vollkommen  elastischer  Körper. 

a)  Unelastischer  Stoss.  Der  Druck  der  Körper  auf  einander  deformirt 
dieselben,  ohne  eine  innere  Gegenkraft  wachzurufen;  es  wird  also  ein  völliger 
Ausgleich  sowohl  des  Druckes  als  der  Geschwindigkeiten  stattfinden,  die  relative 
Geschwindigkeit  der  Körper  gegeneinander,  welche  vor  dem  Stosse  c^  —  c^  be- 
trug, ist  nach  ihm  null  geworden,  und  die  Körper  werden  sich  gemeinsam  (ohne 
sich  wieder  zu  trennen),  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegen,  nämlich  mit 
der  Geschwindigkeit 

v,  =  v,  =  v=^c=     '^;^J/-  (2) 

Stossen  also  z.  B.  zwei  Kugeln  von  gleicher  Masse  mit  gleichen,  entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeiten  auf  einander  (»i|  =  »ij,  c^  =  —  c^),  oder  stossen  zwei 
Kugeln  von  verschiedenen  Massen  mit  entgegengesetzten,  ihren  Massen  umgekehrt 
proportionalen  Geschwindigkeiten  aufeinander  (»«1^1  =  —  »»2^2)»  ^°  kommen  sie 
zum  Stillstand.  Stos.sen  zwei  Kugeln  von  gleichen  Massen  mit  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  aufeinander,  so  bewegen  sie  sich  mit  dem  arithmetischen  Mittel 


*)  Die  mechanische  Theorie  des  Stosses  ist  fast  gleichzeitig  1668  io  Folge  einer  Preis- 
frage der  Londoner  Akademie  von  Huvgens  (De  motu  corporum  ex  percussione) ,  Wallis 
(Opera  I,  pag.  1012:  De  percussione)  und  VVrkn  entwickelt  und  in  den  Trans.  R.  Soc,  Bd.  I,  zu- 
erst veröffentlicht.  —  Bald  darauf  hat  auch  Newton  die  Stosstheorie  entwickelt  (Philos.  nat. 
princ.  math.,  Einleitung).  Digitized  by  ^.^^^^^ 
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der  Geschwindigkeiten  weiter.  Da  der  Stoss  die  unelastischen  Körper  dauernd 
deformirt,  so  leistet  er  Arbeit;. ein  Theil  der  kinetischen  Energie  muss  also  ver- 
loren gehen,  und  zwar  findet  man  diesen  Verlust 

2  (^1  ^\  -+-  ^^  ^S)  —  2  (^1  ■+-  ^3)  ^^  =  2  m^^m^  ^^1 ""  ^^^^' 
Der  Verlust  an  kinetischer  Energie  ist  also  einerseits  einer  reinen  Function 
der  Massen,  andererseits  einer  reinen  Function  der  Geschwindigkeiten,  nämlich 
dem  Quadrat  ihrer  Differenz  proportional.  Der  verhältnissmässige  Verlust  an 
kinetischer  Energie  endlich  hängt  nur  von  dem  Verhältniss  fi  der  beiden  Massen 
und  dem  Verhältniss  e  der  beiden  Geschwindigkeiten  ab  und  ist  gleich 


(H-a)(l/8H-8«)' 
er  variirt  von  0  bis  100  Procent. 

b)  Elastischer  Stoss.  Hier  ist  der  eigentliche  Vorgang  des  Stosses  damit, 
dass  die  beiden  Körper  ihre  relativen  Geschwindigkeiten  gegen  den  Schwerpunkt, 
^1  —  c  und  c^  —  c,  einbüssen,  noch  nicht  beendet,  der  Druck  der  Körper  auf 
einander  ruft  nämlich  deren  Elasticität  wach,  und  wenn  diese  eine  vollkommene 
ist,  so  treibt  sie  die  Körper  mit  dem  gleichen,  aber  entgegengesetzten  Druck  aus- 
einander. Auf  jene  erste  Periode  der  Berührung  folgt  also  eine  zweite,  in  welcher 
die  relative  Geschwindigkeit  jeder  der  beiden  Körper  von  null  auf  den  dem  ur- 
sprünglichen entgegengesetzten  Werth  steigt,  d.  h.  auf  c  —  c^  resp.  c  —  c^.  Die 
absoluten  Geschwindigkeiten  der  Körper  vom  Augenblicke  ihrer  Trennung  an 
sind  also 


z/i  =  ^-+-  (r— -^1)  = 


(3) 


Dasselbe  Resultat  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen  (1)  mit  dem  Princip 
von  der  Erhaltung  der  kinetischen  Energie,  also  mit  der  Gleichung 

^1  ^i  "♦"  ^2  ^i  =  ^1  ^1  ■+"  ^2  ^^ 
combinirt,  und  umgekehrt  findet  man  auch  durch  die  Gleichungen  (3)  dieses  Princip 
befriedigt,  d.  h.  den  Verlust  an  kinetischer  Energie  gleich  null.  Die  relative  Ge- 
schwindigkeit nach  dem  Stosse  findet  sich:  v^  —  v^-=^c^ — c^,  sie  ist  also  der 
relativen  Geschwindigkeit  vor  dem  Stoss  gleich  und  entgegengesetzt.  Ist  m^<,m^ 
und  ruht  einer  der  Körper  vor  dem  Stoss,  so  wird: 


wenn  der  schwere  stösst,  der  leichte  ruht:    v^=         ,         c^,    27,= 


2w2  Wj —  ^1 


I  -t-  w»2  w»  j  -I-  /y»2 


2» 


tn*  —  tn^                         Affiy 
—^ Ä.^        2^  — _-i — ^ 


wenn  der  leichte  stösst,  der  schwere  ruht:    v^=  ^     .^    ^,       ,      ^_l.-. 

Sind  beide  Körper  in  Bewegung,  ihre  Massen  aber  gleich,  so  wird  besonders 

einfach  ,„  . 

Vy^^c^        v^^c^\  (3a; 

die  Kugeln  prallen  also  mit  vertauschten  Geschwindigkeiten  auseinander  oder, 
wie  man  auch  sagen  kann,  sie  verhalten  sich  so,  als  ob  sie  mit  unveränderter 
Geschwindigkeit  durch  einander  hindurch  gegangen  wären.  Stösst  z.  B.  eine  Kugel 
auf  eine  gleich  schwere  ruhende,  so  giebt  sie  ihre  ganze  Geschwindigkeit  an  diese 
ab  und  kommt  selbst  zur  Ruhe.  Stossen  zwei  gleich  schwere  Kugeln  mit  gleichen, 
aber  entgegengesetzten  Geschwindigkeiten  aufeinander,  so  prallen  sie  mit  un- 
veränderter Geschwindigkeit  zurück.  ^^ ^ 

Unvollkommen  elastischer  Stoss.    In  den  beiden  untersuchten  extremeiC 
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Fällen  sind,  wie  man  sieht,  die  Erscheinungen  völlig  verschieden.  Sie  werden 
aber  vermittelt  durch  die  Erscheinungen  beim  Stoss  unvollkommen  elastischer 
Körper  oder,  was  im  wesentlichen  dasselbe  ist,  bei  Stössen,  deren  Wirkung  die 
Elasticitätsgrenze  der  Stoffe  überschreitet  Die  erste  Periode  der  Berührung  ver- 
läuft dann  wieder  ebenso  wie  in  den  beiden  extremen  Fällen,  in  der  zweiten  aber 
erlangen  die  Kugeln,  wenn  k  ein  echter  Bruch  ist,  nur  die  relativen  Geschwindig- 
keiten k{c — ^i)  resp.  k{€^c^)  wieder,  ihre  absoluten  Geschwindigkeiten  werden  also 


Vj  =  r  +  ^  (r  —  ^i) « 


«'s  =  r  +  it  (^  —  r,) « 


{m^  —  km{)c^  -h  (1  -4-  k)m^c^ 


(4) 


m. 


Die  relative  Ge- 
schwindigkeit nach  dem 
Stosse  wird 

also  der  ursprünglichen 
entgegengesetzt  und 
gleich  ihrem  >l^fachen. 
Dieser  Bruch  heisst^) 
^  Restitutionscoeffici- 
e  n  L  Für  woUne  Kugeln 
z.  B.  ist  er  nach  Newton 
etwa  056,  für  gläserne 
etwa  0-94.  Für  ^  =  0 
erhält  man  wieder  (2), 
für  >&  =  1  wieder  (3). 

Eine  andere  Klasse 
von  Zwischenerscheinun- 
gen    erhält     man     bei 
dem  elastisch-unelas- 
(Pb.116.)  tischen    Stoss,    d.    h. 

dem  Stoss  zwischen   einem  als  völlig  elastisch  und  einem  als  völlig  unelastisch 
betrachteten  Körper. 

Schiefer  Stoss.  Zu  den  Zahlengrössen  kommen  hier  noch  (Fig.  116)  die 
Winkel  P^N^S  =  a^  und  P^N^S  =  a^  hinzu,  welche  die  Geschwindigkeiten  r, 
und  c^,  und  die  Winkel  O^JV^S  =  (p|  und  O^N^S  =  ^j,  welche  die  Geschwindig- 
keiten v^  und  v^  mit  der  Stossrichtung  bilden  (die  Complementwinkel  bilden 
sie  mit  der  Berührungsebene).  Die  Wirkung  des  Stosses  erstreckt  sich  nur  auf 
die  in  die  Stossrichtung  fallenden  Componenten,  die  man  daher  nach  obigen 
Formeln  zu  behandeln  hat;  die  andern  Componenten  bleiben,  wenn  keine 
Reibung  vorhanden  ist,  unverändert;  schliesslich  hat  man  wieder  die  Resultante 
zu  bilden.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 

a)  für  unelastische  Körper,  wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt: 


=  Ar 


v^  =yA7  4-  cf  sin^  a. 


fan^tfi  =  ■ 


CtStna^ 


tangf^i 


c^stna^ 


(5) 


^)  Thomson  und  Tait,  Hdb.  d.  theor.  Physik  I,  pag.  236. 
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Die  Kugeln  trennen  sich  hiernach  im  Allgemeinen  nach  dem  Stosse  wieder; 
sie  bleiben  nur  zusammen,  wenn  v^^  v^  und  91=93  wird,  also  wenn  die 
Anfangsgeschwindigkeiten  sich  umgekehrt  wie  die  Sinus  der  Anfangsrichtungen 
verhalten,  oder  in  dem  Specialfalle  m^  =  m^,  c^  =  c^,  a^s  —  a);  im  letzteren 
gehen  die  vereinigten  Kugeln  in  der  Berührungsebene  weiter.  Ruht  die  zweite 
Kugel,  so  ist  ^2  =  0  und  es  wird 

__         fH*  Cm  COSfl*  f--== ~ — r— s __  C-x  StHOL-,  ^ 

^=  ^-Im  '  ^i=y^-t-^i* ««*«!»  2'«=-^»  Ä»«^?i  =  — ^j^,  ^TTj-^O; 
die  getrofiene  Kugel  geht  also  in  der  Stossrichtung  ab,  und  zwar  desto  langsamer, 
je  schiefer  sie  getroffen  wurde. 

b)  Für  elastische  Körper,  wenn  man  zur  Abkürzung 
(m^  —  m^) c^ cosoL^  ■+■  ^m^c^cosa^  {m^  —  nty) c^ cosa^ -f-  2 m^c^cosa^ 

S^  /Cm  ; '  =^  /Cm 

setzt:  

v^  =  y/C^-hc^^sin^a^         v^  ==  yx^  4-  cfsin^  a, 

c.sinoLm  ^  c^sina^  \  (6) 

tangff^  =    ^  j^  fang  ff  ^  =   '^^ 

Für  gleiche  Massen  wird 

^1  =yc^sin^ai-h  c^  cos^  a,         v^  ==yc^fos^üL^  -+-  c} sin^ a^ 

und  wenn  auch  noch  c^  =  c^,  ol^^^  —  a^  ist,  so  laufen  die  Kugeln  mit  vertauschten 
Richtungen  weiter.     Wenn  die  gestossene  Kugel  vorher  ruht,   so  wird  allgemein 

(m*  —  »»9)  C*  COSOL*  /^q     . 5 — r-= -^  2«!  r,  COSd* 

/l»»i-<Pi=— * -S-Aw^fop    Äi«^9,  =  0.  (7) 

Auch  hier  geht  die  getroffene  Kugel  in  der  Stossrichtung,  aber  doppelt  so 
schnell    wie   eine    unelastische,    fort;  v 

insbesondere  bei  gleichen  Massen  wird 
Vi=^c^sinoL^,v^=c^cosai,tangtp^^oo^ 
/angvp^^=0]  die  stossende  Kugel  geht/ 
also  in  der  Berührungsebene,  die  ge-' 
stossene  in  der  Stossrichtung,  mithin  bei- 
de rechtwinklig  gegeneinander  weiter.    X^    ^^      X   "\~     y^^ 

c)    Beim   elastisch  -  unelastischen 
Stosse  und  beim  Stosse  unvollkommen 

elastischer  Körper   treten  wieder  ge-  x  jf 

wisse  mittlere  Erscheinungen  auf.  (Ph.117.) 

Stoss  gegen  feste  Wände.  Man  erhält  die  bezüglichen  Formeln,  indem 
man  in  den  bisherigen  iwj=  00,  c^ssz  0  setzt.  Bei  einem  unelastischen  Körper 
wird,  wenn  er  senkrecht  auf  eine  unelastische  Wand  stösst,  v  =  0,  er  kommt 
zur  Ruhe;  stösst  er  schief  auf,  so  wird  v^csina,  fang <f  =s  00,  er  läuft  also 
längs  der  Wand  weiter,  und  zwar  desto  schneller,  je  schiefer  er  aufstiess.  Ein 
elastischer  Körper  dagegen  wird,  da /C^^-^c^  cos  a^,  t^,»  r^  tang 91=  —  iangfL^ 
wird,  mit  gleicher  Geschwindigkeit  unter  gleichem,  aber  entgegengesetztem 
Winkel  zurückgestossen.  Bekanntlich  gilt  dasselbe  Reflexionsgesetz  auch  für 
Schall,  Licht,  Wärme  und  Elektricität. 

Stoss  zwischen  drehbaren  Körpern.  Sind  die  beiden  aufeinander 
stossenden   Körper   nicht   frei,    sondern    nur  um  eine  Axe  drehbar, 


''Ä^crbv^*ö"b§te 
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Massen  auf  die  Stossrichtung  zu  reduciren,  indem  man  sie  mit  den  Quadraten 
der  Trägheitsradien  r^  und  r^  multiplicirt  und  mit  den  Quadraten  der  von  den 
Axen  auf  die  Stossrichtung  gefällten  Lothe  O^F^=/^  und  O^F^^=^l^  dividirt. 
Sind  dann  die  Winkelgeschwindigkeiten  vor  dem  Stosse  e|  und  e,,  so  sind  sie 
nach  dem  Stosse 

«'i  =  «1  -  A  ('.«.-  '.  «»)(•+  *)  „^  r? //*+«, r,« /,» 

w,=  z,  +  /,  (/,  e,  -  l,  e,)(l  +  k)  ^^  ^,j^,  ^  >^^  ^^,^,  , 

WO  für  unelastische  Körper  Jk  =  0,  für  vollkommen  elastische  k==l,  für  unvoll- 
kommen elastische  k  ein  echter  Bruch  ist.  Trifft  ein  freier  Körper  auf  einen 
drehbaren,  so  sind  nur  für  letzteren  die  bezeichneten  Substitutionen  zu  machen, 
es  wird  also 


m. 


0) 


Durch   Specialisirung  erhält  man  hieraus  den  Stoss  eines  freien  auf  einen 

drehbaren,  ruhenden  Körper  und 
den  Stoss  eines  rotirenden  Kör- 
pers auf  einen  freien  ruhenden. 
Excentrischer  Stoss 
zwischen  freien  Körpern. 
Die  Wirkungen  desselben  lassen 
sich  zusammensetzen  aus  der 
Wirkung  eines  centralen  Stosses 
zwischen  den  beiden  Körpern 
und  der  Wirkung,  welche  ein 
Stoss  zwischen  ihnen  haben 
würde,  wenn  sie  nur  um  ihre 
Schwerpunkte  drehbar  wären;  die 
Darstellung  der  Formeln  würde 
indessen  hier  zu  weit  führen. 

Stossapparate.  Der  erste 
derartige    Apparat   ist    die    von 
(Ph.  118.)  MariotteI)     angegebene     Per- 

cussionsmaschine.  In  der  jetzigen,  brauchbarsten  Form  besteht  dieselbe  aus 
einem  in  seinen  Theilen  verstellbaren  Stativ,  an  welchem  Kugeln  oder  andere 
Körper  mittelst  Fäden  aufgehängt  sind;  für  die  Versuche  über  den  geraden 
Stoss  eignet  sich  die  Aufhängung  jeder  Kugel  an  zwei  schrägen  Fäden,  deren 
Ebene  senkrecht  auf  der  Bewegungs-  und  Stossrichtung  steht;  für  den  schiefen 
Stoss  ist  die  Aufhängung  je  an  einem  Faden  erforderlich.  Als  Material  eignet 
sich  z.  B.  Lehm  für  unelastische,  Elfenbein  für  vollkommen  elastische,  Blei  für 
unvollkommen  elastische  Körper.  Man  kann  hiermit  die  meisten  obigen  Versuche 
anstellen  und  findet  die  Theorie  qualitativ,  zum  Theil  aber  auch  quantitativ  be- 
stätigt. Durch  Anbringung  von  mehr  als  zwei,  z.  B.  n  Kugeln,  welche  sich  im 
Ruhezustand  sämtlich  berühren,  kann  man  auch  die  Fortpflanzung  des  Stosses 
studieren.  Trifft  z.  B.  die  erste  Kugel  die  zweite  mit  der  Geschwindigkeit  c,  so 
erhalten  bei  gleicher  Grösse  und  unelastischem  Stoff  alle  Kugeln  die  gemeinsame 


')  MARiorrE,  Traite  de  la  percussion  ou  choc  des  corps.     Paris  1677. 
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Geschwindigkeit  c/n\  bei  vollkommen  elastischem  Stoff  dagegen  kommt  die  erste 
zur  Ruhe,  die  zweite  bleibt  in  Ruhe,  und  die  letzte  springt  mit  der  Geschwindigkeit 
c  ab.  Stossen  die  beiden  ersten  Kugeln,  so  springen  die  beiden  letzten  ab  u.  s.  w. 
Stösst  von  jeder  Seite  eine,  so  springen  diese  beiden  äussersten  mit  vertauschten 
Geschwindigkeiten  zurück.  Nehmen  die  Kugeln  an  Grösse  zu,  und  stösst  die 
kleinste,  so  springen  alle  zurück  und  trennen  sich  von  einander;  stösst  die 
grösste,  so  gehen  sie  nach  vorwärts  auseinander. 

Eine   neuere   Stossmaschine  ist  von  Sedlaczek*)  in  zwei  Formen  angegeben 
worden;  sie  hat  gegenüber  der  MARio'iTE'schen  die  Vortheile  und  Nachtheile,  die 


(Ph.  119.) 
daraus  sich  ergeben,  dass  die  Kugeln  nicht  hängen,  sondern  in  Rinnen  laufen. 
Bei  der  einfachen  Stossmaschine  handelt  es  sich  nur  um  qualitative  Versuche, 
bei  der  zusammengesetzten  (Fig.  119),  welche  mit  einer  graduirten  Fallröhre  und 
einem  Quadranten  zur  Umwandlung  der  vertikalen  in  horizontale  Geschwindigkeit 
versehen  ist,  um  quantitative  Messungen. 

Der  mannigfaltigste  Apparat  zum  Studium  der  Gesetze  des  elastischen  Stosses 
ist  jedenfalls  das  Billard.  Indessen  kommen  dieselben  hier  nicht  immer  in 
ihrer  einfachen  Gestalt  zum  Ausdruck,  sondern  in  derjenigen  modificirten,  welche 
eine  Folge  des  Rollens  und  Kreiseins  der  Kugeln  ist.  Ersteres  ündet  immer  statt 
(bei  hohem  Stoss  stark,  bei  mittlerem  und  tiefem  schwächer  vorwärts,  bei  ganz 
tiefeni  rückwärts),  ausser  dem  schwer  exact  zu  verwirklichenden  Falle,  dass  der 
Tiefstoss  das  Rollen  gerade  aufhebt,  die  Kugel  also  gleitet;  es  beeinflusst  die 
Geschwindigkeit  %\  der  stossenden  Kugel  nach  dem  Stoss  nicht  unwesentlich  (Nach- 
läufer, Rückläufer  u.  s.  w.).  Letzteres,  das  Kreiseln,  tritt  stets  ein,  wenn  die  erste 
Kugel  vom  Queu,  oder  die  zweite  von  der  ersten  seitlich  getroflfen  wird;  es  hat 
ebenfalls  einen  oft  erheblichen  Einfluss  auf  die  Geschwindigkeit,  einen  noch 
grösseren  aber  auf  die  Richtung  der  Bewegung,  namentlich  des  gestossenen  Balls 


1)  Sedlaczek,  Pogg.  Ann.  156,  pag.  476  (1875). 
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und  kann  selbst  krummlinige  Bahnen  erzeugen.  Endlich  machen  sich  alle  diese 
Einflüsse  auch  bei  der  Reflexion  der  Bälle  von  den  festen  Wänden  (Banden) 
geltend. 

Die  exacten  Versuche  über  Stossgeschwindigkeiten  werden  weiter  unten 
Besprechung  finden. 

Elasticitätstheorie  des  geraden  Stosses  von  Cylindern.  Dieselbe  ist 
nach  einigen  unvollkommenen  Versuchen  von  Cauchy*),  Poisson')  und  Poinsot*) 
von  St.  Venant*)  und  von  F.  Neumann*)  (unabhängig  von  einander)  entwickelt 
worden*).  Sie  unterscheidet  sich  von  der  mechanischen  dadurch,  dass  die  durch 
den  Stoss  in  den  Stäben  erregten  Verdichtungs-  und  Verdünnungswellen  und  ihre 
Rückwirkung  auf  den  Stoss  berücksichtigt  werden.  Führt  man  Cylinder-Coordi- 
naten  xrb  ein,  nennt  die  Verschiebungscomponenten  entsprechend  up^  und 
drückt  die  Druckcomponenten  sowie  die  Elasticitätsgleichungen  (Art.  Elasticität, 
pag.  232)  in  diesen  Coordinaten  aus,  so  findet  man  bei  Beschränkung  auf  die  hier 
allein  interessirenden  Grössen  x  und  r  resp.  u  und  p,  und  wenn  keine  äusseren 
Kräfte  wirken,  die  Gleichungen  (e  Dichte,  K  und  Z  KiRCHHOFP'sche  Elastidtäts- 
Constanten): 


Zä7^  =  2(l-HZ)^4.^H--g^4-(H-2Z)^rgJ^H-2^j 

«     ^^P  ^*P  o/,  r^ß^P  3     dp\  ,,  ^^1       d^U 


(10) 


Diese  Gleichungen  kann  man  vereinfachen,  wenn  man  u  und  p  in  Potenz- 
reihen von  r  entwickelt,  beachtet,  dass  hierin  nur  die  geraden  Glieder  vor- 
kommen können,  und  von  diesen  nur  die  beiden  ersten  u:=^Uq  -^  u^r^,  P  =  Po 
+  p2^^  beibehält,  indem  man  sich  auf  dünne  Cylinder  beschränkt;  es  werden 
dann  die  Gleichungen: 


iT5'=2(l  +  Z)^  +  4«,+  2(H-2Z)|5 


(11) 


Hierzu  kommen  die  Anfangsbedingungen  für  /=0: 

du  du 

jj=^Ci  f^T  0<x<ai,    -^  =  c^  (iXr  a^<x<a^-ha^,  (12) 

(a^  und  a^  Längen  der  Stäbe,  deren  Dicke  und  Material  gleich  sei) 

du 

^  =  0  für  0  <  a:  <  Äj  -h  «2   (keine  Spannung  vorhanden);  (12a) 

ferner  für  die  von  Druck  freien  Mantelflächen: 

^"*-^T^  =  ^        (l+2Z)po  +  Z^  =  0;  (13) 

für  die  freien  Endflächen  (jc  «=  0  und  x=  a^-^  a^) 

endlich  für  die  zusammenstossenden  Enden  (jtssa^): 

1)  Cauchy,  Bull.  Soc.  philom.  1826,  pag.  180. 
^  PoissoN,  Traite  de  mecan.  2,  §  499. 
3)  PoiNSOT,  Liouv.  J.  (2)  2.  1857,  und  (2)  4.  1859. 
*)  St.  Venant,  Liouville  J.  (2)  12,  pag.  237.  1867. 
*)  F.  Neümann,  Vorl.  ü.  d.  Th.  der  Elast.    Lpzg.  1885,  pag.  332. 

^)  Andere  Abhandlungen   über    den  Stoss ,    meist   im  Anschlüsse   an   St.  Venant,   von 
BoussiNESQ,  Resal  u.  A.  (Compt  rend.  1882  ff.). 
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Die  Gleichungen  (11)  und  (13)  führen  zunächst,  wenn  zur  Abkürzung 

2Ari  +  3Z 
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gesetzt  wird,  zu  der  Gleichung 


(15) 


(16) 


deren  Lösung  nach  d'Alembert  eine  elastische  Doppel  welle  mit  der  Geschwindigkeit 
CD  (Schallgeschwindigkeit),  also: 

»0  =/(*  4-  0)/)  +  <p  (o:  —  CO/) 
ist,   wo   die  Funktionen  /  und  ^  sich   aus  (12)  und  (12a)  bestimmen,    nämlich 
zunächst,  wenn  /'  und  9'  die  Ableitungen  sind, 

2  £1  -  ^  1  ^1 

2     CD 


/W  =  ö-:^^      9'W -^^^  (für   0<x<^,) 


und  dann  weiter  für  andere  Argumente  aus  (14)  durch  die  Gleichung 

/'  (cd/)  +  (p'(—  cd/)  =  0  /'(<J|  4-  «a  -h  a>/)  -h  9'  (öj  -h  tf  j  —  <d/)  =  0, 

so  dass  /'  und   9',    graphisch  ausgedrückt,   gebrochene  gerade  Linien  werden 
(Fig.  120  A  und  B). 

>  A 


f 


2(«i-f«,) 


3(«i+«,)  4(fli-i-fl,) 


—  3(ai4-a,)  — 2(ai+a,)  — («i4-<»j)  — <»i  0  a^       <»i+tf| 


CPiLi2a) 


Schliesslich  wird  die  Geschwindigkeit 


-^  =  CDl/'(*+CD/)-(p'(*-CO/)] 


und 

der  D 

^ruck 

x^^ 

EcD»[/'(a:-h«/)-h9'0 

t—  CDi 

0]- 

a                              ^ 

(Ph.m.) 

d                             e 

(17) 


Stellt  man  nach  dem  Vorgange  von  F.  Neumann  hiemach  für  die  5  Zeitpunkte 
ci>/s=0,  ^tf|,  a^,  4^1»  2^1  die  Geschwindigkeiten  durch  Ordinaten  über,  die 
Drucke  durch  Ordinaten  unter  den  die  Stäbe  repräsentirenden  Abscissen  dar, 
so  erhält  man  bei  zwei  gleich  langen  Stäben  die  Fig.  121  tf— g^  |^be^  ^S^^^W|^g 
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Methode  von  St.  Venant. 


/j=2/i  die  Fig.  122  a-^e.  Wie  man  sieht,  findet  im  ersten  Falle  ein  einfacher 
Austausch  der  Geschwindigkeiten  statt,  der  zweite  dagegen  ist  in  jeder  Hinsicht 
complicirter.  Für  diesen  Fall,  also  für  ungleiche  Längen,  hat  St.  Venant  die  eigentliche 


(PlLl22) 


graphische  Methode  angewandt  und  Zeichnungen  erhalten,  welche  den  Gang 
der  Erscheinung  und  alle  ihre  Einzelheiten  in  überaus  anschaulicher  Weise  wieder- 
geben  (Fig.  123).     Hier  ist  die  Zeit  die  Abscisse,  die  Stäbe  sind  die  Ordinaten, 


die  starken  Linien  die  »Zeitbahnen«  ihrer  Endpunkte,  die  schwachen  die  der 
innem  Punkte  der  Stäbe,  die  Neigungen  dieser  Linien  also  die  Geschwindigkeiten, 
ihre  Abstände  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen ;  endlich  die  gebrochenen  Linien 
die  Wellen.  AB  CD  sind  die  Stäbe  kurz  vor  dem  Stoss,  AqBqC^Dq  bei  Beginn 
desselben  (/=0).  Jetzt  dringt  in  jeden  Stab  eine  Verdichtungs welle,  welche  das 
Ende  des  Kürzeren  a^  zur  Zeit  tD/=öj  erreicht,  dort  reflectirt  wird  und  zur  Zeit 
iat  =  2a^  wieder  an  die  Stossstelle  gelangt;  da  im  längeren  Stabe  noch  Druck 
herrscht,  geht  sie  in  diesen  über,  bis  sie  sich  mit  dessen  eigener,  zurückkehrender 
Welle  triffl^.  Nunmehr  entsteht  eine  Verdtinnungswelle,  welche,  an  der  Stossstelle 
zur  Zeit   iat=2a^   angelangt,    nicht   mehr  in  den  kürzeren  Stah^  ü^^jg^jljtj ^j(da 


?yM'Ö^"i^^ 
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hier  seit  der  Zeit  ioi==2a^  kein  Druck  mehr  besteht),  sondern  reflectirt  wird. 
Wie  man  sieht,  ist  der  Druck  der  Stäbe  auf  einander  schon  zur  Zeit  /=2<Ji/a) 
(Stellung  A^  B^  C^  £>^),  ihre  Berührung  aber  erst  zur  Zeit  /=  ^a^/io  {A^B^C^D^) 
beendet.  Femer  sieht  man,  dass  der  kürzere  Stab  als  starres  Ganzes  weiter  geht 
und  zwar  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c^  des  längeren,  dass  dagegen  der 
längere  nicht  aufhört,  sich  zu  dehnen  und  zusammenzuziehen,  so  dass  seine 
Enddunkte  sich  abwechselnd  mit  den  Geschwindigkeiten  c^  und  c^  bewegen. 
Man  kann  also  nicht  von  seiner  Geschwindigkeit  schlechthin,  sondern  nur  von 
der  seines  Schwerpunktes  sprechen;  nennt  man  diese  jetzt  v^t  so  findet  sich 


»1  / 


(18) 


letzteres  am  einfachsten  aus  dem  Princip  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts. 
Hiemach  tritt  ein  Verlust  an  kinetischer  Energie  der  fortschreitenden  Bewegung 
ein,  welcher  in  Bruchtheilen  der  ursprünglich  vorhandenen 


(19) 


ist,  also  am  grössten,  nämlich  gleich  1 y  ist,  wenn  die  Anfangsgeschwindig- 

keiten  entgegengesetzt  und  umgekehrt  proportional  den  Längen  sind,  andererseits 
null  wird,  wenn  die  Stäbe  gleich  lang  sind;  ein  Fall,  in  welchem  z/j  =  r,, 
sr^sz^j  wird,  in  Uebereinstimmung  mit  der  mechanischen  Theorie.  Ruht  der 
kürzere  Stab  a^  vor  dem  Stoss  {c^  =  0),  so  wird 

2^1  =  ^2'     ^2=^2(^-y ' 


ruht  der  längere,  so  wird  {c^  =  0) 


(20) 


Z'l^O,        2^3=-^! 


Stellt  man  dieses  Ergebniss,  in  Worte  gekleidet,  dem  der  mechanischen  Theorie 
(Gleichung  3a)  gegenüber,  so  findet  man: 


Mechanische  Theorie. 

1.  Bei  gleich  langen  Stäben  über- 
trägt der  stossende  seine  ganze  Ge- 
schwindigkeit auf  den  ruhenden  und 
kommt  selbst  zur  Ruhe. 

2.  Stösst  der  längere  Stab,  so  über- 
trägt er  eine  gesteigerte  Geschwin- 
digkeit auf  den  mhenden  und  geht  doch 
selbst  noch  langsam  mit. 

3.  Stösst  der  kürzere  Stab,  so 
überträgt  er  einen  Theil  seiner  Ge- 
schwindigkeit auf  den  längeren  und 
springt  selbst  zurück. 


Elastische  Theorie. 
1.  Ebenso. 


2.  Stösst  der  längere  Stab,  so  über- 
trägt er  seine  volle  Geschwindigkeit 
auf  den  ruhenden  und  geht  selbst  lang- 
sam mit  (etwas  schneller  als  nach  der 
mechanischen  Theorie). 

3.  Stösst  der  kürzere  Stab,  so  über- 
trägt er  einen  Theil  seiner  Geschwin- 
digkeit (einen  grösseren  als  nach  der 
mechanischen  Theorie)  auf  den  länge- 
ren und  kommt  selb^st^z^ut^^^f^ale 
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Versuche  über  den  Stoss. 


Aebnlich  verhält  es  sich  bei  Stäben  von  verschiedenem  Querschnitt  q  und 
verschiedenem  Material,  also  verschiedenem  «d;  die  hierfür  von  St.  Venant  ent- 
wickelten Formeln  sind  aber  natürlich  viel  complicirter,  und  es  sei  nur  angeführt, 
dass  dann  beide  Stäbe  nach  dem  Stosse  vibriren. 

Versuche  über  die  Stossgeschwindigkeit  von  Cylindern.  Wie  man 
aus  V obigen  Angaben'  entnimmt,  stehen  die  Formeln,  welche  die  mechanische 
Theorie  einerseits  und  die  elastische  andrerseits  liefert,  in  schreiendem  Widerspruch 
mit  einander,  und  es  fragt  sich,  wie  sich  das  Experiment  zu  ihnen  stellt.  Der- 
artige Versuche  sind  von  Voigt*),  Boltzmann*)  und  Hausmaninger^  angestellt 
worden.  Die  Versuche  von  letzteren  Beiden,  auf  Kautschuckstäbe  bezüglich,  sind 
zu  obigem  Zwecke  deshalb  nicht  geeignet,  weil  sie  auch  schon  für  zwei  gleich 
lange  Stäbe,  für  welche  doch  beide  Theorien  dasselbe  Resultat  (volle  Uebertragung 
der  Bewegung  auf  den  ruhenden  Stab,  Stillstand  des  stossenden)  liefern,  von 
diesen  abweichen.  Von  einem  c^  =■  100  verblieben  nämlich  für  Stab  1  circa 
z^i  s=  14,  und  nur  v^  =  85  wurden  auf  2  übertragen;  ebenso  entsprechen  deoi 
Werthe  c^  ==  50  die  Werthe  z/j  =  6,  2^^  =  42.  Ob  diese  Abweichung  von  beiden 
Theorien  dem  Kautschuk  eigenthümlich  ist,  wird  erst  noch  zu  entscheiden  sein. 

Dagegen  ergaben  die  VoiGT'schen  Versuche  (Material:  glasharter  Stahl)  für 
gleich  lange  Stäbe  volle  Uebereinstimmung  mit  beiden  Theorien.  Für  ungleich 
lange  (aber  gleich  dicke)  ist  ein  Theil  der  beobachteten  Zahlen  in  folgender 
Tabelle  mit  den  »mechanisch«  nach  Formeln  (3  a),  in  welchen  statt  der  Massen 
die  Längen  eingesetzt  sind,  berechneten,  und  mit  den  »elastisch«  nach  (20)  be- 
rechneten zusammengestellt.  Die  beobachteten  Zahlen  bedeuten  eigentlich  Aus- 
schläge, können  aber  mit  ziemlicher  Genauigkeit  auch  den  Geschwindigkeiten 
kurz  vor  resp.  nach  dem  Stosse  proportional  gesetzt  werden ;  der  Index  1  bezieht 
sich,  in  Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (3  a)  und  (20),  stets  auf  den 
kürzeren  Stab. 

1)  Gleichlange  Stäbe:   a^\a^^=^\. 


^^""" 

beobachtet 

mechanisch 

elastisch 

^1 

^1 

»'. 

^1 

^. 

^1 

^» 

20 

0 

19-9 

0 

20 

0 

20 

40 

0 

39-8 

0 

40 

0 

40 

80 

0 

801 

0 

80 

0 

80 

120 

0 

119-9 

0 

120 

0 

120 

160 

0 

159-8 

0 

160 

0 

160 

U 

ngleichlange  Stäbe: 

a^ia, 

,=  1-5. 

d)  Lang  stösst,  kurz  ruht. 

b)  Kurz  stösst,  lang  ruht 

beobachtet 

mechanisch 

elastisch 

beobachtet 

mechanisch 

elastisch 

^» 

z/,        v^ 

V^            ^1 

^3 

^1 

^1 

^^     1 

^s 

«'i 

»s 

^1 

^» 

20 

3-9 

23-5 

4 

24 

6-7 

20 

20 

-  3-6 

16-2 

-  4 

16 

0 

13-3 

40 

7-9 

47-0 

8 

48 

13-3 

40 

40 

-  7-6 

31-7 

-  8 

32 

0 

26-7 

80 

16-8 

93-5 

16 

96 

26-7 

80 

80 

-13-9 

62-9 

—  16 

64 

0 

53-3 

160-4 

35-8 

187-4 

821 

192-5 

58-3 

160-4 

160-8 

-25-5 

124-0 

-32 

128 

0 

106-7 

1)  Voigt,  Wied.  Ann.  19,  pag.  43.  1883. 

^  BOLTZMANN,  Wien.  Ber.  84,  pag.  1225.  1881.     Weed.  Ann.  17,  pag.  343.    1882. 

3)  Hausmaningkk,  Wien.  Ber.  88,  pag.  768.  1883.  ^,^,,^^^  hv^^OOglc 
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S)  Ungleichlange  Stäbe:   a^ 

:äi  = 

=  2. 

a)  Lang  stösst,  kurz  ruht 

6)  Kurz  stösst,  lang  ruht. 

beobachtet 

elastisch 

beobachtet 

mechanisch 

elastisch 

*J 

^9 

^1 

">  J 

^1 

^2 

^1 

^i 

^j 

^a 

^1 

^2 

^1 

^2 

20 

6-7 

26-4 

6-7 

26-7 

10 

20 

20 

—  6-4 

13-2 

-  6-7 

13-3 

0 

10 

40 

13-6 

52-6 

133 

53-3 

20 

40 

40 

-12-2 

26-2 

-13-3 

26-7 

0 

20 

80-2 

28-7 

lOM 

26-7 

106-7 

401 

80-2 

80-4 

-21-6 

51-4 

-26-7 

53-3 

0 

40-2 

160-4 

6M 

197-9 

53-3 

213-3 

80-2 

160-4 

160-8 

-88.9 

99-0 

-53-3 

106-7 

0 

80-4 

Wie  man  sieht^  stimmt  keine  von  beiden  Theorien  vollkommen,  aber  die 
mechanische  stimmt  sehr  viel  besser  als  die  elastische;  erstere  giebt 
für  kleine  Geschwindigkeiten  nur  wenige  (0—5),  für  grössere  etwas  mehr  Fehler- 
procente;  bei  letzteren  bewegen  sie  sich  zwischen  14  und  72  Procent,  und  von 
dem  Zurückspringen  des  kürzeren  Stabes  giebt  sie  überhaupt  keine  Rechen- 
schaft • 

Theorie  von  Voigt i).  Der  Umstand^  dass  in  obigen  Tabellen  die  be- 
obachteten Werthe  stets  zwischen  den  nach  beiden  Theorien  berechneten  liegen, 
hat  Voigt  auf  eine  Theorie  geführt,  welche  zwischen  jenen  beiden  zu  vermitteln 
sucht  und  sie  als  Spezialfälle  enthält.  Es  wird  an  der  Berührungsstelle  der  Stäbe 
eine  Zwischenschicht  angenommen,  welche  die  kleine  Ausdehnung  /,  den 
Querschnitt  q  und  den  »mittleren  Elasticitätsmodulc  e=^pl/^l  {p  Druck  auf  die 
Flächeneinheit,  hl  die  hierdurch  bewirkte  Aenderung  Von  /)  hat;  e  ist  dann  ausser 
von  der  Natur  der  Stäbe  auch  von  der  Stärke  des  Stosses  abhängig.  Es  muss 
dann  nach  Voigt  für  die  Verrtickungen  die  Grenzbedingung 

gelten  {E^  E^  die  Elasticitäts-Coefficienten,  q<^  q^  die  Querschnitte  der  Stäbe).  Im 
übrigen  bleibt  alles  beim  alten.  Das  Resultat  der  Rechnung  ist  sehr  verwickelt 
und  lässty  da  man  e  nicht  kennt,  eine  allgemeine  Anwendung  nicht  zu.  Für  eqll=  00 
kommt  man  auf  die  elastische,  für  sehr  kleines  eq/i  auf  die  mechanische  Theorie. 

Für  endliche  Werthe  hat  HAUSMANiNGERä)  die  VoiGT'sche  Theorie  unter 
gewissen  Voraussetzungen  und  für  specielle  Fälle  nach  der  Methode  der  will- 
kürlichen Funktionen  weitergeführt  und  für  die  drei  Fälle:  a)  gleiche  Länge  und 
Dicke  der  Stäbe,  b)  gleiche  Dicke,  Längen  wie  1:2,  c)  Längen  wie  1 : 2,  Quer- 
schnitte wie  2:1,  das  Resultat  in  Tabellen  zusammengestellt 

Theorie  von  Hertz^.  Diese  Theorie  bezieht  sich  auf  beliebig  gestaltete 
Körper  und  geht  allgemein  von  der  Berührung  unter  Druck  aus,  erst  zuletzt 
die  Anwendung  auf  den  Stoss  machend.  Die  während  der  Aneinanderpressung 
gemeinsame  Fläche  heisst  Druck  fläche,  und  nur  auf  Punkte  in  ihr  und  in  ihrer 
Nähe  braucht  sich  die  Betrachtung  zu  erstrecken.  Die  Tangentialebene  vor  dem 
Druck  ist  die  Jic^^-Ebene,  die  Druckrichtung  also  die  z-Axt,  Den  Abstand  zweier 
Punkte  der  Körper  kann  man  mit  genügender  Genauigkeit  e  =  Ax^  -h  By^  setzen, 
so  dass  man  ein  System  von  ähnlichen  Ellipsen  e  =  const  um  den  Nullpunkt 
hemm  erhält.  Die  Aufgabe  ist  nun  die,  Druckfiäche,  Druckfigur  (deren  Contur), 
Verschiebungen  und  Spannungen  so  anzugeben,  dass  1)  den  Gleichungen  des 
elastischen    Gleichgewichts  genügt  wird  und  die  Spannungen  in  grösserer  Ent- 

*)  Voigt,  a.  a.  O.,  pag.  52. 

3)  Hadsmaninger,  Wied.  Ann.  25,  pag.  189.  1885. 

»)  Hertz,  Grelle  J.  92,  pag.  156  (1882).    Verh.  d.  Ver.  «.  Bcf.  d.  Gewerbfleiss^(m.{^ 


302 


Theorie  von  Hertz. 


femung  von  der  Dnickflächc  verschwinden,  2)  in  den  beiden  Oberflächen  die 
Tangentialcomponenten  der  Drucke  tiberall  verschwinden,  3)  ausserhalb  der 
Druckfläche  auch  der  oberflächliche  Normaldruck  verschwinde,  in  ihr  aber  Druck 
gleich  Gegendruck,  und  zwar  über  die  ganze  Druckfläche  integrirt  gleich  dem 
gegebenen  Druck  p  sei,  endlich  4)  dass  der  durch  die  Verschiebungen  geänderte 
Abstand  der  Oberflächen  in  der  Druckfläche  null  werde,  ausserhalb  aber  grösser 
als  null  bleibe. 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt,  wenn  man  als  Druckfigur  eine  Ellipse  wählt, 
deren  Halbaxen  mit  denen  der  Ellipsen  e  =  canst  der  Richtung  nach  zusammenfallen, 
deren  Grössen  aber  gegeben  sind  durch 


■=•1^ 


3^(»tH-d,) 


-^n 


3^(V+^,) 


^_ ,  (21) 

8(Pll■^-pl8-+-p21-^-pS2)  '       "         ^^    8(Pll  "^-P12"^-P21-+-PS2) 

Hierin  sind  p,i  und  p^  die  Hauptkiümmungen  der  Oberfläche  des  ersten, 
p2i  und  P2S  des  zweiten  Körpers;  diese  sollen  gegeben  sein,  ebenso  wie  der 
Winkel  cu  zwischen  den  Ebenen  von  p  j  ^  und  p^  y ;  die  p  %llen  positiv  gerechnet 
werden,  wenn  die  zugehörigen  Mittelpunkte  im  Innern  des  betreflenden  Körpers 
liegen.  Femer  hängen  d^  und  d^  mit  den  ebenfalls  gegebenen  Elasticitäts- 
Constanten  E^^  (A|  und  E^^  y.^  durch  die  Gleichungen 

zusammen.    Endlich  sind  a  und  ß  Funktionen  eines  Winkels  x,  die  durch  graphische 
Interpolation  aus  der  Tabelle 


o         40-1*1») 
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0 

gefunden  werden  können,  während  x  durch  die  Gleichung 
definirt  ist,  und  A  und  B  sich  durch  die  Gleichungen: 

2  (^ -h -^)  =  p,  1 -h  Pl  2 -h  P2I  -h  P82 


2  (^  -  ^  =  -  V(piT--Pr2?+  2(Pi  1  -Pi 8)(P2i  -  P22)  cos'Li^  -h  (p,i  -p,,)« 
bestimmen.  Die  Gestalt  der  Druckellipse  {a\b  oder  a:ß)  ist  hiernach  ausschliess- 
lich durch  die  Gestalt  der  Ellipsen  e  =  const  bedingt,  ihre  Dimensionen  dagegen 
sind  proportional  der  Kubikwurzel  aus  dem  Druck,  aus  der  reciproken  mittleren 
Krümmung  und  (bei  gleichem  (t  beider  Körper)  aus  dem  reciproken  mittleren 
Elasticitätsmodul.    Die  Annäherung  der  beiden  Körper  ist 


_3£  ^_x±^xC_ ^ 


-i«»  (1+5») 


(23) 


und  die  beiden  Glieder  dieses  Ausdrucks  sind  die  Einsenkungen,  welche  die  Körper 
erleiden.  Dieselben  sind  u.  a.  desto  grösser,  je  kleiner  a,  also  je  grösser  die 
Krümmung  ist;  daher  die  eindringende  Wirkung  von  Spitzen  und  Schneiden. 
Der  Normaldruck  in  der  Druckfläche  endlich  wird 

er  nimmt  also  vom  Rande,  wo  er  null  ist,  gegen  die  Mitte  ,bi8b^«jOOgle 


.^p 


Stosszeit.  303 

Für  zwei  Kugeln  gehen*  die  Formeln  (21)  und  (23)  in  die  speciellen  üter: 
3/(»i  +  »,)  3/(&t-hd,) 

16(P,  +  P,)'       '-         16^  (^^^ 

Um  von  diesem  statischen  Problem  der  Berührung  eine  Anwendung  auf 
die  dynamische  Erscheinung  des  Stosses  zu  machen,  muss  man  annehmen, 
dass  die  Zeitdauer,  während  welcher  der  Stoss  die  Körper  in  Berührung  mit 
einander  bringt,  gross  sei  gegen  die  Zeit,  in  welcher  Längswellen  die  Körper 
durchlaufen,  eine  Annahme,  welche  zuweilen  verwirklicht  ist,  besonders  bei  kurzen 
Körpern  und  kleinen  Anfangsgeschwindigkeiten.  Die  Gleichung  der  Erhaltung 
der  Energie  lautet  dann,  wenn  e  die  «-Componente  der  Entfernung  zweier  Punkte 
in  der  Nähe  der  Stossfläche,  k^  eine  nur  von  den  Massen-  und  Trägheitsver- 
hältnissen, ^2  ^^^^  ^^^  von  den  Oberflächenformen  und  Elasticitätsverhältnissen 
der  Körper  abhängige  Constante  ist,  und  der  Index  0  sich  auf  die  Zeit  kurz 
vor  dem  Stosse  bezieht,  für  beliebigen  Stoss: 

(S)'-(sM*.V''.-0;      _^  W 

für  die  grösste  Annäherung  ist  ^  =  ^,„=r  jöi^)    j  ^^1^91    '    "^^  ^^^  t)ruck 

p  s=p^=i  k^Cm^li.    Für  den  geraden  Stoss  zweier  Kugeln  von  der  Dichte  s  und 
dem  Radius  -/?  wird  _ 

^^=2^^s'      '^»^sSr  "2'  ^^^^ 

Stosszeit.  Von  den  beiden  wichtigen  Grössen,  welche  sich  auf  den  Vor- 
gang  des  Stosses   selbst  beziehen,    ist   die  eine  die  Zeitdauer  des  Stosses. 

A.  Cylinder.  Nach  der  Neumann -St.  VENANT'schen-Theorie  hat  man  (s.  o.) 
zwischen  der  Zeit,  während  deren  Druck  ausgeübt  wird  (2a^/w,)  und  der  Zeit, 
während  deren  Berührung  stattfindet  (2^3/(0)  zu  unterscheiden;  erstere  ist  die 
eigentliche  Stosszeit.  Theoretisch  erhält  man  also  das  Ergebniss:  Die  Stosszeit 
zwischen  Stäben,  die  sich  nur  durch  die  Länge  unterscheiden,  ist  gleich  der  Zeit, 
die  die  Welle  zum  Hin-  und  Herweg  durch  den  kürzeren  Stab  braucht  oder  auch 
gleich  der  ganzen  Schwingungsdauer  des  longitudinalen  Grundtones  des  kürzeren 
Stabes.  Experimentell  lässt  sich  die  Stosszeit  auf  elektrischem  Wege  nach 
der  von  Pouillet^)  angegebenen,  von  Schneebeli«)  modificirten  Methode  be- 
stimmen. Während  des  Stosses  findet  der  Schluss  eines  Stromes  statt,  der  vor 
und  nachher  unterbrochen  ist,  und  der  einen  der  Zeitdauer  des  Schlusses  pro- 
portionalen Galvanometerausschlag  erzeugt;  den  absoluten  Zeitwerth  dieser  Aus- 
schläge verschafft  man  sich  vorher  durch  Erzeugung  derselben  mittelst  eines 
Pendels,  das  in  Folge  einer  Spitze,  die  unten  angebracht  ist,  ebenfalls  den  Strom 
(denselben,  der  .später  benutzt  werden  soll)  schliesst,  und  zwar  während  einer 
Zeit,  die  sich  in  diesem  Falle  aus  den  Pendelgesetzen  berechnen  lässt.  Ein 
wesentlicher  Mangel  dieser  Methode  liegt  darin,  dass  die  Hauptbedingung,  die 
Constanz  der  Stromstärke,  während  des  Stosses  in  Folge  des  wechselnden  Ueber- 
gangswiderstandes  zwischen  den  Körpern  nicht  streng  erftillt,  und  dass  insbe- 
sondere nicht  sicher  ist,  ob  während  der  auf  die  Stosszeit  folgenden  Contactzeit 
ohne  Druck  der  Strom  noch  wirkt  und  in  welchem  Maasse  er  dies  thut.  Die  er- 
haltenen Zahlen  werden  also  bei  verschieden  langen  Stäben  zwischen  der  Stoss- 
zeit und  der  Contactzeit  liegen.    Hierfür  erhielt  Hamburger s)  folgende  Resultate: 

»)  PouniKT,  PoGG.  Ann.  64  (1885). 

^  ScHNESBELi,  PoGG.  Ann.   143,  pag.  239  (1871)  u.   145,  pag.  328  (1872). 

f)  Hamburger,  Bresl.  In.-Diss,  1885  u.  Wied.  Ann.  28,  pag.  653  (1886).  ^yCjOOQlC 
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•  1)  Die  Stosszeit  fand  sich  bei  Stahlcylindem  von  100  bis  400  mm  Länge  je  nach 
den  übrigen  Umständen  zu  0'00057  bis  0*00071  sec,  und  speciell  bei  je  300  mm 
Länge  zu  etwa  0*0006  su.  Nach  der  Theorie  sollte  sie  gleich  2a/tt 
=  2-300/5000000=  0*00012  J^^r  sein.  Sie  ist  also  in  Wahrheit  fünf  Mal  so 
gross,  und  die  Theorie  erweist  sich  auch  hier  als  hinfällig. 

2)  Die  Stosszeit  wächst  mit  der  Länge  des  stossenden  Stabes,  aber  sehr 
wenig  (zwischen  100  und  iOO  mm  um  6^);  nach  der  Theorie  soUte  sie  der 
Länge  des  kürzeren  Stabes  proportional  sein. 

3)  Die  Stosszeit  wächst  ein  wenig  mit  der  Dicke. 

4)  Die  Stosszeit  nimmt  ab,  wenn  die  Stossgeschwindigkeit  wächst  (zwischen 
12  und  400  mm  um  8  bis  15f);  von  dieser  Abhängigkeit  giebt  die  Theorie  gar 
keine  Rechenschaft;  die  VoiGT'sche  thut  es  theilweise,  soweit  die  in  ihr  vor- 
kommenden Constanten  eine  Vergleichung  zulassen. 

B)  Kugeln.  Hierfür  ergiebt  die  Theorie  von  Hertz  durch  Integration  der 
Gleichung  (26)  die  Stosszeit 

r=s2i 


2  r  ..    .      ''  =  2*9432^^^-^ . 


(28) 


0 

wo  c  die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  der  Kugeln  gegen  einander  ist,  und 
/(|/()  die  Werthe  (27)  haben;  setzt  man  diese  und  in  ihnen  für  0  nach 
Gleichung  (22)  den  Werth  4(1  —  jjl*)/£,  indem  man  Kugeln  von  gleichem 
Radius  i?  und  gleichem  Material  wählt,  so  erhält  man: 

r=2.9432ief?^iIg^S.  (29) 

Die  Stosszeit  ist  also  dem  Radius  proportional,  in  geringerem  Grade  mit 
der  Dichte  direkt,  mit  £  und  |x  verkehrt  veränderlich,  und  in  noch  geringerem 
Grade  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  verkehrt  veränderlich.  Die  Beobachtungen 
von  Hamburger  und  Schneebeu  liefern  eine  hiermit  ziemlich  gut  überein- 
stimmende Abhängigkeit  der  Stosszeit  von  Stahl-  und  Messingkugeln  von  i?  und  c, 
und  diese  Uebereinstimmung  erstreckt  sich  einigermaassen  auch  auf  die  absoluten 
Werthe  von  T,  Bei  Messingkugeln  (Ji  =  13  mm,  s  =  (8*4  •  10-«  •  9810-»)  in  kg 
und  mm,  £=^  10000,  ia  =  |)  ergab  sich  z.  B. 


Geschwindigkeit 

78-7 

122-9 

192  1 

296  mm 

Stosszeit,  berechnet    .     . 

COOCISÖ 

0000167 

0000153 

0-000140  J^r. 

„         beobachtet  .     . 

0000196 

0-000178 

0-0001Ö7 

0-000148  J^r. 

Der  Curiosität  halber  sei  nach  Hertz  angeführt,  dass,  während  bei  den  dem 
Experimente  zugänglichen  Verhältnissen  die  Stosszeit  sehr  klein  ist,  sie  bei  zwei 
Stahlkugeln  von  der  Grösse  der  Erde  und  einer  Anfangsgeschwindigkeit  von 
10  mm  nicht  weniger  als  nahezu  27  Stunden  betragen  würde. 

Stossiläche  und  Druckfläche.  Die  andere  der  beiden  für  den  Vorgang 
des  Stosses  selbst  charakteristischen  Grössen  ist  die  Druckfläche,  resp.  ihre  Con- 
tur,  die  Druckfigur.  Die  Druckfigur  kann  nach  der  HERTz'schen  Theorie  eine 
Ellipse  sein,  deren  Halbaxen  a  und  d  durch  (25)  bestimmt  sind.  Für  zwei  gleiche 
Kugeln  wird  sie  ein  Kreis,  die  Druckfläche  eine  ebene  Kreisfläche,  und  der 
Radius  wird 


'  ^  16^        •  Digitizedby  Google 
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Hertz  selbst  fand  diese  Formel  für  Glaslinsen  und  Glasplatten  (und  eine 
ähnliche  für  Glascylinder,  die  sich  längs  eines  Stückes  der  Mantelfläche  be- 
rührten) durch  Beobachtung  mittelst  Russüberzuges  gut  bestätigt.  Für  die  von 
ScHNEEBELii)  aneinander  gepressten  Kautschukkugeln  sollte  r  ==  1-34  w/«  sein, 
und  in  guter  Uebereinstimmung  ergab  das  Experiment  mit  Hilfe  von  Färbung 
durch  Platinchlorür  r  =  142;  beides  bei  /  =  2000  kg.  Die  Stossfläche  er- 
giebt  sich  nach  der  Theorie  von  Hertz  durch  Einführung  von  c  in  die  Formel 
für  die  Druckfläche,  und  man  findet 


-R-^ 


xd.^« 


64       ' 

also  den  Radius  der  Stossfläche  proportional  dem  Radius,  schwach  wachsend  mit 
der  Geschwindigkeit  des  Stosses,  noch  schwächer  direkt  mit  der  Dichte,  verkehrt 
mit  E  und  |i.  Aehnlich  verhält  es  sich,  wenn  die  beiden  Kugeln  von  ver- 
schiedenem Radius  und  Material  sind,  wenn 
z.  B.  eine  Kugel  gegen  eine  ebene  Platte 
stösst.  Auch  einige  der  hierauf  bezüglichen 
Ergebnisse  fanden  Schneebeli  und  Ham- 
burger ")  durch  den  Versuch  (ersterer  mittelst 
paraflfinirter  Stahlkugeln,  letzterer  mittelst 
Elfenbeinkugeln  und  berussten  Glasplatten) 
bestätigt.  Die  (etwa  zehnmal  vergrösserte) 
Abbildung  einer  solchen  Stossfläche  nach 
Hamburger  (fig.  124)  zeigt  in  Folge  der 
Dicke  der  Russschicht  den  Unterschied 
zwischen  Druckfläche  und  blosser  Berührungs- 
fläche; auf  ersterer  (im  inneren  Kreis)  ist 
der  Russ  theilweise  festgepresst,  auf  letzterer  ^^'  ^^-^l 

ist  er  fast  gänzlich  fortgenommen  (mittlerer  Ring);  endlich  bildet  sich  aussen 
noch  ein  Wall  fortgeschleuderten  Russes;  die  wirkliche  Stossfläche  ist  die  innerste 
Kreisfläche. 

Anwendungen.  Der  Stoss  und  seine  Gesetze  findet,  abgesehen  vom  Billard- 
spiel (s.  o.),  theils  technische  Anwendungen  (über  »Stossfestigkeitc  s.  w.  u.  im 
Art  »Cohäsion«),  theils  wissenschaftliche,  namentlich  auf  die  Moleculartheorie; 
es  muss  aber  hier  genügen,  auf  die  bezüglichen,  grundlegenden  Arbeiten  von 
Maxwell')  hinzuweisen.  F.  Auerbach. 


Cohäsion. 


Ueberslcht.  Unter  dem  Namen  Cohäsion  kann  man  alle  die  Erscheinungen 
zusammenfassen,  welche  sich  auf  bleibende  Veränderungen  der  Körper  be- 
ziehen, d.  h.  auf  Veränderungen,  welche  nach  Aufhebung  des  Zwangszustandes 
(pag.  215)  noch  bestehen  bleiben.  Während  also  Elasticität  der  Widerstand  gegen 
vorübergehende  Veränderungen  ist,  ist  Cohäsion  der  Widerstand  gegen  bleibende 


1)  Schneebeli,  Rep.  d.  Phys.  22,  pag.  183.  1886. 

^  Hamburger,  Tageblatt  d.  Nat.  Vers,  in  Wiesbaden  1887. 


»)  Maxwell,  PhiL  Mag.  (4)  19,  pag.  20,  und  20,  pag.  35.  1860.      oigitized  byGoOglc 
WnaaLMANN,  Physik.    L  20 


3o6  Allgemeines. 

Veränderungen.  Wie  bei  der  Elasticität,  so  soll  auch  hier  die  Betrachtung  auf 
feste  Körper  beschränkt  bleiben,  da  die  analogen,  auf  Flüssigkeiten  und  Gase 
bezüglichen  Erscheinungen  anderweitig  selbständige  Behandlung  finden  (s.  Art. 
»Capillarität«!  »Reibung«  u.  s.  w.). 

Zwischen  den  Erscheinungen  der  Elasticität  und  denen  der  Cohäsion  besteht 
eine  scharfe  Grenze,  gebildet  durch  die  »Elasticitätsgrenze«  (pag.  217);  jene 
bewegen  sich  innerhalb,  diese  ausserhalb  derselben.  Die  Elasticitätsgrenze,  welche 
wie  früher  und  wie  alle  noch  zu  behandelnden  analogen  Grössen  in  Kilos  auf 
das  Quadratmillimeter  ausgedrückt  werden  soll,  kann  als  der  Widerstand  gegen 
bleibende  Veränderung  bezeichnet  werden;  da  in  der  Praxis  (bei  Bauten, 
Maschinen,  Apparaten  u.  s.  w.)  bleibende  Veränderungen  ausgeschlossen  werden 
müssen,  kann  man  jenes  Gewicht  auch  Tragfähigkeit  oder,  in  Analogie  mit 
dem  Elasticitätsmodul,  Tragmodul  nennen.  Dies  ist  also  die  untere  Grenze 
des  Gebietes,  in  welchem  die  Cohäsionserscheinungen  sich  abspielen.  Die  obere 
Grenz  e  andererseits  wird  durch  das  Gewicht  bezeichnet,  bei  welchem  der  Körper, 
auf  den  es  wirkt,  resp.  die  Theile  desselben  ihren  Zusammenhang  verlieren  und 
sich  trennen.  Diese  Grösse  heisst  Festigkeit  oder  Festigkeitsmodul.  In 
der  Technik  spielt,  wie  gesagt,  nicht  dieser,  sondern  der  weitaus  kleinere  Trag- 
niodul  die  entscheidende  Rolle;  ja  in  den  meisten  Fällen  legt  man  der  Rechnung 
sogar  eine  noch  um  einen  usuellen  Factor  kleinere  Zahl,  den  Sicherheitsmodul, 
zu  Grunde,  um  sich  darauf  verlassen  zu  können,  dass  nicht  nur  bei  kurzem,  ein- 
maligem und  gewöhnlichem,  sondern  auch  bei  langem  und  wiederholtem  Ge- 
brauche sowie  bei  aussergewöhnlichen  Fällen  keine  bleibenden  Veränderungen 
eintreten. 

Die  drei  genannten  Moduln  ordnen  sich  also  der  Grösse  nach,  vom  kleinsten 
angefangen,  so:  Sicherheitsmodul,  Tragmodul,  Festigkeitsmodul.  Wie  sich  der 
Elasticitätsmodul  in  diese  Reihe  einordnet,  lässt  sich  im  Princip  nicht  allgemein 
sagen.  Thatsächlich  aber  ist  er,  ausser  bei  einigen  anomalen  Stoffen,  wie 
Kautschuk,  der  weitaus  grösste  von  allen.  Während  nämlich  Dehnungs-,  Torsions- 
modul u.  s.  w.  sich  auf  eine  Längenänderung  von  100},  resp.  eine  Winkeldrehung 
von  57°  u.  s.  w.  beziehen,  tritt  eine  dauernde  Veränderung,  also  die  Elasticitäts- 
grenze, schon  bei  einer  vorübergehenden  Längenänderung  von  i— 2  j-  resp.  einer 
Winkeländerung  von  J— 1*^  auf,  und  die  Trennung  der  Theile  bei  einer  solchen 
von  1—5}  resp.  ^—3°. 

Wie  der  Elasticitätsmodul,  so  ist  auch  der  Tragmodul  und  der  Festigkeits- 
modul nicht  eigentlich  ein  Begriff,  sondern  eine  Begriffskategorie,  die  für  jede 
Klasse  äusserer  Eingriffe  zu  einem  besonderen  Begriffe  führt:  Für  Zug  und  Druck 
(die  hier  nicht,  wie  bei  der  Elasticität,  entgegengesetzt  gleiche  Erscheinungen 
liefern),  für  Biegung  und  Torsion,  für  Scherung  u.  s.  w.  Eine  besondere  Art  der 
Festigkeit,  welche  hier  neu  hinzukommt,  ist  die  Härte,  eine  weitere  (deren  Be- 
handlung jedoch  wesentlich  in  die  Mineralogie  gehört)  der  Widerstand  gegen 
Spaltung  (reciprok:  »Spaltbarkeitc),  endlich  eine  Art  von  Festigkeit  zwischen  zwei 
verschiedenen  Körpern  die  Adhäsion.  Spricht  man  von  den  angeführten  Er- 
scheinungen schlechthin,  so  denkt  man  an  statische  Zustände,  und  man  erhält  eine 
neue  Klasse  von  Grössen,  die  Stossfestigkeit,  wenn  man  dynamische  Vorgänge 
ins  Auge  fasst. 

Bisher  war  nur  von  den  beiden  Grenzen  die  Rede,  zwischen  denen  die 
Cohäsionserscheinungen  liegen.  Zur  Kenntniss  einer  neuen  Klasse  von  Eigen- 
schaften der  Körper  gelangt  man  nun  aber,  wenn  man  sich  fragt,  wie  weit  diese 
beiden  Grenzen  bei  einem  bestimmten  Körper  auseinander  liegen,   d.  h.  ob  es, 

Digitized  by  V^OO^  ItT 


Absolute  Festigkeit. 


307 


wenn  auf  den  Körper  eine  der  Elasticitätsgrenze  gleiche  Kraft  wirkt,  bleibende 
Veränderungen  also  eben  eimutieten  beginnen,  nunmehr  einer  erheblichen 
Steigerung  dieser  Kraft  bedarf,  um  ihn  zu  zertheikn,  oder  ob  schon  eine  geringe 
Steigerung  diese  Wirkung  hat.  Im  ersten  Falle,  wenn  also  der  Festigkeitsmodul 
sehr  erheblich  grösser  ist  als  der  Tragmodul,  heisst  der  Körper  geschmeidig,  im 
andern  Falle,  wenn  also  beide  Moduln  dicht  bei  einander  liegen,  heisst  er  spröde, 
und  zwischen  der  äussersten  Geschmeidigkeit  und  der  äussersten  Sprödigkeit  liegt 
eine  stetige  Reihe  von  Graden  derselben.  Auch  hier  handelt  es  sich  im  übrigen 
um  zahlreiche  einzelne  Arten  von  Geschmeidigkeit  (Duktilität,  Walzbarkeit, 
Hämmerbarkeit  n.  s.  w.). 

In  Bezug  auf  alle  hierher  gehörigen  Erscheinungen  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  die  quantitative  Gesetzmässigkeit  und  somit  auch  die  Genauigkeit  der  Zahlen- 
resultate hier  keine  sehr  beträchtliche  ist. 

Festigkeit,  a)  Festigkeit  gegen  Zug  (Festigkeit  gegen  Zerreissen, 
absolute  Festigkeit.)  Man  bestimmt  den  Tragmodul  T,  bei  welchem  bleibende 
Dehnung  (von  05  mm  oder  mehr),  und  den  Festigkeitsmodul  F^  bei  welchem 
Zerreissen  eintritt.  Beide  Erscheinungen  sind  von  der  Länge  unabhängig  und 
(mit  den  unten  angeführten  Ausnahmen)  dem  Querschnitt  proportional.  Wirkt 
das  Eigengewicht  wesentlich  mit,  so  muss  man  den  Querschnitt  in  passender 
Weise  veränderlich  wählen  (Zug  und  Druck  pag.  243),  falls  dies  erlaubt  ist  und 
man  eine  in  allen  Querschnitten  gleiche  Tragfähigkeit  resp.  Festigkeit  erzielen  will. 


Metalle  nach  Wertheim,  i) 

Metall 

gez 
T 

ogen 
F 

ange 
T 

lassen 
F 

Metall 

gez( 
T 

)gen 
F 

angel 
T 

assen 
F 

Blei      .... 

0-3 

21 

0-2 

1-8 

Kupfer      .     .     . 

12 

40-3 

3 

30-5 

Zinn     .... 

— 

2-5 

— 

1-7 

Platin  .... 

26 

341 

14-5 

23-5 

Gold 

U 

27 

3 

10 

Eisen   .... 

82 

61 

5 

47 

Silber  .... 

11 

29 

2-8 

16 

Gussstahl  .     .     . 

56 

80 

5 

66 

Zink     ...     . 

— 

12-8 

— 

— 

Stahldraht      .     . 

43 

70 

15 

40 

Gezogene  Metalle  haben  also  eine  grössere  Festigkeit  als  angelassene  (s.  w.  u.). 
Hiermit  hängt  es  wohl  auch  zusammen,  dass  nach  Baumeister ''^),  wie  folgende 
Tabelle  zeigt,  mit  abnehmender  Dicke  von  Drähten  die  Festigkeit  steigt: 


Stoff 


Dicke 
in  mm 


Stoff 


Dicke 
in  mm 


Schwedisches  Stabeisen 


0-72 
0-50 
0-30 
0-26 
015 
010 


64 
83 
96 
94 
98 
123 


Messing 

» 

Kupfer   , 
SUber     . 


0-75 
0-25 
010 
0-27 
0-35 


76 
98 
98 
35 
30 


Femer  fand  Wertheim  die  Festigkeit  für  kurzdauernde  Belastung  grösser  als 
für  langdauemde,  weil  bei  letzterer  die  Dehnung  immer  weiter  fortschreitet  und 
oft  erst  nach  Tagen  oder  Wochen  zum  Zerreissen  fuhrt.   Eine  etwas  andere  Frage, 


^)  We&theim,  Ann.  Ch.  Phys.  (3)  12,  pag.  385  (1844).  Nach  den  hier  gegebenen  Werthen 
von  T  sind  die  in  der  Tabelle  auf  pag.  239  fUr  Zink,  Gold  und  Silber  irrthUmlich  zu  hoch  an- 
gegebenen Werthe  von  G  zu  corrigiren. 

^  Baumeister,  Wied.  Ann.  18,  pag.  578  (1883)  und  Würzb.  In.-Diss.  1883.  ^ 
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nämlich  den  Einfluss  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  man  das  spannende  Gewicht 
steigert,  untersuchte  Bottomley^);  hier  ist  das  Ergebniss  gerade  das  entgegen- 
gesetzte: bei  langsamer  Zugsteigerung  (in  1  bis  2  Tagen  1  Pfund)  ist  die  Festig- 
keit grösser  nls  bei  rascher  (in  2  bis  5  Minuten  1  Pfund),  überdies  ist  im  ersten 
Falle  die  äusserste  Dehnung  sehr  viel  kleiner  als  im  letzten.  Bei  plötzlicher 
Spannung  wird  eben  ein  Stoss  ausgeübt  und  demgemäss  die  Stossfestigkeit  zum 
Theil  mit  in  Anspruch  genommen;  man  muss  also  bei  allen  Versuchen  über 
statische  Festigkeit  allmählich  zu  Werke  gehen. 

Eine  Reihe  eigenthümlicher,  auf  die  Elasticitätsgrenze  und  die  Festigkeit  von 
Metallen  bezüglicher  Erscheinungen  haben  J.  Thomson '),Thurston*),  Hodgkinson*), 
UcHATius*),  Bauschinger,  Kramm*)  (Einfluss  von  Torsionen  auf  die  absolute 
Festigkeit)  u.  A.  beobachtet;  hier  kann  auf  dieselben  nicht  näher  eingegangen  werden. 

Legirungen  nach  Werthsim. 


Legirung 

Formel 

F 

Legirung 

Formel 

F 

Darcet's  Metall    .     . 
Lettem-Metall    .     .     . 
Schnellloth   .... 
Tomback      .... 

PbjBijSn, 
PbjSb 
PbSn 
ZCu, 

1-74 

1-87 

2-46 

32-50 

Similor 

Messing 

Neusilber     .... 
Packfong      .... 

ZCu, 

ZCu, 
Z4Ctt,,Ni, 
Z,Ctt,Ni, 

51-90 
60-22 
61-88 
68-10 

Für  Legirungen  von  Gold  mit  Spuren  anderer  Metalle  fand  Roberts  Austen'), 
dass  hierdurch  die  Cohäsionsverhältnisse  sehr  stark  beeinflusst  werden.  Während 
nämlich  reines  Gold  nach  ihm  eine  Zugfestigkeit  von  10  hat,  wird  sie  beim  Zu- 
satz von  nur  0*2  #  von 

Kalium  oder  Wismut 0-8  1   ,  ,        .  ,  , ,  .      v 

Tellur  oder  Blei 6     f  («^so  v,el  kleiner) 

Thallium,  Zinn,  Antimon    ....     10  (also  unverändert) 

aller  andern  Metalle 11  bis  14  (also  grösser). 

Ob  beim  Zusatz  geringer  Spuren  fremder  Stoffe  zu  andern  Metallen  als  Gold 
sich  ähnliche  Erscheinungen  ergeben,  ist  noch  nicht  untersucht  worden« 

Femer  hat  Thurston®)  zahlreiche  Broncen  untersucht  und  als  festeste  die- 
jenige gefunden,  welche  bb%  Kupfer,  43^  Zink  und  ^%  Zinn  enthält 

Die  Abhängigkeit  der  Festigkeit  von  der  Temperatur  ist  besonders  von  Pisati^ 
untersucht  worden.    Für  Eisen  ergab  sich  F  und  X  (Verlängerung  vor  der  Trennung) 


t 

14° 

60° 

75° 

90° 

120° 

125° 

200° 

235° 

240° 

300° 

F 
X 

54-9 
0*U4 

63-5 
0-122 

53-8 
0-044 

55-5 
0049 

53-0 
0027 

52-4 
0-019 

52-6 

51-4 
0-029 

71-2 
0-067 

65-8 
0-116 

Zwischen  14  und  235^  nahm  also  F  unregelmässig  und  langsam  ab,  dann 
plötzlich  stark  zu  und  dann  wieder  ab.  Ebenso  fanden  sich  bei  Stahl  und  Messing 
mehrere  Maxima  und  Minima.     Dagegen  ergab  hartes  Kupfer: 

1)  BoTTOMLEY,  Proc.  R.  Soc.  29,  pag.  221  (1879). 
^)  J.  Thomson,  Cambr.  and  Dubl.  Math.  Joum.  1848. 
3)  Thürston,  Dingl.  Polyt.  J.  225,  pag.  233  (1877). 
*)  HoDGKiNSOK,  Rep.  Brit.  Ass.   1837,  pag.  362  u.  a.  a.  O. 
*)  UcHATius,  DrNGL.  Polyt.  J.  223,  pag.  242  (1877). 
^)  Kramm,  Marburger  In.-Dissert.  1873  (s.  w.  u.). 
^  Roberts  Austkn,  Proc.  R.  Soc.  43,  pag.  425  (1888). 
")  Thurston,  Mondes  55,  pag.  148  (1879). 

»)  PiSATi  und  Saporita-Ricca,  N.  Giro.  (3)  i,  pag.  35  (1877).  Soc.  Ital.  Scienxc  (3)  2, 
pag.  1  (1877).  —  PiSATi  und  SiCHiLONE,  Rend.  Acc.  Lincei  '^76— [^.7^^.^^^  ^^^^^QQ^g 
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/ 

18^ 

50^ 

100*» 

160° 

200° 

250° 

300° 

F 

49-6 

47-6 

46-1 

43-2 

41-3 

88-0 

31-3 

also  eine  regelmässige  Abnahme  der  Festigkeit;  bei  weichem  Kupfer  Hess  sich 
dieselbe  sogar  ziemlich  genau  durch  die  lineare  Formel  /'=  29'40--0'037/  dar- 
stellen.    Aehnlich  verhält  sich  Aluminium,  und  zwar  ist 

bis  zu  100^  F=  50-8  -00458/— 0-000372/» 

von  100°  bis  300°:    F=  54-7— 012/. 
Für  nichtmetallische  Stoffe  seien  folgende  Angaben  gemacht: 
F  für  Hölzer  bei  20  j^  Feuchtigkeit  (nach  Wertheim  und  Chevandier)  i). 


Holz 


rad,        toftg. 


Holx 


rad,         tong. 


Pappel 
Fichte 
Buche 
Ahorn 
Tanne 
Birke 


1-97 
2*48 
3-57 
3-58 
4-18 
4-30 


0-15 
0-26 
0-89 
0-72 
0-22 
0-82 


0-21 
0-20 
0-75 
0-37 
0-30 
1-06 


Erle 
I  Eiche 
Esche 
Espe 
Akazie 


4-54 
6-49 
6-78 
7-20 
7-93 


0-33 
0-58 
0-22 
017 


018 
0-41 
0-41 
0-41 
1-23 


Die  Akazie  hat  also  das  festeste,  die  Eiche  fast  ebenso  festes,  die  Pappel 
das  wenigst  feste  Holz.  In  der  Axenrichtung  ist  die  Festigkeit  am  grössten,  in 
den  beiden  andern  ziemlich  gleich. 

F  für  Glas  nach  Wertheim. 


Sorte 

F      II                   Sorte 

F 

Fensterglas      .... 
Spiegelglas      .... 

1-763 
1-400 

Krystallglas  (bleifrei)    . 
„           (bleihaltig) 

1002 
0-665 

Die  Kleinheit  dieser  Zahlen  im  Vergleich  zu  den  nicht  unbeträchtlichen 
Elastidtätsmoduln  der  Gläser  (pag.  240)  steht  jedenfalls  mit  der  grossen  Sprödigkeit 
dieses  Materials  (s.  w.  u.)  in  nahem  Zusammenhange. 

Für  Bessemerstahl  mit  verschiedenem  Gehalt  an  Kohlenstoff  hat  Bauschinger  >) 
nicht  nur  die  Werthe  für  Zug,  sondern  auch  die  übrigen  ermittelt,  die  hier  der 
Kürze  und  Uebersichtlichkeit  halber  gleich  mit  angegeben  sind. 

Bessemerstahl  nach  Bauschinger. 


Gehalt  an 

Kohlenstoa  in 

Procenten 

Zi 

T 

F 

Dn 
T 

ick 
F 

Bieg 
T 

Ting 
F 

Schub 
F 

Torsion 
T 

014 

30 

44 

28 

48 

38 

— 

34 

— 

019 

33 

48 

30 

54 

42 

— 

37 

15 

0-46 

35 

53 

34 

63 

40 

83 

36 

15 

0-51 

34 

56 

33 

70 

42 

93 

40 

— 

0-54 

35 

56 

34 

61 

40 

86 

39 

15 

0-55 

33 

56 

35 

62 

42 

88 

40 

— 

0-57 

33 

56 

34 

66 

45 

96 

36 

16 

0-66 

37 

63 

38 

66 

44 

86 

43 

17 

0-78 

37 

65 

38 

73 

47 

88 

41 

18 

0-80 

40 

72 

44 

97 

47 

76 

48 

20 

0-87 

43 

74 

39 

89 

47 

77 

50 

20 

0-96 

49 

83 

50 

99 

69 

85 

58 

27 

1)  Wertheim  und  Chevandier,  Comptes  rendus  23  (1846).  ^  ^ 

')  Bauschinger,  Mitth.  a.  d.  mech.-tcchn.  Lab.  zu  München,  Heft  3.i,^;/l44>^jOOQlC 
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Wie  man  sieht,  wächst  sowohl  der  Tragmodul  als  auch  der  Festigkeitsmodul 
nicht  unwesentlich  (um  50—100^),  wenn  der  Gehalt  an  Kohlenstoff  von  einem 
siebente!  bis  zu  einem  ganzen  Procent  steigt.     Einige  der  obigen  Zahlen  sind  in 

Fig.  125  der  Anschau- 
lichkeit halber  gra- 
phisch dargestellt.  Da- 
bei ist  aus  den  Zahlen 
für  Zug-  und  Druck- 
grenze, die  fast  gleich 
sind,  nur  eine  Curve 
gebildet,  während  die 
Zug-  und  Druckfestig- 
keitscurven ,  wie  man 
sieht,  ziemlich  verschie- 
den sind. 

Für  einige  organi- 
sche Stoffe  kann  man 
folgende  Werthe  an- 
nehmen, welche  jedoch 
insofern  nur  eine  be- 
schränkte Bedeutung 
haben,  als  hier  die  Pro- 
portionalität mit  dem 
Querschnitt  naturge- 
mäss  nicht  vorhanden 
und  folglich  auch  die  Reduction  auf  1  qmm  Querschnitt  eigentlich  gar  nicht  zu- 
lässig ist;   desshalb  ist  jedenfalls  der  wahre  Durchmesser  anzugeben : 


(Ph.  135.) 


Stoff 

Dicke 

Festigkeit 

Stoff 

Dicke 

Festigkeit 

Pferdehaar 

Menschenhaar  .... 
Wollfaden 

0-26  mm 
010    „ 
0-55    „ 

9-6 
11-6 
13-9 

Spinnfaden       .... 

Hanffaden 

Coconfaden      .... 

0-0025  ww 
0-26      ,. 
00013  „ 

18-8 
26-9 
27-5 

Die  Festigkeit  solcher  Fäden  ist  also  relativ  sehr  beträchtlich,  was  sie  für 
wissenschaftliche  Zwecke  ausserordentlich  verwendbar  macht. 

b)  Festigkeit  gegen  Druck  (rückwirkende  Festigkeit).  Wenn  ein 
Körper  von  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  zusammengedrückt  wird,  oder,  wenn 
er  mit  einer  Seite  befestigt  ist  und  von  der  entgegengesetzten  einen  Druck  er- 
fährt, so  wird  seine  Druckfestigkeit  in  Anspruch  genommen.  Man  hat  aber  hier 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  nämlich  der  Körper  kurz,  so  wird  er  thatsächlich 
zerdrückt  (zermalmt,  zerquetscht),  und  es  kommt  die  eigentliche  Festigkeit 
gegen  Zerdrücken  in  Betracht;  ist  er  aber  lang,  so  kann  er  dem  Druck  mittelst 
Ausbiegung  ausweichen,  er  wird  zerknickt,  und  es  kommt  die  Festigkeit  gegen 
Zerknicken  in  Betracht,  welche  eine  Mittelstellung  zwischen  Druckfestigkeit  und 
Biegungsfestigkeit  (s.  w.  u.)  einnimmt,  ganz  analog  mit  der  in  der  Elasticität  be- 
trachteten Erscheinung  der  Biegung  durch  Druck  (pag.  243). 

Die  Druckfestigkeit  (im  engeren  Sinne)  ist  im  Allgemeinen  grösser  als  die 
Zugfestigkeit,  nur  bei  Hölzern  verhält  es  sich  umgekehrt;  sie  ist  von  der  Länge 
unabhängig,  bei  ähnlichen  Querschnitten  diesen  annähernd  proportional^  aber  desto 
grösser,  je  regelmässiger  der  Querschnitt  geformt  ist     Auch'4iiei:^  muss  in  Folge 
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des  Eigengewichtes  der  Querschnitt  nach  einem  bestimmten  Gesetze  mit  der 
Länge  variiren,  wenn  die  Festigkeit  tiberall  dieselbe  sein  soll.  Der  übliche 
Sicherheitsfactor,  mit  welchem  der  Festigkeitsmodul  hier  multiplicirt  wird,  ist  bei 
Eisen  5,  bei  Holz  und  Steinen  10,  bei  Bruchsteinen  20.  Aus  den  zahlreichen, 
aber  meist  rohen  Messungen   seien  folgende  angeführt. 


Stoff 

Festigkeit 

Stoff 

Festigkeit 

Stoff 

Festigkeit 

Gusseisen     .     .     . 

57  bis  102 

Kalkstein,  dicht   . 

14 

Eiche     .... 

7-0 

Schmiedeeisen 

25    „     55 

„         erdig   . 

2  bis  8 

Buche  und  Esche 

6-6 

Kupfer    .     . 

30    H     45 

weich  . 

1 

Weisstanne      .     . 

5-1 

Diabas    .     . 

27 

Sandstein,  roth     . 

7  bis  10 

Nussbaum  . 

50 

Porphyr  .     . 

24-5 

„         weiss  . 

1    „      6 

Erle  .     .     . 

4-9 

Granit     .     . 

12  bis    22 

Gneis     .... 

2-5 

Fichte     .     . 

4-8 

Marmor  .     . 

6    „     12 

Ziegelstein  .     .     . 

0-5  bis  2 

Rothtanne   . 

4-6 

Basalt      .     . 

13 

Mörtel    .... 

0-4 

Birke      .     . 
Pappel   .     . 

4-5 
3-6 

Die  Zahlen  für  Hölzer,  welche  von  Hodgkinson  herrühren,  beziehen  sich 
auf  den  trockenen  Zustand.    In  neuester  Zeit  hat  in  dieser  Hinsicht  Bauschinger  ^) 


(Ph.  126.) 


eingehende  Untersuchungen  angestellt  und  gefunden,  dass  die  Festigkeit  in  doppelter 
Weise  von  der  Dichte  des  Holzes  abhängt;  insoweit  nämlich  mit  wachsender 
Feuchtigkeit  die  Dichte  zunimmt,  nimmt  die  Festigkeit  ab,  und  zwar  (Fig.  126)  an- 
fangs schnell,  später  langsam;  bei  verschiedenen  Proben  derselben  Holzart,  welche 
dieselbe  Feuchtigkeit,  aber  verschiedene  Dichte  haben,  ist  dagegen  die  Festigkeit 
desto  grösser,  je  grösser  die  Dichte  ist.  Im  Mittel  fand  Bauschinger  bei  15^ 
Feuchtigkeit  folgende  Zahlen: 


Lärche 

.    .     51 

Föhre  .     . 

.     .    4-2 

Weimuthskiefer . 

2-5 

Fichte  .    . 

.     .    4-3 

Tanne  .     . 

.     .    4-2 

Zirbe  .    .    .    . 

2-4 

Wie  man  sieht,  sind  Gusseisen  und  Kupfer  von  Metallen,  Diabas,  Basalt, 
Porphyr  und  Granit,  sowie  einige  Marmorarten  unter  den  Steinen,  Eiche,  Buche  und 
Esche  unter  den  Bäumen  besonders  geeignet,  um  auf  Druckfestigkeit  beansprucht 
zu  werden.    Alle  angeführten  Zahlen  gelten  übrigens,  wie  gesagt,  nur,  wenn  die 


1}  Bauschingbr,  Mitth.  d.  meclL-tecbn.  Labor,  d.  Techn.  Hochsch.  in  München,  Heft  j6/l^7;U 
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Rela^ve  Festigkeit 


Länge  des  Körpers  ein  nicht  zu  grosses  (weniger  als  zwölffaches)  Vielfaches  der 
Dicke  ist;   ist  sie  dagegen  das 

12        24        36        48        60        72  fache, 
so  muss  man  die  Zahlen  mit 

i       *       i       i       A      Ä 

multipliciren.  Ausserdem  gelten  dann  zum  Theil  ganz  andere  Gesetze;  unter 
anderm  ist  die  Festigkeit  gegen  Zerknicken,  die  dann  in  Betracht  kommt,  dem 
Quadrat  des  Querschnitts  direkt  und  dem  Quadrat  der  Länge  umgekehrt 
proportional. 

c)  Festigkeit  gegen  Biegung  (relative Festigkeit).  In  der Elasticitäts- 
lehre  führt  die  Biegung  zu  keiner  neuen  Constanten,  da  sie  sich  in  eine  Dehnimg 
der  convexen  und  eine  Zusammenziehung  der  concaven  Hälfte  auflösen  lässt 
Analog  würde  man  hier,  wenn  h  der  Hebelarm  der  biegenden  Kraft  ist,  und 
K^  und  K^  die  Kräfte  sind,  die  bleibende  Veränderung  resp.  Bruch  herbeiführen, 


haben,  wo 

für  rechteckigen  Querschnitt 

(Breite  a,  Höhe  b) 
für  quadratischen  Querschnitt   ^  =s  ^a* 


K^h^kF^ 


q^\ab^ 


kreisförmigen 


für  ein  festes,  ein  freies  Ende  >^  =  1 
„  zwei  aufgestützte  Enden  >J  =  4 
„    zwei  feste  Enden  >6  =  8 


ist.  Für  die  Abhängigkeit  der  Biegungsfestigkeit  von  den  Dimensionen  des  Stabes 
gelten  hiernach  dieselben  Gesetze  wie  für  die  Biegungselasticität  (pag.  264  u.  f.). 
Was  aber  den  Zahlenfactor  betrifft,  so  hat  man  zu  bedenken,  dass  es  sich  hier  nicht, 
wie  dort,  um  kleine,  sondern  um  grosse  Dehnungen  und  Verkürzungen  handelt, 
und  dass  für  solche  nicht  eine  gemeinsame  Constante,  wie  dort  E^  sondern  zwei 
verschiedene  massgebend  sind,  wie  denn  in  der  That  die  obigen  Zahlen  für 
Druck-  und  Zugfestigkeit  beträchtlich  von  einander  abweichen.  Hieraus  folgt, 
dass  die  durch  Biegungsversuche  bestimmten  Trag-  und  Festigkeitsmoduln  T  und 
F  zwischen  denen  für  Zug  und  Druck  liegen  werden.  Femer  ergiebt  sich,  dass 
man  dem  Querschnitt  des  auf  Biegung  beanspruchten  Körpers  eine  ganz  bestimmte 
Form  geben  muss,  um  möglichst  günstige  Ergebnisse  zu  erzielen;  ist  der  Stab 
oder  Balken  z.  B.  mit  den  Enden  aufgelegt  und  in  der  Mitte  belastet,  so  muss 
man  bei  Metallen  und  Steinen  (Druckfestigkeit  grösser  als  Zugfestigkeit)  den 
Querschnitt  X förmig  (umgekehrt  T-förmig),  bei  Hölzern  I-förmig  (T-fÖrmig)  ge- 
stalten. Kommt  es  hierauf  weniger  an,  wohl  aber  darauf,  möglichst  viel  Material 
in  den  Grenzschichten  zu  concentriren,  so  wählt  man  einen  hohlen,  [^förmiger 
oder  einen  Jförmigen  (doppelt-T-förmigen)  Querschnitt.  Wo  es  angängig  ist, 
muss  man  im  übrigen  auch  der  Länge  nach  die  Masse  passend  vertheilen. 

Biegungsfestigkeit  einiger  StoffiB.^) 

Granit    ....         12 
Kalkstein    ...        0*9 

Rother  Sandstein  0-6— 0'9 

Weisser  Sandstein  0*4— 0*6 

Ziegelstein .     .     .  Ol— 03 


Gusseisen     .     . 

.    32 

Lärche      .     .    . 

.    6-8 

Schmiedeeisen 

.    25 

Föhre  .... 

.    5-5 

Tanne  .... 

.     5-2 

Esche      .     .     . 

.       85 

Fichte  .... 

.    51 

Eiche      .     .    . 

.      7-1 

Zirbe    .... 

.     3-8 

Buche     .    .     . 

6-6 

Weimuthskiefer . 

.     2-8 

^)  Die  Zahlen  rUhren  von  verschiedenen  älteren  Beobachtern  her,  die  für  Nadelhölzer,  die 

sich  auf  15  £  Feuchtigkeit  beziehen,  von  Bauschinger,  a.  a.  O.  Heft  16  (1887). 

Digitized  by  V^OO^  iC 
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Die  Werthe  für  Bessemerstahl  sind  schon  mitgeteilt  worden. 

d)  Festigkeit  gegen  Scherung  (Schubfestigkeit).  Hierüber  liegen  nur 
wenige  Zahlen  vor;  solche  für  Bessemerstahl  sind  oben  angeführt;  für  einige 
Steine  fand  ebenfalls  BauschingerI): 

Holz  (Kiefer  und  Fichte;  03  bis  0'5. 


Syenit  .     .     1-4— 2*7 
Granit  .    .    0'5-"l-4 


Weisser  Sandstein    0*1— 0*3 
Ziegelstein  .     .     .    Ol— 0*3 


rechteckigen  „  !?  =  ^  7^. 

quadratischen  „  t 


ist. 


Kalkstein  .     .     .    0-5— 10 

Rother  Sandstein     0*6— l'O 
e)  Torsionsfestigkeit.     Für   das  Moment  K^^  der  dauernd  tordirenden 
resp.  dasjenige   JC^A   der   abdrehenden   Kraft   {h   Hebelarm)   gilt   wie   bei    der 
Elasticität  die  Formel  K^hs=  Tq,  wo 

IC 

für  kreisförmigen  Querschnitt    q^=z  —  r^ 

3l/2 

Einige  Werte  fiir  F  sind:  Gusseissen  17  bis  25,  Schmiedeeisen  6  bis  12; 
einige  Werte  von  T  für  Stahl  sind  oben  zusammengestellt. 

Ueber  Festigkeit  und  Tragfähigkeit  im  Allgemeinen  ist  noch  die  Bemerkung 
zu  machen,  dass  in  der  Wirklichkeit  häufig  mehrere  Arten  gleichzeitig  beansprucht 
werden,  und  dass  sie  sich  dann  gegenseitig  nicht  unwesentlich  beeinflussen,  ebenso 
wie  auch  der  zeitliche  Verlauf  und  die  Wiederholung  der  Beanspruchung  von 
grosser  Bedeutung  sind.  So  untersuchte  Bauschinger^  den  Einfluss  der  Streckung 
der  Metalle  auf  die  Elasticitätsgrenze  und  fand  eine  Erhöhung  derselben  z.  B.  bei 
Bronze  durch  Streckung  mittelst  10  kg  pro  qmm  von  7*1  auf  9*4  kg,  Kramm^  unter- 
suchte die  Beziehungen  zwischen  Torsion  und  absoluter  Festigkeit,  und  erhielt  eine 
Reihe  interessanter  Sätze.  Femer  gehören  hierher  Untersuchungen  und  Be- 
trachtungen von  W.  Thomson*),  Himstedt*),  Warburg ^)  u.  A.  Auf  die  zahl- 
reichen, diese  Fragen  behandelnden,  rein  technischen  Untersuchungen  kann  hier 
nicht  näher  eingegangen  werden. 

Stossfestigkeit.  Den  sämmtlichen  bisher  betrachteten  Arten  der  Festigkeit^ 
die  man  als  statische  bezeichnen  kann,  stehen  ebensoviel  Arten  der  dynamischen 
oder  Stossfestigkeit  gegenüber.  Während  dort  die  Frage  einfach  lautet,  welches 
Gewicht  einen  gegebenen  Körper  eben  dauernd  verändere  oder  eben  seines 
Zusammenhanges  beraube  resp.,  wie  es  sich  in  der  Praxis  meist  stellen 
wird,  welches  Material  und  welche  Dimensionen  man  einem  Köper  geben  müsse, 
damit  ihn  ein  gegebenes  Gewicht  noch  nicht  verändere  oder  noch  nicht  zerreisse, 
sind  hier  der  bestimmenden  Einflüsse  zwei,  nämlich  ausser  dem  Gewicht  G  die 
Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  dasselbe  den  ruhenden  Körper  trifit.  Dasjenige, 
worauf  es  ankommt,  ist  hier  die  kinetische  Energie  K^  also  das  halbe  Produkt 
der  Masse  M  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit;  man  muss  also  entweder 
fragen:  welche  kinetische  Energie  des  Stosses  deformirt  den  Körper  dauernd, 
welche  zerstört  ihn  —  oder  man  muss  eine  der  beiden  Grössen  geben  und  folglich 

>)  Bauschinger,  a.  a.  O.  Heft  3  (1874)  u.  9  (1883). 

3)  Bauschinger,  Dingl.  Polytechn.  J.  224,  pag.  i  u.  129  (1877).  Siehe  auch  Uchatius, 
ebenda  223,  pag.  242  (1877). 

^  Kramm,  Ueber  d.  Einfl.  d.  Torsion  a.  d.  abs.  Festigkeit  v.  Drähten»  Marb.  In.-Diss.  1873. 

*)  W.  Thomson,  Enc.  Brit,  Art.  »Elasticityc. 

»)  HiMSTEDT,  Ber.  Nf.  Ges.  Freiburg  8  (2)  (1882). 

6)  Warburg,  ebenda  7  (4)  (1880).  Digitized  byGoOglc 
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fragen :  mit  welcher  Geschwindigkeit  darf  das  gegebene  Gewicht  auffallen,  oder 
auch,  welches  Gewicht  darf  mit  gegebener  Geschwindigkeit  auffallen,  um  jene 
Wirkungen  zu  erzielen?  Ein  kleineres  Gewicht  darf  dann  mit  einer  entsprechend 
grösseren  Geschwindigkeit  auffallen  und  umgekehrt.  Erlangt  der  stossende  Körper 
seine  Wucht  durch  die  Schwerkraft,  so  kann  man  statt  der  Geschwindigkeit  auch, 
was  meist  praktischer  sein  wird,  die  Fallhöhe  h  des  Gewichtes  einführen,  wo- 
durch man,  da 

2  lg 

[mit  Benutzung  von  Gleichung  (2  b),  pag.  109]  ist,  noch  den  weiteren  Vortheil 
einer  einfacheren  Formel  erlangt.  Hat  dagegen  der  stossende  Körper  rotirende 
Bewegung  (z.  B.  durch  Dampfkraft},  so  muss  man  bei  der  ursprünglichen  Formel 
stehen  bleiben.  Die  Anwendung  dieser  Ideen  auf  die  einzelnen  Fälle  der  Be- 
anspruchung gehören  in  die  Technik;  hier  sei  nur  bemerkt,  dass,  da  zu  der 
dynamischen  sich  stets  noch  die  statische  Wirkung  addirt,  die  Stossfestigkeit 
stets  kleiner  (und  bei  heftigem  Stosse  sehr  beträchtlich  kleiner)  ist,  als  die 
statische,  worauf  man  fast  immer  Rücksicht  nehmen  muss,  da  es  Beanspruchungen, 
welche  nicht,  mindestens  zeitweilig,  mit  Stössen  verbunden  werden,  kaum  giebt. 
Härte.  Für  den  Begriff  der  Härte  haben  sich  seit  längerer  Zeit  zwei  ver- 
schiedene Definitionen  eingebürgert,  die  eine  von  technischer,  die  andere  von 
mineralogischer  Seite  ausgehend.  Stossen  (was  jene  betrifft),  oder  drücken  zwei 
Körper  vom  Querschnitt  q^  und  ^„  den  Längen  /^  und  l^  und  den  Elasdcitäts- 
moduln  E^  und  E^  mit  der  Kraft  P  gegeneinander,  so  verhalten  sich  die  Zu- 
sammendrückungen, die  sie  erfahren: 

Nach  Whewell  heisst  nun  die  Grösse  qE/l  die  Härte,  und  man  kann  daher 
sagen:  die  Härten  zweier  Körper  sind  den  Tiefen  der  Zusammendrückungen, 
die  sie  sich  gegenseitig  erth eilen,  umgekehrt  proportional. 

Während  hier  die  beiden  aufeinanderwirkenden  Körper  in  ihrer  ganzen 
Quer-  und  Längsdimension  berücksichtigt  werden,  handelt  es  sich  bei  der 
mineralogischen  Definition  um  die  Wirkung  einer  Spitze  des  einen  Körpers  auf 
eine  ebene  und  möglichst  glatte  Fläche  des  andern  Körpers.  Die  ersten  hier 
thätigen  Forscher  beschränkten  sich  darauf  zu  sagen:  von  zwei  Körpern 
ist  derjenige  der  härtere,  welcher  den  andern  ritzt.  Dabei  wird  allerdings  vor- 
ausgesetzt, dass,  wenn  eine  Spitze  aus  dem  Stoffe  1  eine  Fläche  aus  dem  Stoffe  2 
ritzt,  nicht  etwa  auch  eine  Spitze  aus  2  eine  Fläche  aus  1  ritze  —  eine  Voraus- 
setzung, die  zwar  für  grössere,  nicht  aber  für  kleinere  Härteunterschiede  erfüllt 
zu  sein  braucht;  die  Methode  wird  also  nicht  sehr  empfindlich  sein.  Um  femer 
auf  diese  Weise  eine  Härtescala  der  Stoffe  zu  gewinnen,  muss  man  noch  weiter 
voraussetzen,  dass,  wenn  Körper  1  den  Körper  2  und  Körper  2  den  Körper  3 
ritzt,  dann  auch  Körper  1  den  Körper  3  ritzt,  was  a  priori  nicht  feststeht,  durch 
die  Erfahrung  aber  bestätigt  wird.  Nach  dieser,  von  Hauv  begründeten  Methode 
hat  MoHS  folgende  Skala  von  Härtegraden  aufgestellt,  die  noch  heute  in  Ge- 
brauch ist: 

1)  Talk  6)  Feldspath 

2)  Gyps  7)  Quarz 

3)  Kalkspath  8)  Topas 

4)  Flussspath  9)  Korund 


ö)  Apatit  10)  Diamant.    DigitizedbyGoOglc 
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Man  kann  aber  hiernach  offenbar  quantititative  Härtevergleichungen  nicht 
ausftihren,  da  die  10  Grade  nur  die  Bedeutung  von  Nummern,  nicht  aber  die  von 
Zahlen  haben.  Methoden  zu  quantitativen  Bestimmungen  schlugen  Muschenbroek, 
Frankenheim»),  Crace-Calvert  und  Johnston*),  Hugueny^),  Bettone*)  u.  A.  vor. 
Die  relativ  brauchbarsten  rühren  von  Seebeck  ^),  Franz  ^),  Grailich  u.  Pekarek^ 
und  Pfaff®)  her.  Das  hierbei  benutzte  Skierometer  besteht  aus  einem  Stativ 
zur  Aufnahme  der  polirten  Fläche,  deren  Härte  bestimmt  werden  soll,  und  aus 
einer  durch  Auflegen  von  Gewichtsstücken  auf  eine  mit  ihr  verbundene  Schale 
mehr  oder  weniger  zu  beschwerende  Diamantspitze,  welche  mittelst  eines  SchliUens 
über  jene  Fläche  geführt  wird;  die  Belastung,  bei  welcher  die  Ritzung  eben  ver- 
schwindet, wird  als  Maass  der  Härte  betrachtet;  die  Härte  wird  also  nicht  mit 
dem  Festigkeitsmodul  (obere  Grenze),  sondern  mit  dem  Tragmodul  (untere  Grenze) 
in  Analogie  gestellt  Da  bei  Krystallen  die  Härte  nicht  nur  für  verschiedene 
Flächen,  sondern  auch  auf  einer  und  derselben  Fläche  für  verschiedene  Richtungen 
verschieden  ist,  hat  Pfaff,  um  Mittel werthe  zu  erhalten,  noch  das  Mesosklero- 
meter  constTuirt*);  hier  ruht  die  Krystallfläche  auf  einer  rotirenden  Scheibe, 
und  man  bestimmt  die  Zahl  der  Umdrehungen,  die,  bei  einer  bestimmten  Be- 
lastung der  Spitze,  erforderlich  sind,  damit  diese  bis  zu  einer  bestimmten,  mittelst 
eines  Fühlhebels  genau  messbaren  Tiefe  eindringe;  für  weichere  Krystalle  wählt 
man  130  gr^  für  härtere  200  gr  Belastung,  zur  Reduction  stellt  man  bei  Fluss- 
spath  beide  Versuche  an. 

In  neuester  Zeit  hat  Hertz  *°)  eine  strenge  Definition  der  Härte  gegeben  und 
diese  damit  zugleich  in  den  Rahmen  der  übrigen  Festigkeiten  eingeordnet.  Dabei 
wählt  er  der  grösseren  Zuverlässigkeit  halber  ebenfalls  statt  der  Festigkeitsgrenze 
die  Elasticitätsgrenze.  Denkt  man  sich  die  drei  Hauptdrucke  Xx  Yy  Z»  (pag.  230) 
als  rechtwinklige  Coordinaten,  so  erhält  man  eine  gewisse  Fläche,  deren  Inneres 
der  Bereich  der  elastischen  Vollkommenheit  ist,  und  deren  einzelne  ausgezeichnete 
Punkte  den  einzelnen  Arten  der  Elasticitätsgrenze  (für  Druckfestigkeit,  Zugfestigkeit 
u.  s.  w.)  entsprechen.  Auch  die  Härte  wird  durch  einen  bestimmten  Punkt  dieser 
Fläche  dargestellt.  Hertz  definirt  nun  die  Härte  als  diejenige  Festigkeit,  welche 
ein  Körper  der  durch  Berührung  mit  kreisförmiger  Druckfiäche  hervorgerufenen 
Deformation  entgegensetzt,  und  zwar  wird  die  Härte  gemessen  durch  den  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  Normaldruck,  welcher  bei  der  Elasticitätsgrenze 
im  Mittelpunkte  der  Druckfiäche  herrscht  Wählt  man  für  den  drückenden  Körper 
eine  Spitze,  so  kommt  man  auf  die  alte  Härteskala;  aber  die  Messung  wird  eine 
absolute,  weil  die  Spitze  aus  demselben  Material  wie  die  Fläche  bestehen  darf 
Nach  dieser  Definition  wird  auf  Grund  der  HERTz'schen  Drucktheorie  (pag.  301), 
wenn  F  der  Druck  und  H  die  Härte  ist: 


*)  Frankenheim,  De  cohaesione  etc.    I.-Diss.  Breslau  1829.  —  Die  Lehre  v.  d.  Cohaesion, 
Breslau  1835. 

>)  Crace-Calvert  u.  Johnston,  Phil.  Mag.  (4)  17  (1859). 

3)  Hugueny,  Rech.  exp.  sur  la  durete  des  corps.     Paris  1865. 

*)  Bettone,  ^Chem.  News  1873. 

*)  Seebeck,  Progr.  Cöhi.  Realgymn.     Berl.  1833. 

8)  Franz,  De  lapidum  duritate,  Iii.-Diss.  Bonn.  1850.  —  Pogg.  Ann.  80,  pag.  37  (1850). 

^)  Graujch  u.  Pekarek,  Wien.  Ber.  13,  pag.  410  (1854). 

8)  Pfaff,  Münch.  Ber.  1883,  pag.  55  u.  372. 

9)  PFAFF.^Münch.  Ber.   1884,  pag.  255.  C" r^r^nAo 
"*"»)'  Hertz,*  Verh.  d.  Ver.  z.  Beförd.  d.  Gewerbefleisses.     Berlin  (ohne  Jahr)ized  by  V^OO^IL 
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oder  speciell,  wenn  es  sich  um  eine  Spitze,  die  einen  Theil  einer  Kugelfläche 
darstellt,  und  um  eine  ebene  Fläche  aus  demselben  Stoff  handelt : 

^"ic  r  16(1  -ji.»)«' 
in  Worten:  die  Härte  ist  proportional  der  Kubikwurzel  aus  dem  Grenzdruck, 
aus  dem  Quadrate  der  Krümmung  der  Spitze  und  aus  dem  Quadrate  des 
Elasticitätsmoduls  und  wächst  ausserdem  mit  der  Elasticitätszabl.  Die  genaue 
Messung  von  jP  und  p  dürfte  die  Schwierigkeiten  der  Methode  ausmachen.  In 
drei  vorläufigen  Versuchsfilllen  erhielt  Hertz  selbst  für  Glas  135,  150,  190  J^r 
pro  gmm. 

Im  Folgenden  sind  einige  der  wichtigsten  Zahlenergebnisse  zusammengestellt 
Von  den  darin  enthaltenen,  zum  Theil  noch  sehr  schwach  begründeten,  allge- 
meinen Gesetzen  sei  hier  nur  das  von  Turner  i)  gefundene  angeführt,  wonach 
bei  amorphen  Substanzen  die  Härte  dem  Quotienten  des  specifischen  Gewichts 
durch  das  Atomgewicht  proportional  sein  soll.  Die  Bruchtheile  der  folgenden 
Zahlen  beruhen  meist  nur  auf  Schätzungen. 


Achat      . 

.      7 

Beryll      .     . 

7-8 

Granat    .    . 

7 

Palladium    .     4-8 

Adular    . 

.     6 

Bittersalz      . 

2-3 

Graphit  .    . 

0-5-1 

Platin      .     .     4-3 

Alabaster 

.      1-7 

Bleiglanz 

2-5 

Gyps  .    .    . 

1-6-2 

Platiniridium     6*5 

Alaun 

.  2—2-5 

Chlorsilber  . 

1-3 

Hornblende 

5-5 

Quarz      .     .     7 

Andalusit 

.     7-5 

Diamant .     . 

10 

Iridium   .     . 

6 

Salpeter  .    .     2 

Anthracit 

2-2 

Dolomit .     . 

3-5—4 

Iridosmium . 

7 

Schwefel      1-5—2-5 

Antimon 

3-3 

Eisenglanz  . 

6 

Kalkspath    . 

3 

Schwerspath     3*3 

Antimonblüthe  26 

Eisenkies     . 

6-3 

Kaolin    .    . 

1 

Serpentin     .  3—4 

Antimonglanz  2 

Eisenvitriol . 

2 

Korund  .    . 

9 

Silber      .     25—3 

Apatit      .     .     5 

Feldspath    . 

6 

Kupfer    .    . 

2-6-3 

Steinkohle   .  2—25 

Aragonit 

3-5 

Feuerstein  . 

7 

Kupfervitriol 

25 

Talk  ...      1 

Arsen 

3-5 

Flussspath   . 

4 

Lehm  (0*0   • 

0-3 

Topas     .    .     8 

Asbest    .    . 

5 

Galmei    .     . 

5 

Magneteisenerz  6 

Turmalin     .      7-3 

Asphalt  . 

1-2 

Glaubersalz. 

1-7 

Marmor  .     . 

3—4 

Wachs  (0°)  .     0-2 

Augit .     . 

6 

Glimmer 

2-8 

Meerschaum 

2-3 

Wismuth      .     2-5 

Bernstein 

.  2—2-5 
1 

Gold  .     .    . 

2-5—3 

Opal  .    .     . 

4—6 

Mit  steigender  Temperatur  nimmt  die  Härte  ab,  und  zwar  desto  rapider,  je 
mehr  sich  der  Körper  seinem  Schmelzpunkte  nähert.  Ebenso  ist  natürlich  die 
Feuchtigkeit  von  Einfluss  auf  die  Härte  (Thon,  Gyps). 

Bei  Kry stallen  ist  die  Härte  verschieden:  1)  für  die  verschiedenen  (natür- 
lichen oder  künstlichen)  Flächen;  2)  auf  jeder  Fläche  für  die  verschiedenen 
Richtungen;  3)  nach  Frankenheim «)  und  F.  Exner*)  häufig  auch  innerhalb  der- 
selben Richtung  für  das  Hin-  und  Herritzen.  Diese  Verschiedenheiten  hängen, 
wie  namentlich  der  letztere  Forscher  nachgewiesen  hat,  innig  mit  der  Lage  und 
Natur  der  Spaltungsebenen  zusammen;  z.  B.  ist  die  Härte  nach  allen 
Richtungen  gleich  auf  einer  Fläche,  welche  von  keiner  Spaltungsebene  durch- 
schnitten wird;  andernfalls  weist  sie  doppelt  so  viele  Maxima  und  Minima  auf, 
als  die  Fläche  Combinationskanten  mit  Spaltungsebenen  hat,    und  die  Minima 


1)  Türner,  Proc.  Birm.  Phil.  Soc.  5  (a)  (1887). 

3)  Franksnheim,  a.  a.  O. 

')  F.  EXNSR,  Unt.  ttb.  die  Härte  an  KxystaUflächen. 
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liegen  diesen  Kanten  parallel;  in  der  Richtung  gegen  einen  spitzen  Spaltungs- 
winkel hin  ist  die  Härte  grösser  als  in  der  umgekehrten  u.  s.  w.  Wie  grosse 
Unterschiede  der  Härte  in  den  verschiedenen  Richtungen  auftreten  können,  zeigen 
folgende  von  Pfaff^)  herrührende  Zahlen  (in  Grammen): 


Kalkspath 


RhomboKderfläche 
Gerade  Endfläche 
Säolenfläche       . 


0*65  bis  34-3 
0-5     „     4 
22  H  61 


Gyps 


Fläche  P 
„      M 


0-20  bis   115 
9-6     ,.  32- 1 
2-6     „     6-3 


Zur  Erlangung  von  Mittelwerthen  hat  daher  Pfaff*)  zahlreiche  Bestimmungen 
mit  dem  Mesosklerometer  ausgeflihrt  und  folgende  Werthe  erhalten: 


Speckstein 1 

Gyps,  erster  Bruch   ....     5 
„      zweiter  Bruch      ...     7-6 

Steinsalz 7 

Kalkspath,  Rhomboederfläche    8 
„  Endfläche     ...     3 

„  Säulenfläche     .     .  27 

Flussspath,  Oktaederfläche     .  19*5 


Flussspath,  Würfelfläche 
Apatit,  Endfläche 

„      Säulenfläche 
Adular     .... 
Quarz,  Endfläche 

„      Säulenfläche 
Topas      .... 
Korund    .... 


20 
28 
48 
105 
133 
180 
240 
340 


Die  zahlreichsten  Beobachtungen  über  die  Härte  in  den  verschiedenen 
Richtungen  der  Kiystallflächen  rühren  von  Frankenheim,  Grailich  und  Pekarek^), 
sowie  von  F.  Exner*)  her.  Letzterer  hat  seine  Messungen  in  zahlreichen 
graphischenDarstellungen, 
die  man  Härtecurven 
nennen  kann,  veranschau- 
licht; Fig.  127—129  giebt 
ein  Beispiel  für  Steinsalz, 
und  zwar  bezieht  sich 
Fig.  127  auf  eine  Würfel- 
fläche  (Richtung  0°  ist 
parallel  einer  Kante), 
Fig.  128  auf  eine  Dode-  ^^^ 
kaederfläche  (0**  senkrecht 
auf  der  abgestumpften 
Kante),  Fig.  129  auf  eine 
OkU^derfläche  (O"*  parallel 
der  Würfelkante),  wobei 
die  stark  gezogene  Curve 
dem  positiven  und  nega- 
tiven Sinne  der  Richtung 
des  Ritzens,  jeden  für 
sich  genommen,  entspricht, 
während  die  schwach  ge- 
zogene die  Mittelwerthe  für  jede  Richtung  giebt.  Die  drei  Curven  sind  jedoch 
ihren  absoluten  Verhältnissen  nach  nicht  mit  einander  vergleichbar. 


^9S' 


i*i 


^  PPAFF,  Mttnch.  Ber.  1883,  pag.  55  and  372. 
^  Ffaff,  Mttnch.  Ber.  1884,  pag.  255. 
^  Grailich  und  Pbkarkk,  a.  a.  O. 
*)  EXNSR,  a.  a.  O. 
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Ueber  die  sogen.  Härtung  der  Metalle,   welche  nicht  deren  Härte,   sondern 
deren  Sprödigkeit  betrifft,  sehe  man  weiter  unten. 

Geschmeidigkeit  und  Sprödigkeit.     Diese  beiden,  einander  entgegen- 
gesetzten Begriffe,   oder  besser 
rtw         \         l         /         .*»  Begriffskategorien,  sind   für  die 

praktische  Technik  von   ausser- 
ordentlicher Wichtigkeit,  können 
aber    hier    nur  flüchtig   berührt 
werden.    Geschmeidig  oder  plas- 
tisch   ist   ein    Stoff,    wenn    der 
Bereich,  in  welchem  er  dauernde 
Formänderungen  zulässt,    gross, 
der  Widerstand  gegen  dieselben 
^*''    klein  ist;   spröde  ist  er  im  ent- 
gegengesetzten Falle,  d.  h.  wenn 
der  Ueberschreitung  der  Elastici- 
tätsgrenze    die    Ueberschreitung 
der  Zusammenhangsgrenze    un- 
mittelbar  folgt.     Der   äusserste 
Grad  der  Geschmeidigkeit  ist  die 
Plasticität,    der   äusserste   Grad 
der  Sprödigkeit  die  sogen.  Glas- 
härte.    Gewöhnlich,   aber   nicht 
immer,   trifft  die  Plasticität  mit 
der  Weichheit,   die  Sprödigkeit 
mit  der  Härte  zusammen ;  Lehm 
und  Eis   sind  z.  B.  weich    und 
plastisch,  abgelöschter  Stahl  ist 
hart    und    spröde;    dagegen   ist 
z.  B.  Glas  meist  überaus  spröde, 
aber  nicht  besonders  hart.  Ueber 
^4s    sehr  plastische  Körper  sind  zahl- 
reiche Untersuchungen  angestellt, 
namentlich  im  Hinblick  auf  die 
Fähigkeit  dieser  Körper,   unter 
Wirkung    starker    Drucke    ganz 
nach  Art   der  Flüssigkeiten   zu 
fliessen    (s.    Art.    Ausfluss);   das 
imposanteste  Beispiel  bieten  die 
Gletscher  dar  i).    Abgesehen  hiervon  kann  man  folgende  Arten  von  Geschmeidigkeit 
unterscheiden: 

1)  Duktilität  oder  Geschmeidigkeit  für  Längs-Zug  (Ausdehnung  in 
eine  Linie).  Sie  ist  sehr  gross  bei  Platin,  Silber,  Kupfer,  Eisen  und  Gold,  da- 
gegen klein  bei  Blei,  Zinn  und  Zink.  Platindraht  ist  bis  herab  zu  0'00005»f/«  Dicke 
hergestellt  worden.  Stoffe,  die  bei  gewöhnlicher  Temperatur  nicht  duktil  sind, 
werden  es  in  der  Hitze,  z.  B.  Zink,  Siegellack  und  ganz  besonders  Glas.    Von 


ida. 


1)    Ueber  die  Plasticität  des  Eises    und  anderer  Körper  s.   z.  B.  Koch,   Wied.  Ann.  25» 

pag.  438  (1885).  —  Pfaff,  Ber.  d.  phys.-med.  Soc.  zm  Erlangen  1875,  pag.  72.  —  Marangoni, 

Jliv.  Scient.  11,  pag.  170  und  196  (1879). 
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letzterem  erhielt  durch  Kunstgriffe  (Abschiessen  mit  der  Armbrust)  Boys^)  Fäden 
von  SOm  Länge  und  0'002  mm  Dicke;  noch  dünnere  Fäden  gab  Quarz. 

2)  Walzbarkeit  oder  Geschmeidigkeitftir  Flächendruck  (Ausbreitung 
in  eine  Fläche).  Hier  steht  Gold  an  der  Spitze,  dann  folgen  Silber,  Kupfer,  Platin, 
Zinn,  Zink,  Messing  und  Eisen.  Als  Goldschaum  hat  Gold  eine  Dicke  von 
0*000$  mm,  als  Vergoldung  eine  solche  von  nur  0*00001««»»;  nicht  ganz  so  dünn 
lässt  sich  Staniol,  Schaumgold  u.  s.  w.  herstellen.  In  der  Eisentechnik  hat  das 
Walzen  eine  sich  noch  immer  steigernde  Bedeutung. 

3)  Hämmerbarkeit  oder  Schmiedbarkeit  (Geschmeidigkeit  für  Stoss). 
Fast  alle  Metalle  lassen  sich  mehr  oder  weniger  gut  hämmern,  einige  besonders 
gut  in  kaltem,  andere  in  heissem  resp.  glühendem  Zustand. 

Härtung.  Von  den  zahlreichen  Methoden,  durch  welche  man  einem  ge- 
gebenen Stoff  die  verschiedenen  Grade  von  Sprödigkeit  resp.  Geschmeidigkeit  er- 
theilen  kann,  ist  die  am  mannigfaltigsten  zu  regulirende  und  darum  wichtigste 
die  des  Erhitzens  und  Wiederabkühlens.  Macht  man  z.  B.  Stahl  hellroth  glühend 
und  bringt  ihn  dann  plötzlich  mit  kaltem  Wasser,  Oel  oder  einer  andern  ge- 
eigneten, flüssigen  oder  dampfförmigen  Substanz  in  Berührung  (»Ablöschen«),  so 
wird  er  äusserst  spröde,  oder,  wie  man  sagt,  glashart.  Je  grösser  die  Erhitzung 
und  je  kälter  das  Ablöschungsbad,  desto  stärker  die  Wirkung.  Will  man  nun 
einen  gegebenen  Grad  von  Geschmeidigkeit  erzielen,  so  erwärmt  man  den  so  ge- 
härteten Stahl  bis  zu  einer  bestimmten  Temperatur  (»Anlassen«)  und  lässt  ihn 
dann  allmählich  (z.  B.  durch  Umhüllung  mit  schlechten  Wärmeleitern)  abkühlen; 
je  höher  die  Temperatur  ist,  bis  zu  welcher  man  geht,  desto  geschmeidiger  wird 
der  Stab,  und  dies  kann  man  sehr  genau  abmessen,  da  sich  bestimmte  Tempera- 
turen beim  Stahl  durch  entsprechende  Anlauf-Farben  bemerklich  machen:  an- 
fangs hellgrau,  bei  220°  blassgelb,  230°  strohgelb,  240°  goldgelb,  250°  braun, 
275°  purpurn,  285°  hellblau,  290°  vollblau,  315°  dunkelblau,  darüber  hinaus 
dunkelgrau.  Bei  andern  Metallen  ist  das  Verhalten  ein  etwas  abweichendes,  zu- 
mal bei  Legirungen,  von  denen  einige  sogar  durch  schnelles  Abkühlen  ge- 
schmeidiger werden,  als  durch  langsames.  Andere  Vorgänge,  die  Härtung  im 
Gefolge  haben,  sind  der  Drahtzug,  die  Appretur  (Oberflächenbehandlung)  und 
der  Zusatz  anderer  Stoffe  (Kupfer  zu  Gold  und  Silber,  Zinn  zu  Kupfer,  Antimon 
zu  Blei,  Eisen  zu  Silber  u.  s.  w.) ;  am  wichtigsten  ist  in  dieser  Hinsicht  das  Bei- 
spiel des  Stahles,  den  sein  Kohlenstoffgehalt  (^  bis  H%),  im  Gegensatz  zum  Eisen, 
in  hohem  Grade  (wie  oben  angegeben)  härtungsfähig  macht. 

Mit  dem  Härtungsgrade  des  Stahls  stehen  übrigens  Erscheinungen,  welche 
dessen  übrige  Eigenschaften  aufweisen,  in  Wechselwirkung,  so  namentlich  die 
Dichte  und  deren  Vertheilung,  der  elektrische  Widerstand  und  das  magnetische 
und  das  thermoelektrische  Verhalten;  es  muss  jedoch  genügen,  in  dieser  Hinsicht 
auf  die  Arbeiten  von  Bakus,  Strouhal  und  Bakus,  Auerbach,  Fkomme,  H.  Meyek, 
Cl£mandot  und  Cheesman  hinzuweisen^. 

In  noch  höherem  Grade  als  Stahl  wird  Glas  durch  plötzliches  Ablöschen 
spröde,  und  es  sind  in  dieser  Hinsicht  namentlich  die  Bologneser  Flaschen 


*)  Boys,  Phü.  Mag.  (5)  45,  pag.  489  (1887). 

*)  Barus,  Wird.  Ann.  7,  pag.  338  (1879).  —  Strouhal  u.  Barus,  Verh.  phys.  med.  Ges. 
SU  WUrrb.  15  (1880).  —  Auerbach,  Wied.  Ann.  5,  pag.  289.  1878.  —  Fromme,  Gott.  Nachr.  1876, 
pag- 157;  WiED.  Ann.  8,  pag.  352  (1879),  u.  22,  pag.  371  (1884).  —  H.  Meyer,  Wied.  Ann.  18, 
pag.  233  (1883).  —  Cl^mamdot,  Compt  rend.  94,  pag.  703  (1882),  u.  95,  pag.  587  (1882).  — 

Cheesman,  WUrzb.  In.-Diss.    Lpz.  1882.  t  \n]t> 
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und  die  Glasthränen  oder  batavischen  Tropfen  berühmt  geworden.  Wirft 
man  in  jene  einen  noch  so  kleinen,  aber  scharfen  Splitter,  der  den  Boden  nur 
schwach  ritzt,  so  zerspringt  die  Flasche;  bricht  man  bei  diesen  die  Spitze, 
in  die  sie  in  Folge  der  Herstellung  auslaufen,  ab,  so  zerfallen  sie  in  Staub. 
Aehnliche  Thränen,  die  bei  genügender  Kälte  des  Ablöschwassers  sogar  von  selbst 
zerplatzten,  stellte  Marangoni^)  aus  Kolophonium  her.  Die  Sprödigkeit  hängt 
hier,  ebenso  wie  bei  andern  Stoffen,  jedenfalls  mit  der  durch  das  rasche  Erkalten 
erzeugten  Verschiedenheit  in  der  Beschafienheit  der  oberflächlichen  und  der  tieferen 
Theile  zusammen,  wie  denn  auch  Bakus  ^  fand,  dass  durch  Loslösung  der  ober- 
flächlichen Schichten  in  Flusssäure  die  Explodirbarkeit  mehr  und  mehr  verloren  gebt. 
Adhäsion.  Wird  die  Cohäsion  als  die  Erscheinung  des  Zusammenhaltens 
der  Theile  eines  Körpers  aufgefasst,  so  steht  ihr  die  Adhäsion  als  die  Erscheinung 
des  Zusammenhaltens  zweier  verschiedener  Körper  ergänzend  zur  Seite.  Wie  schon 
die  tägliche  Erfahrung  zeigt,  haften  leichte  Theilchen  an  der  Oberfläche  anderer 
Körper  (Staub,  Bleistift  auf  Papier,  Kreide  auf  Holz  u.  s.  w.)  Bringt  man  zwei 
Platten,  indem  man  sie  übereinander  schiebt  und  dreht,  in  innige  Berührung, 
so  leisten  sie  der  Trennung  einen  gewissen  Widerstand,  den  man  messen  kann, 
indem  man  die  untere  fest  hinlegt,  die  obere  an  die  eine  Schale  einer  Waage 
hängt  und  die  andere  mit  Gewichten  belastet').  Auf  diese  Weise  kann  man  auch 
die  Adhäsion  fester  Körper  an  Flüssigkeiten  messen.  Aber  alle  diese  Messungen 
fallen  sehr  schwankend  aus,  weil  die  verschiedensten  Einflüsse  (Parallelität,  Glätte, 
Reinheit  u.  s.  w.  der  Platten)  sich  geltend  machen;  bei  Flüssigkeiten  kommt  meist 
noch  störend  hinzu,  dass  der  feste  Körper  eine  Schicht  der  Flüssigkeit  mit  sich 
nimmt,  weil  deren  Cohäsion  kleiner  ist  als  die  Adhäsion.  Besonders  gut  adhäriren 
Marmor-,  Blei-  und  Kupferplatten.  Man  kann  z.  B.  die  Seitenflächen  von  kupfernen 
Würfeln  so  vollkommen  ebnen,  dass,  wenn  man  ein  Dutzend  derselben  zu  einer 
Säule  aufschichtet  und  den  obersten  hebt,  die  ganze  Säule  mit  gehoben  wird. 
Das  die  Adhäsion  quantitativ  darstellende  Gewicht  P  ist  natürlich  der  Grösse  der 
Adhäsionsfläche  F  proportional,  also  P-=fiF,  und  hierin  ist  a  der  Adhäsions- 
coefficient  Wie  klein  derselbe  meist  im  Vergleich  zum  FestigkeitscoefScienten 
ist,  zeigen  folgende,  von  verschiedener  Seite  beobachtete  Zahlen  (in  kg  pro  qmm^ : 


Platten  von  gleichedi  Metall 


Kupfer  . 
Zink  .  . 
Wismut  . 
Antimon 
Blei  .  . 
Zinn  .     . 


00000013 
10 
10 
09 
09 
06 


Feste  Körper  und  Flüssigkeiten 


Glas  und  Wasser  .     .     . 
Glas  und  QuecksUber     . 
Zinkamalgam  und  Queck- 
silber   


0*000006 
0-000018 

0000050 


Uebrigens  muss  man  nach  einer  Untersuchung  von  Stefan*)  beachten,  dass 
es  sich  häufig  nicht  um  die  wirkliche,  sondern  um  eine  scheinbare  Adhäsion 
handelt,  die  in  Wahrheit  eine  hydrodynamische  Erscheinung  ist  Die  Be- 
rührung zwischen  zwei  Platten  ist  nämlich  streng  genommen  meistens  keine 
mathematisch  genaue,  sondern  es  existirt  zwischen  ihnen  eine  dünne  Schicht; 
in  Folge  der  Reibung  strömt,  wenn  die  Platten  auseinander  gezerrt  werden,  die 
Luft,  das  Wasser,  oder  überhaupt  das  umgebende  Medium  nur  langsam  ein,  zu- 

^)  Mailangoni,  N.  Cim.  (3)  5,  pag.  116  (1879). 

^  Bakus,  Sill.  J.  (3)  31,  pag.  439  u.  32,  pag.  181  (1886). 

^  Einen  Schulapparat  dieser  Art  hat  Krebs  (Pogg.  Ann.  135,  pag.  144,  1868)  beschrieben. 

*)  Stefan,  Pogg.  Annalen  154,  pag.  316  (1875).  Digitized  byGooy  It: 
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mal  hierbei  ein  äusserer  Ueberdruck  entsteht;  man  kahü  sogar  aus  den 
Gleichungen  des  so  aufgefassten  Vorganges  die  Reibungsconstante  bestimmen, 
und  erhält  dann  fast  genau  die  auf  anderem  Wege  für  Lulft  und  Wasser  gefundenen 
Werthe.  Nur  beim  Experimentiren  im  luftleeren  Räume  kann  man  hiemach 
sicher  sein,  dass  man  es  mit  einer  wirklichen  Adhäsionserscheinung  zu  thun  hat 
Metallüberzug,  Leimung,  Löthung,  Schweissung.  In  das  Gebiet 
der  Adhäsionserscheinungen  gehören  zahlreiche  technische  Processe,  die  hier 
wenigstens  erwähnt  werden  mögen.  Der  Metallüberzug  erfolgt  auf  feurigem, 
trocknem,  nassem  oder  galvanischem  Wege  und  führt,  je  nach  der  Natur  der 
beiden  Metalle,  zu  einem  mehr  oder  weniger  hohen  Grade  von  Adhäsion  (Ver- 
goldung, Versilberung,  Plattirung  u.  s.  w.).  Beim  Leimen  werden  flüssige  Stofife 
benutzt,  die  durch  Verdunstung  fest  werden.  Andere  Stofife,  wie  Mörtel  und 
,Gyps,  werden  durch  Trocknung  fest,  und  ihre  Adhäsion  wird  dadurch  eine 
relativ  grosse,  z.  B.  bei  Mörtel  bis  zu  0*000025,  bei  Gyps  sogar  bis  zu  0*00004. 
Beim  Löthen  wird,  nach  Entfernung  der  oberflächlichen  Oxydschicht,  durch 
Schmelzung  des  Lothes«  Auflegen  in  diesem  Zustande  und  nachträgliches  Er- 
starren eine  innige  Verbindung  erzielt.  Das  Seh  weissen  endlich  beruht  auf  dem 
Zusammenhämmem  in  glühendem  Zustande,  und  hierbei  wird,  namentlich  bei 
Eisen  und  Platin,  eine  Adhäsion  erzielt,  welche  der  Cohäsion  (Festigkeit)  häufig 
80  gut  wie  gleichkommt  und  die  beiden  Stücke  von  nun  an  als  ein  einziges 
Ganze  zu  betrachten  gestattet  F.  Auerbach. 


Elastische  Nachwirkung. 


I.  Eine   Reihe   von   Thatsachen. 

1)  Bei  einer  Untersuchung  über  die  Elasdcität  von  ungedrehten  Seiden- 
fäden beobachtete  W.  Weber  ^)  die  folgende  Erscheinung:  Wurde  ein  Cocon- 
faden  einige  Zeit  lang  gespannt  und  dann  rasch  abgespannt,  so  ging  er  nicht 
sofort  auf  seine  ursprüngliche  Länge  zurück.  Einen  gewissen  Weg  legte  er 
schnell  —  sagen  wir  momentan  —  zurück;  dann  zog  er  sich  langsam,  im 
Laufe  mehrerer  Stunden,  bis  zu  einer  Länge  zusammen,  welche  aber  auch  noch 
grösser  als  die  ursprüngliche  war;  von  da  ab  machte  er  keine  merkliche  Be- 
wegung mehr.  Diese  drei  Strecken  wollen  wir  bezeichnen:  die  erste  als 
elastische  Verschiebung;  die  zweite  als  elastische  Nachwirkungsverschiebung; 
die  dritte  als  dauernde  (permanente)  Deformation.  Dass  diese  drei  Grössen 
nicht  streng  von  einander  zu  trennen  sind,  ist  selbstverständlich.  Bei  Magneti- 
siren  von  Eisen  zeigen  sich  ähnliche  Erscheinungen;  den  drei  Abschnitten  ent- 
sprechen dort  die  temporäre,  remanente  und  permanente  Magnetisirung. 

Wenn  Weber  einen  Coconfaden  ein  paar  Stunden  lang  an-  und  dann  wieder 
abspannte,  so  ergab  sich,  dass  der  Faden  beträchtlich  und  zwar  bleibend  ver- 
längert worden  war.  Diese  Operation  wurde  darauf  ein  zweites  und  drittes  Mal 
wiederholt  Auch  das  zweite  Mal  erhält  er  eine  bleibende  aber  kleinere  Ver- 
längerung. Nach  dreimaliger  Wiederholimg  entstand  keine  neue  bleibende 
Verlängerung  mehr. 

')  W.  W«B«t.  Pooo.  Ann.  34.  ?H-  «47-  1835.  .^g,,,,  ,^  GoOqIc 
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Auf  diese  Weise  lässt  sich  also  in  einem  gewissen  Maasse  die  Elasticitäts- 
grenze  erweitern  und  der  Vorgang  der  Nachwirkung  unabhänging  von  der  der 
dauernden  Gestaltsänderung  beobachten.  Die  temporäre  Verschiebung  darf  selbst- 
redend nicht  die  zuerst  gewählte  überschreiten;  sonst  wird  eine  neue  dauernde 
Verlängerung  eintreten. 

Man  sollte  nun  eigentlich  unterscheiden  zwischen  einer  Nachwirkungs- 
deformation und  der  Nachwirkung  selber,  indem  man  den  letzteren  Namen  für 
die  Ursache  der  Deformation  sich  reservirt.  Da  aber  meistens  keine  Zweifel 
entstehen,  was  gemeint  sei,  so  soll  Nachwirkung  auch  gebraucht  werden  für 
9  Deformation  durch  Nachwirkungc,  gleichgültig,  ob  letztere  in  absolutem  oder  in 
einem  beliebigen  relativen  Maasse  dargestellt  ist. 

Das  Charakteristikum  der  Nachwirkung  besteht  also  darin,  dass  sie  eine 
Funktion  der  Zeit  ist.  Praktisch  wird  diese  Abgrenzung  oft  Schwierigkeiten  haben, 
namentlich  für  den  Beginn  einer  Nachwirkung. 

Der  folgende  Artikel  wird  sich  möglichst  auf  die  Nachwirkung  beschränken; 
dauernde  Deformationen  werden  nur,  wo  es  unumgänglich  nöthig  ist,  mit  in  aeinen 
Bereich  gezogen. 

2)  Die  Beobachtungsmethode  von  W.  Weber  war  die  folgende,  durch  Gauss 
ihm  angegebene:  Ein  Seidenfaden  war  horizontal  ausgespannt;  sein  eines  Ende 
war  an  ein  Schraubenmikrometer,  sein  anderes  an  ein,  an  einem  langen  Drath  auf* 
gehängtes  Gewicht  geknüp^.  Bewegte  man  das  Schraubenmikrometer,  so  neigte 
sich  der  Faden,  an  welchem  das  Gewicht  hing  und  der  Faden  bekam  eine  aus 
dieser  Neigung  und  der  Grösse  des  Gewichts  bestimmbare  Spannung, 

Die  Abhängigkeit  der  Nachwirkungsverlängerung  x  von  der   Zeit  /,  welche 

verflossen  ist  seit  Aufhebung  der  Spannung,  stellte  Weber  in  seinen  ersten  Ver- 

dx      x^  b 

suchen  dar  durch  "77=  T"  oder  jc  =  — -— g.,  wo  b  und  C  Constanten  sind. 

In  einer  späteren  Abhandlung^)  zeigte  er,  dass  genauere  Beobachtungen  sich 
dieser  Form  nicht  fügten;   er  versuchte  daher  die  Annahme 

dx      ^ 
dt      ^ 
und  fand  für  einen  speciellen  Fäll  genügend: 

X  =  29-05(/  4-  1-1816)-<WW9 
wenn  x  in  mm,  /  in  Minuten  gemessen  ist. 

3)  Weber  wies  darauf  hin,  dass  die  Dämpfung  von  Schwingungen  durch 
innere  Reibung  sich  aus  der  Nachwirkung  müsse  erklären  lassen.  Bei  jeder  Hin- 
schwingung würde  die  Ruhelage,  d.  h.  diejenige  Stelle,  an  welcher  die  im  Innern 
des  Körpers  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewicht  wären  und  an  der  er  also,  hätte 
er  keine  träge  Masse,  würde  stehen  bleiben,  etwas  rückwärts,  bei  jeder  Rück- 
schwingung etwas  vorwärts  verlegt  werden.  Daraus  würde  eine  Abnahme  des 
Schwingungsbogens  bei  jeder  Schwingung  nahe  um  das  Doppelte  jener  Ver- 
schiebung bewirkt  werden. 

4)  Den  Beobachtungen  von  Weber  folgten  zunächst  einige  gelegentliche 
von  R.  Kohlrausch  ^  an  Seide  und  Glasfäden  ohne  allgemeine  Resultate. 
Gegenstand  einer  eingehenden  Untersuchung  wurde  die  Nachwirkung  erst  durch* 
F.  Kohlrausch  ) .    Er  wählte,  als  leichter  beobachtbar,  die  Torsionsnachwirkung 


^  W.  Weber,  Pogg.  Ann.  54,  pag.  i.  1841, 

^  R.  Kohlrausch»  Pogg.  Ann.  72,  pag.  393.  1847. 

3)  F.  KoHLRAüSCH,  POGG.  Ann.  1 .9.  pag.  337-  1863.  ^^^^^  ^^  GoOglc 
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und  stellte  sich  als  die  direkte  experimentelle  Aufgabe  die  Fragen:  1)  Wenn 
man  einen  Draht  um  einen  constanten  Winkel  tordirt,  wie  ändert  sich  das  Tor- 
sionsmoment D  als  Funktion  der  Zeit  /,  welche  die  Torsion  bereits  dauert? 
2)  Welches  Torsionsmoment  ist  nach  Aufheben  der  Torsion  nöthig,  den  unteren 
Querschnitt  in  die  Ruhelage  zurückzufuhren?  3)  Ein  Draht  sei  während  der 
Zeit  T  um  einen  Winkel  9  tordirt  worden,  welches  ist  der  Torsionswinkel  x^ 
um  den  der  Draht  von  seiner  permanenten  Ruhelage  absteht  zur  Zeit  /  nach 
Aufheben  der  Torsion?  Die  Temperatur  sei  t°  C. 

Ad  1)  Die  erste  Frage  wurde  geprüft,  indem  an  einem  Glasfaden  eine 
Magnetnadel  befestigt  und  aus  dem  magnetischen  Meridium  durch  eine  Torsion 
abgelenkt  wurde.  Ist  dasjenige  Drehungsmoment  =  1  gesetzt,  welches  auf  die 
Nadel  ausgeübt  wird,  wenn  sie  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian  steht, 
so  ergab  sich  das  Torsionsmoment  als  Zeitfunction  zu 

Z?i  =  0-8970  Material:   Glasfaden. 

c  =  0*0405  Zeiteinheit:   Minute. 

a  =  0-3527 
m  =  0-25. 
Ad  2)    £s  fand  sich  d  für  denselben  Glasfaden  durch  eine  Zeitfunction 
gleicher  Form  darstellbar  und  zwar: 

d^d^-^cc^^*^   (Zeiteinheit:   Minute). 

Hierin  war  m  =  0*25  und 

Dauer  der  Torsion  c  a 

1380'  004551  0-45204 

40  0-04225  10886 

20  004178  1-2497 

10  003240  1-3086 

Ad  3)  Was  endlich  die  dritte  Frage  betrifit,  so  handelt  es  sich  vorzugs- 
weise um  eine  Entscheidung  über  das  Folgende:  Lassen  sich  die  Beobachtungen 
darstellen  durch  die  von  Weber  benutzten  Formen: 

dx 

-ji^-bxP  (la) 

mit  dem  Integral 

oder  die  von  Kohlrausch  supponirte 

dx  X 

Tt «-^  (2a) 

mit  dem  Integral 

x=C'e-^^.  (2  b) 

Die  Gleichung  (la)  ist  dann  ein  specieller  Fall  von  (2a).  Schreibt  man 
nämlich 


und  nach 

(la) 

dx 
dt'' 



■bx.x^-^ 

dx 

■  bdt',      x' 

-(/- 

« 0>- 

!)*(/  + 

C). 

so  wird 

r  flir  C=0 

dx 
dt~ 

X 

und  dahei 

(^ 

-1)(/+C) 
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dx  X  ,^   - 

Ti •/  <^'^) 

mit  dem  Integral 

x^'-.  (3h) 

a  nennt  Kohlrausch  den  Coefficient  der  elastischen  Nachwirkung. 

Das  allgemeine  Resultat  der  KoHLRAUSCH'schen  Beobachtungen  ^)  geht  da- 
hin: Für  kurze  Torsionsdauem  lassen  sich  die  Formeln  (3)  benutzen.  Wird 
aber  der  Draht  durch  eine  längere  Zeit  dauernde  Torsion  in  den  Zustand  der 
Nachwirkung  versetzt,  so  stellen  nur  die  Gleichungen  (2)  den  Verlauf  derselben 
genügend  dar.  Es  ist  also  n  nicht  mehr  =  1,  entfernt  sich  im  Gegentheil  um 
so  mehr  vom  Werthe  1,  je  grösser  die  Torsionsdauer  war;  gleichzeitig  nimmt 
auch  a  ab ;  n  —  fi  bleibt  aber  nahezu  constant.  Zum  Belege  mögen  die 
folgenden  Zahlen  dienen;    sie  beziehen  sich  auf  die 

Torsionsnachwirkung  eines  Silberdrahtes. 
Torsionsdauer  a  n  n  —  a 

60  See.  0-388  1-0000  0-612 

120    „  0-321  0-931  0-610 

300    „  0-293  0-849  0-556 

600    „  0-236  0-785  0-549 

32400    „  0042  0*652  0-610 

Hat  man  bei  einer  gewissen  Temperatur  die  Nachwirkung  eingeleitet  und 
steigt  die  Temperatur,  während  die  Nachwirkung  sich  ausgleicht,  so  läuft  die- 
selbe rascher  ab.  —  Umgekehrt  giebt  dieselbe  Deformation,  bei  höherer  Tem- 
peratur hergestellt,  in  gleichen  Zeiten  grössere  Nachwirkung  (wenigstens  bei 
Silber).  Sie  kann  innerhalb  Temperaturen  von  4-3  bis  -h22°  praktisch  pro- 
portional der  von  —  21*5°  an  gerechneten  Versuchstemperaturen  gesetzt  werden. 
Die  sämmtlichen  Beobachtungsreihen  lassen  sich  schliesslich  zusammen- 
fassen in  der  folgenden  Gleichung.  Die  Ablenkung  x  zur  Zeit  /  Minuten  nach 
Aufheben  der  Torsion  9,  welche  während  T  Secunden  bestanden  hat,  ist  (alle 
Vorgänge  bei  einer  Temperatur  von  t°  C.  gedacht): 

X  =  0-00009093  .  ro-587  .  y  I+|l:^  .  ^ . 

X  und  9  sind  im  gleichen  Maasse  ausgedrückt  Die  Formel  gilt  unab- 
hängig von  der  Länge  des  Drahtes.  Der  Radius  des  Silberdrahtes  war 
=  0-046  Pim.  T  ging  dabei  bis  zu  600  Sekunden,  9  bei  dem  125  mm  langen 
Draht  bis  zu  340°. 

Für  grössere  Torsionen  ist  die  Proportionalität  der  Nachwirkung  mit  der 
Torsion  nicht  mehr  strengt);  es  muss  ein  quadratischer  Ausdruck  eingeführt 
werden.    Für  die  Torsionsdauer  von  1  Minute  gilt  dann 

X  =  (0'0O0O219  9  +  0-0000000187  9»)  ^o»  .  ^  .  (t  -+■  21-5). 

5)  Versuche  von  Neesen^  führten  den  Verf.  zum  Schlüsse,  dass  die  Kohlt 
RAUSCH'schen  Formeln  auf  seine  Beobachtungen  nicht  anwendbar  seien,  sondern 
dass  man  ihnen  genügen  müsse  durch  eine  Summe  von  Exponentialfunctionen, 
mindestens  2  Gliedern  von  der  Form 

>)  F.  KoKLRAUSCH,  PoGG.  Ann.  128,  pag.  i  und  399.  1866;    158,  pag.  337.  1876. 
^  F.  Kohlrausch,  Pogg.  Ann.  158,  pag.  337.  1876.  ^^  ^ 

5)  Neksen,  Pogg.  Ann.   153,  pag.  498.   1874.  Digitized  byV^jOOQlC 
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Kohlrausch  ^)  zeigte,  dass  die  Messungen  nicht  zu  diesem  Schlüsse  nöthigen. 
Sie  fügen  sich  ebenso  gut  der  KoHLRAUscH*schen  Formel,  erstrecken  sich  aber 
überhaupt  über  eine  zu  kleine  Zeit  und  ausserdem  über  eine  solche,  bei  denen 
die  Bewegungen  schon  so  langsam  sind,  dass  man  denselben  Beobachtungen, 
welche  durch  die  Gleichung  x  =  ^^-ß'  dargestellt  werden,  ebenso  gut  genügt, 
wenn  man  statt  /  einführt  z.  B.  "j/^ 

Für  seine  späteren  Versuche  über  die  Längsausdehnung  des  Kautschuks^ 
fand  Neesen  überhaupt  keine  Formel,  welche  sie  gut  darstellte.  Am  besten  ge- 
nügte ihnen  noch  x  «  c/log{a  4-  /). 

6)  Den  Coefüdent  a  der  elastischen  Nachwirkung  fand  Kohlrausch 

für  Cocon 0'1719  Ausdehnung 

„    Messingdraht  .     .     .    0*1643  Torsion 
„    Silberdraht     .    .    .    0-3875        „ 
„    Kautschuk      .    .     .    067  „ 

7)  Auch  für  Verlängerungs-  und  Biegungsnachwirkung  von  Kautschuk  zeigte 
Kohlrauscu,  dass  die  Formel  (2)  den  Vorgang  gut  darstellt,  während  Formel  (3) 
nur  bei  kleinen  Deformationszeiten  zulässig  ist.  Die  Anwendbarkeit  der  Kohl- 
RAUSCH*schen  Formeln^  namentlich  für  die  ersten  Zeiten  nach  der  Deformation, 
hat  auch  Messer  auf  einem  hübschen  Wege  (unter  Anwendung  der  Photographie 
auf  eine  bewegte  Platte)  gezeigt.') 

8)  Von  weiterenResultaten  der  KoHLRAUScrfschen  Versuche  seien  noch 
folgende  bemerkt:  Die  elastische  Nachwirkung  tritt  am  stärksten  bei  organischen 
Substanzen  auf;  am  Cocon  beträgt  sie  mehr  als  die  Hälfte  der  plötzlichen  Aen- 
derung.  Bei  Glas  und  Metallen  erreicht  sie  den  Betrag  von  mehreren  Procenten. 
Ueberraschend  aber  ist  es,  dass  der  Coefficient  a  bei  allen  von  gleicher  Grössen- 
ordnung  ist.  —  Von  den  dauernden  Veränderungen  durch  Ueberschreitung  der 
Elasticitätsgrenze  scheint  sie  unabhängig  zu  sein.  —  Bei  Silber  Hess  sich  ein  ge- 
setzlicher Verlauf  der  Nachwirkung  bis  zu  einer  Beobachtungszeit  von  einem 
halben  Jahre  nachweisen. 

Bei  Kautschuk  ist  der  Einfluss  der  Temperatur  entgegengesetzt  dem 
bei  Silber.  Kautschuk  nimmt  grössere  Nachwirkung  bei  niedrigerer  Tem- 
peratur an.*) 

Gegen  die  Formel  ^  =  —  kann  man  einwenden,  dass  für  /=0  die  Nach- 

Wirkung  «  =  00  würde.  Doch  ist  dies  praktisch  ohne  Belang.  Kohlrausch  be- 
rechnet z.  B.,  dass  bei  einem  Silberdraht  die  Nachwirkung  gleich  der  ganzen 
ertheilten  Torsion  würde  für  /=  0*00000002  Min.  und  zeigt,  dass  bei  der  Längs- 
nachwirkung von  Kautschukfaden  schon  für  /  =;  1  See.  die  Formel  die  Beob- 
achtungen darstellt. 

Von  besonderem  Interesse  sind  endlich  die  Erscheinungen  des  allmählichen 
Heraustretens  verschiedener,  entgegengesetzter  Nachwirkungen.  Tordirt  man  z.  B. 
einen  Kautschukfaden  erst  längere  Zeit  nach  rechts  (1  Tag  um  1080^),  lässt  ihn 
dann  los  und  drillt  ihn,  sobald  seine  Bewegungen  langsam  geworden  sind,  kurze 
Zeit   und  weniger  nach   links  (10  Min.  um  180^,    so  bewegt  er  sich  zuerst  im 


^)  F.  KoHLRAUSCH,  PoGG.  Ann.  I55i  pag.  579.  1875. 
S)  Neesen,  Wied.  Ann.  7,  pag.  460.  1879. 

>)  Messer,  Ber.  d.  naturf.  Ges.  zu  Freibui^  i.  Br.,  Bd.  2,  Heft  3.  1878. 
*)  Neesen  (Pogg.  Ann.  7,  pag.  469.    1879)   schliesst  aus  seinen  Beobachtungen  an  einem 
Kautschukfaden  auf  ein  anderes  Verhalten,  Digitized  by  V^jOO^  iC 
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Sinne  der  letzten  Nachwirkung,  die  Bewegung  verlangsamt  »ich,  hört  bald  nachher 
auf  und  geht  (nach  3*5  Min.)  in  eine  entgegengesetzte  über,  wie  sie  die  erste 
Nachwirkung  verlangt  So  lassen  sich  mehrere  Nachwirkungen  übereinder  lagern; 
dies  gilt  auch  für  Verlängerung  und  Verbiegung. 

9)  Der  allgemeine  Schluss,  den  man  mit  Kohlrausch  aus  seinen  Beobach- 
tungen ziehen  kann,  ist  daher,  dass  mit  einer  und  derselben  äusseren  Gestalt 
verschiedene  Anordnungen  der  Moleküle  verbunden  sein  können.  Schon  aus 
seben  ersten  Versuchen  folgerte  er,  dass  man  zur  Erklärung  der  Nachwirkung 
eine  Drehung  der  Moleküle  annehmen  könne,  wenn  man  voraussetzt,  das  sie 
langsam  geschehe,  und  dass  durch  sie  eine  Aenderung  der  Molecularkräfbe 
herbeigeführt  werde,  ohne  dass  die  Mittelpunkte  der  Theilchen  ihre  gegenseitige 
SteUung  zu  ändern  brauchen.  Diese  Ansicht' hatte  auch  W.  Weber  schon  ange- 
deutet; und  Clausius  ^)  hatte  gleichfalls  auf  dieselbe  hingewiesen.  Endlich  machte 
G.  WiEDEMANN^  darauf  aufmerksam,  dass  man  durch  Zurückgehen  auf  seine 
Versuche  über  den  Zusammenhang  der  Magnetisirung  mit  mechanischen  Defor- 
mationen und  die  von  ihm  gegebene  Erklärung  der  Erscheinungen  für  diese 
Vorstellungen  eine  positive  Grundlage  würde  gehabt  haben. 

Es  handelt  sich  noch  um  die  Deutung  der  Formeln  (2),  welche  den  Vorgang 
darstellen.  Kohlrausch  fasst  dieselbe  (2  a)  auf  (etwa  in  Analogie  zum  OHM'schen 
Gesetze),  als  sei  die  Kraft,  mit  welcher  die  Drehung  hervorgebracht  wird,  pro- 
portional dem  Abstand  aus  der  Gleichgewichtslage  und  umgekehrt  proportional 
einem  Widerstand.  Der  letztere  wäre  der  Zeit,  die  seit  der  primären  Aenderung 
verstrichen  ist,  proportional;  allgemeiner  einer  Potenz  derselben  (mit  einem 
Exponenten  kleiner  als  1). 

II.   Versuche  zu  einer  theoretischen  Behandlung  der  Nachwirkung. 

10)  Der  erste,  welcher  eine  Theorie  der  elastischen  Nachwirkung  aufstellte, 
war  O.  E.  Meyer').  Er  nahm  an,  dass  die  elastischen  Kräfte  in  Körpern  un- 
vollkommener Elasticität  nicht  nur  von  den  Verrückungen,  sondern  auch  von 
der  Geschwindigkeit  abhängen,  mit  welcher  erstere  vor  sich  gehen;  diese  Vor- 
aussetzung führte  er  in  die  Di£ferentialgleichungen  der  Elasticität  ein.  Boltzkann 
erhob  gegen  die  Behandlung  von  O.  E.  Meyer  verschiedene  Bedenken,  ins« 
besondere,  dass  eine  solche  Annahme  nicht  den  Charakter  der  elastischen  Nach- 
wirkungserscheinungen wiedergeben  könne.  Er  gab  eine  auf  eine  andere  Hypo- 
these gegründete  Thoerie.*) 

BoLTZMANN  nimmt  an,  dass  die  Kraft,  welche  nöthig  ist,  eine  Verschiebung 
zu  erhalten,  nicht  nur  vom  augenblicklichen  Zustand  des  Körpers,  sondern  auch 
von  den  vorhergegangenen  Deformationen  abhängig  ist.  Wie  man  sich  dies  etwa 
denken  könne,  vergl.  Wied.  Ann.  5,  1.  c.  Durch  frühere  Verschiebungen,  welche 
in  gleichem  Sinne  mit  der  momentanen  stattfanden,tritt  nach  dieser  Annahme 
eine  »Kraftverminderungc  ein^  diese  ist  abhängig  von  der  Grösse  der  früheren 
Verschiebung  o^,  ihrer  Dauer  und  der  Zeit,  welche  seit  ihrer  Existenz  verflossen 
ist.  Bezeichnet  /  die  gegenwärtige,  t  die  frühere  Zeit,  so  setzt  Boltzmann  die 
Kraftverminderung  ==  Ox  ^t  •  9(/  —  t), 

')  Clausius,  Pogg.  Ann.  76,  pag.  46  insbesondere  pag.  66.  1849. 

^  G.  WiEDEMANN,  WiED.  Ann.  6,  pag.  505. 

')  O.  £.  Meyer,  Crelle's  J.  78,  pag.  130;  80,  pag.  315;  Pogg.  Ann.  151,  pag.  108.  1874; 
154,  pag.  358.  1875.  VergL  auch  Wied.  Ann.  4,  pag.  249.  1878,  woselbst  auch  die  Foimnlirang 
einer  anderen  Hypoüiese  sich  befindet.  Bemerkung  v.  Boltzmann  daxu  Wisd.  Ann.  5,  pag.  430.  1878. 

*}  Boltzmann,  Ber.  Wien.  Ak.  70;  Pogg.  Ann.  ErgzgKbd.  7,  pag.  624—654.  1876.  ^ 


Theorie  von  Boltzmamn.  3«; 

WO  der  Index  t  andeutet,  dass  a  stattfand  zur  Zeit  x;  9  ist  eine  vorerst  unbe- 
kannte Function.  Ausserdem  wird  das  Princip  der  Superposition  als  gültig  ge- 
dacht, d.  h.  dass  sich  der  Einfluss  der  zu  verschiedenen  Zeiten  vorhandenen 
Deformationen  superponirt  oder  dass  die  Kraftverminderung,  welche  eine  be- 
stimmte vor  einer  bestimmten  Zeit  slattgefundene  Dehnung  erzeugt,  nicht  ab- 
hängt von  den  Zuständen,  welche  der  Körper  inzwischen  durchlaufen  hat. 

Sind  a,  ß,  7  die  Dehnungen  der  Längeneinheit  in  den  resp.  Richtungen 
x^y,  z\  bezeichnet -A^i  die  Norroalkraft  auf  die  Fläche  dydz  eines  rechtwinkligen 
Volumelementes,  X  und  fi  die  LAM£'schen  Elasticitätsconstanten,  so  geht  z.  B. 
das  iVj  der  gewöhnlichen  Elastidtätstheorie,  wo 

iV;  =  X(a  -f-  p  -I-  7)  4-  2jJia 
ist,  über  in 

00  eo 

N^  =  X(a/  -h  p/  -+-  7/)  -h  2 fta/  —  JdiA  <p(c0)  («t  +  px  4-  tO  -   2/i/fo  4»(«>)  Ox, 

wo  /  —  T  a=r  CD,  --  äx  =  äiA  gesetzt  ist.  Daraus  leiten  sich,  wie  bei  Clebsch,  die 
Kräfte  als  Functionen  der  Verschiebungen  «,  v,  w  ab.  In  die  Gleichungen 
gehen  zwei  Functionen  9  und  ^  der  Zeit  ein;  9  wäre  aus  Dehnungs-  und 
Biegungsversuchen,  ^  aus  Torsionsbeobachtungen  zu  bestimmen.  Beide  wären 
auch  verbunden  durch  die  Relation  für  Nachwirkung  gegen  kubische  Com- 
pression,  welche  letztere  vielleicht  gleich  Null  ist 

11)  BoLTZMANN  behandelt  nun  eine  Reihe  von  Fällen,  welche  experimentell 
wichtig  sind  und  leitet  die  Rechnungen  so,  dass  die  unbekannten  Zeitfunctionen 
aus  den  Beobachtungen  ermittelt  werden  können.  Die  wichtigsten  wollen  wir 
hier  geben.  Es  werde  z.  B.  ein  Draht  von  der  Länge  /  und  dem  Radius  i? 
durch  das  Drehungsmoment  D  tordirt  um  den  Winkel  ö  (das  Drehungsmoment 
soll  immer  am  untersten  Querschnitt  angreifen  und  dort  auch  der  Winkel  d  ge- 
messen sein);  ist  der  Draht  belastet  mit  einem  Gewicht  vom  Trägheitsmoment  K, 
so  wird  die  Bewegungsgleichung  des  unteren  Endes  (die  Torsion  gleichmässig 
über  den  Draht  vertheilt  gedacht) 

J)  -  £-^  =  -j^  [hl»/  -yirco  4;(a>)»(,.«)J  .  (A) 

L  Ist  der  Draht  vorher  vollkommen  untordirt  und  wird  er  zur  Zeit  /  =  0 
tordirt  um  den  constanten  Winkel  c  (ohne  dass  er  Schwingungen  ausführen 
kann),  so  ist  das  Drehungsmoment  JD  zur  Zeit  / 


^    jzjR^c  r      /        1 

/?--^[fi-pa>+(«>)J 


Setzt  man  J?q  =      ^  .^  «  dem  Drehungsmoment,  welches  zur  Zeit  /  =  0 
nöthig  ist  zur  Verdrehung  um  den  Winkel  c,  so  ist 

^_'4f.K0-^W.  (1) 

Bezeichnet  man  mit  /^oo  das  Drehungsmoment  für  /ssoo  und  setzt  man 

|i'  =  |i— /^o>4»(a>), 
0 
bezeichnet  also  }i'  die  Constante  (i.  für  /=  00,  so  ist 

Die  Beobachtungen  von  F.  Kohlrausch  (§  4,  ad  1)  bezögen  sich  auf  diesen 
Fall.    Für  Glas  wäre  demnach  <|i(/)  von  der  Form: 

+  (/)  «  ^  .  /-*  ^-OW*.  Digitized  by  GoOglC 
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Wir  geben  noch  einige  weitere  Formeln: 

T  T 

n.  Dem  Draht  werde  von  ^  «^  bis  4-  -^  die  constante  Torsion  7  ertheilt 

Das  Moment  ä  ist  gesucht,  welches  nach  Aufheben  der  Torsion  zur  Zeit  '  >  ■« 
nötbig  ist,  um  den  Draht  in  der  ursprünglichen  Ruhelage  zu  erhalten.    Dann  ist 

^  =  -  «^  A^  4,(c0) «  —  ^^ T .  fK/)  (t  eine  kleine  Zeit).  (3) 

T  T 

m.  Der  Draht  sei  vorher  untordirt,  dann  von  —  ^  bis  -h  -^  um  7  tordirt 
und  nun  frei  gelassen.    Dann  ist  er  zur  Zeit  /  noch  um  den  Winkel 

tordirt 

IV.  Es  soll  ein  Zusammenhang  zwischen  Dämpfung  und  Nachwirkung,  oder 
das  logarithmische  Decrement  als  Function  der  Schwingungsdauer  gesucht 
werden.  Auf  den  Draht  wirke  ausser  der  Torsion  kein  Drehungsmoment. 
Dann  ist  (vergl.  Gleichung  A) 

wo  

2/Ar  ' 

ft  und  a  werden  kleine  Grössen  sein.    Setzt  man  den  Ausdruck  für  d  in  die 

Gleichung  (A)  ein  und  nimmt  in  dem  bestimmten  Integrale,  welches  in  ihr 

vorkommt,   s  und  a  gleich  Null,  so   ergiebt  sich  durch  Vergleichung  der  so 

entstehenden  Form  mit  der  bekannten  Differentialgleichung  flir  eine  gedämpfte 

Schwingung  (unter  Anwendung  des  FouRiER'schen  Satzes)  das  Folgende:  Ist  Z 

2ic 
das  logarithmische  Decrement,   7*« —  (so  dass  Z  =  zT),  femer  Z=s=x(5^, 

so  wird 

und 

00 

♦(0  =  2»* /x(^)'^  «'•''''•  («) 

0 

V.  Wenn  das  logarithmische  Decrement  von  der  Schwingungsdauer  unab- 
hängig ist,  wie  dies  Streintz  fand,  so  wird  die  Gleichung  (5)  unbestimmt. 
BoLTZMAMN  macht  daher  die  den  Beobachtungen  jedenfalls  nicht  widersprechende 
Annahme,  dass  x(^)  ^^  massige  T  constant  sei,  für  sehr  kleine  aber  con* 
tinuirlich  abnehme.    Man  erhält  dann  ^{f)=sB//,    Diese  Formel  ist  aber  auch 

noch  nicht  direkt  verwendbar,  weil  sowohl  fy{t)dt  als  auch  fy(t)dt  unendlich 

t  0 

wird.    Daher  substituirt  Boltzmann  statt  der  Constanten  B  eine  Function  /(/), 

die  für  massige  /  fast  constant,  für  sehr  grosse  immer  kleiner  wird.    Dann 

bleibt  das  erste  Integral  endlich;   damit  auch  das  zweite  diese  Eigenschaft  be- 

/y(ci))  dm 
hält,  setzt  er  in  Gleichung  (A)  ji^  =  /  ^^-^-^ und  zieht  beide  Integrale  in  eines 

/  *•  Digitizedby^^OiJ^li:: 
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zasammen.     Durch   derart   modiiicirte    Gleichungen   leitet   er  noch   folgende 
Relationen  ab: 

la.  Bedingungen  wie  in  I.  Das  Drehungsmoment,  welches  den  Draht  in 
der  Constanten  Torsion  c  zur  Zeit  /  erhalten  kann,  ist  (den  früheren  Gleichungen, 
welche  über  die  Function  ^  keine  bestimmte  Angabe  wussten,  ordnen  sich 
jetzt  solche  zu,  welche  die  Form  der  Function  enthalten;  zu  Gleichung  (1)  ge- 
hört Gleichung  (la)  u.  s.  f.): 


IIa.   Bedingungen  wie. in  No.  n. 


t^l 


d ^7  log  not 


oder  für  kleine  x 


2 


(la) 


(3a) 


^7t 


nia.   Bedingungen  wie  in  No.  m. 


oder  für  kleine  t 


IV  a.   Ist 


'-I 


*-\ 


(4a) 


tf^  — —' 

at 


^-^.Vl=]/1 


IK 


bT 


a 
T.b 


R^A 


R^B^ 


worin   a   der  Torsionsmodul,   A  und  B  Constanten  sind,   welche   nur   vom 
Materiale  des  Drahtes  abhängen,  so  wird 

also  das  logarithmische  Decrement  nur  abhängig  vom  Materiale  des  Drahtes. 
Dies  liefert  endlich,  wenn  die  Torsionsdauer  x  klein  ist, 


2ttZ 
(wo  e  die  dauernde  Deformation  misst);  ist  t  nicht  klein,  so  kommt 


»  = 


2Z^ 


log  not 


t^^ 


/-^ 


(4b) 


(4c) 


12)  Prüfungen  von  Boltzmann's  Theorie.  F.  KohlrauschI)  hat  speciell 
die  Frage,  ob  das  Princip  der  Superposition  gültig  sei,  in  einer  Reihe  von  Fällen 
untersucht  Nach  demselben  muss  eine  Nachwirkung,  welche  in  irgend  einem 
Zeitmoment  existirt,  sich  in  derselben  Weise  ändern  (also  immer  abnehmen, 
wenn  die  Zeit  weiter  fortschreitet),  wie  auch  im  Uebrigen  der  Zustand  des  Drahtes 
ist.   Die  Nachwirkung  nach  einer  Verschiebung  von  der  Zeit  T  betrage  zur  Zeit  / 

>)  F.  Kohlrausch,  Pogg.  Ann.  Bd.  i6o,  pag.  «25.  1877.  Digitized  by  ^^OglC 
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nach  Aufbeben   dieser  Verscbiebung   nach   at]  nach  einer  gleich  grossen  Ver- 
schiebung von  der  Dauer  nT  betrage  sie  At.    Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so 
spricht  sich  das  Frincip  der  Superposition  daher  aus  in  der  Gleichung: 
Ai  =  ai^  ai+T  -t-  ö/-»-3r  -!-...  ^(«-i)  r+z. 

Diese  Beziehung  fand  sich  flir  einen  Glasfaden  bei  nicht  zu  langen  Zeiten 
annähernd  erfüllt;  bei  einem  Silberdraht  waren  aber  die  aus  dem  Frincip  der 
Superposition  berechneten  Nachwirkungen  grösser  (bis  zum  ganzen  Betrag  der 
berechneten  Grösse)  als  die  beobachteten.  Auch  HopkinsonI)  schliesst  für 
grössere  Torsionsdauer  aus  seinen  Versuchen  an  Glasfäden  auf  eine  gleichsinnige 
Abweichung  von  der  Theorie. 

Gut  bestätigen  sich  aber  an  Glasfäden  die  speciellen  Gleichungen  (1  a)  und  (da). 

So  erhielt  Kohlrausch  (Gleichung  la) 

D^D^  (U—  0-00467  •  log  not  /). 

Darin  ist  D^  das  vom  Faden,  1  Minute  nach  erfolgter  Drillung,  ausgeübte 
Drehungsmoment;  /  ist  in  Minuten  gemessen,  die  Zeiten  /  gehen  bis  zu  2  Tagen.  — 
Für  einen  zweiten  Faden  kommt  0*00375. 

Femer  Gleichung  (3  a) 

^=  flT,  •  000467  •  log  not  ^^  • 

Aus  Beobachtungen  von  Boltzmann  an  einem  Glasfaden  berechnet  endlich 
Kohlrausch  (Gleichung  4  a) 

ft  c=  7  .  0-00254  .  lognat^-^  • 

Finger^  hat  die  Formel  (4a)  fUr  kleine  x  an  Stahldraht  bestätigt  gefunden.  — 
Die  von  Boltzmann's  Theorie  geforderte  Unabhängigkeit  des  logarithmischen 
Decrements  e  von  der  Schwingungsdauer  T  findet  Klemenc^ic  ")  an  Glasstäben 
nicht  bestätigt.  In  den  meisten  Beobachtungsreihen  wird  e  kleiner,  wenn  T  ab- 
nimmt (z.  B.  «1  =  0-00214,  ri=7-15;  e,  =  0-0017,  7;  =  2-46).  Die  Belastung 
blieb  dabei  ungeändert,  nur  das  Trägheitsmoment  wurde  variirt  Die  Luft- 
reibung ist  eliminirt.  —  Aenderte  man  aber  die  Länge  des  schwingenden  Theiles 
vom  Stab  und  dadurch  die  Schwingungsdauer,  so  ergab  sich  fast  kein  Einfluss 
auf  das  Decrement. 

13)  Versuche  von  F.  Braun*).  Die  BoLxzMANN'sche  Theorie  betrachtet  die 
Deformationen  durch  Nachwirkung  gewissermeassen  als  einen  Rest  der  vorher 
eingeleiteten  und  operirt  bei  der  mathematischen  Behandlung  mit  den  Nachwirkungs- 
verschiebungen nach  denselben  Gesetzen  wie  mit  den  in  der  gewöhlichen  Elastidtäts- 
theorie  betrachteten  Verschiebungen.  Nach  den  von  W.  Weber  und  F.  Kohlrausch 
entwickelten  Ansichten  kann  man  bezweifeln,  ob  dies  gestattet  ist.  Mit  der 
elastischen  Verschiebung,  welche  in  einer  translatorischen  Bewegung  der  Thcil- 
chen  bestände,  könnten  Drehungen  verbunden  sein,  welche  die  Nachwirkung  be- 
dingen. Wenn  auch  keine  Möglichkeit  vorhanden  erscheint,  experimentell  darüber 
zur  Gewissheit  zu  kommen,  ob  Nachwirkung  wirklich  in  einer  Drehung  der 
Moleküle  begründet  ist,  so  bleibt  doch  die  allgemeine  Frage  bestehen:  Sind 
elastische  Nachwirkung  und  elastische  Verschiebung  wesentlich  gleiche,  oder  sind 
dieselben  specifisch  verschiedene  Bewegungen? 

*)  HoPKiNSON,  Fortschr.  35,  pag.  222.  1879 ;   Proc.  Roy.  Soc.  28,  pag.  148.  —  VcigL  auch 
Messer,  B^r.  d.  naturf.  Ges.,  Freiburg  i.  Br.,  Bd.  2.  1878.    Er  hat  Biegungsnachwirkung  ontersacht 
*)  Finger,  Wien.  Ber.  72  (2),  pag.  257.  1876. 
•)  Klemencic,  Wien.  Ber.  81  (2),  pag.  791.  1880. 
*)  F.  Braun,  Pogg.  Ann.  159,  pag.  337.  1876;  Siteber.  d.  Ift^^^j(ii  lld|)r5rl  ^876. 
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Eine  Entscheidung  darüber  ist  aber  möglich  auf  Grund  folgender  Ueberlegung: 
Im .  Allgemeinen  wird  in  elastischen  Körpern  durch  eine  äussere  Kraft,  welche 
in  einer  Richtung  wirkt,  auch  eine  Verschiebung  in  einer  dazu  senkrechten 
Richtung  hervorgebracht.  So  werden  Gewichte,  welche  einen  Stab  durchbiegen, 
im  Allgemeinen  gehoben  oder  gesenkt,  wenn  man  den  Stab  durch  einen  horizontal 
laufenden  Faden  verbiegt.  Zwei  zu  einander  senkrechte  Kräfte  beeinflussen  sich 
daher  im  Allgemeinen.  Doch  lassen  sich  in  einem  einfach  gestalteten  Körper 
immer  drei  zu  einander  senkrechte  Richtungen  finden,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  elastische  Verschiebungen  und  Kräfte  in  der  einen  Richtung  unabhängig 
sind  von  gleichzeitig  eintretenden  elastischen  Verschiebungen  in  den  andern 
Richtungen.  Elastische  Nach  Wirkungsverschiebungen,  welche  in  einer  dieser 
Richtungen  hervorgerufen  sind,  müssen  dann  von  Verschiebungen  in  den  andern 
unabhängig  sein,  wenn  die  Nachwirkung  wesentlich  gleich  ist  mit  elastischer 
Verschiebung.  Es  wird  sich  nicht  mehr  so  zu  verhalten  brauchen,  wenn  die 
Nachwirkung  ein  molekularer  Vorgang  ist,  welcher  nicht  wesensgleich  mit  der 
elastischen  Verschiebung  ist,  sondern  eine  mit  derselben  zwar  gleichzeitig,  aber 
docJi  in  specifisch  anderer  Weise  eintretende  molekulare  Aenderung  darstellt. 

Die  Ebenen,  deren  Durchschnittslinien  die  obigen  Richtungen  sind,  sollen 
Hauptebenen  heissen.  In  einem  cylindrischen,  ursprünglich  geraden  Stabe  müsste 
demnach  sein  1)  eine  Biegung  in  einer  Hauptebene  unabhängig  von  einer  solchen 
in  der  zweiten  Hauptebene;  2)  eine  Biegung  unabhängig  von  einer  Torsion; 
3)  einer  axiale  Verlängerung  unabhäng  von  einer  Torsion.  Die  Hauptbiegungs- 
ebenen sind  parallel  den  Hauptträgheitsradien  des  Querschnittes.  Sie  sind  gleich- 
zeitig  dadurch  charakterisirt,  dass  ein  Stab  in  ihnen  linear  ausschwingt.  Bis  zu 
welchen  Grenzen  diese  Sätze  gültig  sind,  wurde  von  Braun  an  dem  zur  Beobachtung 
benutzten  Materiale  vorher  untersucht 

Elastische  Nachwirkungen  verhalten  sich  nun,  wie  die  Versuche  zeigten,  im 
Allgememen  nicht  wie  elastische  Verschiebungen.  Im  Allgemeinen  wird  eine  in 
einer  ersten  Hauptrichtung  bestehende  Nachwirkung  durch  eine  Deformation  in 
einer  andern  Hauptrichtung  verkleinert;  in  diesem  Sinne  wirkt  Biegung  auf  Biegung, 
Verbiegung  auf  Torsionsnachwirkung,  eine  axiale  Verschiebung  auf  eine  Torsions- 
nachwirkung. Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  die  axiale  Verschiebung  durch  eine 
Vermehrung  oder  eine  Verminderung  der  Längsspannung  hervorgebracht  ist. 
Bemerkenswerth  ist  aber,  dass  eine  axiale  Nachwirkung  nicht  auch  umgekehrt 
durch  eine  Torsion  beeinflusst  wird.  Die  Einwirkung  ist  also  nicht  immer  reciprok. 
Um  dieses  letztere  Resultat  mit  Sicherheit  zu  constatiren,  war  es  nötig,  die  raschen 
Aenderungen  der  Länge,  welche  die  ablaufende  Nachwirkung  hervorbringt,  zu 
eliminiren.  Zu  dem  Ende  waren  in  einem  Abstand  von  4  mm  zwei  Kautschuk* 
iäden  von  ßl  cm  Länge  und  1  mm^  Querschnitt  nebeneinander  vertikal  aufgehängt. 
Sie  trugen  unten  einen  leichten  Querstab,  an  welchem  sich  ein  Spiegel  befand,  die 
Spiegelnormale  horizontal  und  in  der  Ebene  der  Fäden.  Der  eine  Faden  war  mit 
seinem  oberen  Ende  an  der  Axe  eines  Torsionskreises  befestigt  und  konnte  so 
tordirt  werden.  Am  unteren  Querstab  hing  ein  leichtes  Blech,  das  in  Wasser 
tauchte,  um  Schwingungen  des  Systems  zu  beruhigen.  Waren  die  Fäden  längere 
Zeit  gestreckt  gewesen  und  dann  frei  gemacht,  so  dass  sie  sich  zusammenzogen, 
so  geschah  die  Zusammenziehung  in  beiden  so  gleichmässig,  dass  mit  einer 
Aenderung  von  mehreren  Millimetern  keine  Drehung  der  Spiegelnormale  verbunden 
wari  welche  an  einer  entfernten  Scala  hätte  wahrgenommen  werden  können. 
Eme  Verschiedenheit  der  Längenänderung  beider  Fäden  von  00004  mm  wäre 
aber  noch   beobachtbar  gewesen,   d.  h.  bei  5  mm  Gesammtverlängerung  noch 
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0-008  #.  Wurde  einer  der  Fäden  tordirt  und  wäre  dadurch  eine  Aenderung  der 
Nachwirkung  im  angegebenen  Betrage  hervorgerufen  worden,  so  hätte  diese 
der  Beobachtung  nicht  entgehen  können.  Bei  einer  derartigen  Torsion  wäre  aber 
auch  das  ganze  System  und  somit  der  Spiegel  verdreht  worden;  um  dies  zu 
vermeiden,  lehnte  der  Querstab  an  zwei  vertikale  Glasstäbe  an.  Die  Reibung 
an  diesen  hat  eine  geringe  Störung  zur  Folge;  immerhin  war  mit  voller  Sicher- 
heit zu  constatiren,  dass  Torsionen  um  20  x  360°  die  Längsnachwirkung  nicht 
um  0*1}  ihres  Betrages  veränderten.  — 

14)  Die  Versuche  erstreckten  sich  auf  Stahl,  Kupfer,  Eisen,  Messing,  Neusilber, 
Platin,  Silber,  Kautschuk  und  Glas.  Bei  allen  fanden  sich  die  gleichen  Resultate ; 
nur  bei  Glas  war  nicht  mit  Sicherheit  eine  gegenseitige  Beeinflussung  nachweisbar. 
Braun  ist  der  Ansicht,  dass  dies  mit  der  sogen.  Sprödigkeit  des  Materials 
zusammenhängt 

Dass  eine  Nachwirkung  durch  eine  unabhängige  Deformation  verkleinert  wird, 
gilt  aber  nur,  wenn  beide  nach  einander  eingeleitet  werden.  Sind  sie  gleich- 
zeitig vorhanden,  so  begünstigen  sie  sich  im  Gegentheil.  Wenigstens  wirken  so 
Verbiegungen  auf  einander,  sowie  eine  Längsspannung  auf  eine  gleichzeitig  an- 
gestrebte Torsionsnachwirkung.  Zwei  von  einander  unabhängig  wirkende  äussere 
Kräfte  bringen  also  gleichzeitig  wirkend  einen  andern  Endzustand  hervor  (wenigstens 
in  gleicher  Zeit),  als  wenn  sie  nach  einander  wirken  und  jede  ohne  die  Gegen- 
wart der  andern,  den  ihrer  Wirksamkeit  entsprechenden  Endzustand  herbeiführt. 

Die  Versuche  beweisen  also,  dass  elastische  Nachwirkung  und  elastische 
Verschiebung  ihrem  Wesen  nach  verschiedene  Vorgänge  sind.  Sie  zeigen,  dass  weder 
eine  räumliche  noch  eine  zeitliche  Superposition  allgemein  auf  sie  anwendbar 
ist,  stehen  aber  nicht  im  Widerspruch  mit  den  speciellen  von  Boltzmakn  be- 
handelten Problemen.  Braun  hebt  die  Analogie  mit  chemischen  Erscheinungen 
hervor  und  deutet  schliesslich  eine  auf  die  Drehung  der  Moleküle  beruhende 
Erklärung  an. 

15)  Gegen  die  Versuche  von  Braun  hat  G.  Wiedemann  in  dem  Bericht  über 
eine  sehr  ausführliche  Untersuchung  über  die  Torsion  >)  mehrere  Bedenken 
erhoben.  Diese  Untersuchung  von  Wiedemann  bezieht  sich  auf  permanente 
Gestaltsänderungen  und  fällt  daher  ausserhalb  des  unserem  Artikel  gezogenen 
Rahmens.  Sie  enthält  ausserdem  eine  solche  Fülle  von  Beobachtungen  und 
Einzelresultaten  auf  engem  Raum  zusammen,  dass  ein  Auszug  kaum  möglich 
erscheint.  Diese  können  daher  hier  nur  soweit  erwähnt  werden,  als  sie  zu 
unserem  speciellen  Gegenstand  in  Beziehung  stehen.  G.  Wiedemann  erinnert 
an  seine  bekannten  Versuche,  wonach  die  Magnetisirung,  desgleichen  eine 
permanente  Torsion  zunimmt,  wenn  man  während  der  Zeit,  in  welcher  die 
magnetisirende  oder  tordirende  Kraft  einwirkt,  den  Körper  erschüttert,  dass 
sie  dagegen  abnimmt,  wenn  die  Erschütterungen  stattfinden  zu  einer  Zeit,  wo 
die  Kraft  nicht  mehr  wirkt.  Er  nimmt  an,  dass  dabei  die  Moleküle  beweglicher 
werden,  indem  die  Reibung  der  Ruhe  gewissermaassen  in  die  kleinere  Reibung 
der  Bewegung  verwandelt  werde,  a)  Hiergegen  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Analogie 
doch  sehr  äusserlich  ist.  Wenn  die  Reibung  der  Ruhe,  z.  B.  von  Eisenpulver, 
welches  unter  der  Wirkung  eines  Magnetes  sich  anordnen  soll,  durch  Er- 
schütterungen scheinbar  verkleinert  wird,  so  rührt  dies  daher,  dass  das  Eisen- 
pulver beim  Klopfen  einen  Moment  von  der  Unterlage  entfernt  ist  und  nun, 
in  der  Luft  schwebend,  sich  einstellt.    Einen  solchen  Fall  kann  man  wohl  nicht 


*)  G.  Wiedemann,  Wied.  Ann.  6,  pag.  485,  spec.  496,  507,  509.    i879^y  ^--- v^^^lt: 
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auf  die  Einsteilung  der  Moleküle  starrer  Körper  übertragen,  b)  Eine  »Erschütterung« 
und  eine  wohl  definirte  Deformation  lassen  siebt  nicht  direct  mit  einander  vergleichen. 
In  der  That,  wäre  die  Sache  so,  wie  G.  Wiedemann  es  aufifasst,  so  sähe  man 
nicht  ein,  warum  nicht  auch  Glas  sich  verhält  wie  die  anderen  Körper  und  vor 
Allem,  warum  nicht  auch  eine  Längsnachwirkung  durch  Torsion  geändert  wird. 
Es  scheint  vielmehr  der  umgekehrte  Weg  der  rationellere,  nämlich  den  Einfluss 
der  unbestimmten  »Erschütterungen«  zu  erklären  aus  demjenigen,  den  gut 
definirte  Deformationen  ausüben.  Endlich  handelt  es  sich  bei  der  Frage 
eben  um  Nachwirkungen,  nicht  um  permanente  Aenderungen.  —  Bei  alle- 
dem ist  die  Aehnlichkeit,  welche  Magnetisirung,  permanente  und  Nachwirkungs- 
deformation zeigen,  unverkennbar,  und  der  continuirliche  Uebergang  der  letzteren 
in  einander  so  natürlich,  dass  auch  der  Ref.  nicht  an  der  Gleichheit  eines  inneren 
Grundes  zweifelt.  Nur  wird  man,  so  lange  nicht  die  Beobachtung  dies  bestätigt 
hat,  nicht  aus  dem  Verhalten  permanenter  Deformationen  unmittelbar  auf  ein 
gleiches  Verhalten  für  Nachwirkung  und  umgekehrt  schliessen  können.  Ueber 
die  Aenderung  einer  permanenten  Deformation  durch  eine  andere,  in  von  der  ersten 
unabhängigen  Richtung  war  übrigens  zur  Zeit  als  die  besprochenen  Versuche 
angestellt  wurden,  so  gut  wie  nichts  publicirt. 

16)  Theorie  von  Warburg.  Die  Resultate  der  BRAUN'schen  Versuche 
veranlassten  Warburg,  eine  andere  mechanische  Erklärung  der  Nachwirkung 
durchzuführen  *).  Er  geht  aus  von  der  Ueberlegung,  dass,  wenn  eine  Drehung 
der  Theilchen  um  ihre  Schwerpunkte  die  Ursache  der  elastischen  Nachwirkung 
sein  soll,  dies  des  weiteren  erfordert,  dass  man  die  Theilchen  nicht  als  kugelförmig 
ansehen  darf.  Die  elastische  Nachwirkung  wäre  also  ein  Phänomen,  welches 
durch  die  Abweichung  der  Moleküle  von  der  Kugelgestalt  bedingt  ist.  Warburg 
stellt  sich  deshalb  die  Aufgabe,  für  ein  System  beliebig  gestalteter,  gleicher 
Moleküle,  deren  Schwerpunkte  im  natürlichen  Zustande  gleichförmig  angeordnet 
sind,  die  Gleichgewichtsbedingungen  nach  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung 
der  Schwerpunkte  zu  untersuchen;  d.  h.  es  sollen  diejenigen  Orientirungen ^) 
der  Moleküle  gesucht  werden,  welche  einer  stabilen  Gleichgewichtslage  ent- 
sprechen; ferner  sollen  die  Spannungen  berechnet  werden  für  diese  Anordnung 
und  verglichen  mit  derjenigen,  die  sich  ergeben,  wenn  an  jeder  Stelle  keine 
Richtung  des  Raumes  bezüglich  der  Einstellung  der  Moleküle  bevorzugt  ist. 

Warburg  nimmt  dabei  an,  dass  die  linearen  Dimensionen  der  Moleküle 
unendlich  klein  sind  gegen  den  Abstand  ihrer  Schwerpunkte.  Das  Potential 
der  Masseneinheiten  auf  einander  im  Abstand  r  soll  f{r)  sein  und  so  beschatten, 
dass  rf\r),  r^f{r)  etc.  nicht  sehr  gross  gegen  /(r)  siftd.  Um  den  Zustand 
natürlichen  Gleichgewichts  zu  erhalten,  muss  zu  diesen  noch  ein  zweites  ^(r)  hin- 
zugefügt werden,  welches  man  früher  als  das  der  Abstossungskräfte  der  Moleküle 
bezeichnete  und  welches  nach  den  modernen  Anschauungen  den  Einfluss  der 
Wärmebewegung  repräsentirt.  Da  die  Stösse  der  Wärmebewegung  wegen  ihrer 
Unregelmässigkeiten  keine  bestimmte  Richtung  der  Moleküle  anstreben,  so  wird 
die  Orientirung  der  Moleküle  nur  von /(r)  abhängen;  dagegen  bestimmt  dieses 
nicht  den  von  der  Richtung  der  Moleküle  unabhängigen  TheU  der  Spannung, 
welcher  der  elastischen  Verschiebung  entspricht. 


1)  Warburg,  Im  Auszug  Wied.  Ann.  4,  pag.  333 — 249.  Ausführlich  in  Ber.  cL  natorf.  Ges. 
SU  FreibuTg  i.  Br.   VH  Heft  2. 

^  Mit  »Orientirung«  soll  stets  die  nur  von  den  Winkeln  abhängige  Einstellung  eines  mit 
dem  Moleküle  festverbundenen  Axensystems  gegen  ein  im  Räume  feststehendes  beseichnet  werdem- 
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Wir  können  von  den  Resultaten  nur  einige  hier  anführen:  1)  Die  Hauptträg- 
heitsaxen  der  Moleküle  haben  in  den  Gleichgewichtslagen  die  Richtungen  der 
Haup.taxen  des  Elasticitätsellipsoids.  Im  natürlichen  Zustande  sowohl  als  in  dem 
einer  gleichförmigen  Compression  haben  die  Moleküle  daher  keine  bestimmte 
Orientirung.  Bei  der  Torsion  ist  eine  Trägheitsaxe  gerichtet  nach  dem  Radius 
des  Querschnittes,  die  beiden  anderen  bilden  einen  Winkel  von  =b45°  mit  der  Axe. 
2)  Wenn  ein  elastischer  Körper  unter  dem  Einfluss  von  Kräften,  welche  auf 
seine  Oberfläche  wirken,  eine  gegebene  Formänderung  erleidet,  so  ist  die  von 
den  Klräften  geleistete  Arbeit  ein  Minimum,  wenn  während  der  Formänderung 
die  Moleküle  die  der  stabilen  Gleichgewichtslage  entsprechende  Orientirung  be- 
sitzen. 3)  Ein  Draht  vom  Radius  R  werde  tordirt  und  die  Moleküle  sollen  dabei 
die  stabile  Orientirung,  wie  er  der  Torsion  entspricht,  annehmen.  Welche  Druck- 
kräfte muss  man  den  schon  vorhandenen  hinzufügen,  um  den  Draht  im  Gleich- 
gewicht zu  erhalten?  Auf  der  Mantelfläche  ist  nöthig  ein  Druck  in  der  Richtung 
der  Innennormale: 

P,  -  /*  =  2^  [(X»  _  ^»)  _  (X»  -  \*)l 
aui  der  Endfläche  der  Druck 

und  das  Drehungsmoment 

Darin  ist  /  die  früher  besprochene  Function,  k,  X,  fi  die  Hauptträgheits- 
radien eines  Moleküles;  n  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Raumeinheit.  Daraus 
folgt:  Das  Drehungsmoment,  welches  den  Stab  Anfangs  tordirte,  lässt  immer 
nach,  sobald  die  Moleküle  sich  einsteDen,  —  Das  Vorzeichen  von  P^ — F^ 
und  F^^P^  hängt  aber,  ab  von  der  Gestalt  der  Moleküle.  Wäre.  z.  B. 
X*  >  JA*  und  k^  =  X*  (wie  bei  abgeplatteten  Rotationsellipsoiden),  so  wäre 
/\  — /'o  positiv;  wären  sie  wie  verlängerte  Rotationsellipsoide  (X*«  ji*;  k^  >  X*), 
so  wäre  F^—P^  negativ.  4)  Auch  für  die  Dehnung  ergeben  sich  ähnliche  Re- 
sultate. Soll  die  Deformation  bestehen  bleiben,  während  die  Moleküle  sich  ein- 
stellen, so  muss  die  Zugkraft,  welche  auf  die  Endflächen  wirkt,  nachlassen,  auf 
der  Mantelfläche  aber  eine  Kraft  angebracht  werden,  welche  den  Stab  hindert, 
sich  weiter  in  die  Quere  zu  contrahiren.  Beachtenswerth  ist,  dass  bei  Com- 
pression und  Dilatation  der  Betrag,  um  welchen  die  Kräfte  sich  ändern,  nicht 
gleich  zu  sein  braucht 

Aus  den  WARBURG'schen  Resultaten  (Satz  1)  folgt  z.  B.,  dass  ein  Draht,  der 
im  Zustande  von  Torsionsnachwirkung  sich  befindet,  diese  ändern,  nämlich  ver- 
kleinem muss,  sobald  man  den  Draht  spannt.  Denn  die  Moleküle  streben  dann 
derjenigen  Lage  zu,  wo  ihre  Axen  der  Drahtaxe  parallel  stehen  und  wo  sie  kein 
Torsionsmoment  bewirken.  —  Am  Schlüsse  giebt  Warburg  noch  eine  besondere 
Anschauung,  wie  er  sich  elastische  Nachwirkung  vorstellt.  Sie  beruht  auf  der 
Annahme,  dass  das  Wärmegleichgewicht  für  eine  bestimmte  Temperatur 
eine  bestimmte  mittlere  lebendige  ELraft  der  Bewegungen  (Rotationen  oder 
Schwingungen)  um  den  Schwerpunkt  erfordert  Wird  nun  durch  eine  elastische 
Deformation  die  Anordnung  der  Schwerpunkte  geändert,  so  treten  für  die  einzelnen 
Molecüle  Drehungsmomente  auf,  dadurch  wird  die  lebendige  Kraft  der  Drehungs- 
bewegung vergrössert  und  somit  das  Wärmegleichgewicht  gestört.  Um  es  wieder 
herzustellen,  ist  eine  Verkleinerung  der  Verdrehungen  erforderlich,  d,  h.^die 
Moleküle  nähern  sich  ihrer  Gleichgewichtsorientirung.         DigitizedbyV^jOOQlC 
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17)  MiCHAEUS^)  hat  die  WARBURc'sche  Theorie  weiter  fortgeführt  und  zu- 
nächst gezeigt,  dass  sich  aus  der  Theorie  die  folgenden  Resultate  der  Braun- 
schen  Beobachtungen  ergeben:  a)  dass  eine  Torsionsnachwirkung  durch  eine 
elastische  Verschiebung  nach  der  Cylinderaxe  verkleinert  wird,  mag  letztere  von 
Zu-  oder  Abnahme  der  Spannung  herrühren;  b)  dass  eine  Torsionsnachwirkung 
durch  eine  Biegung;  c)  dass  eine  Biegung  durch  eine  spätere  unabhängige  Biegung 
verkleinert  wird;  dass  aber  eine  Biegung  in  einer  Hauptebene  keine  Nachwirkung 
in  der  unteren  hervorruft.  Nur  dass  eine  gleichzeitige  Spannung  die  Torsion 
vergrössert,  steht  im  Widerspruch  zur  Theorie.  Hier  nimmt  Michaelis  die  Er- 
schütterungswirkungen Wiedemann's  zu  Hilfe.  —  Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Be- 
trachtungen nimmt  Michaelis  auch  Kräfte  an,  welche  die  Moleküle  in  die  ur- 
sprünglichen Richtungen  zurückzutreiben  suchen;  die  Formeln  ergeben  dann  auch 
die  permanenten  Gestaltsänderungen. 

18)  Eine  Theorie  von  Neesen")  führt  die  elastische  Nachwirkung  und  deren 
zeitlichen  Ausgleich  auf  die  Molekularstösse  zurück.  Diese  würden  bei  einer 
veränderten  Anordnung  der  Moleküle  je  eines  derselben  immer  in  anderen 
Phasen  seiner  Bewegung  treffen  und  diese  Unregelmässigkeiten  in  der  Vertheilung 
der  Stösse  sich  erst  mit  der  Zeit  ausgleichen.  Nach  Neesen  würde  z.  B.  die  zur 
Aufrechterhaltung  einer  Torsion  nothwendige  Torsionskraft  aus  drei  Theilen 
bestehen:  1)  aus  der  schliesslich  nach  Verlauf  einer  sehr  langen  Zeit  nöthigen 
Kraft;  2)  aus  der  Kraft,  welche  während  der  Zeit  des  veränderlichen  Zustandes 
nötig  ist  zur  Ueberwindung  des  Einflusses  der  unregelmässig  auf  einander  folgenden 
Molekularstösse;  3)  aus  einem  negativen  Theil,  welcher  den  zweiten  mit  der  Zeit 
immer  mehr  vermindert  und  schliesslich  ganz  aufhebt.  Eine  mathematische 
Formulirung  sucht  diese  Differenz  zwischen  den  Kräften  2  und  d,  (d.  h.  die 
zeitliche  Abnahme  der  Kraft  2)  zu  ermitteln  und  ergiebt,  dass  ihr  Funktionen 
von  der  Form  ^^'"  oder  a/{a  -^bt^)  etc.  entsprechen.  —  Die  Gestalt  der  Moleküle 
spielt  bei  Neesen  keine  Rolle. 

19)  Endlich  hat  Maxwell *)  eine  Anschauung  über  die  Natur  der  elastischen 
Nachwirkung  gegeben.  Er  bemerkt,  dass  Boltzmanm's  Thorie  eine  mathematische 
Formulirung,  aber  keine  physikalische  Erklärung  sei,  und  dass  man,  statt  die 
verflossene  Zeit  einzuführen,  auch  alles  auf  die  gegenwärtige  beziehen  könne, 
wenn  man  die  Grösse  A/— «  in  eine  TAVLOR'sche  Reihe  entwickelt 

und  schreibt 

00  oe 

A=:=f^(jto)äto\        B=fm^{(D)diü  etc., 
0  0 

so  wird  die  elastische  Kraft  zur  Zeit  /,  welche  Boltzmann  setzte: 

00 

0 
übergehen  in 

Wo  sich  Alles  auf  die  gegenwärtige  Zeit  bezieht. 

Die  Grundlage  von  Maxwells  Anschauung  besteht  darin,  dass  in  jedem 
Körper  Gruppen  von  Molekülen  vorausgesetzt  werden,  welche,  namentlich  unter 

^  Michaelis,  Wied.  Ann.  17,  pag.  7a6.  i88a  (vergl.  auch  Literatarveneiclmiss). 

*)  Niesen,  Pogg.  Ann.  157,  pag.  579.  1876, 

*)  Maxwell,  Encydop.  Brit  9.  Ausg.,  Bd.  VI,  pag- 313^  15.  1877.  Art.  Constitution  of^ocKes^  P 
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Einfluss  einer  elastischen  Verschiebung  aufbrechen,  während  andere  so  fest  sind, 
dass  sie  dann  bestehen  bleiben.  Sind  gar  keine  der  letzteren  Art  in  einem  Körper, 
so  ist  das  Medium  eine  zähe  Flüssigkeit  Sind  die  festen  so  zahlreich,  dass  sie  ein 
festes  Fachwerk  bilden,  so  ist  der  Körper  fest,  kann  aber  durch  eine  Kraft,  welche 
eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  dauernd  deformirt  werden.  Enthält  er  beide 
Arten  von  Gruppen,  so  wird  unter  dem  Einfiuss  einer  Verschiebung  der  Wider- 
stand gegen  dieselbe  so  lange  abnehmen,  bis  alle  Gruppen  der  ersten  Art  auf- 
gebrochen sind,  und  dies  dauert  so  lange,  bis  die  elastische  Kraft  reducirt  ist 
auf  die  der  permanenten  Gruppen.  —  Diese  Anschauung  erinnert,  wie  Bakus  0 
hervorhebt,  an  die  CLAUSius'sche  Auffassung  der  Electrolyte.  —  Butcher*)  hat 
die  MAXwELL'sche  Hypothese  mathematisch  eingekleidet. 

in.  Weitere  Thatsachen. 

20)  A  c  c  o  m  m  o  d  a  t i  o  n.  G.  Wiedemann  >)  hat  zuerst  gezeigt,  dass  ein  elastischer 
Körper,  den  man  öfters  durch  gleiche  Kräfte  deformirt,  im  Anfang  wechselnde 
Erscheinungen  zeigt,  aber  schliesslich  in  einen  constanten  Zustand  gelangt,  d.  h. 
dass  dann  der  gleichen  Kraft  auch  stets  die  gleiche  Gestalt  sich  zuordnet.  In 
diesem  Zustande  sind  dann  auch  die  Torsionen  unabhängig  von  der  Belastung^). 
Wiedemann  hat  diese  Erscheinungen  aus  Drehungen  der  Moleküle  erklärt,  und 
insbesondere  dies  aus  den  Aenderungen  des  magnetischen  Verhaltens  von  der- 
art deformirten  Stäben  geschlossen.  Im  Anfang  setzen  die  Moleküle  den  Drehungen 
einen  grösseren  Widerstand  entgegen;  derselbe  nimmt  aber  bei  wiederholten 
gleichsinnigen  Deformationen  bis  zu  einem  constanten  Werthe  ab. 

Aehnliche  Erscheinungen  hat  später  Streintz^}  beobachtet  und  mit  dem 
Namen  der  »Accomodationc  bezeichnet  Er  fand  z.  6.,  dass  das  logarithmische 
Decrement  eines  Torsionsschwingungen  ausführenden  Drahtes  bei  längerem 
Schwingen  abnahm.  Nach  längerem  Ruhen,  namentlich  wenn  er  inzwischen 
einmal  in  krummer  Lage  gewesen  war,  wuchs  es  wieder.  Er  wiess  auf  bekannte 
Erfahrungen  des  täglichen  Lebens  hin  (Stahlfedern  weiden  während  des  Gebrauches 
weicher)  und  erklärte  aus  ihr  die  Angaben,  wonach  Blasinstrumente  und  Violinen 
durch  öfteren  richtigen  Gebrauch  an  Tonfülle  gewinnen  sollen. 

Gegenüber  den  Beobachtungen  von  Streintz  und  deren  Erklärung  weist 
P.  M.  Schmidt^  nach,  dass  nicht  die  vorausgegangenen  Schwingungen  die  Ursache 
der  Accomodation  sind,  als  vielmehr  die  längere  Zeit  wirkende  Spannung.  Das 
logarithmische  Decrement  nimmt  auch  dann  ab,  wenn  die  Belastung  längere  Zeit 
am  Drahte  hängt,  ohne  dass  er  Schwingungen  ausführt;  z.  B.  fand  Schmidt  für 
einen  Magnesiumdraht  nach  dem  Aufhängen  das  Decrement  e  =  0*01031;  nach- 
dem er  10  Tage  gehangen  hatte,  ohne  dass  er  Schwingungen  ausführte,  war 
t  =  000664.  Spannt  man  den  Draht  einige  Zeit  ab,  so  ist  das  Decrement  nach 
der  Ruhepause  wieder  gestiegen,  um  nach  längerer  Belastung  wieder  zu  fallen. 

Spätere  Versuche  haben  Streintz^  überzeugt,  dass  in  der  That  schon  blosse 


^)  Barus,  PhysüoOische  Verification  von  Maxwblls  Theorie  der  Viscosität  fester  Körper. 
PhiL  Mag.  (5)  26,  pag.  183.  1888. 

*)  BüTCHER,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  VIEL  1878;   BeibL  2,  pag.  625—632.  1878. 

')  G.  Wiedemann,  Pogg.  Ann.  103,  pag.  563.  1858;  106,  pag.  161.  1859;  u.  107, 
pag.  139.  1860;  Berl.  Monber.  1860;   Pogg.  Ann.  117,  pag.  193.  1862. 

^)  G.  WiEDEAfANN,  WiED.  Ann.  6,  pag.  502.  1879. 

*)  Streintz,  Pogg.  Ann.  153,  pag.  387.  1874;   Wien.  Ber.  79.  1874. 

^  SCHBfiDT,  WiED.  Ann.  2,  pag.  48,  241.  1877. 

')  Steeintz,  Wien.  Ber.  80,  pag.  397;   Carl.  Rep.  16,  P»«.  4:f)6^it||§%yGoOQle 
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Belastung  ausreicht,  um  das  logarithmische  Decrement  abnehmen  zu  lassen,  dass 
aber  auch  die  früher  von  ihm  allein  angenommene  Accomodation  an  die 
Schwingungsbewegung  vorhanden  ist.  —  Er  fand  femer,  dass  die  bereits  einge- 
tretene Accommodation  durch  jede  Störung  der  molekularen  Anordnung  wieder 
aufgehoben  wird  (Verbiegung,  Erschütterung,  Erwärmung). 

Streintz  fand  femer,  dass  wiederholte  Torsionen  um  grosse  Winkel  die  zu- 
rückbleibenden Deformationen  vergrössern,  wiederholte  Torsionen  um  kleine 
Winkel  dagegen  dieselbe  verkleinem.  W.  Braun  und  A.  Kurz^)  bestätigten  dies 
Resultat  Sie  folgern  daraus,  dass  Decremente,  welche  man  bei  einer  mit  grosser 
Amplitude  beginnenden  Beobachtungsreihe  erhält,  einen  gestörten  Verlauf  zeigen 
and  daher  die  Frage,  wie  das  Decrement  von  der  Amplitude  abhängt  (vergl.  §  23) 
schwer  definitiv  zu  erledigen  ist.  — 

Auch  bei  wiederholten  Temperaturändemngen  zeigt  die  Nachwirkung,  wie 
Th.  Schröder  fand  *),  eine  Accommodation,  d.  h.  die  Nachwirkung  ist  bei  einem 
Drahte  {Ag),  nachdem  er  einige  Mal  auf  100°  erwärmt  war,  viel  kleiner. 

Auch  die  Schwingungsdauer  nimmt  mit  wachsender  Zeit  für  die.  Dauer  der 
Belastung  ab,  ob  nun  der  Draht  in  der  Zwischenzeit  Schwingungen  ausführte,  oder 
nur  belastet  blieb  ^.  Dies  wurde  aber  nur  beobachtet,  wenn  die  Belastung  ver- 
grössert  worden  war.  An  einem  Kupferdrath  dagegen  hatte  Warbxjrg*)  früher 
gefunden,  dass  die  Schwingungsdauer  mit  wachsender  Zeit  abnahm,  gleichgültig,  ob 
die  Schwingungsänderung  in  einer  Zu<  oder  Abnahme  der  Spannung  bestanden  hatte. 

lieber  den  Einfluss  der  Zeit,  welche  der  Draht  schon  schwingt,  auf  den 
Torsionsmodul  vergl.  Pisati,  1.  c,  §  23.  Die  Schwingungsdauer  nimmt  nach 
längerem  Schwingen  ab,  beim  Silber  z.  B.  im  Verhältniss  von  1-0038 :  1*0000 
(1.  c,  pag.  19). 

21)  Statisch  und  dynamisch  bestimmte  Elasticitätsmoduln.  Der 
Unterschied,  welchen  man  nach  beiden  Methoden  gewöhnlich  erhält,  ist  bekannt. 
Er  kann,  namentlich  bei  Bestimmungen  von  Längsverschiebungen,  wohl  von 
Nachwirkung  herrühren,  da  er  statisch  in  der  Regel  grösser  ausfällt^).  Durch 
eine  sehr  elegante  und  genaue  Methode  hat  Warburg  die  Torsionscoefficienten 
auf  statischem  und  d3mamischem  Wege  an  demselben  Draht  bestimmt^).  Sie 
beruht  auf  der  Vergleichung  des  Torsionsmomentes  mit  dem  Drehungsmoment, 
einer  bifilaren  Aufhängung.  Auch  hier  fanden  sich  die  Torsionsmomente  statisch 
bestimmt  sämmtlich  kleiner  als  dynamisch  gemessen  (Stahl  0*1^,  Eisen  0*6  f, 
Kupfer  2*8^).  Nach  Warburg  erklärt  sich  dies  aber  am  einfachsten  durch  die 
Annahme,  dass  die  elastischen  Pressungen  etwas  langsamer  wachsen  als  die 
Deformationen.  — 

Schröder')  fand  für  Silber 

Drehungsmoment  statisch        a.oq7  k  •  i^v-io 

Drehungsmoment  dynamisch  ' 

=  0-918    „    99-7^ 

22)  Drähte,  welchen  man  eine  permanente  Torsion  ertheilt  hat,  verlieren 
durch  Belastung   einen  Theil  derselben.    Wiederholte  Belastung  und  Entlastung 


1)  W.  Braun  u.  A.  Kurz,  Carl.  Rep.  17,  pag.  253.  1881. 

^  Schröder,  Wird.  Ann.  28,  pag.  369.  1886. 

*)  Baumeister,  Wied.  Ann.  18,  pag.  578.  1883. 

*)  Warburg,  Wied.  Ann.  10,  1.  c. 

5)  Vergl.  über  die  Literatur  Warburg,  Wied.  Ann.  10,  pag.  20.  1880. 

«)  L  c,  pag.  13  ff.  Cc^c^n\o 

7)  Schröder,  Wied.  Ann.  28.  Digitized  by  VjUU^LV^ 
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wirken  in  gleichem  Sinne  mit  abnehmender  Intensität,  bis  der  Draht  in  einen 
Constanten  Zustand  gelangt  ist.  Dann  tritt  eine  dauernde  Aenderung  der  per- 
manenten Torsion  nicht  mehr  bei  Spannungsänderung  ein.^). 

Belastet  man  den  Draht  in  diesem  Zustande,  so  tordirt  er  sich,  wie  Warburg 
fand,  und  kehrt  nach  Fortnahme  der  Belastung  in  seine  alte  Lage  zurück.  Der 
Sinn  dieser  temporären  Torsion  ist  der  gleiche  wie  der  Sinn  der  perma- 
nenten Torsion,  welche  dem  Drahte  ertheilt  war.*)  Diese  Erscheinung,  welche 
namentlich  gut  an  Kupferdrähten  zu  beobachten  war  (bei  Messing  bemerkte  sie 
WiEDEMANN  nicht),  erklärt  Warburg")  daraus,  dass  der  Draht  anisotrop  (äolotrop) 
geworden  ist.  Bei  der  Torsion  findet  in  Richtungen,  die  senkrecht  zum  Radius 
des  Querschnittes  stehen  und  d=45°  gegen  die  Axe  des  Drahtes  geneigt  sind, 
resp.  Compression  und  Dilatation  statt.  Der  Draht  verhält  sich,  wenn  seine 
Substanz  diesen  Kräften  nachgegeben  hat,  wie  ein  Krystall  des  rhombischen 
Systems.  Wenn  der  Grad  der  Anisotropie  auch  nicht  gleichmässig  im  Drahte 
vertheilt  ist,  da  die  Verschiebungen  nach  aussen  zu  grösser  sind,  so  folgt  doch 
hieraus  die  beobachtete  Erscheinung;  und  zwar  wäre  der  Elasticitätsmodul  in 
derjenigen  Richtung,  in  welcher  permanente  Dehnung  stattgefunden  hat,  kleiner, 
als  für  diejenige,  nach  welcher  die  Substanz  comprimirt  ist*)  — 

Schröder^)  schliesstaus  der  Aenderung  der  Ruhelage  eines  tordirten  Silber- 
drahtes bei  Temperaturerhöhung,  dass  auch  der  thermische  Ausdehnungsco^fficient 
in  der  Richtung  der  permanenten  Dehnung  grösser  als  in  derjenigen  der  per- 
manenten Compression  sei. 

23)  Dämpfung.  Abhängigkeit  von  der  Amplitude.  Einfluss  der 
Temperaturänderung.  Nach  Gauss  nnd  Weber  soll  das  logarithmische 
Decrement  constant  sein,  unabhängig  von  der  Amplitude,  d.  h.  die  Dämpfung 
in  jedem  Moment  proportional  der  Geschwindigkeit  W.  Thomson  •)  machte  auf 
eine  Abhängigkeit  des  Decrements  von  der  Amplitude  aufmerksam,  später 
last  gleichzeitig  Streintz^  für  Torsionschwingungen  und  der  Referent")  für  Trans- 
versalschwingungen von  Stäben.  In  den  letzteren  Beobachtungen  ist  aber  noch 
der  Einfluss  der  Luflreibung  enthalten  und  es  lässt  sich  daher  aus  ihnen  nach 
der  Ansicht  des  Referenten  nicht  direct,  wie  es  vielfach  geschehen  ist,  ein  Ein- 
fluss der  Amplitude  aut  die  innere  Reibung  folgern.  Auch  Schwingungen  von 
Saiten  scheinen  mir  aus  demselben  Grunde  nicht  vergleichbar.  Es  sei  daran  er- 
innert, dass  Warburg  ^  bei  Torsionsschwingungen  (für  den  inneren  Widerstand) 
grösseres  Decrement  bei  grösserer  Schwingungsdauer  beobachtete;  die  stärkere 
Dämpfung,  welche  er  z.  B.  in  Blei  und  Kautschuk  für  die  Fortleitung  gerade 
der  höheren  Töne  fand,  sieht  er  daher  in  der  Bildung  kleinerer  schwingender 
Unterabtheilungen  begründet 


1)  WiEDBMANN,  WiED.  Ann.  6,  1.  c. 

*)  Warburg,  Wkd.  Ann.  lo,  pag.  28. 

3)  Auch  W.  Thmoson,  Art  Elasticity.  Encyclop.  Brit.  1878. 

^)  VergL  weitere  Beobachtungen  von  Himstedt,  Wird.  Ann.  17,  pag.  701.  1882.  Er  findet 
die  Erscheinung  allgemein;  man  hat  aber  zwei  Gruppen  von  Körpern  zu  unterscheiden;  bei 
den  einen  giebt  Belastung  Torsion,  bei  den  anderen  Detorsion.  Zur  letzten  Gruppen  gehören 
Messing,  Aluminium,  Nickel. 

*)  Schröder,  Wird.  Ann.  28. 

«)  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  30. 

')  Streintz,  Pogg.  Ann.  153,  1.  c. 

^  Braun,  Pogg.  Ann.  151,  pag.  260.  1874.  ^  t 

^  Warburg,  Pogg.  Ann.  139,  pag.  89.  1870.  Digitized  by  VjOOglC 
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P.  M.  Schmidt  1)  fand  für  langsame  Torsionsschwingungen  eine  Zunahme  des 
logarithroischen  Decrements  mit  zunehmender  Amplidude;  gleichzeitig  erhielt  er 
aber  auch  für  die  gleichen  Amplituden  ein  grösseres  Decrement  t,  wenn  der  Draht 
mit  grösseren  Anfangsamplituden  seine  Bewegung  begonnen  hatte.  Es  ergab  sich 
z.  B.  fllr  dieselbe  Amplitude  von  14260"  ein  Werth  t  =  001 862,  wenn  die  Anfangs- 
amplitude  17669'',  so  dagegen  t  =  0*02060,  wenn  die  erste  Amplitude  ^  45466'' 
gemacht  war. 

In  höherer  Temperatur  wird  die  Dämpfung  grösser  (Streintz).  Dabei  fand 
aber  Schmidt  auch  wieder,  dass  eine  Temperaturänderung  ähnlich  wie  eine  Be- 
lastungsänderung wirkt;  d.  h.  wenn  die  Temperatur  des  Drahtes  schon  einen 
Constanten  etwa  20°  höheren  oder  niederen  Werth  als  vorher  hat,  so  ändert  sich 
das  Decrement  doch  noch  längere  Zeit'). 

G.  WiEDEMANN^  fand  für  einen  Silberdraht  bei  100®  einen  sehr  starken  Ein- 
fluss der  Belastung  auf  die  Dämpfung.  Wird  aber  nach  einer  stärkeren  Belastung 
eine  schwächere  angewendet,  so  sinkt  das  Decerement  sofort  auf  den  dieser 
letzteren  entsprechenden  früheren  Werth.  Lässt  man  die  Drähte  aber  auch  bei 
stärkerer  Belastung  sehr  lange  Zeit  fortschwingen,  so  nähert  sich  das  Decrement 
immer  mehr  dem,  welches  sie  bei  der  niederen  Belastung  besitzen.  Bei  diesen 
Versuchen  änderte  sich  mit  der  Belastung  auch  das  Trägheitsmoment. 

Bei  geglühtem  Eisendraht  fand  dagegen  Messer^),  dass  bei  gleicher  Be- 
lastung das  Verhältniss  des  logarithmischen  Decrements  bei  20  und  100®  mit 
abnehmender  Schwingungsdauer  wächst.  — 

Dagegen  beobachtete  wieder  für  Eisen  Klemen^ics)  weder  einen  Einfluss  der 
Magnetisirung  noch  einen  merklichen  der  Temperatur  auf  das  Decrement. 

Aus  den  ausgedehnten  Versuchen  Pisati's,  der  Silber«),  Stahl,  Eisen,  Kupfer, 
Messing,  Gold,  Platin,  Aluminium  bis  zu  Temperaturen  von  300°  prüfte,  würde 
folgen,  dass,  sobald  der  Draht  in  einen  stationären  Zustand  gelangt  ist,  das 
logarithmische  Decrement  immer,  meistens  sehr  erheblich  mit  steigender  Tem- 
peratur zunimmt  (für  Silber  ist  es  bei  300°  ca.  150  mal  grösser  als  bei  30°). 

24)  Eine  dreifache  Wander un|g  der  Ruhelage  unterscheidet  Tammen 
(für  Torsion)^,  nämlich  1)  eine  oft  Jahre  lang  anhaltende  I.  Art;  sie  entsteht 
durch  die  Aenderung  der  Belastung;  2)  eine  oscillatorische  Bewegung  der  wirk- 
lichen Gleichgewichtslage  um  die  experimentell  bestimmte  Ruhelage;  ihre  Periode 
ist  gleich  der  Dauer  der  Torsionsschwingungen  des  Drahtes;  sie  rührt  daher,  dass 
die  mittleren  Querschnitte  eines  tordirten  und  an  beiden  Enden  festgehaltenen 
Drahtes  sich  noch  lange  nach  der  neuen  Ruhelage  hinbewegen  (O.  E.  Meyer, 
Neesen).  3)  Eine  vorher  nicht  beobachtete  Wanderung  IH.  Art,  welche  darin 
besteht,  dass  die  Ruhelage,  während  die  Amplituden  in  einer  Beobachtungsreihe 

1)  Schmidt,  Wied.  Ann.  2,  pag.  241.  1877. 

^  Ueber  die  Abhängi^eit  des  Decrementes  von  Länge,  Querschnitt  und  Temperatur  des 
Drahtes  vergL  die  ausführliche  Abh.  Vergl.  femer  zu  den  Controversen  zwischen  Schmidt  und 
Stredttz  die  Arbeiten  von  W.  Braun  und  A.  Kurz  (LiteraturUbersicht). 

>)  6.  WiKDEMANN,  WiED.  Ann.  6,  pag.  517— -519. 

*)  Messer,  Wien.  Ber.  78,  pag.  935.    Fortschr.  35,  pag.  225.  1879. 

B)  KuEMBNcic,  Ber.  d«  nat  Ges.  zu  Freiburg  i.  Br.  1877. 

^  PiSATi,  Gaz.  chnnica  Ital.  ThL  VI.  1876;  Thl.  Vn.  1877,  109  Seiten.  Eine  übersicht- 
liche Darstellung  und  Berechnung  der  Versuche  siehe  Streintz,  CarL  Rep.  16,  pag.  502. 

')  Tammen,  CarL  Rep.  18,  pag.  348—381.  1881;  Beibl.  6,  pag.  564.  1882.  VergL  Tammen, 
1.  c  20,  pag.  413—417.   1884;  Beibl.  8,  pag.  850.    1884.    W.  Braun  u.  A.  Kürz,  Carl.  Rep.  15,    ' 
1879;    17,  1881;  18,  pag.  665.  1882;  Beibl.  5,  pag.  393— 399-  i^«»»'   «.  P«g- i77/VlM^ijy  iC 

22* 


340  Elastisch«  Nachwirkung. 

abnehmen,  in  entgegengesetztem  Sinn  zu  demjenigen  wandert,  in  welchem  sie 
sich  in  Folge  andauernder  oder  vermehrter  Belastung  bewegt  Die  Wanderung 
m.  Art  ist  um  so  grösser,  je  länger  der  Apparat  schon  benutzt  ist  Sie  wurde 
an  einem  Stahldraht  deutlich  erkannt  Diesen  drei  Wanderungen  sollen  sich  drei 
logarithmische  Decremente  zuordnen. 

25)  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Nachwirkung.  Bei  höherer 
Temperatur  ändert  sich  die  Nachwirkung  in  der  früher  ausführlich  nach  den 
Versuchen  von  F.  Kohlrausch  erörterten  Weise.  Weitere  Beobachtungen  über  den 
Einfluss,  welche  eine  rasche  Temperaturänderung  hat,  sind  von  Th.  Schröder 
gemacht!),  a)  Wird  ein  Draht  bei  100°  tordirt,  losgelassen,  die  Nachwirkung 
beobachtet  und  schnell  abgekühlt,  so  wird  die  Drehung  plötzlich  nach  der  Ruhe- 
lage hin  beschleunigt,  aber  nur  auf  kurze  Zeit.  Die  Bewegung  hörte  dann  auf, 
bis  die  Temperatur  von  neuem  erhöht  wurde.  War  diese  Erwärmung  eingetreten, 
so  drehte  sich  der  Spiegel  wieder  etwas  von  der  Ruhelage  fort,  dann  aber 
wieder  derselben  zu.  b)  Wird  umgekehrt  bei  niederer  Temperatur  die  Nachwirkung 
eingeleitet  und  dann  die  Temperatur  erhöht,  so  läuft  die  Nachwirkung  rasch  ab. 

A.  Miller')  hat  den  Einfluss  der  Temperaturerhöhung  (20—100^  auf  die 
elastische  Dehnung  und  deren  Nachwirkung  bei  Eisen  untersucht  Der  Modul 
der  gesammten  Dehnung  sowohl,  als  derjenige  der  elastischen  Dehnung  nimmt  mit 
steigender  Temperatur  ab;  letzterer  der  Temperaturdi£ferenz  proportional;  doch 
gilt  dieses  Gesetz  erst,  wenn  der  Draht  durch  wiederholtes  Erwärmen  und  Ab- 
kühlen in  den  sogen.  Normalzustand  gekommen  fst.  Vorher  besitzt  der  Modul 
der  elastischen  Dehnung  zwischen  10  und  20°  ein  Maximum.  *-  Es  ist 

^""'~^'' 00495;    ^'«»'7^°'  = -0-0428.    ^^"""T^"" 0-1897. 

ÜQ  -^0  -^0 

Darin  bedeuten  E  d\t  Moduln  der  gesammten  Dehnung  bei  resp.  100°  und 
0°;  E*  die  Moduln  der  elastischen  Dehnung,  E*'  diejenigen  der  elastischen 
Nachwirkung. 

Dass  die  elastische  Nachwirkung,  welche  der  gleichen  Deformation  entspricht, 
im  Allgemeinen  grösser  ausfällt,  wenn  die  Deformation  bei  höherer  Temperatur 
stattfindet,  ist  schon  §  7  besprochen.  Ueber  das  entgegengesetzte  Verhalten 
zum  Kautschuk  vgl.  daselbst.  Auch  Glas  verhält  sich  nach  den  Beobachtungen 
von  Weidmann  S)  wie  Kautschuk. 

26)  Thermische  und  elastische  Nachwirkung.  WEroMANN*)  hat  die 
bekannten  Nullpunktsänderungen  der  Thermometer,  welche  nach  dem  Erhitzen 
auftreten,  verglichen  mit  der  elastischen  Nachwirkung,  welche  Stäbe  der  gleichen 
Glassorte  nach  einer  Deformation  zeigen  (insbesondere  wurden  Biegungen  be- 
nutzt). Vergrössert  man  das  Volum  der  Glashülle,  indem  man  von  innen  Ueber- 
druck  wirken  lässt,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  auch  eine  elastische  Nach- 
wirkung; bringt  man  die  gleiche  Volumänderung  durch  Erwärmen  hervor,  so 
entsteht  eine  thermische  Nachwirkung.  Beide  sind  aber  nicht  direct  mit  einander 
zu  vergleichen. 

Nach  Pernet  ist  die  letztere  nämlich  proportional  dem  Quadrate  der  Tem- 
peraturerhöhung, die  elastische  Nachwirkung  dagegen  der  ersten  Potenz  der 
Deformation.    In  der  That  sind  beide  Gestaltsänderungen  auch  nicht  von  gleichen 

1)  Schröder,  Wikd.  Ann.  28,  pag.  369—393.  1886. 

«)  Miller,  Sitzb.  d.  bayr.  Ak.  1882.  pag.  377—463;   BcibL  7,  pag.  223.  1883. 
^  Wetomann,   Wied.  Ann.  29,  pag.  214.    1886;    vergl.  daselbst  auch  die  Literatur  über 
thennische  Nachwirkung.  Digitized  by  ^^(^  ^^ .t: 
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Verschiebungen  begleitet;  dazu  mtisste  man  den  Druck  von  allen  Seiten  auf 
das  Glas  wirken  lassen.  Bezeichnet  man  aber  Gläser,  welche  entweder  keine 
elastische  Nachwirkung  (bei  Biegung,  Torsion  oder  Volumveränderung  durch 
einseitigen  Druck)  oder  nur  eine  rasch  verlaufende  besitzen,  als  elastisch 
gilt,  so  lässt  sich  doch  sagen,  dass  elastisch  gute  Gläser  im  Allgemeinen  auch 
thermisch  gut  sind.  >Glas  von  grosser  resp.  geringer  thermischer  Nachwirkung 
zeigt  auch  grosse  resp.  geringe  elastische  Nachwirkung  und  umgekehrt.c  Die 
Zusammensetzung  der  Gläser  steht  damit  in  dem  Zusammenhang,  dass  solche 
Gläser,  welche  nur  ein  Alkalimetall  (Natron  oder  Kali)  enthalten,  besser  sind, 
als  solche  mit  zweien;  ein  grosser  gleichzeitiger  Gehalt  an  beiden  ist  schädlich; 
cet,  par.  sind  solche,  welche  zwar  beide  Alkalien,  aber  in  geringem  Procentsatz, 
enthalten,  besser  als  die  an  beiden  reichen  Gläser. 
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Hydrostatik. 

Allgemeines.  Die  Hydrostatik  ist  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  der 
Flüssigkeiten.  Der  Ausgangspunkt  dieser  Lehre  ist  nach  dem  oben  (s.  Artikel 
»Aggregatzuständec)  Gesagten  die  Thatsache,  dass  in  Flüssigkeiten  alle  Vorgänge, 
soweit  sie  nicht  durch  vorhandene  Geschwindigkeiten  bedingt  sind,  auf  eine 
einzige  Grösse,  die  man  schlechthin  den  Druck  nennen  kann,  zurückzu- 
führen sind,  und  dass  dieser  Druck  sich  nach  allen  Richtungen  gleichmässig 
und  senkrecht  zu  den  Flächen,  aui  die  er  wirkt,  fortpflanzt  Von  den  zahl- 
reichen Beobachtungen  und  Experimenten,  welche  diese  Thatsache  darlegen, 
genüge  es  hier,  eine  anzuführen.  Versieht  man  eine  Spritze  mit  zahlreichen, 
nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  vertheilten  Oeflhungen  und  lässt  das 
Wasser  durch  alle  gleichzeitig  austreten,  so  sieht  man  erstens,  dass  jeder  Strahl 
zunächst  senkrecht  gegen  seine  Oeffnung  austritt  (erst  später  nimmt  er  in  Folge 
der  Wirkung  der  Schwere  eine  andere  Richtung  ein)  und  zweitens,  dass  alle 
Strahlen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  austreten. 

Die  Gleichheit  des  Druckes  bezieht  sich  natürlich  auf  gleich  grosse  Flächen, 
und  hieraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  für  verschieden  grosse  Flächen  der  Druck 
proportional  der  Grösse  dieser  Flächen  ist.  Dies  gilt  sowohl  von  dem  von 
aussen  her  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten,  als  auch  von  dem  im  Innern  derselben 
fortgepflanzten  Druck.  Wird  ersterer  etwa  durch  einen  Stempel  ausgeübt,  welcher 
mit  einer  Kraft  von  p  Kilo  in  die  Flüssigkeit  hineingedrückt  wird,  oder  wird  der 
Stempel,  der  an  sich  die  Flüssigkeit  nur  eben  berührt,  ohne  sie  zu  drücken,  mit 
Gewichtsstücken  im  Betrage  von  p  Kilo  belastet,  so  ist,  unter/ die  Stempelfläche 
verstanden,  der  Druck  auf  die  Fläche  /  gleich  /,  derjenige  auf  die  Flächeneinheit 
gleich  ///,  und  der  auf  irgend  eine  Fläche  F  wirkende  p  •  F/f,  Gewöhnlich  hat 
man  Angaben  über  den  Druck  ohne  nähere  Bezeichnung  der  Druckfläche  ver- 
schieden zu  verstehen,  je  nachdem  es  sich  um  den  äusseren  Druck  oder  um 
den  inneren  Druck  handelt;  im  ersteren  Falle  ist  der  Druck  auf  die  gesammte 
Druckfläche  gemeint,  im  letzteren  Falle  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit.  Ein 
Punkt  im  Innern  einer  Flüssigkeit  erfährt,  auch  wenn  ein  künstlicher  Druck  auf 
die  letztere  von  aussen  nicht  ausgeübt  wird,  doch  einen  natürlichen  Druck  in 
Folge  des  Gewichtes  der  über  ihm  lastenden  Flüssigkeitssäule.  Für  den  ge- 
sammten  Querschnitt  eines  cylindrischen  Gefässes  z.  B.  ist  dieser  Druck 

F^fhs,  (1) 

wo/ die  Fläche  des  Querschnittes,  h  die  Höhe  der  über  ihm  befindlichen  Flüssig- 
keitssäule und  s  deren  specifisches  Gewicht  ist;  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit 
wird  also 

/  =*  ^^-  Digitized  by  GoOglt:  W 
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Wirkt  auf  die  Oberfläche  ausserdem  noch  ein  künstlicher  Druck,  welcher 
für  die  Flächeneinheit  p^  beträgt,  so  wird 

p^p^^hs.  (3) 

Diese  Formel  gilt  auch  für  ein  nichtcylindrisches  Gefäss,  wenn  unter  h  all- 
gemein die  Tiefe  der  betrachteten  Einheitsfläche  unter  der  Oberfläche  verstanden 
wird.    Für  eine  beliebige  Fläche  ^wird  dann,  wenn  ein  künstlicher  Druck  nicht 

ausgeübt  wird, 

F^  Fhs. 

Füllt  man  also  Gefässe  Ton  der  verschiendensten  Form,  aber  der  gleichen 
Bodenfläche  bis  zu  gleicher  Höhe  mit  derselben  Flüssigkeit,  so  ist  der  Boden- 
druck in  allen  der  nämliche  i 
(Fig.  130).  Man  ersieht  hier-  ^^ 
aus,  dass  es  für  den  Boden-  p^^ 
druck  auf  die  Menge  der  fr^ 
drückenden  Flüssigkeit  nicht  ^^^  iw.) 

ankommt  Dieser  Satz  ist  schon  von  Pascal i)  als  das  hydrostatische  Paradoxon 
ausgesprochen  worden.  Ist  z.  B.  die  Bodenfläche  F^  100  qcm,  A  =  20  cm  und  die 
Flüssigkeit  Wasser,  also  s  ^  1  gr,  so  wird  F=^  2000  ^r  =2>&.  Man  kann  übrigens 
auch  sagen:  Der  Druck,  den  der  Boden  eines  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Gefässes 
auszuhalten  hat,  ist,  unabhängig  von  der  Gestalt  des  Gefässes,  gleich  dem  Gewicht 
einer  vertikal  cylindrischen  Flüssigkeitssäule,  deren  Basis  gleich  der  Bodenfläche 
und  deren  Höhe  gleich  der  Tiefe  des  Bodens  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel  ist 

Zur  experimentellen  Prüfung  dieses 
Satzes  sind  zuerst  von  Pascal,  später  von 
Masson  u.  A.  Apparate  construirt  wor- 
den, welche  sämmtlich  den  Zweck  ver- 
folgen, den  Bodendruck  durch  Gewichte 
zu  equilibriren.  Bei  dem  MASsoN'schen 
Apparat  z.  B.  besteht  der  Boden  aus  einer 
Glasplatte  MN,  welche,  mit  einem  durch 
das  Gefäss  geführten  Faden  T  an  dem 
Ende  des  einen  Waagenbalkens  F  einer 
Waage  aufgehängt,  das  Gefäss  grade  ver- 
schliesst  Wendet  man  nun  verschieden 
geformte  Gefässe  A,  B,  C,  deren  Boden- 
fläche aber  dieselbe  ist,  der  Reihe  nach 
an,  so  findet  man,  dass  man  auf  die 
andere  Waagschale  in  allen  Fällen  das  . 
gleiche  Gewicht  auflegen  muss,  umfe 
die  Platte  MN  eben  noch  am  Herab-^ 

sinken  zu  verhindern.    Bei  einem  andern  (Pii.  iw.) 

Apparat  dieser  Art  wird  die  Bodenplatte  auf  das  Ende  des  einen  Waagebalkens 
aufjgesetzt  und  dann  die  Gefässe  auf  sie  gestellt. 

Den  hiemach  bestehenden  charakteristischen  Unterschied  zwischen  festen 
und  flüssigen  Körpern  kann  man  sich  durch  das  folgende  interessante  Experiment 
in  sehr  deutlicher  Weise  veranschaulichen.  Das  weite,  aber  in  einen  engen 
Cylinder  auslaufende  Gefäss  G  (Fig.  132)  stelle  man  mittelst  eines  Stativs  S  fest 
auf  und  schliesse   es  unten    durch  den  beweglichen  Kolben  AT,   der  durch  den 


^)  Pascal,  Traite  de  requilibre  des  liqueurs  etc.     Paris    1662. 
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OberflXchengestalt. 


(Ph.  182.) 


Faden  F  an  einer  Waage  aufgehängt  ist.    Füllt  man  nun  das  Gefäss  mit  Wasser, 
so  muss  man  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  auf  die  andre  Waagschale  sehr 

beträchtliche  Gewichte  legen;  lässt 
man  aber  jetzt  die  Flüssigkeit  ge- 
frieren, so  dass  sie  sich  von  den 
Wänden  loslöst,  so  kann  man  den 
grössten  Theil  jener  Gewichte  wieder 
hinwegnehmen.  Und  zwar  ergeben 
sich  die  Gewichte,  wenn  Q  und  q 
die  Querschnitte,  ^und  k  die  Höhen 
des  unteren  und  oberen  Theils  des 
Gefässes  sind,  im  ersten  Falle  zu 
Q^N-^/i),  im  letzteren  nur  zu 
QH-^-  qhf  dort  also  gleich  dem  Gewichte  einer  Wassersäule  von  der  Höhe  der 
wirklichen,  aber  überall  gleichen  Querschnitt  Q,  hier  gleich  dem  wirklichen  Ge* 
wichte  des  auf  dem  Kolben  lastenden  Eises. 

Es  möge  hier  bemerkt  werden,  dass  man  in  diesem  und  andern,  das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeiten  betreffenden  Fällen  sich  in  sehr  einfacher  Weise  ein 
Yerständniss  der  Erscheinungen  verschafit,  wenn  man  das  Princip  der  virtuellen 
Yerrückungen  (s.  Art  Allg.  Mechanik,  pag.  47)  zur  Anwendung  bringt 

Auf  dem  hydrostatischen  Paradoxon  beruht  eine  Reihe  praktischer  Apparate, 
bei  denen  Nutzen  davon  gezogen  wird,  dass  in  Flüssigkeiten  ein  Druck,  der  von 
einem  kleinen  Querschnitt  ausgeht,  auf  einen  grösseren  Querschnitt  sich  gewisser- 
maassen  in  vergrössertem  Maassstab  überträgt  Hierher  gehört  z  B.  die  Real- 
sehe  Extraktpresse  zum  Auslaugen  pflanzlicher  Stoffe  unter  starkem  Flüssig- 
keitsdruck. 

Oberflächengestalt  Eine  Flüssigkeitsmasse  ist  entweder  überall  von 
festen  Wänden  eingeschlossen,  oder  sie  grenzt  theilweise  oder  ganz  an  andere 
Flüssigkeiten  oder  Gase,  z.  B.  an  Luft  Man  nennt  diese  letzteren  Grenzen 
freie  Oberflächen,  weil  die  Beweglichkeit  der  Grenztheilchen  hier  ungehindert  ist 
Soll  also  Gleichgewicht  stattfinden,  so  müssen  die  verschiedenen  wirksamen 
Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben.  Als  eine  dieser  Kräfte  hat  man  den  von  innen 
her  fortgepflanzten  Druck  zu  betrachten;  derselbe  steht  auf  der  Oberfläche  senk- 
recht. Es  muss  also  auch  die  Resultante  aller  äusseren  Kräfte  auf  der  Ober- 
fläche senkrecht  stehen,  sonst  würde  eine  tangentiale  Kraft  übrig  bleiben,  und  es 
müsste  eine  entprechende  Bewegung  eintreten.  Zwei  dieser  Kräfte,  die  Schwere 
und  der  Druck  der  unter  gewöhnlichen  Umständen  auf  der  Flüssigkeit  lastenden 
Luftsäule,  wirken  vertikal  nach  unten;  sind  sie  die  beiden  einzigen  wirkenden 
Kräfte,  so  muss  also  die  Oberfläche  eine  horizontale  Ebene  sein.  Zu  demselben 
Resultat  kann  man  auch  gelangen,  indem  man  von  der  anderen,  von  einer  freien 
Oberfläche  zu  erfüllenden  Bedingung,  nämlich  von  der  Gleichheit  des  Druckes 
in  allen  ihren  Punkten,  ausgeht  Wäre  diese  Gleichheit  nicht  vorhanden,  so 
würden  ebenfalls  seitliche  Bewegungen  die  nothwendige  Folge  sein.  Soll  nun 
p  as  const  sein,  so  muss  nach  Gleichung  (3),  wenn  nur  die  Schwere  (oder  noch 
andere  Vertikalkräfte)  wirkt,  fUr  alle  Punkte  der  Oberfläche  h  =s  const  sein,  d.  h. 
die  Oberfläche  ist  eine  horizontale  Ebene.  Flächen  gleichen  Druckes  nennt  man 
Niveau  flächen;  eine  dieser  Niveauflächen  ist  die  Oberfläche,  die  übrigen  ver- 
laufen im  Innern  der  Flüssigkeit.  Wirken  nur  Vertikalkräfte,  so  sind  alle  Niveau- 
flächen horizontale  Ebenen;  in  allen  anderen  Fällen  haben  sie  eine  verwickeitere 
Gestalt. 
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Die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  ist,  falls  letztere  sich  nicht  im  leeren 
Räume  befindet,  zugleich  die  Grenzfläche  zwischen  einer  Flüssigkeit  und  einem 
Gase  oder  zwischen  zwei  Flüssigkeiten ;  auch  eine  solche  Grenzfläche  ist  hiemach 
stets  eine  Niveaufläche,  und  zwar,  wenn  nur  die  Schwere  wirkt,  eine  horizontale 
Ebene.  Dabei  sind  noch  zwei  verschiedene  Gleichgewichtszustände  zu  unter- 
scheiden, nämlich  der  stabile,  bei  welchem  die  schwere  Flüssigkeit  unterhalb 
der  leichteren  sich  befindet,  und  der  labile,  bei  welchem  die  Anordnung  die 
umgekehrte  ist;  in  letzterem  Falle  genügt  die  leiseste  Störung  des  Gleichgewichtes, 
um  die  Anordnung  umzukehren  und  das  stabile  Gleichgewicht  herzustellen. 
Uebrigens  ist  auch  die  stabile  Anordnung  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  sich 
die  an  einander  grenzenden  Flüssigkeiten  nicht  mit  einander  zu  mischen  ver- 
mögen; thun  sie  dies,  so  tritt  erst  nach  vollständiger  Mischung  Gleichgewicht 
ein.  Quecksilber,  Wasser  und  Oel  liefern  ein  Beispiel  für  die  geschichtete 
Gleichgewichtsanordnung,  Wasser  und  Alkohol  für  die  Mischung. 

Befindet  sich  eine  Flüssigkeitsmasse  im  Zustande  einer  gleichförmigen 
Rotation  um  eine  vertikale  Axe,  z.  B.  um  ihre  geometrische  Axe,  so  kann  man 
(s.  Art  »Dynamik«,  pag.  75)  von  der  Bewegung  absehen  und  die  Erscheinung  als 

eine  Gleichgewichtserscheinung  behandebi,  wenn 
man  zur  Schwerkraft  noch  die  Centrifugalkraft  hin- 
zufügt. Das  ist  also  ein  Fall,  in  welchem  nicht 
ausschliesslich  Vertikalkräfte  wirken,  und  die 
Niveauflächen,  also  auch  die  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit, werden  daher  nicht  horizontale  Ebenen  sein. 
Um  die  Oberflächengestalt  flir  eine  Flüssigkeits- 
masse, welche  die  Form  eines  Rotationskörpers 
hat,  zu  berechnen,  genügt  es  einen  axialen  Vertikal- 
schnitt (Fig.  133)  zu  betrachten  und  in  diesem  die 
Grenzkurve  abc  zu  bestimmen.  Nun  wirken  in 
irgend  einem  Punkte  P  der  Kurve,  dessen  Axen- 
abstand  r  und  in  welchem  der  Winkel  der  Tan- 
gente mit  der  Axe  MNR^ol  ist,  die  Kraft  g  vertikal  nach  unten  und  die 
Fliehkraft /=w*r  {w  Winkelgeschwindigkeit)  horizontal  nach  aussen;  ihre  Re- 
sultante muss,  um  dem  inneren  Flüssigkeitsdruck  das  Gleichgewicht  zu  halten, 
normal  zur  Tangente  nach  innen  in  der  Richtung  FQ  wirken ;  ihre  Componenten 
PS  und  PR  in  der  Richtung  der  Tangente  müssen  sich  also  aufheben.  Hieraus 
ergiebt  sich 

also 
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Diese  Gleichung  charakterisirt  die  durch 
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X  Vertikal-Coordinate)  dargestellte  Parabel;  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  also 
ein  Rotationsparaboloid.  Ist  ferner  de  das  ursprüngliche  Niveau  der  Flüssigkeit, 
so  muss  das  gehobene  Flüssigkeitsvolumen,  welches  in  unserem  Schnitt  durch 
die  beiden  Flächen  add^  und  cee*  sich  darstellt,  gleich  dem  Hohlraum,  dessen 
Schnitt  d^bt^  ist,  sein.  Für  ein  cylindrisches  Gefäss  ergiebt  sich  hieraus  die 
interessante  Beziehung,  dass  die  Senkung  des  tiefsten  Punktes  gerade  gleich  der 
Hebung  der  höchsten  ist  (im  Falle  der  Figur  ist  bV  nicht  glei(fJ^(j4)y^;^(jOQrC 
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Befinden  sich  mehrere  Flüssigkeiten,  über  einander  geschichtet,  in  einem 
Gefass  und  wird  die  gleichförmige  Rotation  eingeleitet,  so  ordnen  sich  dieselben 
von  aussen  nach  innen  an,  derart,  dass  die  schwerste  Flüssigkeit  zu  äusserst, 
die  leichteste  zu  innerst  sich  befindet,  und  die  Grenzflächen,  so  weit  es  die 
Wände  des  Gefässes  gestatten,  Rotationsparaboloide  sind.  Alle  die  angeführten 
Erscheinungen  lassen  sich  durch  Aufsetzen  der  Gefässe  auf  die  Schwungmascbine 
(s.  Art.  »Dynamik«,  pag.  76)  experimentell  verfolgen. 

Ein  anderer  hierher  gehöriger  Fall  ist  der,  wo  ein  Gefiiss  mit  Flüssigkeit 
um  eine  horizontale,  ausserhalb  gelegene  Axe  derart  rotirt,  dass  sein  Boden  stets 
mehr  oder  weniger  horizontal  bleibt  (wie  z.  B.  bei  gewissen  Wasserrädern).  Die 
Flüssigkeitsoberfläche  ist  dann  stets  ein  Theil  einer  Cylinderfläche  mit  kreis- 
bogenförmigem Querschnitt 

Auch  im  Zustande  der  Ruhe  einer  Flüssigkdt  ist  die  Oberfläche  resp.  Grenz- 
fläche derselben  an  Gase  oder  andere  Flüssigkeiten  erfahrungsgemäss  niemals  in 
allen  ihren  Theilen,  und  zuweilen,  nämlich  bei  geringer  Ausdehnung  dieser 
Oberfläche,  in  keinem  ihrer  Theile  eine  horizontale  Ebene.  Beispiele  bieten  die 
Tropfen  und  die  Flüssigkeitssäulen  in  engen  Röhren.  Man  muss  nach  dem 
Obigen  zum  Verständniss  dieser  Erscheinung  eine  schief  gerichtete  Kraft  an- 
nehmen, welche  man  Cohäsions-  oder  Adhäsionskraft  oder  allgemein  Kapillarität 
nennt;  die  Erscheinungen  der  Kapillarität  bilden  eine  besondere  Klasse  von  Er- 
scheinungen für  sich  (s.  d.). 

Eine  selbständige  Gestalt,  also  auch  eine  charakteristische  und  ringsum  freie 
Oberfläche  kann   eine  Flüssigkeit  nur  dann  annehmen,    wenn  sie  der  Wirkung 

äusserer  Kräfte,  also  auch  der  Schwere, 
gänzlich  entzogen  ist  Unter  natürlichen 
Verhältnissen  kann  dieser  Fall  nur  bei  Welt- 
körpem  eintreten,  welche,  soweit  sie  nicht 
noch  flüssig  sind,  nach  der  Kant-Laplace- 
schen  Theorie  es  wenigstens  früher  waren; 
auf  künstlichem  Wege  kann  man  jedoch  auch 
irdische  Flüssigkeitskörper  der  Schwere  ent- 
ziehen, indem  man  sie  in  eine  gleich  schwere,  mit  ihnen  nicht  mischbare  Flüssig- 
keit bringt.  Man  sehe  hierüber  weiter  unten  in  der  »Mathematischen  Theoriec. 
Kommunicirende  Röhren.  Jede  Flüssigkeit  hat,  wenn  nur  Vertikalkräfte 
wirken,  nach  dem  Obigen  eine  horizontale  Ebene  zur  Oberfläche,  welches  auch 
die  Gestalt  des  Gefässes,  in  dem  sie  sich  befindet,  sein  möge,  also  auch  dann, 
wenn  man  den  Zusammenhang  dieser  Oberfläche  durch  Eintauchen  fester 
Körper  oder  durch  die  Wahl  der  Gefässform  theilweise  oder  völlig  unterbricht. 
Letzteres  tritt  insbesondere  ein,  wenn  das  Gefass  eine  U- förmige  Gestalt 
hat  oder  wenn  man,  was  im  Wesentlichen  auf  dasselbe  hinauskommt,  zwei 
vertikale  oder  geneigte  Gefässe  oder  Röhren  durch  eine  horizontale  Röhre  oder 
durch  Eintauchen  in  ein  grösseres  Gefass  verbindet.  Man  nennt  solche  Ein- 
richtungen allgemein  communicirende  Röhren,  und  es  folgt  aus  dem  Gesagten 
unmittelbar,  dass,  wenn  man  dieselben  über  das  Verbindungsstück  hinaus  mit 
Flüssigkeit  füllt,  die  beiden  getrennten  alsdann  vorhandenen  Oberflächen  in  den 
beiden  Schenkeln  Theile  einer  und  derselben  horizontalen  Ebene  sind;  dabei 
können  diese  Schenkel  jede  beliebige,  und  zwar  jeder  eine  andere  Gestalt 
haben,  insbesondere  bei  cylindrischer  Gestalt  eme  beliebige  und  verschiedene 
Weite  (Fig.  134).  Wie  man  sieht,  unterscheidet  sich  ein  solcher  Apparat  bei  aller 
Analogie  mit  einer  gleicharmigen  Waage  doch  gerade  im  Wesentlichen  von  ihr, 
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insofern  bei  der  Waage  gleiche  Gewichte,  bei  den  communicirenden  Röhren 
aber  gleiche,  auf  die  Flächeneinheit  wirkende  Drucke  (in  diesem  Falle  also 
gleiche  Höhen),  also  oft  sehr  ungleiche  Gewichte  sich  äquilibriren ;  die  Ursache  ist 
eben  die  allseitige  gleichförmige  Fortpflanzung  des  Druckes  in  Flüssigkeiten. 

Auch  wenn  man  in  den  Apparat  zwei  verschiedene,  sich  nicht  mischende 
Flüssigkeiten  füllt,  tritt  noch  Niveaugleichheit  in  beiden  Schenkeln  ein,  falls  man 
die  schwerere  Flüssigkeit  zuerst,  und  zwar  nur  so  viel  von  ihr  eingiesst,  dass  sie 
die  Verbindungsröhre  nur  theilweise  ausfüllt,  der 
noch  zur  Verfügung  bleibende  Füllraum  also  noch 
immer  ein  einziger  zusammenhängender  Raum  ist; 
die  zweite  Flüssigkeit  wird  dann  den  Rest  des  Ver- 
bindungsstückes füllen  und  sich  in  beiden  Schenkeln 
gleich  weit  erheben  (Fig.  135  a).  Füllt  dagegen  die 
erste  Flüssigkeit  nicht  nur  das  Verbindungsstück 
voll  aus,  sondern  reicht  sie  auch  noch  ein  wenig  in  ^'       (^  155  j 

jeden  Schenkel  hinauf,  und  giesst  man  nun  eine  spe- 

cifisch  leichtere  Flüssigkeit  in  einen  Schenkel  nach,  so  wird  zwar  (Fig.  135^)  die 
schwere  in  dem  andern  Schenkel  aufsteigen  und  in  dem  ersten  dem  zufolge  sinken, 
aber  nur  so  weit,  bis  die  über  das  Niveau  a^  emporragende  Säule  der  schwereren 
Flüssigkeit  ac  denselben  Einheitsdruck  ausübt,  wie  die  Säule  dd  der  leichteren 
Flüssigkeit;  die  Höhen  A^  und  A^  der  beiden  Säulen  werden  also,  wiederum 
ganz  unabhängig  vom  Querschnitt  der  Röhren,  den  specifischen  Gewichten  der 
Flüssigkeiten  s^  und  s^  der  Flüssigkeiten  umgekehrt  proportional  sein,  in  Formel 

folglich 

i^i:^,  :=J4:ji.i) 

Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  durch  Vergleichung  irgend  einer  Flüssig- 
keit mit  Wasser  deren  specifisches  Gewicht  zu  bestimmen;  in  der  That  sind  zu 
diesem  Zwecke  verschiedene  einschlägige  Apparate  construirt  worden;  da  man 
aber  die  Höhen  von  Flüssigkeitssäulen  bei  Weitem  nicht  so  genau  messen  kann 
wie  Gewichte,  wird  die  Methode  nur  selten  benutzt  (s.  Art.  »Dichtet,  pag.  145  u.  f.).  ^ 

Hydraulische  Presse.  Auf  der  Idee  der  kommunicirenden  Röhren 
mit  Schenkeln  von  sehr  ungleichem  Querschnitt,  also  in  letzter  Instanz  auf 
der  allseitigen  Ausbreitung  des  Druckes  beruht  die  1795  von  Bramah  erfundene 
und  bald  darauf  von  Montgolfier  in  Frankreich  und  Neubauer  in  Deutschland 
verbesserte  hydraulische  oder  BRAMAH^sche  Presse,  welche  seitdem  in  Folge  der 
kolossalen  Drucke,  welche  sie  zu  erzeugen  im  Stande  ist,  einer  der  wichtigsten 
Apparate  der  Technik  geworden  ist.  Ihre  wesentlichen  Theile  sind  folgende:  Die 
enge  Röhre  B  ist  die  Druckröhre  einer  kleinen  Druckpumpe  (s.  »Pumpenc), 
welche  dazu  dient,  die  Flüssigkeit  A,  meist  Wasser  oder  Oel,  durch  das  Ver- 
bindungsstück F£  in  die  weite  Röhre  C  zu  pumpen;  der  dieselbe  dicht  ver- 
schliessende  Kolben  und  folglich  auch  die  grosse  Endplatte  Z>,  welche  derselbe 
trägt,  erfährt  somit  einen  Druck,  welcher  in  demselben  Verhältniss  grösser  ist, 
als  der  auf  B  ausgeübte,  in  welchem  der  Querschnitt  von  C  grösser  ist  als  der- 


1)  Interessant,  aber  verwickelter  und  in  seinem  Verlauf  von  den  Verhältnissen  des  Apparats 
abhängig  ist  der  GrenzfaU,  in  welchem  die  schwerere  Flüssigkeit  gerade  die  Verbindungsröhre 
ausfüllt,  aber  nicht  in  die  vertikalen  Röhren  hinaufreicht 

^  Die  meisten  Erscheinungen  und  Gesetze  der  kommunicirenden  Röhren  sind  schon  von 
Stevin  und  Pascal  abgeleitet  worden.  Digitized  by  ^^Oglc 
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Seitendruck. 
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jenige  von  B\   man  kann    ohne  Schwierigkeit  das  Querschnitts-  also   Dnickver- 
hältniss  von  1 :  1000  herstellen,  also,  wenn  man  überdies  noch  an  dem  zehnmal 

so  langen  Hebelarm 
G  angreift,  mit  einem 
Aufwände  von  10  Kilo 
einen  Druck  von 
100  000  Kilo,  mit 
Dampfbetrieb  aber 
noch  viel  grössere 
Drucke  erzielen; 

schon  mittelst  Hand- 
betrieb seitens  eines 
Arbeiters  kann  man 
z.  B.  starke,  auf  D 
gebrachte  Stämme  zer- 
brechen, aus  Früchten 
den  Saft  austreiben 
p.  s.  w.  Uebrigens  kann  selbstverständlich  bei  der  hydraulischen  Presse  ebenso 
wenig  wie  bei  den  einfachen  Maschinen  der  Mechanik  Arbeit  gewonnen  werden; 
von  den  beiden  Faktoren,  deren  Produkt  die  Arbeit  ist,  wird  zwar  der  eine,  der 
Druck,  stark  vervielfMtigt,  aber  auf  Kosten  des  anderen,  der  durch  den  Druck 
bewirkten  Verschiebung;  der  von  dem  Hebelende  G  zurückzulegende  Gesammt- 
weg  ist  in  demselben  starken  Verhältnisse  grösser,  als  die  Hebung  der  Platte  D. 
Im  Gegentheil,  es  geht  sogar  bei  dieser  wie  bei  jeder  Maschine  ein  Theil  der 
aufgewandten  Arbeit  durch  Reibung  verloren,  und  auf  diesen  Verlust  ist  bei  der 
obigen  Druckberechnung  Rücksicht  zu  nehmen. 

In  umgekehrter  Weise  kann  man  das  der  hydraulischen  Presse  zu  Grunde 
liegende  Princip  anwenden,  um  grosse  Drucke  durch  verhältnismässig  niedrige 
Quecksilbersäulen  zu  messen;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  den  grossen 
Druck  auf  die  kleine  Stirnfläche  eines  metallischen  Stempels  wirken  zu  lassen, 
dessen  grosse  Endfläche  dann  den  Druck  auf  das  Quecksilber  eines  weiten,  mit 
einer  engen,  calibrirten  Röhre  communicirenden  Gefasses  überträgt.  Ist  die  End- 
fläche z.B.  100 mal  so  gross  wie  die  Stirnfläche,  so  giebt  eine  Quecksilbersäule 
von  76  cm  (s.  Art.  Luftdruck)  schon  einen  Druck  von  100  Atmosphären  an;  das 
hiermit  angedeutete  Princip  liegt  z.  B.  dem  Manometer  von  Desgoffe ')  zu  Grunde. 
Seitendruck.  Die  Grösse  des  Druckes  auf  die  Seitenwände  eines  mit 
Flüssigkeit  gefüllten  Gefasses  ergiebt  sich  aus  der  gleichmässigen  Fortpflanzung 

dieses  Druckes  nach  allen  Seiten  ohne  Schwierig- 
keiten; für  die  Rechnung  aber  kommt  es  auf  die 
Gestalt  und  Lage  der  Fläche  an.    Ist  die  Fläche 
eben  und  vertikal  gestellt  (Fig.  137),  so  erfährt  irgend 
einer  ihrer  Punkte  p  den  seiner  Horizontalschicht 
entsprechenden  Druck,  also,  wenn  nur  Flüssigkeits- 
druck vorhanden  ist,  s  das  speciflsche  Gewicht  und 
op  =  t  die   Tiefe   unter   der    Oberfläche  ist,    den 
Druck  st.    Für  die  verschiedenen  Punkte  der  Wand  (oder  vielmehr  ihres  Vertikal- 
schnittes) kann  man  hiemach  den  Druck,  von  dem  constanten  Factor  s  abgesehen, 
darstellen,    indem    man  in  irgend  einem  Punkte,  z.  B.  /,  die  horizontale  Linie 


/  ^ H 
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pp^  =ipo  zieht  und  durch  a  und  p^  die  Linie  op^  u^  legt;  der  Druck  im  untersten 
Punkte  u  der  Wand  ist  dann  beispielsweise  gleich  uu\  Ferner  giebt  das  so 
entstandene  Dreieck  ouu*  durch  seine  Grösse  den  Gesammtdruck  auf  die  Wand« 
linie  ou  an;  derselbe  ist  also  für  Wasser  P=\{puyi  für  eine  andere  Flüssigkeit 

durch  Wiedereinführung  von  s:  P  =i-^{ouy.     Hieraus  erhält  man  den  Druck 

auf  die  Wandfläche  durch  Multiplication  mit  deren  auf  der  Figurebene  senkrechter 

s 
Breite  b,  also,  wenn  ou=^a  gesetzt  wird,  /^=  ^a^b  und  F'  =  -^^^^>  od®"*  endlich, 

wenn  die  Grösse  der  Wandfläche  ab  =/  eingeführt  wird, 

in  Worten:  der  Druck  auf  die  gesammte  Wandfläche  ist  gleich  dem  Gewicht 
einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  der  Grösse  jener  Fläche,  und 
deren  Höhe  gleich  der  Tiefe  ihres  Mittelpunktes  unter  der  Oberfläche  ist.  Oder 
auch:  der  Druck  auf  die  Wand  ist  gerade  so  gross,  als  ob  die  ganze  Wand 
horizontal  im  Niveau  ihres  Mittelpunktes  läge.  Diese  Betrachtung  lässt  sich  in 
drei  Richtungen  mit  Leichtigkeit  verallgemeinern:  1)  braucht  es  sich  nicht  um 
die  ganze  Wandfläche  vom  Flüssigkeitsspiegel  bis  zum  Boden,  sondern  nur  um 
einen  Streifen  derselben  zwischen  zwei  Niveaus  zu  handeln;  2)  braucht  das  be- 
trachtete Wandstück  nicht  rechteckig,  also  von  constanter  Breite  b,  sondern  kann 
z.  B.  dreieckig  sein;  3)  braucht  die  Wand,  welcher  das  betrachtete  Stück  angehört, 
keine  vertikale,  sondern  kann  eine  geneigte  Ebene  sein.  Das  Ergebniss  der  Be- 
trachtungen bleibt  ungeändert  dasselbe,  nur  muss  in  den  letzteren  Fällen  an  die 
Stelle  des  Mittelpunktes  der  Schwerpunkt  der  Fläche  gesetzt  werden. 

Uebrigens  darf  die  Rolle,  welche  hierbei  der  Mittelpunkt  resp.  Schwerpunkt 
der  Wandfläche  spielt,  nicht  missverstanden  werden.  Dieser  Punkt  dient  nämlich 
zwar  seiner  Lage  nach  zur  Berechnung  der  Grösse  des  Gesammtdruckes,  ist  aber 
nicht  der  Angriffspunkt  desselben.  Da  nämlich  die  Drucke  auf  die  Flächentheile 
unterhalb  des  Schwerpunktes  grösser  sind,  als  die  Drucke  auf  die  Theile  oberhalb 
desselben,  so  würde  die  im  Schwerpunkt  befestigte,  sonst  aber  beweglich  eingerichtete 
Wandfläche  unten  nach  auswärts,  also  oben  nach  innen  ausweichen;  der  Punkt, 
dessen  Befestigung  sie  ins  Gleichgewicht  bringt,  ist  also  ein  anderer.  Man  nennt  ihn 
den  Mittelpunkt  des  Druckes  und  kann  ihn  nach  den  Formeln  der  allgemeinen 
Mechanik  ohne  weiteres  aus  der  Bedingung  bestimmen,  dass  die  Drehungsmomente 
der  oberen  und  unteren  Drucke  gleich  sein  müssen.  Er  liegt  natürlich  stets  tiefer 
als  der  Schwerpunkt,  und  man  kann  sich  seine  Lage  sehr  anschaulich  vergegen- 
wärtigen, wenn  man  sich  die  Wandfläche  nicht  gleichförmig,  sondern  an  jeder  Stelle 
in  einer  dem  dortigen  Druck  entsprechenden  Stärke  mit  Masse  belegt  und  sich 
dann  von  dieser  Fläche  den  Schwerpunkt  denkt.  Construiren  kann  man  ihn 
z.  B.  für  eine  vertikale,  rechteckige  Wand  wieder  mit  Hilfe  des  Dreiecks  ouu^ 
(Fig.  137),  und  zwar  einfach,  indem  man  den  Schwerpunkt  desselben  m  aufsucht 
und  mn  horizontal  zieht.  Man  findet  so»  dass  der  Mittelpunkt  des  Druckes  beim 
vertikalen  Rechteck  in  ^  der  ganzen  Tiefe,  beim  Dreieck  mit  der  Basis  nach  unten 
in  f,  beim  Dreieck  mit  der  Basis  nach  oben  in  \  der  Tiefe  liegt.  Man  hat  diese 
Verhältnisse  u.  a.  bei  der  Anbringung  von  Stützreifen  an  Gefässen  zu  berück- 
sichtigen. 

Verwickelter  ist  die  Berechnung  des  Druckes  von  Flüssigkeiten  auf  ge- 
krümmte Flächen.  Man  muss  dann  den  gegen  die  Fläche  normalen  Druck  in 
drei  aufeinander  rechtwinklige  Komponenten  zerlegen,  eine  vertikale  und  zwei 
horizontale.    Der  erstere  ergiebt  sich  gleich  dem  Gewichte  der  Flüssigkei&säule,^ 


350 


Schwimmen  der  Körper. 


(Ph.  188.) 


welche  sich  über  der  krummen  Fläche  bis  zur  Oberfläche  der  Flüssigkeit  erhebt, 
die  letzteren  sind  gleich  den  Drucken,  welche  die  Flüssigkeit  ausüben  würde 
auf  zwei  zu  einander  senkrechte  Verticalprojektionen  der  krummen  Fläche.  Es 
ist  aber  im  allgemeinen  unmöglich,  diese  Druckkomponenten  wieder  zu  einer 
einzigen  Kraft  vereinigt  darzustellen.  Möglich  ist  dies  nur  bei  gewissen  speciellen 
Klassen  von  Flächen;  zu  einer  derselben  gehört  z.  B.  die  Kegelfläche.  Bei  anders 
geformten  Gefässen  von  krummer  Oberfläche,  z.  B.  bei  kugeligen,  muss  man  sich 
darauf  beschränken,  den  Vertikaldruck  und  den  Horizontaldruck  je  für  sich  zu 
betrachten.*). 

Das  Schwimmen  der  Körper.  Irgend  eine  horizontale  Fläche  in  einer 
ruhenden  Flüssigkeit   befindet   sich  im  Gleichgewicht,  weil  auf  ihre  obere   und 

untere  Seite  gleiche  und  entgegengesetzte  Drucke 
wirken.  Dasselbe  wird  also  auch  von  einer  hori- 
zontal in  der  Flüssigkeit  schwimmenden  Platte 
gelten,  falls  von  deren  eigenem  Gewicht  abgesehen 
wird  (Fig.  138  a).  Dass  der  Druck  auf  die  untere 
Fläche,  dank  der  allseitigen  Ausbreitung  des  Flüssig- 
keitsdruckes, wirklich  existirt,  zeigt  ein  einfacher 
Versuch  (Fig.  138^),  bei  welchem  man  eine  unten 
abgeschliflene  Glasröhre  unten  durch  eine  Metall- 
platte schliesst,  die  man  an  einem  durch  die  Röhre 
hindurchgesteckten  Faden  oben  hält;  taucht  man 
diese  ganze  Vorrichtung  in  eine  Flüssigkeit,  so  dass  der  obere  Röhrenrand  noch 
etwas  herausragt  und  lässt  man,  die  Röhre  festhaltend,  den  Faden  los,  so 
sinkt  die  Platte  trotzdem  nicht  herunter.  Ein  in  eine  Flüssigkeit  vollständig 
eingetauchter  Körper  erfährt  von  allen  Seiten  her  Flüssigkeitsdruck,  und  dieser 
Druck  steht  in  jedem  Punkte  seiner  Oberfläche  auf  dieser  senkrecht.  Da  die 
Oberfläche  im  allgemeinen  gekrümmt  ist,  muss  man  sich  darauf  beschränken, 
die  horizontalen  und  die  vertikalen  Druckcomponenten  für  sich  zu  betrachten. 
Die  ersteren  sind,  wie  angeführt  wurde,  so  gross,  als  ob 
sie  auf  die  Vertikalprojektion  der  Oberflächentheile  des 
Körpers  wirkten;  bei  einer  geschlossenen  Oberfläche, 
wie  sie  ein  völlig  untergetauchter  Körper  besitzt,  gelangt 
man  durch  diese  Projektion  für  irgend  eine  beliebige  hori- 
zontale Druckrichtung  zu  zwei  gegenüberliegenden  Vertikal - 
ebenen  von  gleicher  Lage  und  gleicher  Grösse,  so  dass 
die  beiden  auf  sie  wirkenden  Drucke  sich  aufheben.  Da 
dies  für  alle  horizontalen  Richtungen  gilt,  erhält  man  den 
Satz:  Ein  in  eine  Flüssigkeit  getauchter  Körper  erfährt  durch  den  Druck  derselben 
nach  keiner  seitlichen  Richtung  einen  Antrieb. 

Anders  verhält  es  sich  hinsichtlich  des  Vertikaldruckes.  Denkt  man  sich 
den  untergetauchten  Körper  in  lauter  vertikale  Parallelepipeda  von  sehr  kleinem 
Querschnitt  getheilt  (Fig.  139),  und  betrachtet  man  eines  derselben  AB,  so  findet 
man  den  Vertikaldruck  auf  dasselbe,  indem  man  von  dem  auf  B  nach  oben 
wirkenden  Druck  den  auf  A  nach  unten  wirkenden  Druck,  also  vom  Gewicht 
einer  Flüssigkeitssäule   gleich  OB   das   einer    solchen  gleich  OA  abzieht;    die 
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1)  Das  Weitere  Über  Seitendruck,  die  daraus  sich  ergebende  Stärke,  welche  man  den 
Wänden  von  Gemsen,  Röhren,  Kesseln  geben  muss,  und  ähnliche  Fragen  gehören  in  die 
technische  Hydrostatik.  Digitized  by  ^^OiJ^ It: 
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Differenz,  der  sogen.  Auftrieb,  ist  also  gleich  dem  Gewicht  einer  Flüssigkeits- 
säule vom  Volumen  des  Parallelepipedons  AB.  Verfährt  man  ebenso  für  alle 
andern  Parallelepipeda  des  Körpers,  so  gelangt  man  zu  dem  Satz:  Jeder  Körper 
verliert,  in  Flüssigkeit  getaucht,  durch  den  Aufb-ieb  so  viel  an  seinem  Gewicht, 
als  die  verdrängte  Flüssigkeit  wiegt.  Dieser  Satz  ist  schon  von  Archimedes 
gefunden  worden  und  heisst  nach  ihm  das  Archimedische  Princip. 

Experimentell  kann  man  sich  von  der  Giltigkeit  des  archimedischen  Prinzipes 
durch  folgenden  Versuch  überzeugen:  An  den  einen  Balken  einer  Waage  hängt 
man  einen  Hohlcylinder,  an  diesen  wiederum  einen  VoUcylinder,  welcher  gerade 
in  die  Höhlung  des  ersteren  passen  würde  und  stellt  durch  Auflegen  von  Ge- 
wichten auf  die  an  dem  andern  Waagebalken  hängende  Schale  das  Gleichgewicht 
her.  Taucht  man  nun  den  VoUcylinder  in  eine  Flüssigkeit,  so  ist  das  Gleichgewicht 
gestört,  und  man  muss,  um  es  wiederherzustellen,  den  Hohlcylinder  mit  der 
Flüssigkeit  gerade  füllen. 

Wenn  ein  Körper  in  einer  Flüssigkeit  einen  Gewichtsverlust  erleidet,  so 
wird  man  sich  naturgemäss  die  Frage  vorlegen,  wo  dieses  Gewicht  hingekommen 
und  wo  es  wieder  aufzufinden  ist.  Die  Frage  ist  sehr  einfach  dahin  zu  beantworten, 
dass  die  Flüssigkeit,  wie  sie  vor  dem  Eintauchen  des  Körpers  das  Gewicht  der 
früher  seinen  Raum  einnehmenden  Flüssigkeitsmenge  trug,  sie  jetzt  einen  Theil 
des  Körpergewichtes  trägt,  und  zwar  gerade  einen  Theil  gleich  dem  Gewichts- 
verluste. Um  denselben  Betrag,  um  den  der  Körper  leichter,  muss  also  die 
Flüssigkeit  schwerer  geworden  sein.  Um  dies  ebenfalls  zu  zeigen,  stellt  man  das 
gefüllte  Gefäss,  in  welches  man  vorhin  den  VoUcylinder  eintauchte,  auf  eine  an 
den  Waagebalken  angehängte  Schale  und  äquilibrirt  es  durch  Gewichte  auf  der 
andern  Schale.  Hält  man  jetzt  mittelst  der  Hand  oder  mittelst  eines  Statives 
den  HohlcyUnder  mit  dem  daran  hängenden  VoUcylinder  über  das  Gefäss  und 
senkt  es,  bis  letzterer  ganz  eintaucht,  so  ist  das  Gleichgewicht  gestört  und  erst 
wieder  hergesteUt,  wenn  man  so  viel  Flüssigkeit  aus  dem  Gefass  geschöpft  hat, 
dass  es,  in  den  Hohlcylinder  gegossen,  diesen  gerade  ausfÜUt.  Es  verhält  sich 
hier  ganz  ähnlich  wie  in  dem  FaUe  zweier  Menschen,  welche  zusammen  einen 
schweren  Körper  halten,  und  von  denen  einer  auf  einer  Waage  steht;  um  den- 
jenigen Theil  des  Gewichtes  des  Körpers,  den  er  trägt,  ist  er  schwerer  als  sonst. 

Das  Verhältniss  des  Gewichtes  eines  Körpers  zu  seinem  Gewichtsverluste  in 
Wasser  ist  offenbar  das  speci fische  Gewicht  des  Körpers.  Hierauf  beruhen 
einige  der  wichtigsten  Methoden  zur  Bestimmung  des  specifischen  Gewichts  fester 
Körper.  Femer  ist  das  Verhältniss  des  Gewichtsverlustes  eines  Körpers  in  einer 
bestimmten  Flüssigkeit  zu  seinem  Gewichtsverluste  in  Wasser  gleich  dem  speci- 
fischen Gewicht  jener  Flüssigkeit.  Dieser  Satz  dient  in  ähnlicher  Weise  zur  Er- 
mittelung des  specifischen  Gewichtes  von  Flüssigkeiten  (s.  Art.  »Dichte«).  Anderer- 
seits kann  man  die  Gewichtszunahme  der  einen  Körper  tragenden  Flüssigkeit 
praktisch  anwenden,  und  zwar  entweder  zur  Volumenbestimmung  oder  zum 
Wägen  ohne  Gewichte.  Im  ersteren  FaUe  äquilibrirt  man  das  Gefäss  mit 
Wasser,  taucht  dann  den  an  einem  Stativ  hängenden  Körper,  dessen  Volumen  zu 
bestimmen  ist^  hinein  und  fügt  auf  der  anderen  Seite  die  nötigen  Gewichte  hinzu; 
soviel  Gramme  dies  sind,  so  viel  ccm  misst  der  Körper  (faUs  die  Wassertemperatur 
4^  C.  beträgt;  sonst  ist  eine  Korrektion  anzubringen).  Im  zweiten  Falle  äquilibrirt 
man  zunächst  das  Gefäss  mit  Wasser  durch  Schrotkömer  oder  dergleichen,  legt 
dann  zu  diesen  den  zu  wägenden  Körper  und  senkt  nun  einen  an  einem  Stativ 
befestigten  dicken  Stab,  der  mit  einer  Volumentheilung  versehen  ist,  so  weit  in 
die  Flüssigkeit  hinab,   bis  das   Gleichgewicht  wieder  hergesteUt  ist;    so  viel^ 
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um  eintauchen,  so  viel  Gramme  (ev.  mit  der  obigen  Korrektion)  wiegt  der  Körper 
(s.  auch  Art.  »Gewicht  und  Waage«). 

Hinsichtlich  des  Verhältnisses  eines  festen  Körpers  zu  der  Flüssigkeit,  in 
welche  man  ihn  bringt,  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  seine 
Dichte  grösser,  ebenso  gross  oder  kleiner  als  die  Dichte  der  Flüssigkeit  ist,  je 
nachdem  also  sein  Gewicht  grösser,  ebenso  gross  oder  kleiner  ist  als  das  der 
verdrängten  Flüssigkeit  ist.  Im  ersten  Falle  überwiegt  die  Schwere  den  Auftrieb 
und  der  Körper  sinkt  unter,  bis  er  den  Boden  erreicht,  im  zweiten  Falle  heben 
sich  Schwere  und  Auftrieb  auf,  und  der  Körper  ist  in  jedem  beliebigen  Niveau 
im  Gleichgewicht,  er  schwebt  in  der  Flüssigkeit;  im  dritten  Falle  endlich  steigt 
er  in  Folge  überwiegenden  Auftriebes  in  die  Höhe,  bis  er  auf  der  Flüssig- 
keit schwimmt 

Der  erste  dieser  Fälle  bietet  keine  Besonderheiten  dar. 

Der  zweite  Fall,  das  Schweben  eines  festen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit, 
lässt  sich  mit  einfachen  Körpern,  z.  B.  von  Holz,  nur  mit  einiger  Mühe  verwirklichen, 
weil  bei  dem  geringsten  Unterschied  der  Dichten  der  Körper,  wenn  auch  äusserst 
langsam,  steigt  oder  fällt.  Man  muss  daher  entweder  den  schwimmenden  festen 
Körper  oder  die  Schwimmflüssigkeit  durch  Mischung  zweier  verschieden  specifisch 
schwerer  Stoffe  herstellen.  Ein  Beispiel  für  ersteres  ist  eine  Mischung  von  1  Theil 
Zinnober  auf  225  Theile  weisses  Wachs,  welche  in  Wasser  schwebt;  Beispiele  für 
letzteres  sind  Salzlösungen,  die  man  stets  so  herstellen  kann,  dass  Körper  (z.  B. 
Eier),  die  in  Wasser  untersinken,  in  der  gesättigten  Lösung  auftauchen,  in  der 
Mischung  gerade  schweben;  femer  eine  Mischung  von  Wasser  und  Alkohol,  in 
welcher  Oeltropfen  schweben.  Noch  leichter  macht  es  sich  mit  dem  folgenden, 
unter  dem  Namen  des  cartesianischen  Tauchers  bekannten  Apparat.  Eine 
Glaskugel  ist  theils  mit  Wasser,  theils  mit  Luft  gefüllt  und  hat  unten  eine  feine 
Oeffnung.  Sie  schwimmt  auf  der  Wasseroberfläche  eines  Glascylinders,  der  oben 
mit  einer  Membran  verschlossen  ist.  Drückt  man  auf  dieselbe,  so  treibt  man 
etwas  mehr  Wasser  in  die  Kugel,  sie  wird  schwerer  und  sinkt;  ermässigt  man 
den  Druck,  so  dehnt  sich  die  Luft  in  der  Kugel  aus  und  treibt  wieder  etwas 
Wasser  heraus.  Man  kann  nun  leicht  den  Druck  auf  die  Membran  so  reguliren, 
dass  die  Kugel  in  jeder  Lage  schwebt. 

Das  Schweben  in  der  Luft  findet  in  der  Luftschiffahrt  Anwendung  (s.  das.) 

Der  letzte  Fall,  das  oberflächliche  Schwimmen  der  Körper,  bietet  in 
theoretischer  und  practischer  Hinsicht  ein  besonderes  Interesse  dar,  ersteres,  weil 
der  Körper  sich  hier  theilweise  ausserhalb,  theilweise  in  der  Flüssigkeit  befindet, 
letzteres  insofern  er  bei  den  Schiffen  Verwirklichung  findet.  Jeder  Körper,  der 
specifisch  leichter  ist,  als  eine  Flüssigkeit,  taucht  infolge  des  Auftriebs  in  dieser 
empor.  Dass  der  Auftrieb  wirklich  die  Veranlassung  ist,  zeigt  die  Thatsache, 
dass,  wenn  man  einen  solchen  Körper  mit  der  ebenen  Bodenfläche  auf  den  eben- 
falls ebenen  Boden  des  Gefässes  fest  aufsetzt,  er  nicht  emportaucht,  sondern  im 
Gegentheil  mit  beträchtlicher  Kraft  auf  den  Boden  gedrückt  wird.  Hier  kann 
eben  der  Auftrieb  nicht  angreifen,  und  der  Druck  auf  die  obere  Fläche  des 
Körpers  kommt  allein  zur  Geltung. 

Fragt  man  nun  femer,  wie  weit  der  Körper  emportauchen  werde,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  der  Körper,  dessen  speciflsches  Gewicht  also  geringer  als  das 
der  Flüssigkeit  ist,  soweit  über  die  Oberfläche  emportauchen  wird,  bis  das  Gewicht 
der  noch  verdrängten  Flüssigkeit  nur  noch  seinem  Gewichte  gleichkommt  Führt 
man  z.  B.  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss  G  (Fig.  140)  ein  Röhrchen  r  seitlich 
ein^  derart,  dass  es  gerade   in  der  Wasseroberfläche  mündet^g^d  fängt  man  das 
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beim   vorsichtigen   Auflegen   eines  oberflächlich  schwimmenden  Körpers  K  ab- 

fliessende  Wasser  W  auf,  so  zeigt  die  Wägung,  dass 

es  dem  Körper  an  Gewicht  gleich  ist.    Ist  nun  V  das 

ganze,  v  das  noch  eintauchende  Körpervolumen,  G  sein 

Gewicht,  s  sein  specifisches  Gewicht  und  S  das  der 

Flüssigkeit,  so  hat  man  alsdann 

G=Vs    und    G^  =  vS,    also     Vs  ^vS, 
und  somit  die  Proportion  (P1l140.) 

in  Worten:  Der  eintauchende  Theil  verhält  sich  zum  ganzen  Volumen  wie  das 
specifische  Gewicht  des  Körpers  zu  dem  der  Flüs^gkeit.  Speziell  für  Wasser 
giebt  das  specifische  Gewicht  eines  Körpers  selbst  an,  welcher  Bruchtheil  seines 
Volumens  eintaucht  {s  =  v/V).  Zwei  verschiedene  Körper  von  gleichem  Volumen 
V,  aber  verchiedenen  specifischen  Gewichten  s^  und  s^  werden  in  einer  Flüssig- 
keit mit  solchen  Bruch theilen  v^  und  v^  eintauchen,  dass 

ys^=sViS    und     ys^=:V2S 
ist,  also  die  Proportion 

z^i  :  z^,  =  Ji  :  s^ 

besteht;  in  Worten:  Die  in  dieselbe  Flüssigkeit  eintauchenden  Theile  zweier 
fester  Körper  verhalten  sich  wie  ihre  specifischen  Gewichte.  Das  specifische  Ge- 
wicht der  Flüssigkeit  spielt,  wie  man  sieht,  hier  keine  Rolle:  für  Wasser  tritt  also 
kein  besonderer  Fall  ein. 

Taucht  man  endlich  denselben  Körper  in  zwei  verschiedene  Flüssigkeiten 
von  den  specifischen  Gewichten  S^  und  S^,  so  sinkt  er  bis  zu  solchen  Volumina 
v^  und  v^  ein,  dass 

G  =  ViS^     und    G  =  v^  *Sj,    also    v^  S^  =  v^  S^ 
ist,  also  die  Proportion 

Vi:v^  =  S^:  Si 
besteht;   in  Worten:  Die  eintauchenden  Theile  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeiten.    Für  Wasser  als  eine  der  beiden  Flüssig- 
keiten (Si  =  1)   giebt  das    specifische   Gewicht  der  anderen  an,  wie  viel  Mal 
kleiner  das  eintauchende  Volumen  bei  ihr  als  bei  Wasser  ist. 

Will  man  in  einer  Flüssigkeit  einen  Körper  von  geringerem  specifischem 
Gewicht  zum  Schweben  oder  Untersinken  bringen,  so  muss  man  ihn  mit  einem 
schwereren,  z.  B.  mit  Bleigewichten  verbinden.  Will  man  umgekehrt  einen  spe- 
cifisch  schwereren  Körper  zum  Schvnmmen  auf  der  Oberfläche  bringen,  so  muss 
man  ihn  mit  einem  leichteren  verbinden.  Es  kann  dies  entweder  ein  specifisch 
leichterer  Körper  von  festem  Aggregatzustand,  z.  B.  Kork,  sein  oder  ein  an  sich 
specifisch  schwererer,  aber  hohler  Körper,  dessen  Hohlraum  nur  Luft,  oder  auch 
diese  nicht  enthält  Man  kann  auch,  wenn  dies  angängig  ist,  den  Körper  selbst, 
um  den  es  sich  handelt,  mit  einem  Hohlraum  versehen,  der  sogar  oben  offen 
sein  darf,  wenn  nur  die  Wände  eine  zur  Verhinderung  des  Eindringens  der 
Flüssigkeit  ausreichende  Höhe  und  Beschafienheit  haben.  Endlich  kann  selbst 
ein  Körper,  welcher  specifisch  schwerer  ist  als  eine  Flüssigkeit  und  keine  Hohl- 
räume enthält,  trotzdem  bei  geeigneter  Gestalt  auf  der  Oberfläche  schwimmen; 
es  ist  hierzu  nur  erforderlich,  dass  seine  horizontale  Oberfläche  gross  gegen  sein 
absolutes  Gewicht  sei  und  dass  diese  Oberfläche  nicht  durch  stürmische  Bewegungen 
der  Flüssigkeit  eine  beträchdiche  Neigung  erhalte;  die  Ursache,  welche  alsdann 
das  Untersinken  verhindert,  ist  die  mit  der  Cohäsion  zusammenhängende  Ober- 
flächenspannung der  Flüssigkeiten  (s.  Art.  »Kapillarität! ).         oigitizedby  ^-^OQIc 
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Hierher  gehörige  Einrichtungen  sind  die  verschiedenen  Arten  von  Schwimmern, 
Bojen,  Aräometern  (s.  Art.  »Dichtet),  Schwimmgürteln,  Schififen,  Flössen  u.  s.  w. 
Der  Mensch  ist  in  normalem  Zustande  specifisch  schwerer  als  Wasser,  so  dass 
er  sich  bewegen,  d.  h.  arbeiten  muss,  um  an  der  Oberfläche  zu  bleiben  (in  dem 
specifisch  schwereren  Meerwasser  ist  die  erforderliche  Arbeit  geringer);  bei 
starker  Lufteinathmung  fällt  aber  diese  Differenz  der  specifischen  Gewichte  fort 
oder  kehrt  sich  selbst  zu  Gunsten  des  Menschen  um,  und  man  schwimmt  ohne 
Arbeit,  freilich  mit  möglichst  vollständig  eingetauchtem  Körper. 

Stabilität  des  Gleichgewichts.  Wenn  ein  Körper  specifisch  leichter 
ist  als  Wasser,  so  muss  ein  bestimmter  Bruchtheil  seines  Volumens  eintauchen, 
damit  er  in  vertikaler  Riclitung  im  Gleichgewicht  sei,  d.  h.  damit  er  weder 
weiter  sinke  noch  auch  wieder  steige.  Das  hindert  aber  nicht,  dass  er  noch 
Drehungen  ausführe.  Damit  auch  diese  wegfallen,  damit  er  also  vollständig  im 
Gleichgewicht  sei,  muss  noch  die  weitere  Bedingung  erfüllt  werden,  dass  die 
beiden  Kräfte,  Schwere  und  Auftrieb,  welche  von  gleicher  und  en^egengesetzter 
Grösse  sind,  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Drehungsmomente  haben. 
Kräfte,  welche  entgegengesetzte  Richtung  haben,  haben  aber  stets  dem  Vor- 
zeichen nach  gleiche  Drehungsmomente,  das  resultirende  Drehungsmoment  kann 
also   nur  null  sein,   wenn  jedes  einzelne  es  ist,   wenn  also  jeder  der   bdden 
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Hebelarme  null  ist,  d.  h.  die  Verbindungslinie  ihrer  beiden  Angrüfepunkte 
muss  in  die  Kraftrichtung  selbst  fallen,  hier  also  vertikal  sein.  Der  Angriffspunkt 
der  Schwere  ist  der  Schwerpunkt  des  festen  Körpers,  der  Angriffspunkt  des  Auf- 
triebes ist  der  Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers;  diese  beiden  Punkte 
müssen  also  in  einer  vertikalen  Linie  liegen.  Wie  man  sieht,  spielt  der  Angriffs- 
punkt des  Auftriebes  hier  eine  ähnliche  Rolle  wie  bei  Körpern,  die  nur  der 
Schwere  unterworfen  sind,  der  Drehpunkt.  Aber  diese  Analogie  hört  auf,  wenn 
man  zu  der  auch  hier  zutreffenden  Unterscheidung  zwischen  stabilem,  labilem 
und  indifferentem  Gleichgewicht  übergeht.  Dort  ist  nämlich  die  hinreichende 
und  nothwendige  Bedingung  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  die,  dass  der 
Schwerpunkt  unter  dem  Drehpunkte  liegt;  hier  ist  das  Entsprechende  wohl  die 
hinreichende,  aber  nicht  die  nothwendige  Bedingung,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  unter  dem  der  verdrängten  Wassermasse  liegt,  ist  das  Gleichgewicht 
immer  stabil;  aber  es  giebt  auch  Fälle,  wo  ersterer  über  letzterem  liegt  und 
doch  das  Gleichgewicht  stabil  ist.  Es  rührt  dies  daher,  dass,  wenn  der  Köfper 
sich  neigt,  die  Gestalt  des  eintauchenden  Theiles,  also  auch  die  Lage  des  An- 
griffspunkts des  Auftriebs  sich  ändert.  Fällt  nun,  wenn  in  der  Gleichgewichtslage 
(Fig.  141  ö)  S  über  A  liegt,  bei  der  Drehung  A  auf  die,  von  der  neuen  Schwer- 
Hnie  SS*  gerechnet,  gesunkene  Seite  des  Körpers  (Fig.  141^),  so  bilden  die  Kräfte 
SS'  und  AA'  ein  Kräftepaar,  welches  den  Körper  wieder  auj^tet;  im  entgegen- 
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geseteten  Falle  (Fig.  142  a  und  b)  ein  Kräftepaar,  weiches  ihn  weiter  umkippt  Man 
kann  diese  beiden  Fälle  dadurch  charakterisiren,  dass  man  den  Schnittpunkt  M 
von  AA^  mit  der  ursprünglichen  Schwerlinie,  das  sogen.  Metacentrum,    ein- 


(Fh.  112.) 

führt  und  sagt:  Das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  der  Schwerpunkt  unter  dem 
Metacentrum,  labil,  wenn  er  über  ihm  liegt,  indifferent,  wenn  beide  Punkte  zu* 
sammenfallen. 

Für  die  Praxis  kommt  es  nicht  nur  aui  die  Existenz  des  stabilen  Gleich« 
gewichts  an,  sondern  auch  auf  den  Grad  der  Stabilität,  also  auf  das,  was  man 
bei  stehenden  Körpern  die  Standfestigkeit  nennt  (s.  Art  »Statik«,  pag.  60).  Die- 
selbe hängt,  wie  man  einsieht,  von  zahlreichen  Grössen  ab,  nämlich  von  Gestalt  und 
Massenvertheilung  des  schwimmenden  Körpers,  der  Tiefe  des  Eintauchens  u.  s.  w. 
Vereinfacht  wird  die  bezügliche  Formel  für  Körper,  deren  Querschnitt  ein  con* 
stanter  ist,  wie  es  bei  Schiffen  (von  den  Enden 
abgesehen)  im  Wesentlichen  der  Fall  ist  Ist 
alsdann  BB'C der  ganze,  ODD'  und  CEE' 
der  bei  der  Neigung  um  den  Winkel  9  aufge- 
tauchte resp.  untergetauchte  Querschnitt,  sind 
femer  S,  F,  G  die  bezüglichen  Schweipunkte, , 
e=:SA  der  Abstand  zwischen  Schwerpunkt  fl 
und  ursprünglichem  Angrifispimkt  des  Auf-  = 
triebs,  a  der  horizontale  Abstand  zwischen 
F  und  G,  ist  endlich  A'  die  neue  Lage  von 
A,  M  das  Metacentrum,  F  der  ursprünglich 
eingetaucht  gewesene, /der  durch  die  Neigung 
neu  eingetauchte  Querschnitt  und  G  das  Ge- 
wicht des  Schiffes,  so  kann  man  die  Stabilität 
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setzen;  bei  kleinem  Neigungswinkel  wird  einfacher,  wenn  h  die  Schiffsbreite  im 
Wassemiveau  ist. 


'^»(tij+')' 


so  dass  also  die  Stabilität  desto  grösser  ist^  je  grösser  das  Gewicht,  je  breiter  das 
Schiff  und  je  tiefer  sein  Schwerpunkt,  bei  gleicher  Tiefe  des  Eintauchens,  gelegen 
ist;  liegt  S  über  A,  ist  also  e  negativ,  so  findet  Stabilität  nur  noch  bis  zum 
Grenzwerth  e=^b^/VlF  statt. 

Compressibilität  der  Flüssigkeiten.  Dass  die  Zusammendrückbarkeit 
der  tropfbaren  Flüssigkeiten  eine  ausserordentlich  kleine  ist,  ist  eine  aus  den 
verschiedensten  alltäglichen  Erfahrungen  sich  ergebende  Thatsache.  Aber  es 
hat  sehr  exakter  Versuche  bedurft,   um  nachzuweisen,   dass  sie  nicht,   wie  die 
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idealen  Flüssigkeiten  der  Theorie,  völlig  incompressibel  sind,  und  noch  exakterer, 
um  diese  Compressibilität  mit  Genauigkeit  zu  messen.  Bei  den  älteren  Ver- 
suchen dieser  Art  scheiterte  man  entweder  daran,  dass  die  die  Flüssigkeit  enthalten- 
den Gefösse  in  Folge  des  angewandten  Drucks  zersprangen,  oder  daran,  dass 
die  Flüssigkeit  durch  die  Poren  der  Geßlsswandung  hindurchsickerte  —  so  bei 
den  Versuchen  von  Bacon  mit  einer  Hohlkugel  von  Blei,  bei  denen  der  'Mit- 
glieder der  Accademia  del  Cimento  in  Florenz^)  mit  einer  silbernen,  später 
sogar  stark  vergoldeten  Hohlkugel;  oder  endlich  daran,  dass  das  Gefäss  selbst 
sich  in  einer  nicht  näher  zu  bestimmenden  Weise  ausdehnte  oder  zusammen- 
drückte. Bei  den  späteren  Versuchen  wurde  daher  das  Augenmerk  wesentlich 
darauf  gerichtet,  die  Entstehung  eines  starken  einseitigen  Drucks  auszuschliessen. 
Exakt  constatirt  wurde  die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  zuerst  von 
Canton*^.  Bei  seinen  ersten  Versuchen  bestimmte  er  die  Höhe  der  Quecksilber- 
säule in  einem  thermometerähnlichen,  aber  oben  offenen 
Gefösse,  und  zwar  bei  einer  bestimmten  Temperatur. 
Dann  wurde  erhitzt,  das  in  Folge  dessen  völlig  mit  Queck- 
silber gefüllte  Gefäss  oben  zugeschmolzen  und  wieder  auf 
die  ursprüngliche  Temperatur  abgekühlt.  Es  ergab  sich 
alsdann  ein  etwas  höherer  Stand  des  Quecksilbers.     Das 

t  konnte  nun  daran  liegen,  dass  vorher,  wo  der  Luftdruck 
gewirkt  hatte,  das  Quecksilber  etwas  zusammengedrückt 
worden  war;  es  konnte  aber  auch  daran  liegen,  dass  im 
jetzigen  geschlossenen  Zustande  die  Gefässwand  durch 
den  äusseren  Luftdruck  zusammengedrückt  wurde.  Als 
nun  aber  derselbe  Versuch  mit  Wasser  angestellt  wurde, 
ergab  sich  eine  grössere  Differenz;  kam  also  die  Differenz 
beim  Quecksilber  zum  Theil  oder  selbst  gänzlich  auf  die 
zweite  Ursache,  so  konnte  doch  die  Mehrdifferenz  bei 
Wasser  nur  eine  Folge  seiner  Compressibilität  sein. 

Bei  seiner  zweiten  Versuchsreihe  Hess  Canton  den 
Luftdruck  gleichzeitig  innen  und  aussen  variiren,  indem 
er  das  offene  Gefass  unter  die  Glocke  einer  Luftpumpe 
brachte;  freilich  übersah  er,  dass  auch  hier  eine  Correktion  wegen  des  Glases 
anzubringen  ist.  Auch  hier  zeigte  sich  eine  entschiedene  Abnahme  des  Volumens 
bei  Zunahme  des  Drucks,  und  zwar  bei  verschiednen  Flüssigkeiten  eine  sehr  ver- 
schieden starke.    Aehnliche  Versuche  stellte  später  Perkins*)  an. 

Einen  wesentlichen  Fortschritt  machte  Oersted^)  durch  die  Construktion 
seines  Piezometers  (Fig.  144).  Die  zu  comprimirende  Flüssigkeit  befindet  sich 
in  dem  Glasgefäss  G  vom  Volumen  V,  reicht  eine  Strecke  weit  in  die  dasselbe 
fortsetzende  enge  Röhre  hinauf,  die  nach  Volumentheilen  (1  Theilstrich  =  z^) 
kalibrirt  ist,  und  wird  durch  einen  kurzen  Quecksilberfaden  abgeschlossen; 
das  kleine  Thermometer  L  dient  zur  Bestimmung  der  Temperatur,  die  graduirte, 
imten  offene,  oben  geschlossene  Röhre  K  zur  Druckmessung.  Wird  nun  die 
ganze  Vorrichtung  in  den  mit  Wasser  gefüllten  starken  Glascylinder  E  gebracht 
und  nun  durch  Hineindrehen  der  Schraube  C  ein  Druck  ausgeübt,  der  sich  bis 

^)  Saggi  di  natural!  esperienze  fatte  nell' Accademia  del  Cimento.  N.  Ediz.  Firenze  1841. 
Abschnitt  VI.:  Esp.  int  alla  compressione  dell'aqua  (1692).  — 

*)  Canton,  PhUos.  Transactions  of  the  R.  Soc.  1762  und  1764  (auch  Pogg.  Ann.  12,  pag.  39). 
^  Perkins,  PhU.  Trans.  R.  Soc.  Bd.  72  (1820)  und  Pogg.  Ann.  9,  pag.  547  (1827). 
*)  Oersted,  Denkschr.  k.  Dan.  Ak.  Bd.  9  (1822).     Pogg.  An^^^jgig.  6Q3^i8^Ö-Lt: 
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ZU  einem  solchen  von  etwa  50  Atmosphären  steigern  lässt,  so  erfährt  das  Geföss  G 
von  innen  und  aussen  genau  den  gleichen  Druck,  und  es  gelangt  daher  die  Com- 
pression  der  Flüssigkeit,  wie  es  scheint,  ganz  rein  zum  Ausdruck.  Eine  Modifikation 
des  Verfahrens  besteht  darin,  dass  man  (Fig.  145)  das  Gefäss  G  umkehrt  und, 
mit  der  Röhre  nach  unten,  ganz  mit  Flüssigkeit  gefüllt  in  das  Schäl- 
i"  chen  S  mit  Quecksilber  taucht;  Thermometer  und  Druckmesser  muss 
man  dann  an  einem  besondem  Brettchen  befestigt  in  den  Glascylinder 
bringen.  Bei  steigendem  Drucke  sieht  man  nun  das  Quecksilber  bei 
der  erstgenannten  Anordnung  fallen,  bei  der  letztgenannten  jsteigen; 
die  Flüssigkeit  in  G  wird  also  comprimirt,  und  zwar,  wenn  der  ursprüng- 
liche Stand  beim  Theilstrich  tn  war,  der  jetzige  bei  n  ist,  um 

{fn  —  n)v 
V+mv 
in  Theilen  des  ursprünglichen  Volumens,  gleichzeitig  ist  das  Wasser  eine 
bestimmte  Anzahl  von  Theilstrichen  in  den  Druckmesser  eingedrungen, 
und  hieraus  ergiebt  sich  der  herrschende  Druck  (s.  Art.  »Luftdruck«).  Nennt  man 
diesen  Druck,  in  Atmosphären  ausgedrückt,  /*und  dividirt  hiermit  obigen  Ausdruck, 
so  erhält  man  die  relative  Volumenverminderung  durch  die  Einheit  des  Drucks, 
d.  h.  den  sogen.  Compressibilitätscoefficienten  k.  Es  ist  jedoch  zu  beachten, 
dass  an  der  so  erhaltenen  Formel  noch  eine  wesentliche  Correktion  anzubringen 
ist.  Obgleich  nämlich  auf  das  Gefäss  G  von  innen  und  von  aussen  derselbe 
Druck  wirkt,  erleidet  dasselbe  doch,  entgegen  der  Annahme  Oersted*s,  eine  Ver- 
änderung. Durch  allseitig  gleichen  Druck  wird  nämlich  ein  fester  Körper  com- 
primirt, derart,  dass  er  sich  selbst  ähnlich  bleibt,  aber  alle  seine  Dimensionen 
kleiner  werden;  ist  der  Körper  ein  Gefäss,  so  erfährt  folglich  auch  der  Hohl- 
raum desselben  eine  Verkleinerung,  deren  Maass  der  Compressionscoeffident  k^ 
des  Glases  ist;  ohne  diese  Fehlerquelle  wäre  die  beobachtete  Aenderung  des 
Standes  entsprechend  grösser  gewesen,  und  man  findet  folglich 

Den  hiemach  sich  ergebenden  Uebelstand,  dass  man  den  Coefficienten  des 
betreffenden  Glases  kennen  muss,  um  den  von  Flüssigkeiten  zu  ermitteln,  hat 
man  auf  verschiedene  Weise  zu  beseitigen  gesucht  Colladon  und  Stürm ^, 
welche  zuerst  auf  diese  Fehlerquelle  aufmerksam  machten,  und  die  bei  ihrem 
Apparate  im  Uebrigen  durch  manche  Verbesserung  die  Genauigkeit  wesendich 
erhöhten,  versuchten  es  dadurch,  dass  sie  durch  Zugversuche  an  Glasstäben  die 
Compressibilität  zu  ermitteln  suchten,  was  jedoch  mit  grossen  Schwierigkeiten 
verknüpft  ist  (s.  Art.  »Elasticität«).  Andere  wiederum  dadurch,  dass  sie  in  das 
Gefäss  des  Piezometers  einige  Glasstücke  brachten  und  nun  einen  zweiten  Versuch 
anstellten,  um  gewissermaassen  eine  zweite  Gleichung  zu  erhalten  und  so  die 
Unbekannte  k'  eliminiren  zu  können;  in  Wahrheit  ist  aber  die  zweite  Gleichung 
mit  der  ersten  identisch,  nur  dass,  wegen  des  kleineren  V,  alle  Glieder  jener  in 
demselben  Verhältniss  kleiner  sind;  man  erfährt,  also  auf  diese  Weise  nichts  Neues. 

Erst  Regnault^)  ist  es  gelungen,  das  Problem  im  Wesentlichen  zu  lösen. 
Vermittelst  seines  Apparates  (Fig.  146)  lässt  sich  nämlich  auf  das  die  Flüssigkeit 
enthaltende  Gefäss  ganz  nach  Willkür  entweder  nur  äusserer  oder  nur  innerer 


1)  Colladon  u.  Sturm,  Ann.  chim.  phys.  (2)  36,  pag.  113  (1827);   Pogg.  Ann.  12,  pag.  93 
(i8a8). 

>)  Reonault,  Mem.  de  l'Ac.  Fran^.  21,  pag.  429  (1847)-  Digitized  byLjOOQlC 
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oder  gleichzeitig  äusserer  und  innerer  Druck  aasüben.  Die  beiden  Fälle»  la 
welchen  der  Druck  einseitig  ist,  setzen  freilich  voraus,  dass  das  Material  des 
Gefösses  homogen  und  seine  Gestalt  von  einfacher  Regel- 
mässigkeit sei,  Bedingungen,  die  man  am  besten  durch 
Metallkugeln  oder  Metallcylinder  mit  ebenen  oder  halb- 
kugeligen Enden,  deren  innere  und  äussere  Dimensionen 
genau  gemessen  sind,  erfüllen  kann.  Die  drei  genannten 
Fälle  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Hähne  A,  B,  C,  D,  F  ver- 
wirklichen,  von  denen  A  und  F  mit  der  freien  Luft,  C  mit 
einem  mit  comprimirter  Luft  gefüllten  Gefässe  communi- 
ciren.  Sind  A^  C,  D  offen,  aber  B  und  F  geschlossen,  so 
wird  G  von  aussen  gedrückt;  dies  giebt  die  Compression 
des  Metalles.  Sind  A  und  F  geschlossen,  B^  C  und  D  ge- 
öffnet, so  findet  doppelseitiger  Druck  statt;  es  ergiebt  sich 
die  Differenz  der  Compressionen  von  Metall  und  Flüssig- 
keit. Die  Combination  beider  Versuche  führt  zur  Kennt- 
niss  von  k.  Wenn  man  schliesslich  noch  A  und  D  schliesst, 
B  und  C  öffnet,  so  erhält  man  nur  inneren  Druck  und  kann  dies  zur  Controle 
der  beiden  ersten  Versuche  benutzen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  der  ganze 
Apparat  zur  Constanterhaltung  der  Temperatur  in  dem  Bade  H  steht. 

Die  Methoden  von  Canton,  Regnault  und  Oersted  sind  theils  mit  den 
Apparaten  dieser  Forscher  selbst,  theils  mit  modificirten  Apparaten  von  Grassi^), 
Amaoat*),  Amaurv  und  Descamps'),  Cailletet*),  Quincke*),  Paouani  und 
VicENTiNi*),  M.  Schumann^),  Röntgen  und  Schneider»),  F.  Braun»),  Pagliani 
und  Palazzo  ^)  u.  A.  m.  zu  zahlreichen  Bestimmungen,  und  zwar  für  verschiedene 
Flüssigkeiten,  benutzt  worden,  wobei  es  sich  um  Bestimmung  theils  der  wahren 
Compressibilität,  theils  der  scheinbaren  Compressibilität  (d.  h.  ohne  Correction 
für  die  Volumenänderung  des  Gefässes),  theils  endlich  der  relativen  scheinbaren 
Compressibilität,  d.  h.  der  scheinbaren  Compressibilität  verschiedener  Flüssigkeiten, 
bezogen  auf  die  des  Wassers  bei  gleichem  Druck  und  Temperatur  als  Einheit, 
handelte.  Bei  dieser  letzten,  von  Röntgen  und  Schneider  ausgeführten  Be- 
Btimmungsweise  erspart  man  den  sonst  erforderlichen  voluminösen  Druckmessungs- 
apparat; man  bringt  vielmehr  einfach  in  den  Glascylinder  zwei  ganz  gleiche 
Piezometer,  und  zwar  eins  mit  Wasser,  eins  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit 
gefüllt,  wobei  ersteres  auch  gleichzeitig  als  Thermometer  dienen  kann.  Kennt 
man  dann  die  absolute  scheinbare  Compressibilität  des  Wassers,  so  kann  man 
offenbar  die  der  Flüssigkeiten  berechnen. 

Die  Beobachter  beschränkten  sich  femer  nicht  auf  einfache  Messungen  der 


^)  Grassi,  Ann.  chim.  phys.  (3)  31,  pag.  438.   185 1. 

>)  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (5)  11  (1877). 

*)  Amaury  u.  DescamfSi  Compt  rend.  68,  pag.  1564  (1869). 

*)  Cailletet,  Compt.  rend.  75,  pag.  77  (1872). 

^)  Quincke,  Wied.  Ann.  19,  pag.  401  (1883). 

•)  Pacuani  u.  Vicentini,  N.  Cim.  (3)  16,  pag.  27  (1884). 

^  M.  Schumann,  Wied.  Ann.  31,  pag«  14  (1887). 

^)  RÖNTGEN  tt.  ScHNEmsR,  WoD.  Ann.  29,  pag.  165  (1886);  31,  pag^  <ooo  (1887);  3^ 
pag.  644  (1888). 

^  Brauni  Sitz.-Ber.  bayr.  Akad.  1886,  pag.  208;    Won.  Ann.  30,  pag.  264  (1887). 

^  Paguani  u.  Palazzo,  Atti  R.  Acc.  Torino  19  (1884).  (Gemische  von  Aethylalkohol 
und  Wasser).  Digitized  by  ^  ^  <:^^  iC 
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Compressibilität,  sondern  verfolgten  auch  deren  Aenderungen  für  verschiedene 
Temperaturen  und  Drucke.  Bei  höheren  Drucken  mussten  begreiflicher  Weise 
einige  Abänderungen  getroffen  werden;  so  bestimmte  z.  B.  Cailletet  den  Punkt, 
bis  zu  welchem  das  Quecksilber  vorgedrungen  war,  dadurch,  dass.  er  die  Innen- 
wand der  engen  Röhre  vergoldete  und  nachträglich  bestimmte,  bis  zu  welcher 
Stelle  das  Gold  aufgelöst  worden  war;  femer  den  Di:uck  mit  dem  DESGOFFE'schen 
Manometer  (s.  ob.)  Aber  auch  bei  gewöhnlichen  Drucken  weisen  die  Apparate 
der  verschiedenen  Beobachter  manche  Eigenthümlichkeiten  auf.  So  diente 
z-  B.  bei  Röntgen  und  Schneümer  nicht  Quecksilber,  sondern  Luft  zur  Ab- 
sperrung der  in  den  Piezometem  enthaltenen  Flüssigkeiten.  Die  CANxoN'sche 
Methode  der  Aenderung  des  Luftdrucks  wurde  von  Quincke  ganz  wesentlich 
verbessert  u.  s.  w. 

Endlich  ist  noch  der  Methode  von  Wertheim  '),  aus  der  Schallgeschwindigkeit 
in  Flüssigkeiten  deren  Compressibilität  zu  berechnen^  Erwähnung  zu  thun,  —  einer 
Methode,  die  aber  nach  Wertheim  selbst  besser  in  umgekehrter  Weise  Anwendung 
findet. 

Im  Folgenden  sind  einige  der  wichtigeren  Ergebnisse  dieser  Unter- 
suchungen zusammengestellt;  k  bedeutet  die  wahre,  k*  die  scheinbare,  c  die 
relative  scheinbare  Compressibilität. 


Tabelle  der  Compressibilität  der  Flüssigkeiten. 


Flüssigkeit 


Temperatur 


Wasser 


Meerwasser 
QuecksUber 


Aether  . 


Alkohol 


Methylalkohol 
Ammoniak 
Terpentiii  .     . 


Chloroform 

Kochsalz,  schwache  Lösung 

„         starke  Lösung 
Jodkaliumlösung 

Sodalösung 

Salpetersäure  .... 
Schwefelsäure  .... 
S0,-H2H0  .... 
SO,-H5HO  .... 
SO,-H10HO   .... 


0*» 


0*^ 
13-5*' 


0^ 

8-5° 
18-6° 
18° 
15-5° 
16-6** 


13-6° 
14-7° 
14-6° 


0-000046 

0-0000478 

0*0000513 

00000503 

0-0000512 

0-0000436 

00000027 

0*0000050 

0*0000029 

O-OOOIU 

0*0001156 

0*0000966 

0*0000828 

00000828 

00000913 

00000347 

0000073 

00000582 

0-0000625 

0-0000321 

00000257 

0-0000260 

00000297 

0000032 

0-000032 

0-0000242 

00000279 

0-0000315 


Beobachter 


Oersted 

R]£gnault 

coliadon 

Grassi  u.  Quincke 

Röntgen  u.  Schneider 

Grassi 

Oersted 

colladon 

Grassi 

Quincke 

COLLADON 

Grassi 
Quincke 

Grassi 
colladon 

Quincke 
Grassi 


colladon 
Grassi 


1)  Werthsim,  Ann.  chim.  phys.  (3)  23,  pag.  434  (1848). 
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Refultate. 


Wasser. 


Grassi 

Pagliani  u 

ViCENTlNI 

RÖNTGEN  tt. 

Schneider 

Temp. 

kxW 

Temp. 

itXlO^ 

Temp. 

^XlO' 

00 

603 

0-0 

503 

OK) 

512 

1-6 

515 

2-4 

496 

9-0 

481 

4-8 

499 

15-9 

450 

180 

462 

101 

480 

49-3 

403 

13-4 

477 

61-0 

389 

18-0 

462 

66-2 

38? 

25-0 

456 

77-4 

398 

34-5 

453 

99-2 

409 

43-0 

442 

530 

441 

Aether. 


Temp. 


00 
140 
13-7 
100 


O-OOOlll   (Grassi) 
0-000140 

0-000168  (Amagat) 
0000560 


Methylalkohol. 


Temp. 


14-7 
100 


0000104  (Amagat) 
0000221 


Ae 

thylalkohol. 

Temp. 

k 

14 
99-4 

0-000101  (Amagat) 
0-000202 

Amylalkohol. 


Temp. 


13-8 
99 


0000082  (Amagat) 
0-000154 


Schwefelkohlenstoff. 


Temp. 


15-6 
100 


0-000087  (Amagat) 
0-000174 


Aceton. 

Temp. 

i 

14 
99 

0000110  (Amagat) 
0000280 
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Substanz 


Glycerin 

Rttböl 

Mandelöl 

Olivenöl 

Wasser 

Schwefelkohlenstoff  .  . 
Terpentinöl .  .  .  .  . 
BeBzol  aus  Bensoesäure 

Benzol 

Steinöl 

Alkohol 

Aether 


für  /  =  0     flir  /  =  /* 


252-4 
480-2 
4821 
485-9 
503-0 
539-2 
581-7 
597-0 
685-3 
649-9 
828-2 
1155-7 


2510 
581-8 
563-0 
617-4 
456-3 
637-8 
779-3 
661*0 
628-4 
745-0 
959-5 
1342-3 
1477-2 


19-0 
17-8 
19-7 
18-3 
22-9 
17-0 
18*6 
16-8 
161 
19-2 
17-5 
14-3 
21-4 


Temp.-Coefficient 
m 


-  0-000292 
-H  001189 

0-008519 
0-01479 

—  0-004049 
+  0-01076 

001830 

0-009945 

0-004581 

0-007607 

0-01118 

0-01127 

0-01302 


Schwefelsäurelösungen  (Röntgen  und  Schneider). 
Proc-Geh.  I  0-00        G-57      12*70    3576    47*58    6237    76-57    80-33    84-49    9540    98-70 
c         I  1-000      0-969    0-921    0*726    0-681    0*619    0568    0*567    0*596    0*682    0*755 

Relative  scheinbare  Compressibilität  c  von  Lösungen  bei  18**  C. 
(Röntgen  und  Schneider). 
Anmerkung.    Bei  I.  kamen  auf  1  ^  Wasser  1500,  bei  IL  700  Molekeln  der  gelösten 
Substanz;   die  Lösung,  auf  welche  sich  eine  Zahl  bezieht,   erhält  man  durch  Vereinigung  der 
betr.  Kopf-Ueberschrift  mit  der  betr.  Seiten-Ueberschrift. 

I.  n. 


H 

Am 

Li 

K 

Ka 

J 

«« 

0-910 

0-888 

0-869 

0863 

NO, 

0*968 

0-908 

0*870 

0-868 

0-853 

Br 

0*960 

0-910 

0*869 

0-862 

0-851 

Cl 

0-949 

0-901 

0*858 

0-848 

0-837 

OH 

1*000 

0-972 

0-793 

0-777 

0-770 

SO, 

0*920 

0*741 

0-655 

— 

— 

CO, 

— 

— 

— 

0-638 

0-631 

H 

Am 

Li 

K 

Na 

J 



0-954 

0-940 

0-932 

0*924 

NO, 

0-981 

0-954 

0-934 

0-930 

0*922 

Br 

0-981 

0-953 

0*934 

0*930 

0-923 

a 

0-974 

0-945 

0-928 

0-919 

0*917 

OH 

1*000 

0-992 

0-895 

0-884 

0-881 

so. 

0-970 

0-858 

0*813 

0-804 

0*803 

CO, 

— 

— 

— 

0-798 

0-797 

Wahre  Compressibilität  k  von  Chloridlösungen  bei  15®  C.  nebst 


dem  Temperaturco^fficienten 
Anmerkung.     Der  Procentgehalt  /  bedeutet 
in  100  Grewicktstheilen  der  Lösung. 

Chloroatriumlösungen. 


m  für  1°  C  (M.  Schumann). 

die  Gewichtsmengen  von  wasserfreiem  Salz 

Cblorcalciumlösungen. 


^ 

i'lO^ 

m 

1*32 

453 

-0-005912 

8*51 

440 

^ 

13*63 

839 

-0-003358 

18-18 

338 

-H  0-000859 

2216 

282 

-H  0*000654 

[26*21 

255 

+  0*001614 

p 


3-86 
8-01 
14-08 
22*50 
23*06 
28*23 


Ä.IO' 


488 
458 
865 
308 
804 
280 


+  0*000598 
+  0-007360 
+  0-000805 
—  0-001349 
+  0-000630 

+  0*006908  T 
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RfisnUate. 


Chlorkaliumlösungen. 


/ 

>&.107 

m 

2-52 

481 

4-0-000145 

5-35 

424 

-  0-004772 

10-68 

400 

—  0-005267 

16-81 

354 

—  0002283 

Chlorbariumlösungen. 

/ 

k>W 

m 

211 

458 

-0-005640 

4-52 

441 

—  0-003864 

10-84 

418 

-0-002801 

18-44 

386 

-0-000654 

2016 

362 

-0-001542 

ChlorammoDiuTnlösungen. 


t 

*iO' 

m 

2-89 

459 

—  0-006604 

11-68 

415 

—  0-002847 

17-58 

411 

-0000764 

31-&8 

865 

-  0000891 

Chlorstrondumlösungen, 


/ 

*.io^ 

m 

1-24 

6-43 

17-70 

27-26 

460 
431 
370 
319 

+  +  1  1 

Zusammenstellung  für  0^  und  15^  interpolirt  für  ganze  Procente. 


LOsuBg 

bei  0*^                               1 

bei  15° 

von 

/  =  5 

10 

15 

20 

25 

/  =  5 

10 

15 

20 

25 

NaCl 

455 

397 

348 

306 

258 

425 

375 

337 

309 

363 

KCl 

460 

437 

386 

351 

— 

431 

403 

367 

354 

— 

AmCl 

487 

447 

424 

400 

— 

446 

423 

413 

383 

— 

CrQ, 

464 

395 

355 

328 

283 

480 

427 

358 

325 

295 

Baa, 

465 

440 

411 

372 

— 

440 

421 

400 

364 

— 

SrCl, 

479 

425 

381 

344 

317 

439 

412 

385 

358 

331 

Lösungen  \ 

Qach  Braun. 

Lösung 

spec.  Gew. 

i.lO« 

NH^Cl 

Alaun 

NaQ 

Na,SO^+10aq..     . 

1-073 
1-030 
1-212 
1-045 

38 
46 
27 
43 

Einfluss  des  Drucks  auf  die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten. 

Aether  (Amagat). 


Wasser. 

Temp. 

Druck  in  Atm. 

k 

8 
8 

3 
705 

00000475    (P.  u.  V.) 
0-0000469  (Cailletet) 

15 
8 


14 
11 


Scbwefelkohlenstofif. 


>10 
607 


0000087 
0-000100 


Aethylalkohol. 


>10 
680 


0-000101 
0-000075 


(Cailletet) 


(Cauxetet) 


bei  14°            J 

bei  100° 

Druck 

k 

Dnick 

k 

8-5-13-7 

0-000168 

8-5-13-9 

O-OOO560 

13-7-19-5 

0-000169 

13-9-19-6 

0-000540 

19-5-25-4 

0-000169 

19-6-25-6 

0-000525 

25-4-30-6 

0-000162 

25-6-30-6 

0-000489 

30-6-36-5 

0-000152 

30-6-36-7 

0000474 

630 

0000146 

(bei  10°)  (Cailletet). 
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Aus  diesen  Zahlenangaben  sind  folgende  Schlüsse  abzuleiten: 

1)  Die  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  ist  eine  überaus  geringe; 
die  Compression  pro  Atmosphäre  Ueberdruck  beläuft  sich  im  Durchschnitt  nur 
auf  wenige  Hunderttausendtel  des  ursprünglichen  Volumens,  und  selbst  durch  die 
grössten  verfügbaren  Drucke  kann  man  letzteres  nur  um  wenige  Procent  verringern. 

2)  Die  Compressibilität  ist  am  kleinsten  bei  Quecksilber,  am  grössten  (unter 
den  obigen  Flüssigkeiten)  bei  Aether. 

3)  Die  Compressibilität  von  wässrigen  Lösungen  von  Salzen  ist  kleiner  als 
diejenige  des  Wassers  und  desto  kleiner,  je  concentrirter  die  Lösung  ist.  Nach 
ScHUBiANN  giebt  es  einige  Ausnahmen  von  dieser  Regel,  nach  Röntgen  und 
Schneider  nicht 

4)  Zwischen  der  Compressibilität  der  Salzlösungen  und  ihrer  chemischen 
und  sonstigen  physikalischen  Natur  bestehen  gewisse,  hier  nicht  näher  zu  er- 
örternde Beziehungen. 

5)  Bei  Schwefelsäurelösungen  nimmt  die  Compressibilität  mit  wachsender 
Concentradon  bis  zu  78f  ab,  dann  wieder  zu. 

6)  Die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  nimmt  mit  steigender  Temperatur 
bei  fast  allen  Flüssigkeiten  beträchdich  zu  (zwischen  0°  und  100^  auf  das  2  bis 
5 fache);  ausgenommen  sind:  1)  Wasser,  wo  sie  mit  steigender  Temperatur,  wenn 
auch  weniger  beträchtlich,  abnimmt;  nach  Grassi  würde  sie  hier  zwischen  0° 
und  4°  ein  Maximum,  nach  Pagliani  und  Vicentini  zwischen  61°  und  66®  ein 
Minimum  haben.  2)  Wässrige  Lösungen,  die  sich  verschieden,  aber  überwiegend 
wie  das  Wasser  verhalten.  3)  Glycerin,  dessen  Compressibilität  mit  wachsender 
Temperatur  ein  wenig  abzunehmen  scheint. 

7)  Die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  ändert  sich  mit  dem  Druck;  als 
feststehend  kann  jedoch  hier  nur  bezeichnet  werden,  dass  sie  beim  Aether  mit 
steigendem  Druck  abnimmt,  und  diese  Abnahme  ist  bei  höherer  Temperatur  eine 
grössere  und  beginnt  hier  schon  bei  kleineren  Drucken  sich  zu  zeigen,^  als  bei 
niederer  Temperatur. 

In  der  letzteren  Hinsicht  ist  noch  eine  aus  Versuchen  von  Andrews^)  sich 
ergebende  Tabelle  über  die  Zusammendrückbarkeit  der  flüssigen  Kohlensäure 
bei  13°  anzuführen. 

Druck  in  Atm.  |         50  60  70  80  90 

k  I     0-00590      0-00174      0-00096      Ö<ioÖ66      0*00044 

Die  flüssige  Kohlensäure  ist  also  verhältnissmässig  sehr  stark  zusammendrückbar; 
aber  die  Zusammendrückbarkeit  nimmt  mit  steigendem  Druck  rapide  ab,  wobei 
allerdings  zu  berücksichtigen  ist,  dass  ein  Theil  dieser  grossen  Compressibilität 
und  ihrer  Abnahme  auf  Rechnung  der  der  Kohlensäure  beigemengten  Spuren 
von  Luft  zu  setzen  ist. 

Der  Versuch,  die  obigen  Zahlen  zu  einer  Formel  zu  vereinigen,  welche  die 
Compressibilität  einer  Flüssigkeit  in  ihrer  Abhängigkeit  von  Druck  und  Temperatur 
angiebt,  ist  bisher  nur  für  Wasser,  und  zwar  von  Tait^)  gemacht  worden,  aber 
auch  hier  mit  so  beschränktem  Erfolge,  dass  die  Wiedergabe  der  Formel  nicht 
nöthig  erscheint. 


1)  Andrews,  PhiL  Tnms.  R.  Soc.  1869. 

^  Tait,  Proc.  R.  Soc.  Edinburgh  1883/84;  Properties  of  matter,  deutsche  Ausg.  Wien  1888, 
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364  Mathematische  Theorie. 

Mathematische  Theorie  des  Gleichgewichts  der  Flüssigkeiten^). 

Diese  Theorie  geht  aus  von  den  Gleichungen  der  allgemeinen  Mechanik, 
indem  sie  in  dieselben  zunächst  die  Verallgemeinerung  einführt,  dass  der  Körper 
nicht  nur  als  Ganzes,  sondern  dass  auch  seine  Theile  gegeneinander  den  Ort 
ändern  können,  und  indem  sie  dann  die  Specialisirung  einführt,  dass  jene  rela- 
tiven Theilbewegungen  in  der  für  die  tropfbaren  Flüssigkeiten  charakteristischen 
Weise  erfolgt.  Das  erstere  geschieht,  indem  zu  den  äusseren,  auf  die  Massen- 
theile  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  die  auf  die  Oberfläche  derselben,  aber 
auch  auf  jedes  Flächentheilchen  im  Innern  wirkenden  Druckkräfte  hinzugefügt 
werden,  das  letztere  geschieht  dadurch,  dass  alle  diese  Druckkräfte  auf  einen 
einzigen  von  Ort  zu  Ort  variirenden,  aber  an  jedem  Ort  für  alle  Richtungen 
gleichen  und  senkrechten  Druck  reducirt  werden. 

Es  seien  xyz  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  und   folglich. 

d^  X     d^y     d^  z 
wenn  /  die  Zeit  ist,  ~^,   -jj^^   -r^  die  Componenten  seiner  Beschleunigung; 

femer  seien  XYZ  die  Componenten  der  äusseren,  auf  die  Masseneinheit  der 
Flüssigkeit  wirkenden  Kraft  und  folglich,  wenn  p  die  Dichte  und  d'z  ein  Volumen- 
element der  Flüssigkeit  ist,  p^/fx,  pK^/x,  ^Zdx  die  Componenten  der  auf  das 
Massenelement  wirkenden  äusseren  Kraft;  endlich  seien  Xn  Yn  Zn  die  Compo- 
nenten der  auf  ein  Oberflächenelement  ds,  dessen  Normale  nach  innen  die 
Richtung  n  hat,  wirkenden  Druckkraft.  Das  D'ALEMBERx'sche  Prindp  (s.  Art. 
>Dynamik€,  pag.  68)  ist  dann  in  den  Gleichungen 

/P  ^  '^^  =ffXdx  +fX.ds,     ff  ^  dx  =/p  Ydz  +fY.ds 
/p  -^  dx  =/p Zdx  -hJZnds 

ausgesprochen.    Die  Grössen  Xn  Yh  Zn  sind  zwar  Componenten,  trotzdem  aber 

wegen  ^es  Index  n  noch  von  einer  Richtung  abhängig,  und  dasselbe  gilt  von  den 

Flächenelementen  ds,  deren  jedem  eine  andere  Richtung  zukommt;   man  muss 

also   diese   Grössen    durch   reine   Zahlengrössen   ersetzen,    ehe    man    mit    den 

Gleichungen  (1)  weiter  operiren  kann.     Dies  erreicht  man  auf  folgende  Weise. 

An  dem  Orte  xyz  denke   man   sich  3  Flächenelemente,    deren  Normalen  die 

3  Coordinatenaxen  sind;  in  Consequenz  der  bisherigen  Bezeichnungen  sind  die 

Componenten  der  auf  dieselben  wirkenden  Drucke  mit  Xx  Yx  Zx  für  das  erste, 

mit  XyYyZy  fÜr  das  zweite,  und  mit  XzY^Z^  für   das   dritte  Flächenelement 

zu  bezeichnen.     Es  lassen  sich  dann,  wie  eine  einfache  Betrachtung  lehrt,  die 

auf  das  beliebige  Flächenelement  mit  der  Normalenrichtung  n  wirkenden  Druck- 

componenten  durch  die  eben  eingeführten  ausdrücken,  und  zwar,  wenn  (nx)  der 

Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  X-ksut  u.  s.  w.  ist,  durch  die  Gleichungen 

Xn  =  Xx  cos{nx)  -H  Xy  cos{ny)  -h  Xg  cos{ns) 

Y^  ^  Yx  cos{nx)  -h  Yy  cos{ny)  -i-  K, cos{nz)  (2) 

Zn  ==  Zx  cos[nx)  -h  Zy  cos{ny)  -f-  Z,  cos{nz). 

Diese  Gleichungen  dienen  nicht  nur  zur  Fortschaffung  der  Grössen  Xn  Yn  Zn, 

sondern,  vermöge  der  bekannten,  für  irgend  eine  Funktion  F{x,  y,  z)  bestehenden 

Relation 


1)  Hiervon  kann  an  dieser  Stelle  nur  eine  kune  Uebersicht  gegeben  werden;  näheres  s. 
in  Schell,  Th.  d.  Bew.  u.  Kräfte,  Leipz.  1880,  Bd.  i,  pag.  609  ff.  F.  Naumann,  Vorl.  üb. 
d.  Th.  d.  Potentials,  Leips.  1887,  pag.  86  ff.  Kirchhoff,  VorL  üb.  Mechanik,  n.  in  andern 
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JF(x, y,  «)  cas{nx)  ds  =  -  / j^ ^x, 

welche  man  auf  jede  der  9  Grössen  Xx  u.  s.  w.  anwenden  kann,  auch  zur  Fort- 
schaffung der  Oberflächenintegrale  in  den  Gleichungen  (1).  Dieselben  verwandeln 
sich  dann  in  Gleichungen  zwischen  lauter  Raumintegralen,  die  für  die  ganze 
Flüssigkeit,  aber  auch  für  irgend  einen  Theil  derselben,  also  auch  für  das  Raum- 
element d'z  Geltung  haben;  man  kann  folglich  die  Integrale  weglassen  und  er- 
hält die  Gleichungen 

d^x        _,      (dXx       dXy       dX,\ 

^'dt^-'f^^yj^^   dy    ^    dz)  ^^) 

d^z         „      (dZx       dZy        dZÄ 

Hiermit  ist  die  Verallgemeinerung  der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen 
starrer  Körper  auf  beliebige  Körper  durchgeführt.  Nun  gehen  wir  an  die 
Specialisirung,  und  zwar  einmal  für  Flüssigkeiten,  sodann  für  den  Zustand  des 
Gleichgewichts.  Bei  idealen  Flüssigkeiten  (s.  Art.  »Aggregatzustände c,  pag.  211)  ist 
der  Druck  überall  normal  auf  der  gedrückten  Fläche;  ein  Flächenelement,  dessen 
Normale  die  Richtung  der  X-Axe  hat,  erfahrt  also  einen  Druck,  dessen  Richtung 
ebenfalls  die  der  X-Axt  ist,  d.  h.  seine  beiden  andern  Componenten  Yx  und  Zx 
sind  null.  Ebenso  ist  offenbar  ^  ==  0,  Z^  =  0  und  X»  =  0,  K«  =  0.  Ferner  ist 
bei  idealen  Flüssigkeiten  der  Druck  in  allen  Richtungen  der  gleiche;  es  ist  also 
A'jr  =  ly  =  Zg  =/,  wenn  /  der  Druck  ist.  Endlich  sind  im  Zustande  des  Gleich- 
gewichts die  Componenten  der  Beschleunigung  gleich  null.  Somit  werden  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichts  einer  idealen  Flüssigkeit  folgende: 

X=-^ 
p  dx 

2  =  1^-1. 

p   dz 

Diese  Gleichungen  zeichnen  sich,  zumal  da  p  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten 
so  gut  wie  konstant  ist,  durch  grosse  Einfachheit  aus.     Auch  in  Worten  kann 

man  sie  sehr  einfach  aussprechen,  wenn  man  sich  rechts  den  Faktor  —  unter  die 

Difierentialquotienten  gebracht  denkt  und  sich  daran  erinnert,  dass  man,  wenn 
man  die  drei  Kraftcomponenten  aus  einer  und  derselben  Grösse  durch  Differen- 
tiation nach  x^  y^  %  ableiten  kann,  diese  Grösse  das  Potential  nennt.  Man  kann 
dann  sagen:  Gleichgewicht  von  Flüssigkeiten  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Kräfte 
ein  Potential  27  haben,  und  es  besteht  dann  zwischen  ihm,  dem  Druck  und  der 
Dichte  die  Beziehung  ü^^spi^  oder,  da  eine  Constante  p^  beliebig  hinzugefügt 
werden  kann: 

/  =  p£^-H/o.  W 

Zu  den  für  die  ganze  Masse  der  Flüssigkeit  geltenden  Gleichungen  (4)  und 
(5)  treten  nun  noch  die  Grenzbedingungen,  welche  an  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit resp.  in  den  Flächen,  in  welchen  sie  an  Flüssigkeiten  oder  Gase  grenzt,  er- 
füllt sein  müssen.  Dieselben  beschränken  sich  hier  auf  die  eine,  dass  der  Druck 
stetig  sein,  also  zu  beiden  Seiten  eines  Punktes  der  Grenze  denselben  Werth 
haben  muss.    Das  ist  nur  möglich,  wenn  sich  der  Druck  auch  J|^i|g^\^er^  Gren:^ 


366  Gleichgewichtsfiguren  rotirendcr  Flüssigkeit 

fläche  nicht  ändert;  denn  sonst  gelangte  man,  von  einem  die  Bedingung  erfüllen- 
den Punkte  ausgehend,  vermöge  der  Gleichungen  dp^-=p^d(/  und  äp^=  ^^dU 
schon  für  einen  benachbarten  Punkt  der  Grenzfläche  zu  beiderseits  verschiedenen 
Drucken;  es  muss  also  dpi^=  dp^^^O,  also  p:=const  und  folglich  nach 
Gleichung  (5)  auch  U=  consi  sein,  woraus  weiter  folgt,  dass  die  Kraft  überall  auf 
der  Grenze  senkrecht  steht.  Die  Flächen  gleichen  Drucks  und  gleichen  Poten- 
tials heissen  Niveauflächen  (s.  o.  pag.  344);  zu  denselben  gehört  hiemach  die 
Oberfläche,  genauer  gesagt  die  freie  Oberfläche  (im  Gegensatz  zu  der  Fläche, 
in  welcher  die  Flüssigkeit  an  feste  Körper  grenzt,  und  in  welcher  für  das  Gleich- 
gewicht eine  besondere  Bedingung  zu  erfüllen  ist). 

Aus  den  Gleichungen  und  Grenzbedingungen  lassen  sich  die  meisten  hydro- 
statischen Erscheinungen  in  so  einfacher  Weise  ableiten,  dass  es  nicht  nothwendig 
ist,  hier  des  näheren  darauf  einzugehen.  Wirkt  z.  B.  nur  die  Schwere,  so  muss 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  horizontale  Ebene  sein,  ausser  wenn  sie  so  aus- 
gedehnt ist,  dass  die  Krümmung  der  Erde  in  Betracht  kommt  Von  den 
Gleichungen  (4)  bleibt  dann  nur  eine,  etwa  die  letzte,  übrig  und  giebt 

1  dp 
^  =  -^>    also    p^g^z-^p^, 

wo  g  die  Schwere  und  p^  der  auf  der  Oberfläche  lastende  Druck  ist;  fÜr/0  =  O 
wird  p^^g^z,  d.  h.  der  Druck  auf  irgend  ein  Flächenelement  im  Innern  gleich 
dem  Gewichte  der  darüber  lastenden  Flüssigkeitssäule.  Aehnlich  ergeben  sich 
die  Gesetze  des  Seitendrucks,  des  Auftriebs  u.  s.  w. 

Gleichgewichtsfiguren  rotirender  Flüssigkeitsmassen.  Man  kann 
nun  aber  auch  gewisse  Bewegungserscheinungen  der  Flüssigkeiten  nach  statischen 
Principien  behandeln,  wenn  nur  der  Zustand  ein  stationärer  ist  und  keine  Be- 
schleunigungen vorkommen.  Bei  der  gleichförmigen  Rotation  um  eine  Axe  z.  B. 
braucht  man,  wie  schon  wiederholt  erwähnt,  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Centri- 
fugalkraft  einzuflihren.  In  dem  schon  oben  (pag.  345)  behandelten  Falle,  wo 
die  Axe  vertikal  und  zugleich  Figuraxe  der  Flüssigkeit  ist,  und  diese  sich  in  einem 
Gefäss  befindet,  wird,  da  das  Potential  der  Schwere  U^^=^gz,  das  der  Centri- 
fugalcomponenten  {X^  =  w^x  und  Kg  =  w^y)  aber  ^5  =  ^  w*  (jc*  H-  >>  *)  ist 
{w  Winkelgeschwindigkeit),  das  gesammte  Potential 

sodass  man  für  die  Oberfläche,  für  welche  doch  U=^const  sein  muss, 

flr  =  -|^(^«4-j^«)-hf^/ 

erhält,  d.  h.  ein  mit  dem  Scheitel  nach  unten  gekehrtes  Rotationsparabolpid. 

Ist  die  Flüssigkeit  auf  irgend  eine  Weise  der  Schwere  entzogen  und  bloss 
ihrer  eignen  Anziehung  nach  dem  NEwroN'schen  Gesetze  unterworfen,  was  bei 
den  Weltkörpem,  soweit  sie  flüssig  waren  oder  sind,  der  Fall  ist,  sich  aber  auch 
künstlich  z.  B.  mit  Oeltropfen  in  einer  gleich  schweren  Wasser-Alkoholmischung 
verwirklichen  lässt,  so  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  nicht  nur  eines  Theiles 
sondern  ihrer  gesammten  Oberfläche,  und  somit  schliesslich  um  Ermittelung  ihrer 
Gestalt;  d.  h.  es  ist  zu  fragen:  Welches  sind  die  Gestalten,  welche,  der  Flüssig- 
keit ursprünglich  gegeben,  Bestand  haben,  wenn  die  Flüssigkeit  gleichförmig  und 
mit  einer  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit  rotirt?  Thatsächlich  wird  ja  eine 
dieser  Gleichgewichtsgestalten  erst  nach  begonnener  Rotation  sich  allmählich  her- 
stellen; man  muss  aber  die  Aufgabe  in  der  obigen  Weise  fassen,  um  sie  hydro- 
statisch behandeln  zu  können;   und  selbst  in  dieser  Fassung  kann  man  es  nur 
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nach  der  Methode  des  Probirens,  d.  h.  indem  man  eine  bestimmte  Gestalt  annimmt 
und  fragt,  ob  und  unter  welchen  Umständen  sie  Gleichgewichtsfigur  sein  kann,  i) 
Es  liegt  nahe,  mit  dem  Ellipsoid  die  Probe  zu  machen.  Die  tiberall  gleiche 
Dichte  sei  p,  die  Gravitationsconstante,  d.  h.  die  Anziehung,  welche  zwei  Theilchen 
der  Flüssigkeit  je  von  der  Masse  1  im  Abstände  1  aufeinander  ausüben,  sei  e, 
die  Halbaxen  seien  abc,  w  die  Winkelgeschwindigkeit,  C  eine  Constante,  s  eine 
Integrationsvariable  und  zur  Abkürzung 

gesetzt.    Dann  ist  das  Potential  des  EUipsoids  auf  einen  seiner  eigenen  Punkte 

TT        CL     **       y^       '*  W^ 


0 


ferner  das  Potential    der   Centrifugalkräfte  wie  oben   i/j  =  ^  «/*(«*+ j»'),  wenn 
die  2-Axe  Drehungsaxe  ist    Also  wird  die  Oberflächengleichung 


y^ 


/  r     ds  w*  \  ,     (  r     ds  w*  \ 

(F  ds     _j^^,_Fds__c 

Soll  diese  Gleichung  mit  der  EUipsoidgleichung 

x^        yS        s> 

^  +  ^  +  75-=i  <7) 

übereinstimmen,    so   müssen  die  CoSffizienten  von  x^,  y^,  «•  flir  sich  überein- 
stimmen.   Man  erhält  also  drei  Gleichungen,  und  aus  diesen  durch  Elimination 


von  C  und  nach  einigen  Umformungen  die  beiden  Gleichungen 

oo  00  ] 


=  0 


(8) 


/(-.4)(.^^)«'-/p% 

»  r säs ^»  — g«  r sds 

Die  Gleichung  (8)  wird  ofienbar  am  einfachsten  durch  die  Annahme  d^=  a^ 
befriedigt,  und  da  hiermit  aus  (9)  sich 

PO 

w^  _  ^^ — ^'  r i^f 

also  ein  reelles  w  ergiebt,  so  giebt  es  in  der  That  Rotationsellipsoide,  welche 
mit  der  Figuraxe  als  Drehungsaxe  der  Flüssigkeit,  Gleichgewichtsfiguren  sind,  und 
zwar  sind  es  nothwendig  abgeplattete,  da  w  nur  für  a>r  reell  wird.  Führt  man 
die  iquadratische  Abplattongc  X*)  und  andre  Abkürzungen  durch  die  Gleichungen 

1}  Die  Theorie  der  Gleichgewichtsfigaren  wurde  namentlich  ausgeführt  durch  Cuoraut  in 
dem  Buche  »Theorie  de  la  figure  de  la  terre«  Paris  1743  (Neue  Ausg.  1808),  durch  Lagrangb 
(in  verschiedenen  seiner  Schriften)  und  durch  Jacobi  (s.  u.). 

^  9 Quadratische   Abplattungc    im    Gegensatz   zu    der   schlechthin   als    9 Abplattung«    be- 

zdclmeten  »linearen  Abplattung«  X'  «= ;  fäi  kleine  Abplattungen  wird  X'=8-i ~ 

=  2^,    also    V=.y;    s.  w.  U.  Digitized  byGoOglc 


3^^  EUipsoide. 


2icep 
ein,  so  erhält  man 


r« 


?     K-7i — ^     ''=2;;i^  00) 

,.  C  udu  3  +  X*  (       ,       ,  3X    \ 

0 

oder  auch  noch  einfacher 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  mittelst  des  graphischen  Verfahrens  die 
einem  gegebenen  v,  also  nach  der  dritten  Gleichung  (10)  einer  gegebenen  Winkel- 
geschwindigkeit entßprechenden  Abplattungen,  d.  h.  Gestalten  der  Rotationsellip- 
soide bestimmen.  Das  Ergebniss  ist  folgendes:  Zwischen  den  Grenzen  9  =  0  und 
»«Mjr.  =  0-2246,  d.  h.  bis  zu  einer  Winkelgeschwindigkeit  Wm4ix.  =  yO-4492  icep 
giebt  es  zwei  verschiedene  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren;  für 
n;  s=  0,  d.  h.  sehr  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ist  das  eine  nahezu  eine  Kugel, 
das  andre  nahezu  eine  kreisförmige  Scheibe;  mit  wachsendem  w  nimmt  die  Ab- 
plattung der  Kugel  ab,  die  der  Scheibe  zu,  und  für  w  =  ttf^ax.  werden  sie  iden- 
tisch, und  die  Abplattung  X  =  2*5293.  Bei  grösserer  Winkelgeschwindigkeit  end- 
lich kann  kein  Rotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein.^) 

Die  Gleichung  (8)  zeigt,  da  ihre  linke  Seite  ausser  dem  Faktor  3*  —  ä*  noch 
einen  zweiten  enthält,  die  Möglichkeit,  dass  auch  für  ^  ^  ^  eine  Lösung  existire, 
d.  h.  dass  auch  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sei.  Setzt 
man  wieder  s/c^==  u  und  führt  die  neuen  Zeichen  s  und  /  für  die  Axenverhäit- 
nisse  s^c^/b^^  t^^c^/a^  ein,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9) 
Gleichungen  ableiten,  deren  erste  in  der  That  durch  ein  dreiaxiges  Ellipsoid» 
aber  auch  nur  durch  eines  erfüllt  wird,  falls  nur  die  kleinste  Axe  die  Drehungs- 
axe  ist,  und  falls  nicht  nur  j  <  1  und  /  <  1,  sondern  sogar  j  -f-  /  <  l  ist.  Die  zweite 
der  neuen  Gleichungen  lehrt  dann  wieder,  dass  die  konstatirte  Existenz  auf  ge- 
wisse Grenzen  von  w  beschränkt  ist,  und  zwar  kann  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  nur 
Gleichgewichtsfigur  sein,  wenn  v  <  0*1871,  also  die  Winkelgeschwindigkeit  kleiner 
als  y0'1871  •  2irap  ist.  Ist  sie  sehr  klein,  so  ist  ^=  U  /=0,  d.  h.  die  kleinere 
der  äquatorialen  Axen  gleich  der  Drehungsaxe,  die  grössere  sehr  lang,  die  Figur 
ist  also  ein  Kreiscylinder,  der  sich  um  seine  senkrecht  zur  Figuraxe  gelegte  Mittel- 
linie dreht.  Nimmt  die  Geschwindigkeit  zu,  so  wird  die  kleinere  äquatoriale  Axe 
grösser,  die  grosse  kleiner,  und  für  v^^Vmax.  sind  sie  einander  gleich  und  das 
Ellipsoid  mit  einem  der  beiden  diesem  v  entsprechenden  Rotationsellipsoide 
identisch  geworden.  Das  dreiaxige  Gleichgewichtsellipsoid  heisst  nach  seinem 
Entdecker  das  jACOBi'sche  Ellipsoid^). 

Endlich  hat  Matthiessen")  gezeigt,  dass  es  zwischen  z^  =  0  und  v  =  0*5 
noch  zwei  Cylinder,  deren  Axe  die  Drehungsaxe  ist,  giebt,  nämlich  einen  mit 


>)  Das  Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigur  fand  Maclaurin  (Treatise  on  flnctions, 
Xx>nd.  1742,  also  schon  vor  Clairaut's  Schrift).  Eine  Tabelle,  welche  die  Bexiehungen  zwischen 
X  und  ZV  darstellt,  sehe  man  bei  Thomson  u.  Tait,  Hdb.  d.  th.  Phys.  2,  pag.  318. 

*)  C.  G.  J.  Jacobi,  Pogg.  Ann.  33,  pag.  229  (1834);  femer  ist  zu  verweisen  auf  Liouvole, 
J.  de  l'ecole  polyt.  23,  pag.  289  (1835);  C.  O.  Meykr,  Crellk's  J.  24,  pag.  44  (184a).  und 
Todhünter,  Ptc.  R.  S.  Lond.   19,  pag.  42  (1870—71). 

•)  Matthiessen,  Ucb.  d.  Gleichgewichtsfiguren  rotirender  Flüssigkeiten.  Kiel  1857.  — 
Weitere  Untersuchungen  des  Verf.  Kiel  1860;  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  16,  pag.  290.  1871,  und  aS, 
pag.  31.   1883.  Digitized  by  ^^OOgle 
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kreisförmigem  und  einen  mit  elliptischem  Querschnitt;  zwischen  vas0*5  und 
v=  1  dagegen  nur  den  ersteren;  unter  Umständen  kann  der  Cylinder  auch 
hohl  sein. 

Das  Gesammtergebniss  lautet  also :  bis  zu  2^  =  0*1871  giebt  es  drei  Ellipsoide 
als  Gleichgewichtsfiguren,  zwei  Rotations-  und  ein  dreiaxiges,  und  ausserdem  zwei 
Cylinder;  von  z^s-  0-1871  bis  z;  =  0*2246  giebt  es  nur  noch  zwei,  beides  Rotations- 
ellipsoide und  die  beiden  Cylinder;  für  z?  =  0'2246  giebt  es  nur  noch  ein 
Rotationsellipsoid  (Abplattung  X  =  2'52293)  und  die  beiden  Cylinder;  för  noch 
grössere  Drehgeschwindigkeiten  kann  kein  EUipsoid,  sondern  nur  noch  äSe  beiden 
Cylinder,  für  z^==ü'5  sogar  nur  noch  der  Kreiscylinder  und  für  z^=»l  auch 
dieser  nicht  mehr  Gleichgewichtsfigur  sein. 

Die  abgeleiteten  Formeln  müssen  zum  Zwecke  der  numerischen  Be- 
rechnung noch  auf  eine  geeignete  Gestalt  gebracht  werden;  dies  ist  für  die 
Rotationsellipsoide  von  verschiedenen  Seiten,  namentlich  von  Kostka  ^)  geschehen, 
für  die  jAcoBi'schen  Ellipsoide  in  neuester  Zeit  von  Darwin  2),  welcher  in  einer 
Tabelle  die  zusammengehörigen  Werthe  der  Winkelgeschwindigkeit,  der  Axen- 
verhältnisse,  der  Excentricitäten,  des  Bewegungsmomentes  und  der  Energie  zu- 
sammengestellt hat 

Die  Anwendung  der  erhaltenen  Resultate  auf  die  Himmelskörper  ist 
naheliegend.  Was  zunächst  die  Erde  betrifit,  so  kann  es  sich,  da  deren  Gestalt 
thatsächlich  nur  wenig  von  der  Kugel  abweicht,  nur  um  ein  Rotationsellipsoid 
handeln,  und  zwar  um  dasjenige,  welches  sich  bei  abnehmender  Drehgeschwindigkeit 
der  Kugel  nähert.  Man  kann  dann  v  als  so  klein  betrachten,  dass  die  Gleichung  (11) 
darch  ein  sehr  kleines  X  befriedigt  wird,  findet  durch  Entwicklung  des  arctangX 
die  Lösung  X  =  ^  ^15  z'  und  folglich,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  (10)  für  v 
die    für  die   Erde   giltige   Gravitationskonstante    (pag.  209)    einführt,    X'  ^  ^f?* 

X^       Ä  — ^ 
Für  kleine  X  ist  nun  nach  der  zweiten  Gleichung  (10):   -5-  = ,  d.  h.  die 

>lineare  Abplattungc  Dieselbe  würde  sich  hiemach  zu  ^^  ergeben,  gegenüber 
dem  durch  die  Gradmessungen  gefundenen  Werthe  y^.  Die  Difierenz  liegt 
daran,  dass  die  Dichte  als  überall  gleich  angenommen  wurde,  während  sie  that- 
sächlich nach  innen  zunimmt.  Dieser  Fall  ist  nun  theoretisch  zu  verwickelt; 
man  kann  aber  einen  zweiten  extremen  Fall  behandeln,  nämlich  den,  dass  die 
ganze  Anziehung  vom  Mittelpunkt  ausgeht;  ist  dann  G  die  Anziehung  für  irgend 
eine  festgewählte  Entfernung  R,  z.  B.  den  Polarradius,  und  r  irgend  ein  Radius 
vektor,  so  ist  das  Anziehungspotential  U^  =  GR^/r  und  somit  die  Oberflächen- 
gleichung 

GR^        a/«     , 

woraus  sich  durch  EinfÜhmng  der  Poldistanz  9  und  unter  Annahme  kleiner  w 

findet.  In  diesem  Falle  ergiebt  sich  also  in  der  That  eine  zu  kleine  lineare 
Abplattung,  wie  zu  erwarten  war. 

Bei  andern  Himmelskörpern  ist  die  Abplattung  zum  Theil  beträchtlich  grösser, 
z.  B.  beim  Jupiter  ^,  beim  Saturn  sogar  \\  es  ist  dies  mit  der  sehr  viel  grösseren 
Winkelgeschwindigkeit  dieser  Planeten  im  Einklänge.    Eine  besonders  interessante 


1)  KosTKA,  Berl.  Mon.  1870,  pag.  116. 

>)  Darwin,  Proc.  R.  Soc.  Bd.  41,  pag.  319  (1886).  ^  j 
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Erscheinung  sind  die  Ringe  des  Saturn.  Ringe  können,  wie  Maxwell  und 
Andre  gezeigt  haben,  unter  gewöhnlichen  Umständen  nicht  Gleichgewichtsfiguren 
sein,  und  der  genannte  Forscher  nimmt  demgemäss  an  resp.  weist  durch  Unter- 
suchung aller  Bedingungen  des  Gleichgewichts  nach,  dass  der  Ring  durch 
Millionen  kleiner  Körper  gebildet  wird,  die  sich  um  den  Saturn  bewegen  und 
durch  ihren  gegenseitigen  £influss  in  ihren  Lagen  erhalten  werden. 

Bringt  man  einen  grossen  Oeltropfen  in  ein  GefMss  mit  einer  Wasser-Alkohol- 
mischung von  gleicher  Dichte  wie  das  Oel  derart  hinein,  dass  er  sich  um  die 
durch  die  Mitte  hindurchgehende  Drehaxe  herumlegt,  und  leitet  man  nun  mittels 
einer  Kurbel  die  Drehung  ein,  so  erhält  man,  in  Uebereinstimmung  mit  der 
Theorie,  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Abplattung  mit  der  Drehgeschwindigkeit 
wächst.  Nicht  so  übereinstimmend  mit  der  obigen  Theorie  verlaufen  die  übrigen 
mit  dem  Oeltropfen  zu  erzielenden  Erscheinungen.  Es  liegt  dies  an  der  Ober- 
flächenspannung und  Zähigkeit  des  Oels,  weshalb  hinsichtlich  des  näheren  über 
diese  sogen.  PLATEAu'schen  Versuche  auf  den  Art.  » Kapillarität c  zu  ver- 
weisen ist. 

Auch  der  Fall  von  zwei  um  einander  rotirenden  Flüssigkeitsmassen, 
die  auf  sich  selbst  und  auf  einander  anziehend  wirken,  ist  theoretisch  behandelt 
worden,  namentlich  von  Darwin  ^)  und  Poincar^^.  Es  sei  aus  dieser  complicirten 
Untersuchung  nur  angeführt,  dass  gleiche  Massen  die  Gestalt  von  Eiern  mit  den 
schmalen  Enden  gegen  einander  annehmen,  dass  dieselben  bei  zunehmender  An- 
näherung sich  schliesslich  zu  einer  Hantel  vereinigen,  und  dass  sich  interessante 
Beziehungen  zwischen  dieser  Figur  und  dem  jACOBi'schen  Ellipsoid  aufstellen 
lassen.  Femer  zeigt  sich,  dass  zwei  verschiedene  Massen  nahe  bei  einander  nur 
getrennt  bestehen  können,  wenn  die  kleinere  -^  der  grösseren  übersteigt  Bei 
der  Ablösung  der  Monde  von  ihren  Planeten  müssen  also,  da  hier  das  Verhält- 
niss  viel  kleiner  ist,  unbekannte  Einflüsse  oder  Vorgänge  mitgespielt  haben. 

F.  Auerbach. 


Hydrodynamik 


Uebersicht  Die  Hydrodjmamik  ist  die  Lehre  von  den  Bewegungs- 
erscheinungen, welche  Flüssigkeiten  darbieten.  Das  Wort  Flüssigkeiten  kann  dabei 
in  einem  weiteren  und  in  einem  engeren  Sinne  verstanden  werden;  im  ersteren 
umfasst  es  auch  die  Gase,  im  letzteren  nur  die  tropfbaren  Flüssigkeiten. 
In  dem  vorliegenden  Abschnitte  soll  es  sich  lediglich  um  tropfbare  Flüssigkeiten 
handeln;  das  hindert  aber  nicht,  dass  zuweilen  die  Erscheinungen  resp.  die 
Rechnungen  auch  für  Gase  giltig  sind.  Besonders  häufig  tritt  es  ein,  dass  die 
Rechnung  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  gemeinsam  für  Flüssigkeiten  und  Gase 
durchgeführt  werden  kann;  die  an  diesem  Punkte  dann  nothwendigen  Speciali- 
sirungen  sollen  aber  hier  die  auf  tropfbare  Flüssigkeiten  bezüglichen  sein.  Eine 
weitere  Einschränkung  soll  dadurch  gemacht  werden,  dass,  mit  einigen   durch 


1)  Darwin,  PhiL  Trans.  R.  Soc  Lond.  178  (A),  pag.  379  (1887). 

^  PomcAR^  Acta  math.  7  (1885).  ^  t 
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die  Natur  der  Sache  begründeten  Ausnahmen,  nur  ideale  Flüssigkeiten  (pag.  211) 
betrachtet  werden;  der  Reibung,  durch  welche  sich  die  wirklichen  Flüssigkeiten 
von  jenen  unterscheiden,  ist  ein  besonderer  Artikel  gewidmet.  Bei  den  wirklichen 
Flüssigkeiten  spielt  auch  die  Capillarität  häufig  eine  hervorragende  Rolle;  auch 
sie  wird  besonders  abgehandelt.  Endlich  ist  bekanntlich  die  Incompressibilität 
der  Flüssigkeiten  keine  absolute  (pag.  355),  und  es  giebt  Bewegungserscheinungen, 
bei  denen  ihre  Zusammendrückbarkeit  sich  geltend  macht,  z.  B.  ihre  Fortleitung 
des  Schalles  (s.  Akustik).  Immerhin  giebt  es  noch  eine  grosse  Zahl  von  Er- 
scheinungen, bei  welchen  weder  Reibung  noch  Capillarität  noch  Compressibilität 
sich  in  erheblichem  Grade  oder  überhaupt  geltend  macht,  bei  denen  sich  also 
wirkliche  Flüssigkeiten  fast  oder  ganz  wie  ideale  verhalten;  diese  sind  es,  welche 
den  Gegenstand  der  Hydrod3mamik  ausmachen.  Bei  dem  Umfange  dieses  Ge- 
bietes erscheint  es  zweckmässig,  die  Untersuchung  zu  gliedern,  indem  einige  in 
sich  abgerundete  Klassen  von  Erscheinungen  (Ausfluss  und  Strahlbildung,  Be* 
wegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten,  Wirbelbewegung)  besonders  betrachtet 
werden.  Der  vorliegende  Artikel  enthält  daher  nur  die  Grundlagen  der  Theorie 
und  die  Erscheinungen  der  Flüssigkeitsbewegung  im  allgemeinen,  der  Strömung, 
der  Schwingungen  und  Wellen  —  letztere  beiden,  in  Anbetracht  ihrer  Behandlung 
in  der  allgemeinen  Wellenlehre  (s.  w.  u.)  nur,  in  so  weit  sie  des  Zusammenhanges 
wegen  hierher  gehören.  Die  Grundlage  der  Betrachtungen  bietet  hierbei  wiederum 
die  Stetigkeitshypothese;  die  ihr  entgegenstehende  Molekularhypothese  hat  für 
tropfbare  Flüssigkeiten  noch  keine  nennenswerthen  Erfolge  aufzuweisen. 

Hydrodynamische  Grundgleichungen.  Sind -YKZ  die  auf  die  Massen- 
einheit  wirkenden  Kräfte  und  Xn  Yn  Z^  die  auf  die  Oberflächeneinheit  wirkenden 
Druckkräfte  (pag.  213),  ist  p  die  Dichte,  dz  das  Raumelement,  ds  das  Oberflächen- 
element, so  nehmen  die  Gleichungen  (1)  der  Djmamik  (pag.  67)  ebenso  wie  bei 
festen  Körpern  [Elasticität,  pag.  229,  Gleichung  (16)]  die  Gestalt 

J?^dx^f^Xdx^fXnds  ß^dT^fpYdz^fVnds 

^  d^z  -  -  (^) 

an.  Statt  der  auf  die  Einheit  von  ds  wirkenden  Druckkräfte  Xn  Yn  Zn  kann 
man  wie  dort  die  Druckcomponenten  einführen,  welche  ebenfalls  am  Orte  von 
ds,  aber  nicht  auf  dieses,  sondern  auf  seine  drei  Projektionen  auf  die  Coordinaten- 
ebenen  wirken:  X^XyX^,  YxYyY^,  ZxZyZ^,  Da  nun,  bei  idealen  Flüssig- 
keiten (pag.  213)  der  Druck  senkrecht  und  nach  allen  Richtungen  in  gleicher 
Grösse  wirkt,  fallen  XyX^y  Yx  K„  ZxZ,  fort,  und  es  werden 

Xx^=     Yy^=Zg^S^pf 

wo  /  schlechthin  der  Druck  ist.  Drückt  man  hiemach  Xn  Yn  Zn  durch  /  aus 
und  benutzt  man  eine  bekannte  Formel  zur  Umwandlung  von  Flächenintegralen 
in  Raumintegrale,  so  hat  man 

fXn  ds  ^Jp  cos{nx)  ds  =  JgJ  d'z      jYn  ds  ^fp  cos{ny)  ds  ^IjL^'^ 

JZn ds  ^=^  Jp  cos{ns)  ds  =s  j  -j-  dx. 

Setzt  man  dies  in  (1)  ein,  wodurch  man  Gleichungen  zwischen  lauter 
Raumintegralen  erhält,  und  erwägt  man,  dass,  bei  der  Willkttrlichkeit  von  dz, 
auch   die  Faktoren   von   dz  die   entsprechenden  Gleichungen   erfllllen  müssen, 

so  erhält  man  DigitizedbyV^OOyiC 
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d^x  dp 

P7?S"  =  P^"~^- 
EuLER*sche  Gleichungen^).  Die  Gleichungen  (2)  sind  zur  unmittel- 
baren Anwendung  nicht  geeignet,  weil  die  Grössen  xy  z  in  ihnen  gleichzeitig  als 
abhängige  und  als  unabhängige  Variable  auftreten.  Um  diesen  Uebelstand  zu 
beseitigen,  kann  man  zwei  Wege  einschlagen.  Man  kann  nämlich  entweder 
fragen:  Was  geht  an  einem  bestimmten  Punkte  des  von  der  Flüssigkeit 
erf!Ulten  Raumes  im  Laufe  der  Zeit  vor?  Oder  man  kann  fragen:  Was  geht 
mit  einem  bestimmten  Flüssigkeitstheilchen  im  Laufe  der  Zeit  vor? 
Madiematisch  ausgedrückt  lautet  die  erste  Frage:  Welche  Functionen  von  xys 
und  /  sind  die  die  Bewegung  charakterisirenden  Grössen,  d.  h.  die  Geschwindigkpits- 

componenten 

dx  dy  dz .  ,_. 

"^^     "-Tt      ""-Tr  <8) 

Man  behält  also  xyz  als  unabhängige  Variable^  bei,  eliminirt  sie  dagegen 
als  abhängige  Variable  und  findet,  da 

d!^x      du      du      du  dx      du  dy       du  dz       du  du         du  du 

lii-^Tt'^di'^diTt^TyTt'^Tz  Tt'^Tt'^^Tx'^'^Ty^^Tz 
ist  (analog  für  v  und  w\  die  sogen.  EuLER'schen  Gleichungen: 
du  du  du  du        ,,       1    dp 

dv  dv         dv  dv        ,,      1   dp  .^. 

dw         dw         dw         dw        „      l  dp 

LAGRANGE'sche  Gleichungen').  Die  zweite  der  obigen  Fragen  anderer- 
seits lautet  in  mathematischer  Fassung:  Welche  Functionen  der  Zeit  und  des 
Ortes  sind  diejenigen  Grössen,  welche  ein  bestimmtes  Flüssigkeitstheilchen 
charakterisiren?  Für  diese  Grössen  abc  liegt  es  am  nächsten  die  Anfangs- 
coordinaten  des  Theilchens  zu  wählen.  In  diesem  Falle  behält  man  xyz  tüi^ 
abhängige  Variable  bei,  eliminirt  sie  dagegen  als  unabhängige  Variable.  Durch 
eine  einfache  Operation  erhält  man  so  die  sogen.  LAGRANGs'schen  Gleichungen 

^)  Eutsa,  Princ  gen.  du  mouvement  des  fluides.     Hist  de  l'Ac.  de  Berl.  1755. 

^  DiRiCHLET  (Crelle's  Joam.  55,  pag.  181.  1858)  hat  darauf  hingewiesen,  dass,  da  der 
yon  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  sich  mit  der  Zeit  ändert,  xyz  thatsttchlich  nicht  gans  unab- 
hängige Grössen  sind,  und  dass  hierdurch  in  manchen  Fällen  eine  Complication  herbeigeführt  wird. 

^  Auch  diese  Methode  rührt,  wie  Riemann  (H.  Hankel,  Z.  allg.  Th.  d.  Bew.  d.  FlUss. 
Gott.  1861,  pag.  3)  hervorgehoben  hat,  von  Euler  her:  De  princ.  motus  fluidorum,  N.  Comm. 
Ac  Petrop.  14  (i),  pag.  358  (1759).  Lagrangb  hat  sie  dann  in  eleganterer  Form  reprodndrt 
.  Mec.  analyt.  3.  ed.  2,  pag.  250.     (Erste  Ausgabe  1788.)  Digitized  by  V^jOU^  iC 
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Dichtegleichung  und  Continuitätsgleichung.  Zur  Bestimmung  der 
5  gesuchten  Grössen  uvw^p  bei  der  ersten  resp.  xyz^p  bei  der  zweiten 
Methode  sind  ausser  den  drei  aufgestellten  Gleichungen  noch  zwei  weitere  er- 
forderlich. Die  eine  derselben  ist  die  Dichtegleichung,  d.  h.  die  aus  der  Er- 
fahrung zu  entnehmende  Beziehung 

P  =/(/>)  (6) 

zwischen  Druck  und  Dichte.    Für  incompressible  Flüssigkeiten  lautet  diearibe 

p  =:  c(mst\ 
es  bleiben  also  für  diese  nur  4  Variable  übrig,  und  folglich  ist  ausser  den  drei 
Bewegungsgleichungen  nur  noch  eine  weitere  erforderlich.  Dies  ist  die  sogen. 
Continuitätsgleichung,  welche  aussagt,  dass  ein  Flüssigkeitstheilchen  im 
Laufe  der  Zeit  seine  Masse  nicht  ändert  (Princip  der  Erhaltung  des  Stoffes). 
Sie  lautet: 

dt  "^^ 
Um  sie  \m  uvw  auszudrücken,  muss  man  eine  unendlich  kleine  Veränderung, 
die  ein  Theilchen  erfahren  kann,  betrachten.  Zwischen  flüssigen  und  festen 
Körpern  besteht  aber  in  dieser  Hinsicht  kein  Unterschied,  es  kann  daher  auf 
die  bei  den  festen  Körpern  gemachten  Angaben  (Art.  Elasticität,  pag.  226)  ver- 
wiesen werden,  die  dort  gefundene  räumliche  Dilatation  (Gleichung  14,  pag.  229) 
gilt  auch  hier,  und  die  Continuitätsgleichung  wird 

d^         [du      dv      dw\      ^  _. 

also  für  incompressible  Flüssigkeiten 

du      dv       dw      ^  ,.. 

äi+ä5^  +  ä7  =  0.  (8) 

Um  dieselbe  Gleichung  in  der  LACRANCE'schen  Form  zu  erhalten,  setze  man 
zur  Abkürzung 

dx^  ^  dx 
da  db  de 
dy  dy^  dy 
da  db  de 
dz  d£  dz 
da  db  de 


sie  lautet  dann 


=  Z>;  (9) 


-^^  =  0,    also   2)  = , 

dt  p 


und  für  incompressible  Flüssigkeiten 

D  =  const\ 
diese  Gleichung  ist  von  Hankel^)  abgeleitet  worden. 

Einführung  des  Kräftepotentials.    Die  Kraftcomponenten  XY Z  lassen 
sich  fast  immer  als  Differentialquotienten  einer  Grösse  Knach  xyz 

dV  dV  dV 

^=1^     ^=17     ^=-ä7  (^0) 

darstellen,  d.  h.  sie  besitzen  ein  Potential  V.    Führt  man  dieses  und  analog  die 
Grösse 

^=/^  (") 

')  H.  HankäL,  Z.  aUg.  Th.  d.  Bcw.  d.  Flüss.     Gott   1861.  Digitized  byGoOglc 
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ma,  wo  zvischen  f  und  p  die  Besiehung  (6)  besteht,  also  speciell  fltr  incom- 
pressible  Flüssigkeiten 

/>=  ^  (12) 

P 

ist,  so  erhält  man  die  EuLER'schen  Gleichungen  in  der  Form 
du         du         du  du      d(V—F) 

■ä7-*-''ä]^-*-^li^-^«'-ä^ dT- 

dv         dv         dv  dv      d{V—F)  ,,„. 

dw         dw         dw  dw      d(V— P) 

■57+«83^  +  'ä7-»-"'-äI IT-' 

die  LAGRANCE'schen  in  der  Form 

d^x  dx      d^  dy     iPx  dz      diV—F) 

dfl   da"^  dt^  da~^  dfl  da"        da 

d^x  dx      d\ydy      d^z  ds      d{V— F) 

dt^   db'^  dt^  db"^  dt^  db"       db 

d^x  dx      d^  dy      d^s  dz  _  d{V^F) 

dt^   de "*■  dfl  de  "^  dt^  de"       de 
WEBER'sche    Gleichungen.      H.  Weber^)    hat    den   Versuch    gemacht, 
Gleichungen  aufzustellen,  welche  die  Vortheile  der  EuLER'schen  mit  denen  der 
LAGRANGE'sche    Verbinden.      Sind    «q  itq  Wq    die    Componenten    der    Anfangs- 
geschwindigkeit und  der  Kürze  halber 

=/(— K(i"-(^'-(S)]-). 


(14) 


0 

so  lauten  dieselben 

dx  dx 

dy  dy 

ds  dt 

d\ 

dt  da'^ 

dt  da'^ 

dt  da 

-«0  = 

da 

dxdx 

dy  dy 

dt  ds 

dl 

dtTb"^ 

dt  db"^ 

dt  db 

-»««= 

Tb 

dx  dx 

dy  dy  . 

ds  ds 

dx 

dt  de"^ 

.  — ^  — — -  -j. 

dt  dc~ 

-Wo-= 

■Tc' 

Princip 

der  kleinsten  Wirkung. 

Dasselbe  ist, 

wenn 

zur  Abkürzung 

y-p^Q 

gesetzt  wird, 

durch  die  Gleichung 

ffffdadbd,(^^6x  +  ^liy  +  ^6s-iQ)  =  0  (15) 

ausgesprochen,  die  sich  leicht  auf  die  Form 

a///p  da  db  defdt  [(^)  V  2ö]  =  0  (16) 

bringen  lässt,  wo  ds  das  Bahnelement  des  Punktes  xyz  ist.  In  Worten:  Die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  fQr  das  Bestehen  der  Grundgleichungen 
ist  die,  dass  das  obige  Integral  ein  Minimum  werde.  Dieser  Satz  rührt  von 
Clebsch^),  tn  dem  obigen  Zusammenhange  von  Hankel^  her. 

Oberflächenbedingungen.    Zu  den  aufgestellten,  für  die  ganze  Masse 
der  Flüssigkeit  giltigen  Gleichungen  treten  nun  noch  besondere  Bedingungen  für 

1)  H.  Weber,  Crsllb's  Jotmi.  68,  pag.  287  (1868). 

«)  Clkbsch,  Crelle's  J.  54,  pag.  301  (1857). 

«;  Hanekl,  a.  a.  O.  Digitized  byGoOglC 
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die  Begrenzung.  Die  eine  derselben  lautet:  Die  Oberfläche  ist  stets  aus  den- 
selben Theilchen  zusammengesetzt  Zuerst  ausgesprochen  wurde  dieser  Satz  von 
Lacrange;  Svanberg  undEDLUND^)  haben  gezeigt,  dass  er  in  nahem  Zusammen- 
hange mit  der  Continuitätsgleichung  steht;  noch  einfacher  ergiebt  er  sich  aber 
aus  der  Betrachtung  der  Veränderungen,  welche  die  unendlich  kleinen  Theäe 
eines  beliebigen  Körpers  erfahren  können  (Elasticität,  pag.  226).  Dieselbe  lehrt 
nämlich,  dass  ein  kleines  EUipsoid  stets  ein  solches  bleibt;  ein  Punkt  im  Ittneni 
kann  aber  stets  als  Mittelpunkt  eines  solchen  Ellipsoids  aufgefasst  werden,  bleibt 
also  stets  im  Innern,  womit  obiger  Satz  bewiesen  ist.  Analytisch  lautet  derselbe, 
wenn  J^{x,y,  s,  /)s=0  die  Oberflächengleichung  ist: 

dF{x,y,t,t)      ^       ,  dF         dF 

_L^ Z^O,    also:«-^4-z.-^-h. 

Für  feste  Wände  geht  sie  in  die  einfachere 


dF 

dz 


dF      dF 

dx  oy 


■w 


d^ 
dz  ' 


:  0     oder    »/  -h  üwh-  «/«  ==  0 


über,  wo  imn  die  Richtungscosinus  der  Flächennormale  bedeuten;  d.  h.  die 
Componente  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Wand  ist  null,  was  ja  auch  an 
sieb  einleuchtet.  An  der  freien  Oberfläche  gilt  für  jede  der  beiden  daselbst 
aneinander  stossenden  Flüssigkeiten  resp.  Gase  eine  Gleichung  von  der  Form 
der  Gleichung  (16a);   durch  Subtraction  und  Einsetzen  von  Imn  wird  dann: 

(«1  —  «,)/-+-  (v^  —  z/j)  w  -4-  (wj  —  a/,) «  =  0, 
d.  h.  die  Normalcomponente  der  Geschwindigkeit  muss  beim  Durchgange  durch 
die  freie  Grenze  stetig  sein. 

Transformation  der  Grundgleichungen.  In  zahlreichen  Fällen  ist  es 
erforderlich,  die  hydrodynamischen  Gleichungen  von  rechtwinkligen  auf  andere 
Coordinaten  zu  transformiren;  hierzu  ist  die  Gleichung  (16)  besonders  geeignet, 
da  man  nur  nöthig  hat,  in  ihr  ^5*1  statt  durch  xyz,  durch  die  neuen  Coordinaten 
Et)C  auszudrücken  und  dann  durch  Zerlegung  die  neuen  Gleichungen  zu  bilden. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 


--(ty-(i)'-(Ä)* 


äx  dx 

dy  dy 

dt 

dz 

""'-^TiläZ 

■^rfT)^: 

"^diidi: 

dx  dx 

^dy-dy 

ds 

dz 

"'-dZÄ' 

^  dX.  d\ 

^dZ 

rfT 

dv  dx 

dy  dy 

ds 

ds 

"»-di  dri 

^  d\  dTi 

■^^5     ^T) 

und  sind  Eq  t|q  Cq,  N^^  u.  s.  w.  die  speciellen  Werthe  für  xsssa,  y  =  d,  zt 
so  wird  das  zu  variirende  Integral 


an  du 


^'"^dt  dt 

und  die  Continuitatsgleichmtg  wird 

äi    di^dl 

älo  '^no  d^a 
dri    di^    du 

d%Q  </t)o  ''Co 

^  A  -^ 

dU  diiQ  </Co 


d^di^ 
dt 


=  1  = 


Nf 


«,o 


no 


^1 


"1 


^)  SvAMBBRG  o.  Edlund,  Nov.  Acta  Soc.  Ups.,  in 


versch.  Bdn.,  Qig^eqlJy^a^.Ogle 
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Die  dfd  Bewegungsgleichungen  selbst  werden  in  dieser  Allgemeinheit  natflr- 

lieb  sehr  complicirt.    Gewöhnlich  wird  man  orthogonale  Coordinaten  wählen» 

für  welche 

«1=  «,=  «1  =  0 
und 

ist.     Folglich    werden    die    den   Gleichungen  (2)   entsprechenden    Bewegungs- 
gleichungen 


'  di"^  dt  \dt)     d\        \dt)     d\        \dt)     d\ 

dQ     ^^X^^dt)      (dlV  i^      (^V^^      (dr\^dN^ 
'  dri^  dt  ^\dt)      dr^    ""  W  j      dri 


[dtj      dxi 


2d\ 


^  dJi^         dt  \dt)     dJi        \dt)     dJi        \dt)     dl   ' 

woraus  sich  leicht  die  EuLER*sche  und  die  LACRANGE'sche  Form  ergiebt,  welche 
der  Raumerspamiss  wegen  nicht  hingeschrieben  werden  sollen.  Die  Continuitäts- 
gleichung  wird 


'^~V  N^    N^   iV,  • 


Beispielsweise  erhält  man  die  hydrodynamischen  Gleichungen  in  ellipti- 
schen Coordinaten  durch  Einsetzen  der  Werthe 
V      1  (6-Ti)(?-0 

»~4(ti  +  x»)(t  +  X»)(ii  +  fl»)  ^"^ 

1  (;-S)(;-Ti) 

WO  X  X  |t  durch  die  Gleichung 

_•  ..•  -« 

=  1  (18) 


x»  +  »^X»+e^(t»H-«' 
definirt  sind,  deren  3  Wurzeln  nach  e  die  elliptischen  Coordinaten  des  Punktes 
xyz  sind.    Für  Polarcoordinaten 

x^reosb       y  =s  r  sinb  cos^        s  =  rsin%sinff 
werden  die  Bewegungsgleichungen 

'   dt\       (d<f\*  ...       -        du 

'^(^'"-'^t)     du 
und  die  Continuitätsgleichung  wird  DigitizedbyGoOglc 
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wo  die  Determinante  D  aus  den  Differentialquotienten  der  rO^  nach  den  r^Ooro 
gebildet  ist    Endlich  werden  fttr  cylindrische  Coordinaten 


die  Bewegungsgleichungen 
und  die  Continuitätsgleichung 


M_- 


rfÖ        _V_^_^        ^_^  (20) 


Dr^,^"^. 


Von  den  verschiedenen  in  neuerer  Zeit  gemachten  Transformationsvorschlägen 
sei  hier  nur  der  von  Paci^)  erwähnt  Die  s-Axe  sei  die  Tangente  an  die  Richtung 
der  Bewegung,  die  x-  und  y-Axe  Tangenten  an  die  Krümroungslinien  der  auf 
der  Bewegungsrichtung  senkrechten  Fläche,  r  und  r'  deren  Krümmungsradien, 
9  und  9'  die  Bogen  der  betr.  Krümmungslinien;  ai  die  Geschwindigkeit,  aß^  ihre 
Richtungswinkel,  R  der  Krümmungsradius  der  Stromlinie  s  (s.  w.  u.  pag.  381), 
\r\  ihre  Richtungswinkel,  endlich  0  und  9  durch  die  Gleichungen  cosrk  =  sinbcos<f, 
cos^  =  sin^ sin<f,  cos-^^^^cosb  definirt;  dann  werden  die  Gleichungen: 
l   dp       ^  a»       Ol»       . 

1  a/     ,,        .    a»     ci>« 
7a7'=^-«'^'*^a7'-^^^^'J 
\  dp     „     a»       a» 
P  ay-^""  a7'""*"ä7 

In  gewissen  Fällen  scheint  die  Anwendung  dieser  Gleichungen  nicht  ohne 
Vortheile  zu  sein. 

Transformationen  von  Clebsch^).  1)  Clebsch  hat  die  Bemerkung  ge- 
macht, dass  die  Gleichung  (8)  identisch  ist  mit  derjenigen,  welche  von  den 
Unterdeterminanten  der  Functionaldeterminante  dreier  Grössen  aa^a^  nach  xyz 
in  Bezug  auf  eine  derselben,  z.  B.  a,  erfüllt  wird.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält 
man,  wenn  die  Bewegung  von  c  unabhängig,  d.  h.  stationär  ist  (s.  w.  u.), 
7'=^(»s  +  2;>  +  ttf'),  also  die  kinetische  Energie  der  Masseneinheit  und  F 
eine  Funktion  von  a^a^  ist,  aus  den  EuLER'schen  Gleichungen  die  folgenden 
Gleichungen: 

a      dT        d     dT        d     dT    ,   ^-^(fi>^s)_n 
dx  ^da^'^dy  .da^'^dz  Ja^'^         W^^ 

^^        ^a7        ^"ar 
^*a?ii^>a^     'a^        a«,     """' 

dx  dy  dz 

und  diese  Gleichungen  haben  den  Vortheil,  dass  man  die  Integrale 

a.  SS  consi  a«  »s  const 


0  Paci,  N.  Cini.  (3)  9,  pag.  49  (1881).  ^  . 

»)  Clbbsch,  Grbixi's  Joum.  56,  pag.  I  (1859).  Digitized  by  VjOOQIC 
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sofort  angeben  kann.  In  den  Schnittcurven  der  hierdurch  dargestellten  Flächen 
geht  die  Bewegung  vor  sich,  und  der  Druck  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

2)  Wenn  die  Bewegung  nicht  stationär  ist,  wird  die  erste  Methode  sehr 
complicirt.  Für  diesen  Fall  hat  aber  Clebsch  eine  andere  Substitution  angegeben, 
welche  allgemein  von  grosser  Bedeutung  ist    Sie  lautet 

giebt  also  die  Gleichungen 

d^  d^  d^  a+       ^ 

dt  dx  cy  dx 

und  führt,  in  Verbindung  mit  (8),  zu  den  Integralen 

X  =  const  ^  SS  const 

Die  Bedeutung  der  Gleichungen  (21)  wird  sofort  deutlich  hervortreten^),  und 
es  sei  hier  nur  noch  auf  die  Beziehung  dieser  Darstellung  zu  derjenigen  von  Paci 
(pag.  377)  aufmerksam  gemacht. 

Die  beiden  Arten  von  Flüssigkeitsbewegung.  Bei  der  Mannigfaltigkeit 
der  Bewegungserscheinungen,  welche  Flüssigkeiten  darbieten,  ist  die  Erlangung 
eines  obersten  Eintheilungsprincips  von  besonderer  Wichtigkeit  Mit  hierherge- 
hörigen Betrachtungen  haben  sich  schon  Lagrange  und  Euler  beschäftigt,  voll- 
ständig gelöst  wurde  aber  die  Aufgabe  erst  durch  v.  Helmholtz').  Schon  die 
Gleichungen  (21)  zeigen,  dass  man  verhältnissmässig  einfache  Flüssigkeitsbewegun- 
gen erhalten  wird,  wenn  man  nur  je  das  erste  Glied  beibehält,  also 

«=:|i  v^^  w  =  ^  (22) 

dx  dy  dz  ^ 

setzt;  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  sind  dann  also  die  Differential- 
quotienten einer  und  derselben  Funktion  9,  die  v.  Helmholtz  demgemäss  Ge- 
schwindigkeitspotential nennt,  nach  den  Coordinatenazen;  und  die  Continui* 
tätsgleichung  (8)  wird 

0  +  $-+-0  =  <>    oder  kurz    A^-O.  (23) 

übereinstimmend  mit  der  Gleichung  des  Kiäftepotentials  für  ausserhalb  gelegene 
Massen.    Nun  erfordern  die  Gleichungen  (22)  das  Bestehen  der  Gleichungen 

dw      dv      ^        du       dw      ^        dv      du      ^  .^^. 

jy-li-=^       -Fl-ä^-O       j^-jy^O,  (24) 

und  diese  Grössen  smd,  wie  schon  bei  der  Betrachtung  fester  Körper  gezeigt 
wurde  [pag.  228,  Gleichung  (13)],  die  doppelten  Drehungsgeschwindigkeiten  Et)C 
des  betreffenden  Theilchens.  Man  erhält  also  das  Ergebniss :  In  den  Theilen 
einer  Flüssigkeit,  in  welchen  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt,  finden  keine 
Drehungen  der  Elementartheilchen  (Rotationen,  Wirbel)  statt  Man  kann  hiemach 
unterscheiden: 

1)  Potentialbewegung  der  Flüssigkeiten, 

2)  Wirbelbewegung  der  Flüssigkeiten. 

1)  Ueber  diese  Thmsfonnatioii  s.  auch  Hill,  Quart  J.  of  Math.  17  (z88o)  und  Pioc.  R. 
Soc.  36,  pag.  279  (1884)-  —  r^  1 

^  V.  Helmholtz,  Crellb's  J.  55,  pag.  25  (1S5S).    WIm.  Abh.  i,  pag.  icö)OQlt: 
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Nach  Craig^)  kann  man  diese  Eintheilung  fortsetzen  und  folgendennaassen 
klassificiren:  1)  Die  Geschwindigkeitscomponenten  u^v^w^  haben  ein  Potential 
90.  2)  Dies  ist  nicht  der  Fall,  wohl  aber  haben  die  Wirbelcomponenten  u^v^w^ 
ein  Potential  ^j.  3)  Beides  findet  nicht  statt,  aber  die  aus  u^  v^  w^  ebenso  wie 
diese  aus  u^  Vq  Wq  gebildeten  Grössen  u^  v^  w^  haben  ein  Potential  93  u.  s.  w. 
Dabei  bestehen  die  Beziehungen  u^^^^u^  etc.,  t/,  ==:  A  »^  etc.,  »^  ==  A  A  »q  etc. 

Durch  Einführung  von  S  t)  C  kann  man  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  man 
zur  Abkürzung  die  Geschwindigkeit  gleich  a>  und 


/ 


'i-y^h"-" 


setzt,  auf  die  von  Lamb*)  angegebene  Form 

|j4.2(«C-a'6)  +  ^  =  0  (24a) 

bringen,  welche  für  Potentialbewegung  in  die  einfachere 

du      dR      ^        dv      dR      ^        dw      dR      ^  ,^,^, 

^■^a^  =  ^      ^-^-^^^     W^^  =  ^  (24b) 

übergeht. 

Ihre  volle  Berechtigung  und  Bedeutung  erhält  die  Eintheilung  der  Hydro- 
dynamik in  Potentialbewegung  und  Wirbelbewegung  erst  durch  die  folgende, 
übrigens  auch  an  sich  wichtige  Betrachtung.  Wenn  man  die  zweite  der  Lagrange'- 
sehen  Gleichungen  (14)  nach  r,  die  dritte  nach  b  differendrt,  sie  dann  von 
einander  abzieht  und  analog  mit  der  dritten  und  ersten,  sowie  mit  der  ersten 
und  zweiten  verfahrt,  so  erhält  man,  wenn  A*  B^  C  von  der  2^it  unabhängige 
Grössen,  also  lediglich  Funktionen  von  abc  sind: 

de   db  '^  db    dc)'^\dc   db  '^  db  dc)^\dc  db  ^  db    dc)^^^ 

da  de       de    da)~^\da   de       de   da)~^\da  de''  de    da)'^^^ 

(du_  dx  ^  ^x\  (dv_dy  ^^y\  (dw  dz^  dw  dz\  ^ ^, 
db  da^da  db)'^\db  da^da  dbj'^\db  da'' da  db)^^^' 
Es  möge  darauf  hingewiesen  werden,  dass  die  Gleichungen  gewissermaassen 
den  Flächensätzen  entsprechen  (pag.  74).  Multiplizirt  man  jetzt  die  erhaltenen 
Gleichungen  zuerst  mit  dx/da,  dx/db,  dx/de,  dann  mit  dy /da,  dy/db,  dy/de,  end- 
lich mit  dg/da,  dz/db,  dz/de  und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man,  wenn  ABC 
neue,  von  der  Zeit  unabhängige  Grössen  sind: 

1  (dw      dv\         .dx        „dx       ^dx 

2W''JF)^'^'d^-^^Jb'^^J7 

1  (du       dw\       j^y  ^jyh  ^r  ^y  /c,p;^ 

^\jJ-d^)^'^Ji^^db-^^J7  (2^) 

\(dv       du\       j  dz  dz  dz 


>)  Craio,  United  States  Coast  and  Geod.  Surrey  1881.  —  Siehe  auch:    Rowland,  Amer. 
J.  Math.  3,  pag.  226  (1881). 

>)  Lamb,  Einl.  in  die  Hydrodynamik,  deutsch  von  Rsiff,  Tttb.  1884,  p^^'^j^OOQlC 
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Setzt  man  hierin  für  xyz  ihre  Anfangswerthe  a^o  so  sieht  man,  dass  ABC 
die  Anfangswerthe  der  Drehungscomponenten  sind,  und  die  Gleichungen  (25)  zeigen, 
welche  Werthe  diese  Grössen  im  Laufe  der  Zeit  annehmen.  Für  Punkte  abc  der 
Flüssigkeit,  für  welche  ^  =:  0,  ^  «=  0,  C=  0  ist,  sind,  wie  man  sieht,  die  Drehungs- 
componenten jederzeit  gleich  null;  man  erhält  also  den  Satz:  Ein  Flüssigkeits- 
theilchen,  welches  zu  irgend  einer  Zeit  nicht  rotirt,  rotirt  niemals^). 
Damit  ist  gezeigt,  dass  Potentialbewegung  niemals  in  Wirbelbewegung  übergehen 
kann  und  umgekehrt,  dass  dies  also  in  der  That  zwei  streng  geschiedene  Klassen 
von  Flüssigkeitsbewegung  sind.  Natürlich  gilt  dies  nur  für  ideale  Flüssigkeiten; 
in  den  wirklichen  Flüssigkeiten  können  in  Folge  der  Reibung  (oder  auch  anderer 
Einwirkungen)  Wirbel  entstehen  und  vergehen,  wie  man  dies  thatsächlich  fast  all- 
täglich beobachtet. 

Relative  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen.  Die  für  feste  Körper 
auf  pag.  226  bis  229  durchgeführte  Analjrse  der  Bewegungsvorgänge  lässt  sich 
natürlich  auch  auf  Flüssigkeiten  übertragen  und  es  ist  zugleich  einleuchtend,  dass 
sich  hier  zahlreiche,  den  Flüssigkeiten  eigenthümliche  oder  für  sie  mindestens 
eine  besondere  Bedeutung  erlangende  Sätze  und  Beziehungen  ergeben  werden. 
Es  ist,  nächst  v.  H£LMH0LTz9),  das  Verdienst  Beltrami's'),  diese  Untersuchungen 
durchgeführt  zu  haben.  Auf  etwas  anderem,  mehr  S]mthetischem  Wege  hat  neuer- 
dings Reiff^)  das  Problem  behandelt.  Es  muss  jedoch  hier  an  diesen  Hinweisen 
genügen. 

Potentialbewegung.  Führt  man  in  die  EuLER'schen  Gleichungen  (13) 
das  Geschwindigkeitspotential  ein,  multiplicirt  sie  mit  dx^  dy^  dz,  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  welche  sich  integriren  lässt  und  damit  zu  folgender,  dem  Satze 
von  der  Erhaltung  der  Energie  (pag.  71)  entsprechenden  Gleichung  führt: 

/(o-l?-l[(S)V(|?)'-Gl)']--'.      c«) 

oder  kurz,  wenn  <d  die  Geschwindigkeit  ist: 

/(Oh-||  +  |»»  =  >^-^  (26a) 

/(/)  ist  hierin  lediglich  eine  Funktion  der  Zeit,  kann  aber  unter  Umständen 
auch  eine  Constante  werden.  Wie  man  sieht,  stellt  diese  Gleichung,  bei  gege- 
benem Vt  eine  Beziehung  zwischen  dem  in  P  enthaltenen  Druck  /  (s.  Gleichun- 
gen 11  und  12)  und  der  Geschwindigkeit  dar.  Man  nennt  diesen  Druck  den 
hydrodynamischen  oder  hydraulischenDruck;  er  ist  von  dem  hydrostati- 
schen, bei  ruhenden  Flüssigkeiten  stattfindenden  Druck  wesentlich  verschieden 
und  desto  kleiner,  je  grösser  die  Geschwindigkeit  wird. 

Die  Gleichung  (26)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  A^^O  genügt  zur 
Bestimmung  der  beiden  Unbekannten  /  und  9;  und  da  man  aus  9  unmittelbar 
uvw  findet,  so  enthalten  die  beiden  angegebenen  Gleichungen  die  vollständige 
Grundlage  für  die  Potentialbewegung  incompressibler  Flüssigkeiten. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften,  welche  9  hat,  und  welche  zum  Theil  mit  den 
Eigenschaften  des  Kräftepotentials  analog  sind,  sind  folgende.    Seine  Difierential- 


^)  Ueber  die  Geschichte  dieses  Satzes,  an  welcher  insbesondere  CauchYi  Stokbs,  v.  Hblm- 
HOLTZ  und  Sir  W.  THOMSON  betheiligt  sind,  s.  Laub,  Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  ttbers. 
▼.  RxiFF,  TUb.  1884,  pag.  29  u.  s.  w. 

>)  V.  Helmholtz,  Creu.e'8  J.  55,  pag.  25  (1858).    Wiss.  Abh.  i,  pag.  loi. 

^  Beltrami,  Mem.  di  Bologna,  i,  pag.  431;   2,  pag.  381;   3,  pag.  349  (1871—73). 

*)  Reiff,  Ueb.  d.  Princ.  d.  neueren  Hydrodynamik.     TUb.  iSSa^igitized  by^^OOQle 
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quotienten  nach  x^y^  z,  t  sind  eindeutige  Funktionen;  für  die  ersten  drei  ist  dies 
nach  ihrer  Bedeutung  als  Geschwindigkeitscomponenten  an  sich  klar,  für  d^/d/ 
folgt  es  aus  Gleichung  (26),  wo  alle  übrigen  Grössen  eindeutig  sind.  Ob  7  selbst 
eindeutig  ist,  hängt  dagegen  von  der  Natur  des  Raumes  ab,  den  die  Flüssigkeit 
erfüllt.  In  einem  einfach  zusammenhängenden  Räume  lässt  sich  eine  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  in  jede  andere  Linie  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
stetig  überführen,  und  jede  geschlossene  Linie  lässt  sich  durch  stetige  Verkleine- 
rung auf  einen  ihrer  Punkte  reduziren.  In  einem  einfach  zusammenhängenden 
Räume  muss  daher  9  eindeutig  sein.  Dagegen  kann  es  in  einem  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Räume,  z.  B.  in  einem  Ringe,  mehrdeutig  sein. 

Wie  das  Kräftepotential,  so  führt  auch  das  Geschwindigkeitspotential  zu  einer 
bestimmten  geometrischen  Vortellung.     Die  Flächen 

(p  =  const  (27) 

sind  die  Flächen  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  und  können  der 
Analogie  halber,  wenn  eine  Verwechslung  mit  den  Flächen  V=^  r<?iw/ ausgeschlossen 
ist,  Niveauflächen  genannt  werden.  Auf  ihnen  senkrecht  stehen  die  durch  die 
Gleichungen 

bestimmten  »Stromlinien«,  welche  überall  mitder  Bewegungsrichtung  zusammen- 
fallen, aber  im  allgemeinen  nicht  mit  den  Bahnlinien  der  Theilchen  identisch 
sind;  letzteres  geht  schon  daraus  hervor,  dass  die  Stromlinien  sich  mit  der  2^it 
ändern,  während  doch  die  Bahnlinien  ganz  bestimmte  Linien  sind.  Man  kann 
die  beiden  Arten  von  Curven  am  besten  so  unterscheiden:  Die  Bahnlinie  ent- 
hält die  Bahnelemente  eines  und  desselben  Theilchens  zu  verschiedenen  2^iten, 
die  Stromlinie  enthält  die  Bahnelemente  verschiedener  Theilchen  in  einem  be- 
stimmten Augenblicke.  Identisch  werden  beide  Curven  nur  in  dem  Falle  werden, 
wo  die  Bewegung  an  jedem  Orte  von  der  Zeit  unabhängig  ist.  Derartige  Bewe- 
gungen, wie  sie  näherungsweise  von  Flüssen,  Wasserfallen,  Springbrunnen  u.  s.  w. 
dargestellt  werden,  heissen  stationäre  Bewegungen.  Man  kann  sie  auch  durch 
den  Ausspruch  charakterisiren,  dass,  während  bei  den  übrigen  Bewegungen  die 
materiellen  Flüssigkeitstheilchen  die  Träger  der  Erscheinungen  sind,  diese  als 
solche  bei  den  stationären  Bewegungen  gar  keine  Rolle  spielen;  die  Erscheinun- 
gen sind  lediglich  an  den  Ort  gebunden,  und  die  Theilchen,  die  nacheinander 
an  denselben  Ort  gelangen,  setzen  an  diesem  die  Bewegungen  fort^  die  sie  dort 
vorgefunden  haben. 

Die  Componente  der  Geschwindigkeit  in  irgend  einer  Richtung  s  ist  d^/^s] 
versteht  man  also  unter  n  die  in  einem  Punkte  einer  Niveaufläche  errichtete  Nor- 
male, so  ist  d<f/dn  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte  selbst  Stellt  man  sich 
vor,  dass  von  den  unendlich  vielen  Niveauflächen  solche  ausgewähltsind,  für  welche  f 
eine  constante  Difierenz  von  Fläche  zu  Fläche  hat,  so  findet  man,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit in  irgend  einem  Punkte  umgekehrt  proportional  ist  dem  Abstände 
zweier  benachbarter  Niveauflächen  in  der  Nähe  dieses  Punktes. 

Durch  unendlich  viele  unendlich  benachbarte  Stromlinien  wird  ein  »Strom- 
faden« abgegrenzt.  Ein  solcher  Stromfaden  kann,  wie  man  leicht  einsieht,  nicht 
innerhalb  der  Flüssigkeit  plötzlich  enden;  er  läuft  daher  entweder  in  sich  zurück, 
was  nach  dem  obigen  nur  in  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen  möglich 
ist,  oder  er  endigt  in  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  und  zwar,  da  die  feste 
Wandung  ausgeschlossen  ist,  in  der  freien  Oberfläche.  Schon  hieraus,  noch  deut- 
licher aber  aus  folgender  Betrachtung,  ergiebt  sich  ein  für  die  Potentialbewegung 


3^2  Strömtmg  und  Circnlation. 

wichtiger  Satz.  Ist  nämlich  eine  Flüssigkeit  ringsum  von  festen  Wänden  begrenzt, 
so  muss  für  diese  Begrenzung  offenbar  d^/dn=^0  sein.  Nun  ergiebt  eine  be- 
kannte Beziehung  zwischen  Raum-  und  Oberflächenintegralen  die  Gleichung 

Man  findet  also,  da  hiemach  auch  im  ganzen  Innern  die  Differentialquotien- 
ten von  (f,  d.  h.  die  Geschwindigkeitscomponenten  verschwinden,  den  Satz:  Inner- 
halb eines  von  festen  Wänden  vollständig  begrenzten,  einfach  zusammenhängen- 
den Raumes  ist  eine  Potentialbewegung  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  nicht 
möglich.  Ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  theils  fest  begrenzt,  also  d<f/dn^=0, 
theils  frei  und  hier  d^/dn  überall  gegeben,  so  ist  in  einem  einfach  zusammen- 
hängenden Räume  die  Flüssigkeitsbewegung  eindeutig  bestimmt;  in  einem  mehr- 
fach zusammenhängenden  Räume  hingegen  können  dann  immer  noch  verschiedene 
Bewegungen  möglich  sein. 

Das  Geschwindigkeitspotential  genügt  für  einen  Theil  der  incompressiblen 
Flüssigkeit,  deren  Oberflächenelemenl  da  die  Normale  n  hat,  ofienbar  der 
Gleichung 

/|jrf^  =  0.  (29) 

da  in  den  betrefiisnden  Raum  nothwendig  eben  so  viel  Flüssigkeit  ein-  wie  aus- 
tritt Wendet  man  dies  auf  ein  von  zwei  Querschnitten  begrenztes  Stück  eines 
Stromfadens  an,  so  findet  man  den  Satz 

gm=:  const,  (SO) 

in  Worten:  Das  Produkt  der  Geschwindigkeit  in  den  Querschnitt  ist  längs  des 
ganzen  Stromfadens  constant.  Die  Anwendung  der  Gleichung  (29)  auf  einen  von 
einer  Kugel  begrenzten  Theil  einer  Flüssigkeit  zeigt  femer,  dass  der  Mittelwerth 
von  7  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  dem  Werthe  in  ihrem  Mittelpunkte 
ist  Hieraus  folgt,  dass  im  Innem  einer  Flüssigkeit  das  Geschwindigkeitspoten- 
tial weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  werden  kann.  Die  Geschwindigkeit 
selbst  kann  im  Innem  wohl  ein  Minimum,  aber  kein  Maximum  werden;  die 
grössten  vorkommenden  Geschwindigkeiten  treten  also  stets  in  der  Oberfläche 
auf  (wohlverstanden  für  einfach  zusammenhängende  Räume). 

Schliesslich  sind  noch  die  von  Sir  W.  Thomson^)  eingeführten  und  nament- 
lich von  englischen  Forschem  benutzten  Ausdrücke  i Strömung«  un4  »Circn- 
lation« zu  erwähnen.    Frstere  bezeichnet  den  Werth  des  Integrals 

J{udx-^vdy -k-wdz)  ^^fdslu-^ — ^" ^ "T^ "♦" ^ ;j~ )  ^='  jdsus, 

wo  ds  das  Element  einer  beliebigen  Linie  in  der  Flüssigkeit  und  u,  die  Geschwindig- 
keit längs  ds  ist  Ist  die  Linie  geschlossen,  so  heisst  der  Werth  des  Integrals 
die  Circulation  in  dieser  geschlossenen  Curve.  Für  den  Fall  der  Potentialbewe- 
gung in  einem  einfach  zusammenhängenden  Räume  ist  die  Cirkulation  offenbar 
gleich  null,  und  die  Strömung  längs  zweier  dieselben  beiden  Punkte  verbinden- 
den Linien  gleich  gross. 

Spezielle  Fälle  von  Potentialbewegung.  Von  der  stationären  Bewe- 
gung ist  schon  gelegentlich  die  Rede  gewesen.    Die  Gleichung  (26  a)  geht  für  sie 

in  die  einfiachere 

/'=F-ic0«  (31) 

über,  welche  zeigt,  dass  für  einen  bestimmten  Punkt  die  Grösse  F,  also  auch  der 


*)  W.  Thomson,  Trans.  Edinb.  Soc.  25,  pag.  219  (1867).  Digitized  byLjOOQlC 
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Druck  p  lediglich  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit  a>  ist.    Schon  Daniel  Ber- 

NOUiLU^)  hat  dies  experimentell  bestätigt,  indem  er  ein  Gefäss  von  der  beistehenden 

Form  (Fig.  147)  mit  Flüssigkeit  füllte  und,  mittelst  eines  in 

dem  Querschnitte  g  eingesetzten  Manometers,  zunächst  den 

hydrostatischen  Druck  m  bei  verschlossenem  Gewiss,  dann 

den  hydrodynamischen  Druck  m',  m'*  u.  s.  w.  bei  mehr 

und  mehr  herausgezogenem  Stöpsel  S  maass.    Je  grösser 

die  Geschwindigkeit,    desto  kleiner  war   der  Druck,    und 

zwar   näherungsweise    übereinstimmend    mit    der    obigen 

Formel  ^"^ r- 

Hiervon    abgesehen    reducirt   sich   für   stationäre  Be-  (Ph.  147.) 

wegungen  das  theoretische  Problem  im  wesentlichen  auf 
die  Lösung  der  Differentialgleichung  A  7  =  0,  wodurch  man  9  als  Funktion  von 
xyz  und  somit,  da  es  von  /  nicht  abhängt,  vollständig  erhält.  Die  Schwierig- 
keit liegt  nur  darin,  die  Lösungen  zu  finden,  welche  zugleich  gegebenen  Grenz- 
bedingungen befriedigen,  und  es  ist  dies  bisher  nur  in  ganz  vereinzelten  Fällen 
gelungen.  Andererseits  liegt  es  nahe,  den  umgekehrten  Weg  einzuschlagen,  d.  h. 
Lösungen  jener  Gleichung  zu  errathen,  und  diesen  dann  die  Grenzbedingungen 
anzupassen,  d.  h.  zu  untersuchen,  unter  welchen  Umständen,  bei  welcher  Be- 
grenzung der  Flüssigkeit  u.  s.  w.  diese  Lösung  gültig  ist.  Auf  diese  Weise  ge- 
langt man  jedoch  meist  zu  Erscheinungen,  welche  thatsächlich  entweder  nicht 
realisirbar  oder  ohne  Interesse  sind.    Das  gilt  z.  B.  von  der  Lösung 

^=:ax-\-  dy-h  cz, 
welche  die  einfache  gradlinige  Bewegung  mit  constanter  Geschwindigkeit  darstellt. 
Andere  Lösungen  findet  man  durch  Transformation  in  orthogonale  Coordinaten, 
wodurch  die  Gleichung  A  9  =  0  die  Gestalt 


erhält  {N^N^N^  s.  ob.  pag.  375).  Wählt  man  z.  B.  elliptische  Coordinaten 
(Gleichungen  17),  so  kann  man  diese  Gleichung,  indem  man  statt  E  ir]  C  die  neuen 
Grössen 


-/v 


tK, 


einführt,  m  die  einfachere 

überführen,  welche  die  Lösungen 

hat  Es  giebt  daher  Flüssigkeitsbewegungen,  bei  welchen  die  Niveauflächen  ge- 
wisse Flächen  zweiten  Grades  und  die  Stromlinien  die  Schnittlinien  der  beiden 
zugehörigen  Schaaren  von  Flächen  zweiten  Grades  sind.  Denkt  man  sich  z«  B. 
in  der  Flüssigkeit  eine  von  der  Ellipse 


^%  -^  Xa  —  jx« 


^)  D.  Bernouilu,  Hydrodynamica  sive  de  viiibus  et  motlbus  fiaidomm  commentarü    Aigen- 
*°"^   '738.  Digitized  by  GoOglC 
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begrenzte  Fläche,   welche   auf  beiden  Seiten  Flüssigkeit  ausströmen  lässt  oder 
Flüssigkeit   aufsaugt,    so   sind   die  Stromlinien  die  Schnittlinien  der  confocalen 

einschaligen  und  zweischaligen  Hyper- 
boloide; einen  Schnitt  durch  die  Flüssig- 
keit veranschaulicht  Fig.  148. 

Es  muss  übrigens  darauf  hinge- 
wiesen werden,  dass,  nachdem  eine 
stationäre  Bewegung  angenommen  wor- 
den  ist,  nun  erst  noch  zu  untersuchen 
ist,  ob  dieselbe  auch  thatsächlich  auf 
die  Dauer  möglich,  d.  h.  ob  sie  stabil 
ist.  Mit  dieser  Frage,  welche  zu  den 
schwierigsten  der  Hydrodjmamik  gehört, 
hat  sich  namentlich  Sir  W.  Thomson*) 
(PiLi48.)  beschäftigt;    jedoch    muss   es   hier    an 

diesem  Hinweis  genügen. 
Endlich  giebt  es  zahlreiche  Fälle,  in  denen  die  Geschwindigkeiten  der 
Flüssigkeitstheilchen  stets  kleine  Werthe  behalten.  Für  stationäre  Bewegungen 
führt  dies  keine  Vereinfachungen  herbei,  da  alsdann  (Gleichung  31)  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  das  einzige  überhaupt  vorkommende  Bewegungsglied  ist. 
Handelt  es  sich  dagegen  um  kleine,  nicht  stationäre  Bewegungen,  z.  B.  um 
Schwingungen  oder  Wellen,  bei  denen  die  Theilchen  nur  langsam  sich  bewegen, 
so  kann  man  in  Gleichung  (26  a)  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  vernach- 
lässigen und  erhält,  wenn  man  die  Funktion  /(/)  mit  in  9  hineinnimmt: 

Tt 


^V--P) 


(32) 


diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  zweiten  A  9  =  0  bildet  dann  die  Gnmd- 
lage  des  Problems. 

Die   praktisch    wichtigsten   Fälle    der   Potentialbewegung    der   Flüssigkeiten 
können  folgendermaassen  gruppirt  werden: 

A)  Fortschreitende  Bewegung  oder  Strömung. 

1)  Strömung  in  Röhren  (ringsum  feste  Wandung). 

2)  Strömung  in   Flüssen,  Canälen,  Meeren  (theilweise  feste   Wandung, 
theilweise  Nachbarschaft  anderer  Flüssigkeiten  oder  Gase). 

3)  Strahlen  (gar  keine  feste  Wandung). 

4)  Ausfluss  (Uebergang  der  beiden  ersten  Erscheinungen  in  die  dritte). 

B)  Hin-  und  hergehende  Bewegung. 

5)  Scheinbar  fortschreitende  Bewegung,  d.  h.  fortschreitende  Wellen. 

6)  Stehende  Wellen  oder  Schwingungen. 

Ueber  3)  und  4)  s.  Art.  »Ausfluss  und  Strahlbildung«. 
Strömung  in  Röhren^).  Zunächst  werde  von  der  Reibung  der  Flüssig- 
keitstheilchen an  der  Röhrenwand  und  an  einander  abgesehen.  Der  einfachste 
und  wichtigste  Fall  ist  der  der  stationären  Strömung,  den  man  verwirklichen  kann 
entweder  streng,  indem  man  den  Wasserstand  in  dem  die  Röhre  speisenden  Re- 
servoir constant  erhält,  oder  für  eine  kurze  Zeit  näherungsweise,  indem  man  den 
Querschnitt  des  Reservoirs  sehr  gross  gegen  den  der  Röhre  wählt    Im  Anfangs- 


werden. 


0  W.  Thomson,  in  zahlreichen  Bänden  des  Phil.  Mag. 

^  In  Bezug  auf  die  Details  dieses  Problems  muss  auf  die  technische  Fachlitteratur  verwiesen 
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Querschnitt  q^  sei  der  Druck  /q,  die  Geschwindigkeit  (o^,  in  einem  beliebigen 
Querschnitte  q  ersterer  p,  letztere  a>;  das  Potential  der  Schwere  ist,  wenn  z 
vertikal  abwärts  gerechnet  wird,  gleich  g  z.  Die  Grundgleichung  wird  also  durch 
Subtraktion  für  die  Querschnitte  q  und  q^, 

a>2  —  o)o»  =  2gz  —  2^^=^^ ,  (33) 

und  speciell  für  den  Endquerschnitt  Q,  für  den  p  =  P,  u>  =s  Q  sei: 

wo  h  der  senkrechte  Höhenunterschied  zwischen  den  Röhrenenden  ist.  Wie 
man  sieht,  hängt  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Querschnitte  von  der  An- 
fangsgeschwindigkeit, der  Tiefe  und  __^^^^ 

dem  Ueberdruck  ab,  nicht  aber  von      ..„^.^»vg^ — '---r^"^->^ 

der    Gestalt    der    Röhre    und    dem*^  ^'^'^^^  ^^''^-^'^^^^^'^ 

innerhalb    des    Querschnitts    q    be-  ^^^^^^^^^ 

trachteten    Orte;     alle    Stromfäden  ^^^""^i57^r"*"r- 

haben  also  dieselbe  Geschwindigkeit  "'i 

und  ein  zu  irgend  einer  Zeit  ebener  .pj^  ^^^ .  "'' 

Querschnitt  bleibt  stets  ein  solcher. 

Die  Continuitätsgleichung  lautet  hier,  wenn  s  irgend  ein  Schnitt,  ^  der  Winkel 
seiner  Normalen  gegen  die  Axe  und  A  die  in  der  Zeiteinheit  durch  s  hindurch- 
tretende Flüssigkeitsmenge  ist,  und  wenn  s^^'A*  analoge  Bedeutung  haben 

/a>  cos^  äs  -{'fio'  cos^'  äs'  r=A-{-A'  ^  0, 
also,  da  co  von  äs  unabhängig  ist,  und  wenn  man  die  Anwendung  auf  die  Quer- 
schnitte q  macht: 

^o<oo=^«>  =  öQ;  (34) 

die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Querschnitte  ist  also  mit  dessen  Grösse  um- 
gekehrt proportional.    Für  eine  Stelle,   an  welcher  Ueberdruck  nicht  stattfindet, 

{^=Mist  ^ 

a>  =  l/wo*  -h  2g z, 
d.  h.    die  Resultante    aus   der   ursprünglichen   Geschwindigkeit   und  derjenigen, 
welche  ein  durch  die  betreffende  Höhe  frei  gefallener  Körper  besitzt  (pag.  109, 
Gleichung  2  c);    ein   specieller  Fall   hiervon   ist   das    ToRRiCELLi'sche  Theorem 
(s,  w.  u.).    Setzt  man  aus  (34)  den  Werth  von  coq  in  (33)  ein,  so  erhält  man: 


Andererseits  erhält  man  für  den  Druck  /,  je  nachdem  man  ihn  durch  10 
oder  durch  die  Ausflussgeschwindigkeit  Q  oder  durch  die  Druckdifferenz  an  den 
Röhrenenden  P — pQ  ausdrückt 

^-o--i^-[(f  )-(£)'] 

(-)  - ' 
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Wie  man  sieht,  sind  die  Formeln  nur  anwendbar,  wenn  der  Querschnitt  der 
Röhre  sich  verengert,  nicht  aber  wenn  er  sich  erweitert  (denn  dann  wird  <d  ima- 
ginär), und  auch  nicht  in  dem  besonders  wichtigen  Falle  wo  der  Querschnitt  con- 
stant  bleibt.  Stationäre  Bewegung  ist  dann  also  ohne  Reibung  nicht  möglich; 
letztere  ist  sonach  ein  wesentlicher  Faktor  und  muss  in  Rechnung  gezogen 
werden.  Indem  im  Uebrigen  auf  den  Art.  Reibung  verwiesen  wird,  folgen  hier 
nur  die  für  das  vorliegende  Problem  wesentlichen  Angaben. 

Zunächst  werde,  wie  es  von  technischer  Seite  zu  geschehen  pflegt,  als  ein- 
ziger Widerstand,  den  die  strömende  Flüssigkeit  zu  überwinden  hat,  der  sogen. 
»Rö  hren  wider  st  and«  J?,  d.h.  die  Reibung  der  Flüssigkeit  an  der  Röhren  wand, 
eingeführt.  Derselbe  hängt,  ausser  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  inneren 
Röhrenwand,  jedenfalls  noch  von  anderen  Grössen  ab.  Schon  eine  ungefähre 
Ueberlegung  lehrt,  dass  R  der  Röhrenlänge  /  und  dem  Umfange  des  Querschnitts 
u  direkt  der  Grösse  des  letzteren  aber  umgekehrt  proportional  ist;  es  wird  also, 
wenn  x  ein  die  specifische  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  Röhrenwand  dar- 
stellender Zahlenfaktor  ist,  für  beliebige  Formen  des  Querschnitts: 

^« 

und  insbesondere  für  kreisförmigen  Querschnitt  vom  Durchmesser  d: 

,-4'. 

Die  Strömungsgeschwindigkeit  wird  also  jetzt: 

bleibt  also  auch  für  Überali  gleichen  Querschnitt  endlich  und  wird  in  diesem 
Falle  der  Wurzel  aus  dem  Röhrenwiderstand  umgekehrt  proportional.  Um  diesen 
Fall  handele  es  sich  zunächst. 

Was  die  Constante  x  betrifit,  so  fand  z.  B.  Evtelwein^)  (in  rheinischen  Fuss) 
etwa  x  =  0*031.  Indessen  haben  spätere  Versuche  gezeigt,  dass  x  selbst  wieder 
noch  von  der  Geschwindigkeit  und  dem  Durchmesser  abhängt.  Einige  Hydrau- 
liker setzten 

ß 
x=sa-h— , 

und  zwar  fand  (wieder  in  Fuss) 

Prony  a  =  000684  ß  =  O'OOl  1 16 

D*AuBUissoN  0-00673  0001211 

EvTELWEiN  0-00549  0-00143; 

dagegen  stellte  Weisbach  seine  Versuche  durch  die  Formel 

ß         /.n^occ^o      0-004289 

X  =  a  +  -7=  =  0-003598  H 7=r— 

yni  y » 

dar.  Nach  Darcv  endlich,  welcher  die  genauesten  und  zahlreichsten  Versuche 
ausführte,  ist  für  kreisförmigen  Querschnitt 

ä  (f> 

und  hierin  ist  für  neue  Röhren 


I)  EVTELWEIN.  Abh.  Ben.  Ak.  ,8.4.  ^.g.,.^^,  ^^  GoOglc 
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X  =  0-0033  ■ 


Yo< 


00225 


a  =  0-001262        a^  =  0-000833        ß  =  0-00206        ß^  =  0-00001042, 
während  für  abgenutzte  Röhren  etwa  die  doppelten  Werthe  gelten^).    In  neuester 
Zeit  hat  Hamilton  Smith  ^  diese  Versuche  im  grössten  Maassstabe  wieder  auf- 
genommen, /  zwischen  3  m  und  13000  1»,  d  zwischen  13  mm  und  1220  mm  yariirt 
und  auf  die  obige  Bezeichnungsweise  umgerechnet  den  Ausdruck 

0-000035  \     1 
ä      jy^ 

gefunden.  Um  hiemach  die  Durchflussgeschwindigkeit  für  eine  gegebene  Leitung 
zu  berechnen,  wird  man  am  besten  thun,  ein  Näherungsverfahren  anzuwenden, 
indem  man  mittelst  eines  ungefähren  Werthes  von  x  nach  der  Formel 

(A  Druckhöhe,  mit  der  nöthigen  Correktur  wegen  der  Contraktion,  s.  Art.  Aüsfluss) 
fo  berechnet,  hiermit  ein  genaueres  x  u.  s.  w. 

Der  £influss  des  Röhrenwiderstandes  lässt  sich 
in  folgender  Weise  bequem  veranschaulichen 
(Fig.  150).  MJV  sei  ein  bestimmtes  Stück  der 
Röhre,  von  z  =  z^  bis  5  «s  s^  reichend  (ent- 
sprechend ^  =/i  und  /  =  ^2);  in  ^und  iV  denke 
man  sich  Manometer  eingesetzt,  welche  die  Druck- 
höhen ^i=/i/(^p)  und  ^j=/2/(^p)  anzeigen. 
Die  Höhendifferenz  MN  stellt  das  wahre  Gefälle, 
die  von  AB  das  virtuelle  Gefälle  dar;  dieselben 
Grössen  durch  CD  dividirt,  heissen  relatives  Gefälle  (fil  150.) 

(wahres  resp.  virtuelles).    Die  Strömungsgleichung  ist 

für  x  =  0  wäre  z^-{-  h^^z^-^  A%,  also  das  virtuelle  Gefälle  null,  AB'  horizon- 
tal; B  B'  ist  also  die  durch  den  Röhren  widerstand  verlorene  Druckhöhe. 

Bisher  wurde  angenommen,  dass  sich  ein  Flüssigkeitsfaden  wie  der  andere 
bewegt.  Thatsächlich*^  wird  das  aber  nicht  der  Fall  sein^  da  die  peripherischen 
Theilchen  am  meisten,  die  axialen  am  wenigsten  durch  den  Röhrenwiderstand 
aufgehalten  werden,  ein  ursprünglich  ebener  Querschnitt  wird  sich  daher  mehr 
und  mehr  nach  vorn  ausbauchen.  Um  dies  darzustellen,  muss  man  den 
Abstand  r  eines  Theilchens  von  der  Röhrenaxe  einführen  (für  die  Wand  wird 
r^=iR^  dem  Radius)  und,  unter  der  Annahme,  dass  für  ein  und  dasselbe  Theil- 
chen r  constant  bleibt,  x  als  Funktion  von  r  darstellen.  Theoretisch  hat 
MosELEY*)  die  Formel 

abgeleitet,  so  dass  flir  r  ==  0  :  <d  =  «^  ^^,  für  r  =  R/z :  a>  =  o^  und  für  r  =  j? : 
c0  =  a>^  ^Ä(i~«)  wird;   dagegen  hat  Darcv*)  seine  Versuche  durch   die  Formel 

«,  =  «,o[l-«(j)'/'] 

dargestellt,  und  ähnliche  Formeln  haben  später  Bazin  u.  A.  benutzt.  Die  theo- 
retische Formel  stimmt  mit  der  praktischen,  wie  Cunningham^)  gezeigt  hat,  nur 

^)  Noch  andre  Fonneln  resp.  Werthe  rühren  von  Dubuat,  Gerstnbr  und  Gerard  her. 

>)  Hamilton  Shtih,  Dingl.  Polyt  J.  252,  pag.  89  (1884). 

^  MosBLBY,  Phil.  Mag.  (4)  42,  pag.  184  (1871)  und  44,  pag.  30  (1872). 

*)  Darcy,   Mem.  pr^.  \  l'Ac.  de  Paris  15.  (1858).  —  Darcy-Bazin,   ebenda  19,  pag.  u 

»)  CüNNINGHAM,  Phil.  Mag.  (5)  14,  pag.   IIO  (1882).  Digitized  by^^OiJy  It: 
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innerhalb  sehr  enger  Grenzen  überein;  indessen  scheint  es  bis  jetzt  nicht  ge- 
lungen zu  sein,  diese  Lücke  auszufüllen. 

Ueberhaupt  wird  man  den  hier  in  Rede  stehenden  Vorgängen  in  weit  wissen- 
schaftlicherer Weise  gerecht,  wenn  man  ausser  der  äusseren  Reibung  x  auch  die 
innere  Reibung  t)  der  Flüssigkeitstheilchen  an  einander  als  maassgebend  für 
die  Abnahme  des  Drucks  und  der  Geschwindigkeit  einführt.  Für  ganz  enge, 
sogen.  Capillarröhren,  hat  Poiseuille^)  die  als  sein  Gesetz  bekannte  empirische 
Formel  .für  die  Ausflussmenge  A 

aufgestellt.  Die  Ausflussmenge  ist  nämlich  diejenige  Grösse,  welche  sich  am  ein- 
fachsten direkt  messen  lässt,  sei  es  durch  Auffangen  der  in  einem  bestimmten 
Zeiträume  ausfliessenden  Flüssigkeitsmenge  in  einem  calibrirten  Gefässe,  sei  es 
durch  Wägung.  Durch  Division  mit  dem  Querschnitte  (eventuell  in  gewissen 
Fällen  unter  Anbringung  von  Correctionen)  erhält  man  alsdann  rückwärts  die 
mittlere  Geschwindigkeit  aller  Fäden.  Theoretisch  ergiebt  sich  als  Geschwindig- 
keit eines  Fadens 

folglich  als  mittlere  Geschwindigkeit  aller  Fäden 
und  somit  als  Ausflussmenge 

Die  PoiSEUiLLE'sche  Formel  geht  hieraus  hervor,  wenn  x  sehr  gross  gegen  v]  ist 
Für  nicht  mehr  captllarartige  aber  noch  sehr  enge  Röhren  hat  Hagen*)  durch 
zahlreiche  Versuche  die  Beziehung  für  die  Druckhöhe 

^  SS  a  0)^+  ß  0» 
gefunden;   man  bestätigt  dieselbe  aus  der  Theorie,  indem  man  in  der  obigen 
Strömungsgleichung  das  der  inneren  Reibung  entsprechende  Glied  hinzufügt,  wo- 
bei sich  zugleich  die  HAGEN'schen  Constanten  bestimmen,  nämlich 

—  1      ^^J3L 


Auf  die  Betrachtungen,  zu  denen  diese  Werthe  Anlass  geben,  kann  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden.  Nur  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  hier 
für  T]  =  0  nicht  mehr,  wie  bei  Poiseuelle,  cd  =  oo  wird,  sondern  endlich  bleibt 

Was  endlich  weitere  Röhren  betrifft  (d^=^cm  und  mehr),  deren  Länge  aber 
in  entsprechendem  Maasse  gross  ist,  so  hat  O.  £.  Meyer')  die  folgende  Formel 
für  die  Ausflusszeit  /  als  die  Versuche  gut  darstellend  gefunden: 

y>  P  P^ 
deren  erstes  Glied  der  reibungsfreien  Strömung,  deren  zweites  dem  Poiseuille- 
schen  Gesetz  entspricht,  deren  drittes  dagegen  neu  ist;  es  wäre  zu  prüfen,  ob 
die  Versuche  von  Hamilton  Smith  (s.  o.)  sich  ebenfalls  hierdurch  darstellen  lassen. 
Viel  complicirter  werden  Theorie  und  Beobachtung,  wenn  der  Querschnitt 
der  Röhre  veränderlich  ist,  und   ganz  besonders  dann,  wenn  er  plötzUche  Ver- 

>)  PoiSEüiLLE,  Mem.  pres.  ü  l'Ac.  de  Paris  9,  pag.  523  (1847).    Ann.  Ch.  Phys.  21. 

^  Hagen,  Pogg.  Ann.  46,  pag.  423  (1839).    Abh.  Berl.  Akad.  1854,  pag.  12. 

^  Ö.  E.  Meyer,  Pqgg.  Ann.  Jubdband  pag.  i  (1874).  ,      r^r^r^\r> 
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• 
änderUDgen  erfährt,  wenn  also  z.  B.  auf  eine  weitere  Röhre  eine  engere  folgt, 
oder  wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.  Es  treten  dann  nämlich  ausser  der 
axialen  auch  transversale  Geschwindigkeiten  auf,  und  man  muss  an  Stelle  von  co 
die  drei  Componenten  uvw  in  die  Rechnung  einführen.  Diese  Strömungen  hat 
namentlich  Stefan  i;  von  allgemeinen  Gesichtspunkten  aus  untersucht  und  u.  a. 

Sätze  aufgestellt,  welche  den  bisher  betrachteten  Röhren 

r^:.'."^-'-'-"*' r.\I   ^^^  constantem  Querschnitt  solche  von  constantem  Längs- 

jVu^gjfe:^- '- "- ^  - :  schnitt  gegenüberstellen.  Uebrigens  erfahren  hier  die  Er- 
W:^'£itiif'l:}^22*2 '* " *  scheinungen  eine  weitere  Complikation  dadurch,  dass  in 
*''^^^^>;^--^^rrr-Vl'  vielen  Fällen,    z.  B.  bei  plötzlicher  Zunahme   des  Quer- 

*^^    ^^^ ^  Schnittes  Wirbel  auftreten,  welche  der  fortschreitenden  Be- 

<Hi.i5i.)  wegung   einen   Theil   des   kinetischen  Energie   entziehen, 

sowie  dadurch,  dass  zuweilen  die  Flüssigkeit  sich  von  der 
Wandung  loslöst  und  innerhalb  der  Röhre  einen  freien  Strahl  bildet. 

Schliesslich  ist  noch  auf  eine  Reihe  specieller  hierher  gehöriger  Probleme 
hinzuweisen:  Strömung  durch  sich  verzweigende  Röhren,  Strömung  durch  scharf 
gebogene  oder  gebrochene  Röhren  (Sartori,  Bresl.  In.-Diss.  1884),  Strömung  durch 
elastische  Röhren  (Schläuche)  u.  s.  w.  Dieselben  sind,  soweit  sie  sich  auf  weite 
Röhren  beziehen,  wesentlich  technischen  Interesses,  soweit  sie  sich  auf  Capillar- 
röhren  beziehen,  unter  iReibung«  berücksichtigt  Nur  auf  ein  sehr  merkwürdiges 
Resultat  einer  neueren  Untersuchung  muss  noch  hingewiesen  werden,  dass  nämlich 
das  Maximum  des  Ausflusses  aus  einer  geneigten  Röhre  nicht  dann  statt- 
findet, wenn  das  Wasser  sie  gänzlich  erfüllt,  sondern  wenn  es  nur  einen  Theil, 
nämlich  308°  des  Umfangs  benetzt,  also  nur  bis  zu  ^}  des  vertikalen  Durch- 
messers reicht.  Es  fliesst  dann,  bei  Anwendung  der  DARCv'schen  Formel,  fast 
um  7f  mehr  aus,  und  die  Ausflussgeschwindigkeit  ist  sogar  um  10^  grösser^). 

Strömung  in  Canälen  und  Flüssen.  Auch  dieses  vorwiegend  der  Tech- 
nik einerseits  und  der  Erdkunde  andererseits  angehörige  Problem  kann  hier  nur 
kurz  skizzirt  werden.  Von  streng  wissenschaftlicher  Seite  bietet  dasselbe  ausser- 
ordentliche und  durch  die  Untersuchungen  namentlich  englischer  und  französi- 
scher Forscher  nur  zum  Theil  überwundene  Schwierigkeiten  dar.  Die  Strömung 
kann  entweder  veränderlich  oder  stationär  sein,  und  in  letzterem  Falle  erhebt 
sich  die  weitere  Frage  nach  der  principiellen  oder  thatsächlichen  Stabilität  der 
betreffenden  Flüssigkeitsbewegung ^).  Hiervon  abgesehen  haben  zahlreiche  Phy- 
siker und  Techniker  Formeln  aufgestellt,  welche  die  Strömungsgeschwindigkeit  v  als 
Funktion  der  Dimensionen  des  Canals  (F  Querprofil,  d  Spiegelbreite,  /  benetzter 
Umfang)  und  des  relativen  Gefälles  /  angenähert  darstellen  und  theils  empirischen 
Charakters,  theils  aus  einfachen  Betrachtungen  abgeleitet  sind.    So  ist: 

nach  Eytelwein v^^c  y  ■—/ 

nach  HuMPHREYS  und  Abbot    v^^cy  ,  YJ 

nach  Hagen ^^^Y'I'V/ 

1/     Ji/  „      F 

nach  Bazin zr «    1/  — --^-7-5 ,    wo   Je  =  -- , 

^    a-hp//r  p 

1)  Stefan,  Wien.  Ber.  37  (2),  pag.  420  (1859). 
^  Hbmnessy,  Proc.  R.  Soc  45,  pag.  145.  1888. 

^  Ueber  die  Stabilität  derartiger  FlUssigkeitsbewegangen  s.  namentlich  W.  Thomson,  in 
versch.  Bdn.  d.  Phü.  Mag.  (1888--89).  Digitized  by  GOO^^.^ 
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\    \       tf\ 

B 

^iu  .  der  üVfAivinSL,      j 

^-'" 

(Ph.  188.) 


und  hierin  sind  c,  sowie  a  und  ß  Constanten,  die  von  der  Wandung  abhängen; 
beispielsweise  ist  für  Erde  etwa  «  =  000028  und  p==  0-00035.  Die  neueste 
Studie  über  diese  Beziehungen  rührt  von  Härder  i)  her  und  führt,  wie  es  scheint, 
zu  recht  brauchbaren  Formeln  für  Bodengeschwindigkeit,  Durchschnittsgeschwindig- 
keit und  für  die  Geschwindig- 
keit in  irgend  einem  Stromfaden. 
Fasst  man  diese  Formeln  zu- 
sammen, so  findet  man  —  was 
sich  aus  der  Zusammenwirkung 
von  Bodenreibung  und  Luft- 
reibung erklärt  und  mit  den 
Beobachtungen  im  Einklänge 
steht  —  dass  die  grösste  Ge- 
schwindigkeit nicht  in  der  Ober- 
fläche, sondern  etwas  unter  ihr 
liegt  und  dass  man  somit,  wenn 
man  die  Geschwindigkeiten  in 
verschiedenen  Tiefen  durch  Hori- 
zontalen darstellt,  eine  parabelähnliche  Curve  (Fig.  152)  erhält;  ein  ursprünglich 
gradliniger  Flüssigkeitsfaden  AB  baucht  sich  allmählich  immer  mehr  nach  vom 
aus  {CD,  EF  u.  s.  w.).     Bei    seitlicher  Begrenzung    kommt  hierzu  noch  eine 

horizontale  Verschiedenheit  der  Geschwindig- 
keit in  Folge  der  Reibung  an  den  Wänden; 
und  wenn  man,  beide  Einflüsse  zusammen- 
'- ..^ajr. «?.  Ä/flj«^.^''     y'\     fassend,  die  einem  Querschnitt  angehörigen 

Punkte  gleicher  Geschwindigkeit  verbindet, 
so  erhält  man  eine  andere  Klasse  von  Curven, 
die  ihrer  Gestalt  nach  von  den  Umständen 
abhängigen,   im    allgemeinen   aber  ähnlich 
den  Kettenlinien  von  den  Wänden  nach  der 
Mitte  herabhängenden  Isotachen  (Fig.  153). 
Der  experimentelle  Theil  des  vorliegenden  Problems,  der  den  Namen  Hydro- 
metrie erhalten  hat,  beruht  auf  der  Anwendung  zahlreicher  Apparate  zur  Messung 
der  Strömungsgeschwindigkeit  (Stromquadrant,    WoLTMANN'scher   Flügel,    Pitot- 
sche  Röhre  u.  s.  w.)^. 

Eine  wesentliche  Modifikation  und  Complikation  erfährt  die  Theorie  der 
Strömung  durch  den  Hinzutritt  einer  Wellenbewegung  der  Flüssigkeit,  welche  häufig 
zugleich  mit  Wirbelbewegung  verknüpft  ist.  Nach  Reynolds  ist  dies  stets  der  Fall, 
wenn  die  Strömungsgeschwindigkeit  einen  gewissen  kritischen  Werth  übersteigt 
Mit  Problemen  dieser  Art  hat  sich  namentlich  Boussinesq  beschäftigt;  jedoch  kann 
hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  eingegangen  werden  (s.  w.  u.).  Auch  in  Bezug 
auf  die  Meeresströmungen  muss  es  hier  genügen  auf  die  Literatur  hinzuweisen  s). 


(P1L158.) 


1)  Härder,  Theorie  d.  Bew.  d.  Wassers  in  nüssen  und  Canälen,  Hamb.  1878.  Daselbst 
auch  die  ältere  Literatur. 

«)  S.  hierüber  Bauernfeind,  Elemente  d.  Vermessungskunde,  Stuttg.  1879.  Bd.  i;  Günther, 
Lehrb.  d.  Geophysik  2,  pag.  597  u.  s.  w. 

')  Die  gegenwärtig  zimieist  geltende  Theorie,  wonach  die  Meeresströmungen  die  Folge 
regehnässiger,  durch  Reibung  sich  ms  Wasser  fortpflanzender  Luftströmungen  sind,  ist  von 
ZöppRfTZ  (WiKD.  Ann.  3,  pag.  582.  1878)  entwickelt  worden.  Die  specielle  Literatur  s.  bei 
Günther.  Lehrb.  d.  Geophysik,  Stuttg.  1885.    Bd.  2,  pag.  400.        oigitized  by  ^ 3,.- 
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Ebbe  und  Fluth.  Mit  den  Ausdrücken  »Gezeiten«  oder  >£bbe  und  Fluth« 
bezeichnet  man  die  Erscheinung  des  nach  complicirten  Gesetzen  verlaufenden, 
aber  im  Grossen  und  Ganzen  periodischen  Steigens  und  Fallens  des  Meeres- 
spiegels. Diese  Erscheinung  ist  schon  seit  Stevin  und  Kepler  als  Folge  sideri- 
scher  Einflüsse,  speciell  der  Anziehung  des  Mondes  und  der  Sonne  erkannt 
worden,  und  schon  von  Newton  rührt  die  erste,  die  sogen.  statischeTheorie 
der  Gezeiten  her.  In  dieser  Theorie  wird  angenommen,  dass  die  Figur  des 
Ozeans  in  jedem  Augenblick  eine  durch  die  Gegenwirkung  von  Erdschwere  und 
Fluthanziehung  bedingte  Gleichgewich tsflgur  sei.  Die  Anziehung  eines  Welt- 
körpers von  der  Masse  M  in  der  Entfernung  R  vom  Erdmittelpunkt  ist  für  diesen 
selbst  bis  auf  einen  Faktor  M/R^^  dagegen  für  den  zugewandten  resp.  abgewandten 
Oberflächenpunkt,  wenn  p  der  Erdradius  ist,  M/{R  ±  p)^;  die  Differenz  dieser  und 
jener  Grösse  ist,  bei  der  Kleinheit  von  p;  im  Vergleich  zu  R,  2M^/R^.  Eine 
abstossende  Kraft  von  dieser  Grösse  wird  man  sich,  vom  Erdmittelpunkt 
weggerichtet,  an  den  genannten  beiden  Gegenpunkten  vorzustellen  haben,  und 
die  Beweglichkeit  in  Verbindung  mit  dem  Zusammenhange  des  Wassers  wird  dem- 
gemäss  ein  Zuströmen  desselben  nach  jenen  Punkten  hin  zur  Folge  haben,  der- 
art dass  die  Oberfläche  der  flüssigen  Erdhülle  eine  andere  Gestalt  annimmt.  Die 
gedachten  beiden  Gegenpunkte  haben  hohes  Wasser  oder  Fluth,  die  gerade  da- 
zwischen liegenden  Punkte  haben  niedriges  Wasser  oder  Ebbe.  Da  nun  Erde, 
Mond  und  Sonne  sich  bewegen,  also  jeder  Oberflächenpunkt  der  Erde  seine 
Lage  zu  Mond  und  Sonne  ändert,  wird  die  Gleichgewichtsfigur  des  Wassers  in 
jedem  Augenblicke  eine  andere  Lage  und  Gestalt  besitzen,  und  für  jeden  Punkt 
derselben  wird  sich  der  Wasserstand  unter  allmählichem  Uebergange  von  Fluth 
zu  Ebbe  und  umgekehrt  ändern.  Das  Gesetz  dieser  Aenderung  muss  offenbar 
ein  sehr  verwickeltes  sein,  da  die  Zahl  der  bedingenden  Einflüsse  eine  grosse 
ist:  Rotation  der  Erde  um  ihre  Axe,  Rotation  der  Erde  um  die  Sonne,  Rotation 
des  Mondes  um  die  Erde,  periodische  Aenderungen  in  der  Declinadon  von  Mond 
und  Sonne,  Schwankungen  in  der  Entfernung  des  Mondes  und  der  Sonne  von 
der  Erde  u.  s.  w.^).  Der  stärkste  dieser  Einflüsse  und  folglich  der,  welcher  der 
Erscheinung  das  Gepräge  verleiht,  ist  die  Axendrehung  der  Erde;  jeder  Punkt 
hat  in  Folge  derselben  alle  24  Stunden  zweimal  Fluth  und  zweimal  Ebbe,  diese 
Schwankung  heisst  die  halbtägige  Fluth.  Sie  ist  aber  insofern  keine  einfache 
Erscheinung,  als  man  halbtägige  Mondfluth  und  halbtägige  Sonnenfluth  zu  unter- 
scheiden hat.  Wären  diese  wirklich  beide  genau  halbtägig,  so  würden  sie,  auch 
wenn  sie  zeitlich  nicht  zusammenfielen,  doch  eine  einfache  Erscheinung  ergeben, 
indem  in  regelmässigen  Intervallen  Mondfluth,  Sonnenfluth,  Mondebbe,  Sonnen- 
ebbe u.  s.  w.  sich  folgen  würde.  Die  Erddrehung  des  Mondes  verzögert  nun 
aber  bekanntlich  seinen  Meridiandurchgang  täglich  um  50  Minuten,  die  Periode 
der  halbtägigen  Mondfluth  ist  also  genauer  12  Stunden  und  25  Minuten,  und 
dadurch  modificirt  sich  die  Gesammterscheinung  wesentlich.  Zur  Zeit  von  VoU- 
und  Neumond  fallen  nämlich  Mondfluth  und  Sonnenfluth  zusammen  und  ver- 
stärken sich  zur  iSpringfluth«,  beim  ersten  und  letzten  Viertel  dagegen  fällt 
die  Fluth  des  einen  Weltkörpers  mit  der  Ebbe  des  andern  zusammen,  und  es 
bleibt  nur  die  schwache  »Nipp fluth«  übrig.  Diese  Grössenänderung,  mit  der 
übrigens  auch  eine  zeitliche  Aenderung  verknüpft  ist,  heisst  die  halbmonat- 
liche Ungleichheit.    Für  das  Grössenverhältniss  von  Sonnenfluth  und  Mond- 


1)  Eine  Tabelle  der  wichtigsten  Fluthen  (mehr  als  SO)  siehe  bei  Darwin  und  Bairo,  Proc. 
R.  Soc.   1885,  pag.  137.  DigitizedbyGoO^.^ 
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fluth  ergiebt  die  obige  Formel  1 :  2*2  und  folglich  wird  das  Verhältniss  zwischen 
Springfluth  (2*2  -h  1)  und  Nippfluth  (2*2  —  1)  ungefähr  2-7:1.  Von  den  beiden 
ein  und  demselben  Tage  angehörigen  Fluthen,  sowohl  denen  des  Mondes  als  denen 
der  Sonne,  ist  in  Folge  der  Deklination  dieser  Körper  stets  die  eine  grösser  als 
die  andere;  und  wenn  diese  Ungleichheit  so  stark  wird,  dass  die  eine  der  beiden 
Fluthen  ganz  verschwindet,  erhält  man  die  Erscheinung  der  eintägigen  Fluth. 
Zu  diesen  drei  Klassen  von  Gezeiten  kommen  nun  noch  zahlreiche  andre  hinzu, 
von  eintägiger,  halbmonatlicher,  monatlicher,  halbjähriger,  ganzjähriger  und  selbst 
noch  längeren  Perioden,  und  bedingt  durch  die  astronomischen  Elemente  der 
Erd-  und  Mondbahn. 

Die  skizzirte  Theorie  stimmt  mit  den  Beobachtungen  jedoch  in  den  meisten 
Punkten  nur  ungenau,  und  in  einigen,  zum  Theil  gerade  wesentlichen,  tlberhaupt 
nicht  überein;  erstens  treten  Fluth  und  Ebbe  im  allgemeinen  zu  andern  Zeiten 
ein,  und  zweitens  sind  die  Niveauschwankungen  sehr  viel  grössere,  wenigstens  in 
der  Nähe  der  Continente.  Die  beiden  Ursachen  dieser  Widersprüche  liegen  klar 
zu  Tage.  Einmal  ist  die  Erde  nicht,  wie  hier  angenommen,  vollständig  mit 
Wasser  bedeckt,  sondern  dieses  bildet  Ozeane,  kleinere  Meere  und  Canäle  — 
Verhältnisse,  die  man  natürlich  in  eine  Theorie  nur  schwer  einführen  kann^). 
Wie  sehr  dieselben  aber  für  die  Erscheinung  maassgebend  sind,  zeigt  die  eben- 
falls schon  von  Newton  ersonnene  Vorstellung  eines  um  den  Aequator  laufenden 
Canals  und  die  hierauf  von  neueren  Forschem,  besonders  Airy,  basirte  Canal- 
theorie  der  Gezeiten.  Dieselbe  liefert  durchaus  andere  Ergebnisse,  als  die 
Ozeantheorie.  Zweitens  ist  das  Problem  gar  nicht,  wie  angenommen,  ein  stati- 
sches, sondern  ein  dynamisches.  Die  dynamische  Theorie  der  Gezeiten, 
von  Laplace  begründet,  und  namentlich  von  Amv,  Sir  W.  Thomson  und  G.  H. 
Darwin  zu  einem  hohen  Grade  der  Vollkommenheit  geführt,  betrachtet  demge- 
mäss  die  Gezeiten  als  eine  Art  von  durch  äussere  periodische  Kräfte  erzwungenen 
Schwingungen  des  Wassers.  Solche  Schwingungen  haben,  wie  die  Mechanik 
zeigt,  nachdem  die  ursprünglich  vielleicht  ausserdem  vorhandenen  freien  Schwin- 
gungen erloschen  sind,  gleiche  Periode  mit  den  erzeugenden  Kräften,  dagegen 
abweichende  Phasen  und  Amplituden;  und  bei  der  complicirten  Gestaltung  der 
Erdoberiläche  können  diese  letzteren  Grössen  nur  aus  den  Beobachtungen  durch 
sogen,  harmonische  Analyse  abgeleitet  und  zur  Aufstellung  von  »Fluthtafelnc 
benutzt  werden.  Einige  Resultate  der  nach  diesen  beiden  Richtungen  modifi- 
zirten  Theorie,  deren  Entwickelungen  und  Formeln  hier  nicht  angegeben  werden 
können,  sind  folgende:  1)  Die  halbtägige  Fluth  hat  ihr  Maximum  nicht  genau 
im  Momente  der  oberen  oder  unteren  Kulmination  des  wirkenden  Körpers, 
sondern  etwas  früher  oder  später;  ihre  Höhe  ist  eine  verwickelte  Funktion  der 
geographischen  Breite  und  ausserdem  von  der  geographischen  Länge  abhängig. 
2)  Bei  der  täglichen  Fluth  findet  höchster  oder  niedrigster  Wasserstand  (je  nach 
dem  Vorzeichen  der  Deklination)  nicht  genau  beim  Meridiandurchgang  statt, 
sondern,  und  zwar  oft  beträchtlich,  vorher  oder  nachher;  die  Fluthhöhe  hängt 
ebenfalls  von  Breite  und  Länge  ab,  und  ist  z.  B.  nicht  wie  bei  der  statischen 
Theorie,  am  Aequator  und  den  Polen  gleich  null.  3)  Was  endlich  die  vierzehn- 
tägigen Mond-  und  halbjährlichen  Sonnenfluthen  betrifft,  so  giebt  es  zwar  nach 
beiden  Theorien  eine  Breite,  in  welcher  dieselbe  fortfällt,  während  sie  in  jeder 
anderen  Breite  9  einen  constanten  Werth  hat,  und  ihr  Werth  daselbst  ist  nach 
beiden    Theorieen    proportional    der    Abweichung    des    Quadrates    des    Sinus 


*)  Ueber  dieses  Problem  s.  Darwin  und  Turner,   Proc.  R.  Soc.   1886,  pag.  303. 
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dieser  Breite  von  dem  Quadrate  des  Sinus  derjenigen  Breite  99,  wo  die  Fluth 
null  ist;  aber  diese  letztere  ist  hier  nicht  gleich  arr««|/l/3  =  35°  16',  wie  wenn 
die  Erde  gleichförmig  mit  Wasser  bedeckt  wäre,  sondern  gleich  arc  sin  "/(l  -i-  d)/3, 
wo  d  der  Mittel werth  von  Bsin^<f — 1  für  den  mit  Wasser  bedeckten  Theil  der 
nördlichen  resp.  südlichen  Halbkugel  ist;  für  erstere  wird  etwa  9^  =  32°,  für 
letztere  <po  =  37°. 

Vom  experimentellen  und  praktischen  Standpunkte  bietet  das  Gezeitenproblem 
im  Wesentlichen  drei  Aufgaben  dar :  die  Anstellung  der  Beobachtungen,  die  Analyse 
derselben  und  die  Vorhersagung  der  zu  erwartenden  Erscheinungen.  Zu  ersterem 
Zwecke  dienen  die  sogen.  Fluth  messe r,  deren  Construktion  gegenwärtig  eine 
grosse  Vollkommenheit  erlangt  hat  Ein  gewöhnlicher  Pegel  ist  offenbar  nicht 
brauchbar,  weil  er  die  Fluthbewegungen  von  den  übrigen  Bewegungen  des  Wassers 
nicht  sondert  und  weil  seine  Ablesung,  zumal  man  ihn  in  einigem  Abstände  von 
der  Küste  aufstellen  müsste,  unbequem  und  ungenau  sein  würde.  Man  verwendet 
daher  das  Princip  der  communicirenden  Röhren,  lässt  eine  möglichst  weit  ins 
Meer  hinausragende  Horizontalröhre  sowohl  draussen  als  auch  an  der  Küste  in  ein 
Vertikalrohr  münden  und  setzt  auf  den  Wasserspiegel  in  letzterem  einen  Schwimmer; 
verbindet  man  diesen  noch  mit  Hilfe  eines  feinen  Drahtes  mit  einem  Mechanis- 
mus zur  graphischen  Aufzeichnung  auf  einer  rotirenden  Trommel,  und  giebt  man 
dem  ganzen  Apparat  eine  so  grosse  Schwere  und  Trägheit,  dass  alle  nicht  zur 
Sache  gehörigen  Bewegungen  wirkungslos  bleiben,  so  hat  man  den  W.  Thomsön- 
schen  ^)  selbstregistrirenden  Fluthmesser,  der  häufig  noch  mit  einem  Integraphen  zur 
Angabe  des  mittleren  W*asserstandes  verbunden  wird  und  in  verschiedenen  Aus- 
führungen (Newman,  Stahlberger,  Reitz  u.  s.  w.)  in  Hafenplätzen  und  an  Inseln 
aufgestellt  ist.  Die  Curven,  welche  die  Instrumente  liefern,  sind  von  grosser 
Feinheit  und  Gleichmässigkeit,  haben  im  Grossen  und  Ganzen  natürlich  Wellen- 
form,  lassen  aber  im  Einzelnen  die  verschiedenen  Einflüsse  von  Mond-  und  Sonnen- 
stellung deutlich  erkennen.  Auch  für  den  zweiten  Theil  der  Aufgabe,  die  Reduc- 
tion  der  Beobachtimgen,  d.  h.  die  Zerlegung  der  Curven  in  Sinuscurven  von  be- 
stimmten Perioden  und  Amplituden,  haben  J.  und  W.  Thomson  «)  einen  genialen 
mechanischen  Apparat  erfunden,  den  »harmonischen  Analysatore,  dessen 
Spitze  man  nur  längs  der  vom  Fluthmesser  geUeferten  Curve  hinzuführen  braucht,  um 
die  bezüglichen  Zahlencoefficienten  zu  erhalten.  Hat  man  keine  derartige  Maschine, 
so  muss  man  die  Coefficienten  als  FouKiER'sche  Integrale  von  der  bekannten 
Form  darstellen  und  ausrechnen.  Endlich  hat  W.  Thomson")  auch  die  Idee  und 
Theorie  eines  seitdem  in  der  Construction  von  Roberts  vielfach  in  Gebrauch  ge- 
kommenen »Fluthankündigersc  gegeben,  welcher  im  Wesentlichen  aus  Systemen 
von  Rollen  (festen  und  beweglichen)  besteht,  für  jede  Art  von  Gezeiten  ein  be- 
sonderes derartiges  System  hat  und  folglich  die  zu  erwartenden  Erscheinungen 
der  Zeit  und  Stärke  nach  um  so  genauer  vorhersagt,  je  mehr  Rollen  er  besitzt; 
das  indische  Instrument  z.  B.  hat  deren  20. 

Die  Ergebnisse  der  skizzirten  Untersuchungen  können  entweder  in  Form  von 
Fluthtafeln  oder  in  der  von  Fluthkarten  zur  Darstellung  gebracht  werden; 
beide  müssen  Angaben  über  zeitlichen  Eintritt  und  Stärke  der  Erscheinungen  ent- 
halten. Einige  besonders  wichtige  Ergebnisse  sind  folgende :  Es  giebt  nur  wenige 
Orte,  für  welche  am  Tage  von  Voll-  und  Neumond  das  Hochwasser  im  Augen- 
blicke der  Culmination  des  Mondes  eintritt;  für  die  meisten  haben  die  beiden 

>)  S.  u.  A.  Proc.  Inst  Civ.  Eng.  95,  pag.  10  (1872). 

^  J.  Thomson,  Proc.  R.  Soc.  1876,  pag.  262.  —  W.  Thomson,  Proc.  R.  Soc.  1878,  pag.  371. 

')  W.  THOMSON,  Proc.  Inst.  Civil  Engin.  95,  pag.  10  (1872).  j 

Digitized  by  V^jOOQIC 


394 


Ergebnisse. 


besprochenen  Einflüsse  (Trägheit  des  Wassers  und  feste  Landmassen)  eine  Ver- 
zögerung zur  Folge,  und  diese  heisst  die  Hafenzeit  des  Ortes  (gewöhnlich  in 
Greenwicher  Zeit  ausgedrückt);  für  einen  andern  Tag  findet  man  dann  die  Zeit 
des  Hochwassers,  wenn  man  zur  Culminationszeit  des  Mondes  die  Hafenzeit 
addirt  und  wegen  der  halbmonatlichen  Ungleichheit  (s.  o.)  folgende  aus  zahl- 
reichen Beobachtungen  abgeleitete  Correction  vornimmt: 


Culminatioii  11        1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8         9       10 

11        Uhr 

Correctioii       — 13 

-28 

-43 

-55 

-63 

-63 

-44 

-15    +9    +16 

+11    Minuten. 

Verbindet  man  alle  Punkte  mit  gleichen  Hafenzeiten,  so  erhält  man  die 
Fluthwellenlinien  oder  Isorachien,  welche  erkennen  lassen,  wie  sich  das 
Hochwasser  aus  den  Ozeanen  in  die  Canäle  und  Binnenmeere  fortpflanzt  Im 
folgenden  sind  für  einige  deutsche  Orte  Hafenzeit  und  mittlerer  Fluthwechsel 
(Höhendifferenz  zwischen  mittlerer  Fluth  und  mittlerer  Ebbe)  in  Metern  angegeben: 


Nordsee 

Elbe 

Ostsee 

Nordemey   .     . 

lOAbBm 

2-4 

Cuxhafen     . 

0A^9m 

2-8 

Fehmam 

bA^bm 

0-060 

Helgoland  .     . 

Uk20m 

21 

Glttckstadt  . 

2Ab2m 

2-9 

Arcona   .     . 

SASbm 

0*020 

Emden    .     .     . 

OAllm 

2-8 

5AlOm 

1-9 

SwinemUnde 

llAZOm 

0-018 

Wilhelmshafen 

0A50m 

3-5 

Bremerhafen 

lA    4i» 

3-3 

In  der  Mitte  der  grossen  Ozeane  beträgt  der  Fluthwechsel  nur  Bruchtheile 
eines  Meters,  andererseits  im  Golf  von  Bristol  bis  zu  10  und  in  der  Fundy  Bai 
bis  zu  15  Meter.  Ausserdem  erhält  man  bei  Springfluth  überall  fast  die  doppelten 
der  obigen  Werthe^). 

Schliesslich  ist  noch  in  Kürze  auf  zwei  Erscheinungen  hinzuweisen.  Die  eine 
ist  die  sogen.  Fluthreibung,  welche  für. die  Eigenschaften  der  Erde  als  Welt- 
körper von  Einfluss  ist^),  insofern  sie  die  Axendrehung  so  lange  zu  verlangsamen 
strebt,  bis  sie  der  Dauer  der  Umdrehung  um  den  Centralkörper  gleich  geworden 
sein  wird  (bei  dem  Mond,  dem  Satummond  Japetus  und,  wie  es  scheint,  dem 
Merkur,  ist  dies  schon  jetzt  der  Fall);  Fluth  und  Ebbe  haben  dann  ihr  Ende 
erreicht,  alles  Wasser  sich  auf  einer  Hälfte  des  Weltköipers  (meist  der  Aussen- 
Seite)  angesammelt.  Die  andere  Erscheinung  betrifft  die  Fluthen  des  festen  Erd- 
körpers selbst^.  W.  Thomson  hat  theoretisch  gezeigt,  dass  letzterer  der  Gezeiten- 
wirkung in  erheblichem  Grade  nachgeben  muss,  und  dass  wir  daher  nur  die 
Difierenz  zwischen  den  Deformationen  des  Ozeans  und  des  Erdkerns  beobachten. 
Wäre  die  Erde  vollkommen  starr,  so  müssten  sich  in  den  Gezeiten  alle  Bewegungen 


^)  Ausser  den  grundlegenden  Quellen  (Newton,  Phil.  nat.  princ.  math.  Buch  L ;  Laplace, 
Mec.  Celeste;  Whewell,  Phil.  Trans.  1836—50;  Airy,  Ttoes  and  Waves,  Lond.  1846)  können 
hier  nur  einige  zusammenfassende  neuere  Darstellungen,  in  denen  man  auch  die  moderne  Origi- 
nal-Literatur zusammengestellt  findet,  angegeben  werden:  Thomson  und  Tait,  Hdb.  d.  theoret. 
Phys.  Bd.  2,  pag.  398  fif.  —  Thomson  und  Tait,  Nat.  Philosophy  2,  ed.  §  838—848  (Addi- 
tions  by  G.  H.  Darwin).  —  Darwin  (G.  H.),  Artikel  »Tidesc  in  der  Encycl.  Britannica, 
9.  Aufl.,  Bd.  23.  —  Lentz,  Von  Fluth  und  Ebbe  des  Meeres,  Hamburg  1874.  —  Günther, 
Lehrb.  d.  Geophysik,  2.  Bd.  pag.  381.  —  Houzeau  und  Lancaster,  Bibliogr.  de  1' Astron. 
Brüssel  1882,  Bd.  2.  —  Zur  Bearbeitung  der  Beobachtungen  durch  harmonische  Analyse  hat  die 
Brit.  Assoc.  eine  (Kommission  ernannt,  für  welche  G.  H.  Darwin  eine  Anzahl  Berichte  (Reports  of 
Brit  Ass.)  veröffentlicht  hat 

S)  G.  H.  Darwin,  »Tidesc  (Encycl.  Brit.),  pag.  374.  —  Phil.  Trans.  i88i,  II,  pag.  491. 

>)  Sir  W.  Thomson,  PhiL  Trans.  1863,  pag.  573  und  im  Hdb.  d.  theor.  Phys.  Bd.  2.  — 
G.  H.  Darwin,  PhU.  Trans.  1879,  I,  pag.  i;    II,  pag.  447  und  539.  [5|fo^d  S5»VBt)lwle 
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von  Sonne  und  Mond  wiederspiegeln;  andernfalls  mttssten  die  Gezeiten  langer 
Periode,  z.  B.  die  18  jährigen,  ganz  fehlen  (den  kürzeren  kann  der  Erdkörper  der 
Trägheit  halber  möglicher  Weise  nicht  folgen).  Diese  Frage  ist  jedoch  noch 
nicht  abgeschlossen,  da  es  noch  nicht  gelungen  ist,  die  An-  imd  Abwesenheit 
derartiger  Fluthen  sicher  nachzuweisen. 

Wellenbewegung  der  Flüssigkeiten.  Vom  streng  wissenschaftlichen 
Standpunkte  zerfällt  die  Aufgabe,  die  dieses  Problem  stellt,  in  drei  Theile:  1.  Be- 
stimmung des  Geschwindigkeitspotentials  mit  Rücksicht  auf  die  Grundgleichungen 
und  die  Continuitätsgleichung.  2.  Bestimmung  der  an  den  Wänden  des  Gefässes, 
welches  die  Flüssigkeit  enthält,  zu  erfüllenden  Grenzbedingungen,  nämlich,  wenn 
n  die  Richtung  der  Normale  bedeutet,  der  Gleichung  d<f/dn  =  r,  wo  r  eine  Con- 
stante  und  zwar  speciell  gleich  null  ist,  wenn  das  Gefäss  ruht  3.  Bestimmung  der 
Bedingungen,  welche  erfüllt  werden  müssen,  damit  die  freie  Oberfläche  eine  Fläche 
gleichen  Druckes  sei,  oder  allgemeiner,  damit  die  Trennungsfläche  zweier  Flüssig- 
keiten keine  Unstetigkeit  des  Druckes  aufweise.  Für  kleine  Geschwindigkeiten, 
und  wenn  nur  die  Schwere  ^  wirkt,  gilt  demgemäss  für  die  Oberfläche  die  Gleichung 

und  speciell  für  eine  freie  Obeifläche  kann  man  sie,  wenn  /  die  Länge  des  der 
Wellenbewegung  correspondirenden  einfachen  Pendels  ist,  auf  die  Form  bringen 


ds       ^ 


für    s=^A 


{h  Werth  von  s  für  die  Oberfläche).  Wirkt  ausser  der  Schwere  noch  die  Ober- 
flächenspannung T  (s.  Art.  Capillarität),  so  ist  letztere  Gleichung  durch  die  neue 

zu  ersetzen.    Bei  der  Behandlung  dieser  Gleichungen  kommt  man  auf  die  sogen. 

hyperbolischen  Funktionen: 

1  1  ^  —  e~^ 

cos  hyp  »  =  -^  (^  -f-  ^-*')       sin  hyp  »  =  —  (^  —  c^)      tanghyp  v  = 

It  L  ^  "T"  ^ 

welche  resp.  hyperbolischer  Cosinus,  Sinus  und  Tangens  von  v  heissen.  Für  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener  Weilen  in  gleichförmig  tiefem,  ruhigem 
Wasser  erhält  man  dann,  wenn  \  die  Wellenlänge  ist 

also  speciell,  wenn  die  Oberflächenspannung  klein  ist, 

l^^-^tangkyp--^; 

für  Wellen,  welche  gegen  die  Wassertiefe  gross  sind,  wird  daher 

V^Yi^  [Kelland*),  Scott  Rüssel*),  Green ^)]; 

für  Wellen  dagegen,  welche  gegen  die  Wassertiefe  klein  sind: 

V^YgXß^       [Gerstner*)  (1802),  Raniune*)  (1862)]. 
Eine  dritte  Klasse  von  Wellen  erhält  man,  wenn,  was  nach  der  allgemeinen 
F-Gleichung  bei  kleinen  Wellenlängen  leicht  eintreten  kann,  g  gar  nicht  mehr, 

>)  Kellamd,  Trans.  EcL  Soc.  15,  pag.  121. 

^  Scott  Rüssel,  Rep.  of  the  Brit  Ass.  1844. 

^  Green,  Cambr.  PhU.  Trans.  6,  pag.  457.    1837. 

*)  Gerstmer,  Theorie  der  Wellen,  Frag  1804.     Gilb.  Ann.  32,  pag.  412. 

^)  Rankine,  Phil.  Trans.  R.  Soc.  1863,  I,  pag.  227. 
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sondern  ausschliesslich  die  Oberflächenspannung  7"  die  Erscheinung  bestimmt^); 
es  wird  dann 

schon  bei  X  =  2icy2/fp  ist  der  Einfluss  von  T' so  gross  wie  der  von  g,  für 
kleinere  Werthe  von  X  tiberwiegt  er;  man  kann  derartige  kleine  Wellen  Kräuse- 
lungen nennen.  Auch  hinsichtlich  der  Gestalt  der  Wellen  sowie  der  Bahnen 
der  einzelnen  Theilchen  unterscheiden  sich  die  betrachteten  Fälle,  was  nament- 
lich Stokes  ^  nachgewiesen  hat.  Die  KKiXAND'sche  Wel^e  ist  in  erster  Annäherung 
sinusförmig,  nähert  sich  aber  bei  wachsender  Wellenhöhe  mehr  und  mehr  der 


(Ph.  IM.) 

Trochoidenform  und  damit  der  Form  der  GERSTNER'schen  Welle,  bei  welcher 
die  Thäler  sanft,  die  Gipfel  stark  gekrümmt  sind.  Damit  werden  zugleich  die 
Bahnen  der  Theilchen  Kreise.  Verfolgt  man  die  Bewegung  nach  unten,  so  er- 
hält man,  von  der  mit  Spitzen  versehenen  Cycloide  ausgehend,  immer  sanftere 
Trochoiden,  und  als  Bahnen  Kreise  mit  abnehmendem  Radius  (Fig.  154);  natürlich 
brauchen  nach  oben  hin  nicht  alle  Trochoiden  bis  zur  Cfcloide  ausgebildet  zu 
sein,  wie  in  der  Figur  der  Vollständigkeit  halber  angenommen  ist.  In  anderen 
Fällen  sind  die  Bahnen  Ellipsen,  die  nach  unten  zu  immer  länglicher  werden  und 
am  Boden  in  gerade  Linien  übergehen.  In  der  Praxis  ist  jedoch  meist  die  der 
Fig.  154  entsprechende  Trochoidentheorie  in  Gebrauch.  Endlich  kann  die 
Wellenlänge  so  gross  und  die  Wassertiefe  so  klein  sein,  dass  die  Bahnen  aller 
Theilchen  nahezu  horizontale  Geraden  sind;  dann  muss  aber,  wie  Rayleigh^ 
gezeigt  hat,  die  Wellenhöhe  selbst  im  Vergleich  zur  Wassertiefe  sehr  klein  sein. 
Aenderungen  muss  man   an    obigen  Formeln   vornehmen,   Wenn   über   der 


^)  Die  Wirkung  der  Oberflächenspannung  auf  die  Wellenbewegung  ist  zuerst  von  Sir  W. 
Thomson,  PhiL  Mag.  (4)  42,  pag.  368  (1871)  und  von  Kolaczek,  Wied.  Ann.  5,  pag.  425  (1878}, 
in  Betracht  gezogen  worden. 

^  Stokes,  in  zahlr.  Bdn.  d.  Cambr.  PhQ.  Tr.  sowie  in  den  Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  i . 


^  Raylbig  ,  Phil.  Mag.  (5)  1,  pag.  257  (1876). 
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Flüssigkeit  eine  zweite,  z.  B.  Luft  und  insbesondere  bewegte  Luft,  also  Wind  sich 
befindet;  die  Formeln  werden  dann  natürlich  sehr  verwickelt.  Auch  die  Form 
der  Wellen  wird  dann  in  Folge  der  nach  unten  zu  abnehmenden  Geschwindigkeit 
eine  andere  und  zwar  von  unsymmetrischem,  eventuell  sogar  überhängendem 
Charakter  (Schaumwelle  auf  offener  See);  an  der  Küste  wirkt  die  Bodenreibung 


(PlLlK.) 

ebenfalls  im  Sinne  einer  starken  Geschwindigkeitsabnahme  von  oben  nach  unten, 
und  hier  tritt  daher  »Brandungc  besonders  leicht  und  auch  ohne  Wind  auf. 
Dieser  unsymmetrischen  Schaumwelle  (Fig.  155  a)  steht  übrigens  auch  eine  symme- 
trische, aus  der  Cycloiden-  resp.  Hypocycloidenform  (Fig.  155  b)  sich  ergebende 
gegenüber. 

Ein  anderer  Einfluss  auf  die  Wellenbewegung  der  Flüssigkeiten  rührt  von 
den  mit  diesen  häufig, gleichzeitig  auftretenden  Strömungen  derselben  her;  jedoch 
kann  auf  diesen,  wesentlich  ßXi  die  Geophysik  wichtigen  Einfluss  hier  nicht  ein- 
gegangen werden. 

Bei  variabler  Tiefe  des  Wassers  kann  man  die  Formel  von  Kelland  (pag.  395) 
durch  die  allgemeinere  , 

(Q  Querschnitt,  d  Breite  am  Spiegel)  ersetzen.  Für  den  Fall  eines  Canals  von 
gleichförmigem,  durch  zwei  unter  45°  geneigte  Böschungen  gebildeten  Querschnitt 
ist  nach  Kelland  die  allgemeine  Lösung  {x  eine  der  Benetzungslinien,  y  horizon- 
tal, g  vertical)  

^=^Acos  hyp  fn{y-^X)  cos  kyp  m{s  -  A)  cos  y2{mx  —  «/), 
wo  iw  =  2ic/X  und  «  =  2irF/X  ist.    Für  beliebigen  Böschungswinkel  a  hat  dies 
Stokes^)  erweitert. 

Bisher  wurde  angenommen,  dass  die  Wellen  sich  endlos  folgen  und  den 
ganzen  Raum  erfüllen.  Diesem  Fall  extrem  gegenüber  steht  der  Fall  der  sogen. 
Einzelwelle,  welche  z.  B.  durch  Eintauchen  oder  Herausziehen  einer  Platte 
entsteht  und  nur  einen  einzigen  Berg  resp.  nur  ein  einziges  Thal  aufweist.  Eine 
solche  Einzelwelle  zeigt  besondere  Eigenthümlichkeiten  in  Bezug  auf  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, Form  und  Stabilität;  sie  ist  von  Russell  eingeführt  und  von 
Robertson*),  Boussinesq*),  Ravleigh*)  u.  A.  untersucht  worden.  Die  Brücke 
zwischen  beiden  Wellenarten  bildet  schliesslich  der  begrenzte  Wellenzug, 
wie  er  z.  B.  durch  periodische  Eingriffe  in  die  Wasseroberfläche  entsteht.  Man 
nimmt  dann  wahr,  dass  die  Wellenhöhe  von  der  Mitte  nach  vom  und  hinten 
abnimmt,  und  dass,  während  vom  eine  Welle  nach  der  andern  erlischt,  hinten 
neue    entstehen.    Demgemäss   ist    die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   des   Zuges 


^)  Stokbs,  Papers  Bd.  i,  pag.  167. 

^  Robertson,  Fhü.  Mag.  (3)  37  a.  (4)  i  u.  5. 

")  BoussiNESQ,  Liouv.  J.  (2)  17,  pag.  55.  1872;   Compt  rend  94,  pag.  71  ^127  (1882). 

*)  Raylkigh,  Phil.  Mag.  ($)  1,  pag.  262.   1876.  Digitized  byCjOOQlC 
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Stehende  Schwingungen. 


geringer  als  die  der  einzelnen  Welle,  und  zwar  bei  bestimmten  Annahmen,  wie 
Reynolds^)  durch  Betrachtung  der  potentiellen  und  kinetischen  Energie  gezeigt 
hat,  halb  so  gross.  Allgemeiner  erhält  man,  wenn  man  mit  Rayleigh*)  den  be- 
grenzten Zug  durch  Interferenz  zweier  unbegrenzter  von  etwas  verschiedener  Wellen» 
länge  entstanden  denkt,  die  Beziehung  (FZug-,  v  Wellengeschwindigkeit,  k  ss  2it/X) 
,,      d{kv) 


dk     "~  2  V        ^»** 

also  für  kleine  h  oder  kleine  X  wie  bei  Reynolds  V=\v, 

Wesentlich  andere  Erscheinungen  als  die  bisher  betrachteten  fortschreiten- 
den Wellen  bieten  die  stehenden  Schwingungen  oder  stehenden  Wellen  dar 
(s.  Art.  Wellenlehre).  Ebene  Wellen  dieser  Art  sind  für  gleichmässige  Tiefe,  also 
horizontalen  Boden  des  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes  oder  Canals  (dessen 
Axe  die  Wellenkämme  parallel  sein  sollen)  von  St.  Venant')  und  Andern,  für 
geneigte  Böschungen  von  Kirchhoff^)  und  in  etwas  anderer  Art  von  Greenhill^) 
behandelt  worden;  auch  sehe  man  eine  nach  Merian  von  Vondermühll  bear- 
beitete Untersuchung*).  Die  Gleichungen  ftthren  in  diesen  Fällen  zu  Werthen 
für  9,  welche  einen  willkürlichen  ganzzahligen  Parameter  enthalten  und  somit  eine 
ganze  Reihe  möglicher  Schwingungen  (entsprechend  Grundton  und  Obertönen 
in  der  Akustik)  darstellen.  Für  den  rechteckigen  Trog  (St.  Venant)  ergiebt  sich, 
wenn  n  der  Parameter  ist,  allgemein  {z  vertikal  vom  Spiegel  aus,  x  quer) 


Bn  sin 


^2«)( 


/-^. 


-^e 


=2Lflb:ö, 


\       nx 

ßCOS-J-ICf 


wo  A  und  d  Tiefe  und  Breite  des  Troges,   Tn  die 

Schwingungsdauer  und  die  A  und  B  Co^fiicienten 

sind,  die  sich  als  FouRiER'sche  Integrale  aus  dem 

gegebenen  Anfangszustande  bestimmen.    Für  n=l 

und  Ai=0  erhält  man  den  Werth  von  9  für  die 

Grundschwingung 

/       /  A^         _*!:*  \       X 
9j  =  Csin  j^^izye  i  ""  -he     ^  ^fcosj'iz, 

und  hieraus  die  Erhebung,  also  auch  die  Gestalt 

der  Oberfläche  nach  der  Formel  1/g  -J^ .  In  Fig.  156 

sind  die  Wellen-,  Niveau-  und  Stromlinien  zu  irgend 
einer  Zeit  dargestellt  Für  den  KmcHHOFP'schen 
Fall,    und    zwar    für    eine    Böschung    von    45° 

Neigungswinkel  ergiebt  sich,  wenn  a^t 

setzt     wird, 
Schwingung: 


s«s 


"7" 


ge- 


für     die    durch     n    charakterisirte 


^  s=  C  [r-«*  {cos  ax  —  sin  ax)  H-  c^*  {cos  az  —  sin  as)]  sin  nie  f. 
Sind  zwei  Böschungen  vorhanden,  jede  von  45°  Neigung,  so  erhält  man  den 
Fall  eines  keilförmigen  Troges  und  als  Grundschwingung: 


1)  Reynolds,  Nature  16,  pag.  343.  1877. 

^  Raylsigh,  Lond.  Math.  Soc.  9,  Nr.  125.  1879. 

S)  St.  Vbnant,  Compt  Rend.  73,  pag.  521  u.  589.  1871. 

*)  Kkchhoff,  Berl.  Ber.  1879.  Ges.  Abb.,  pag.  428. 

K)  Grbenhill,  Am.  J.  Math.  9,  pag.  62.  1887. 

<)  VONDSEMÜHLL,  Math.  Ann.  27,  pag.  575.  1886. 
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9i  =  [1  —  tf  (z  -f-  jp)  H-  a^zx]  sin  ^ag^'i 
die  Oberfläche  bleibt  also  eben  und  neigt  sich  nur  hin  und  her;  die  Stromlinien 
und  die  Niveaulinien  sind  gleichseitige  Hyperbeln  (Fig.  157).    Für  Böschungen, 
die  um  30**  gegen  die  Horizon- 
tale geneigt  sind,    verwandelt 
sich  der  Spiegel  bei  den  Grund- 
schwingungen   in  einen  para- 
bolischen Cylinder  u.  s.  w. 

Die  relative  Einfachheit 
der  Theorie  ebener  Wellen  be- 
ruht darauf,  dass  dieselben  nur 
von   zwei    Coordinaten,    einer 

vertikalen  und  einer   horizon-  (Ph.  157.) 

talen,  abhängen  und  die  deshalb  geltende  Gleichung  d^r^/dz^-h  d^<p/dx^  =  0  sich 
mit  Hilfe  von  Funktionen  com  plexer  Argumente  lösen  lässt  (s.  Art.  Ausfluss  und 
Strahlbildung).  Bei  anderen  Wellen,  wie  sie  z.  B.  in  Cylindern,  Trichtern  u.  s.  w. 
auftreten,  ist  dies  nicht  möglich;  es  ist  aber,  wie  hier  wenigstens  erwähnt  werden 
möge,  trotzdem  gelungen,  einige  solche  Fälle  zu  behandeln;  insbesondere  seien 
die  Schwingungen  von  Flüssigkeiten  in  kreisförmigen  Cylindern  und  in  recht- 
eckigen Gefässen  erwähnt,  jene  von  KolaczekI),  diese  neuerdings  von  Lechat^ 
untersucht;   es  treten  hier  natürlich  zwei  Parameter  auf. 

Noch  complicirter  gestaltet  sich  die  Theorie  der  Schwingungen  von  flüssigen 
Massen,  die  nicht  der  Erdschwere,  sondern,  wie  flüssige  Weltkörper,  ihrer  eigenen 
Gravitation  unterworfen  sind;  es  kann  aber  hier  auf  diese  Theorien  nicht  ein- 
gegangen werden.  8). 

Die  Wellenbewegung  von  Flüssigkeiten  ist,  seit  der  klassischen  Untersuchung 
von  E.  H.  und  W.  Weber*),  auch  experimentell  sehr  eingehend  verfolgt  worden, 
in  besonders  grossartigem  Maassstabe  von  Hagen*),  Bazin,  Scott,  Rüssel  u.  A. 
Einzelne  Theile  der  Theorie  sind  durch  Detailversuche  geprüft  und  meist  wenigstens 
qualitativ,  z.  Th.  aber  auch  quantitativ  bestätigt  worden.  Mit  kleinen  Wellen 
haben  sich  Ahrendt*)  (Prüfung  der  Formel  von  Thomson  und  Kolaczek,  pag.  396), 
Bazzi ')  (Einzelwelle),  Faraday,  Matthiessen,  Rayleigh^  (Kräuselwellen)  u.  s.  w. 
beschäftigt.  Wellen  grössten  Charakters  liefert  andererseits  die  Natur  in  den 
sogen.  »Seichesf  von  Binnenseen^,  in  den  Sturmfluthen,  den  Erdbebenwellen"') 
u.  s.  w.  Endlich  sind  von  den  Beobachtungen  über  stehende  Schwingungen  aus 
neuerer  Zeit  namentlich  die  von  Kirchhoff  und  Hansemann  ^i)  anzuführen. 


^)  KoLACZBK,  Beibl.  z.  Wibd.  Ann.  4,  pag.  177.  1880. 

^  LsCHAT,  J.  de  Phys.  9,  pag.  185  u.  244.  Ann.  Ch.  Phys.  (5)  19,  pag.  289.  1880. 

^  DiRiCHLET,  Gott.  Abh.  1860.  Kirchhoff,  Mechanik,  pag.  350  u.  362. 

^)  £.  H.  u.  W.  Weber,  Wellenlehre,  auf  Experimente  gegründet.    Lpz.  1825. 

^)  Hagen,  BerL  Abh.  186 1,  pag.  i  u.  anderwärts. 

^  Ahrendt,  Rep.  Phys.  24,  pag.  318.  1888. 

')  Bazzi,  N.  Cim.  (3)  6,  pag.  98.  1879. 

B)  Faraday,  Phil.  Trans.  1831.  Matthibssen,  Pogg.  Ann.  134  u.  141;  Rayleigh,  Phil. 
Mag.  (5)  16,  pag.  50.  1883.  In  letzterer  Abh.  wird  die  allg.  Formel  »^*®X=  const  für 
Schwingungszahl  und  Wellenlänge  aufgestellt  und  für  verschiedene  Fltlssigkeiten  geprüft 

^  FOREL,  Phil.  Mag.  (5)  2,  pag.  447.  1876.  Nat  17,  pag.  281. 

^  Die  Beobachtungen  der  berühmten  Krakatoa- Welle  des  Jahres  1884  haben  die  Kelland- 
sche  Formel  F'e=|^  (pag.  395)  sehr  gut  bestätigt 

")  Kirchhoff  u.  Hansemann,  Wied.  Ann.  10,  pag.  337.  1880.      oigitized  byGoOQlc 
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Wirkungen  bewegter  Flüssigkeit 


Wirkungen  bewegter  Flüssigkeit  Man  kann  dieselben  in  vier  Klassen 
theilen.  Die  erste  Wirkung  besteht  in  dem  Widerstände,  den  die  Flüssigkeiten 
der  Bewegung  fester  Körper,  die  sich  in  oder  mit  ihnen  bewegen,  entgegensetzen, 
und  welcher  theils  Trägheitswiderstand  (s.  Art.  Bewegung  fester  Körper  in  Flüssig- 
keiten) theils  Reibungswiderstand  (s.  Art.  Reibung)  ist.  Die  drei  anderen  Wirkungen 
sind  mehr  activer  Natur  und  beruhen:  1)  auf  dem  Druck  (potentielle  Energie) 
2)  auf  dem  Stoss  (actuelle  Energie)  und  3)  auf  der  Reactionswirkung,  und  letztere 
kann  wieder  Druck-  oder  Stosswirkung  sein.  Die  Druckwirkung  hängt  von 
dem  Gewichte  der  drückenden  Flüssigkeitssäule  ab  und  ist  mit  diesem  proportional. 
Die  Stosswirkung  hängt  ausserdem  von  der  Geschwindigkeit  der  stossenden 
Flüssigkeitsmassen  ab;  sie  ist,  wenn  gleiche  Massen  betrachtet  werden,  der  Ge- 
schwindigkeit, in  gleichen  Zeiten  dagegen,  wie  hieraus  folgt,  dem  Quadrate  der- 
selben proportional;  gewöhnlich  hat  diese  Flüssigkeit  ihre  Geschwindigkeit  durch 
Fall  von  einer  gewissen  Höhe  erlangt,  und  aus  den  Fallgesetzen  folgt  somit  für 
gleiche  Zeiten  die  Proportionalität  der  Wirkung  mit  der  Fallhöhe.  Ist  der  Stoss 
schief,  so  hat  man  Normalstoss,  Parallelstoss  und  Seitenstoss  zu  unterscheiden  und 
diese,  wie  eine  einfache,  unter  gewissen  Voraussetzungen  durchgeführte  Betrachtung 

zeigt,  resp.  dem  Sinus,  dem  Quadrat  des  Sinus  des 
Einfallswinkels  und  dem  Sinus  des  doppelten  Einfalls- 
winkels proportional  zu  setzen.  Die  Reactionswirkung 
endlich  tritt  ein,  wenn,  statt  dass  die  Flüssigkeit 
plötzlich  einen  Stoss  oder  Druck  ausübt,  umgekehrt 
der  ursprünglich  symmetrisch  vertheilte  und  darum 
wirkungslose  Druck  oder  Stoss  plötzlich  an  einer 
oder  einigen  Stellen  aufhört  und  damit  die  Sym- 
metrie gestört  wird.  Die  einfachste  Demonstration 
des  Vorganges  bietet  das  sogen.  SEGNER*sche 
Reactionsrad  (Fig.  158)  dar.  Giesst  man  in  das 
Gefäss  G  Wasser  und  lässt  es  aus  OelTnungen,  die  an 
den  Enden  der  horizontalen  Röhre  RR  seitlich  an- 
gebracht sind,  ausfliessen,  so  rotirt  der  Apparat  im 
Sinne  des  Pfeiles.  Eine  scharfe  Grenze  zwischen  Stossapparaten  und  Reactions- 
apparaten  lässt  sich,  wie  man  einsieht,  gar  nicht  ziehen,  da  man  auch  bei  ersteren 
das  Wasser  abfliessen  lassen  muss  und  zwar  naturgemäss  nach  einer  der  beab- 
sichtigten Stosswirkung  mehr  oder  weniger  entgegengesetzten  Seite. 

Auf  den  skizzirten  Wirkungen  beruhen  einige  in  der  Technik  vielfach  an- 
gewandte Apparate,  nämlich: 

1)  Die  oberschlächtigen  Wasserräder,  in  deren  Schaufeln  das  Wasser 
nahe  dem  Scheitel  eintritt,  also  durch  Druck  und  Stoss  zugleich,  hauptsächlich 
aber  durch  ersteren  wirkt 

2)  Die  unterschlächtigen  Wasserräder,  bei  denen  das  Wasser  nahe 
der  Sohle  eintritt  und  somit  lediglich  durch  seine  Geschwindigkeit  wirkt.  Es 
giebt  auch  Räder,  die,  wie  die  mittelschlächdgen  und  die  rückenschlächtigen, 
eine  Mittelstellung  einnehmen. 

3)  Die  Turbinen,  deren  Drehaxe  nicht,  wie  dei  den  Wasserrädern,  hori- 
zontal, sondern  vertikal  steht,  bei  denen  also  lediglich  die  Geschwindigkeit  des 
eintretenden  Wassers  wirkt;  je  nach  der  Construction  wirkt  sie  mehr  direkt  odet 
mehr  durch  Reacdon. 

Der  Wirkungsgrad  dieser  Maschinen,  der  praktisch  zwischen  30  und  90}  der 
aufgewandten  Energie  schwankt,  hängt  von   den  verschiedensten^Umständen  ab; 


(Ph.158.) 


Hydraulische  Maschinen. 
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der  Verlust  kommt  theils  auf  die  Reibung,  theils  auf 
das  aus  den  Schaufeln  herausgeschleuderte  Wasser, 
theils  auf  die  doch  immer  noch  vorhandene,  unbe- 
nutzt gebliebene  Geschwindigkeit  des  abfliessenden 
Wassers.  Am  geringsten  scheint  derselbe  zu  sein 
bei  den  FouRNEYRON*schen  Turbinen  (Fig.  159)  einer-  \  \ 
seits,  wo  das  Wasser  durch   die  passend   gestellten  \\' 


Leitkammem  des  innem  festen  Rades  in  der  geeig- 
netsten Weise  auf  die  Schaufeln  des  äusseren,  dreh- 
baren dirigirt  wird,  und  bei  den  schottischen  Reactions- 
turbinen  (Fig.  160),  die  sich  von  dem  SEGNER'schen 
Apparat  im  wesentlichen  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass   das    Wasser    von    unten    eintritt, 
drei  oder  mehr  Oefifhungen  vorhanden 
und  die  Strahlen  gekrümmt  sind.    Be- 
sonders interessant  ist  sonst  noch  die 
Schraubenturbine,  die  gewissermaassen 
die    Umkehrung     der    Schiffsschraube 
darstellt. 

4)  DieWassersäulenmaschinen, 
welche  durch  Wasserdruck  eine  hin- 
und  hergehende  Bewegung  liefern, 
gerade  wie  die  Dampfmaschinen  durch 
den  Druck  des  Dampfes. 

5)  Der    hydraulische    Widder 
oder   Stossheber    zeichnet    sich    da- 
durch aus,  dass  er  Flüssigkeit  theilweise 
auf  ein   höheres   Niveau   als   das   des 
speisenden  Reservoirs  hebt.  Die  Fig.  161 
giebt  ein  Schema  dieser  interessanten 
Maschine.     Das  aus  dem  Reservoir  R  herab- 
fliessende   Wasser   würde   im    stationären   Zu- 
stande, wenn  sowohl  das  nach  unten  gehende 
Ventil  V  als  auch  das  nach  oben  gehende  w 
offen    sind,    das  Wasser   in  der  Steigröhre  S 
bis  zum  Niveau  N  treiben ;    sobald    es   aber 
durch   seinen  Druck  v  schliesst,   stösst  es  mit 
erhöhter  Wucht  auf  w  und  die  in  G  enthaltene 
Luft  L  und  treibt  dadurch  das  Wasser  über  N 
hinaus.    Wie  man  sieht,  ist  die  Maschine  keine 
rein   hydraulische,    sondern,    wegen    der   Mit- 
wirkung der  comprimirten  Luft,  zugleich  eine 
pneumatische  (aerodynamische)  i). 
F.  Auerbach. 

*)  Näheres  über  die  hydraulischen  Maschinen  sehe  (Ph.  161 ) 

man  z.  B.  in  Weisbach's  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  Bd.  2.  Eine  interessante  wissen- 
schaftliche Untersuchung  der  Turbinen  hat  neuerdings  Woodbridge,  Phil.  Mag.  (5)  22,  pag.  313, 
1886,  geliefert. 
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Ausfluss  und  Stralilbildung. 


Hat  ein  Gefäss,  welches  Flüssigkeit  enthält,  eine  oder  mehrere  Oefibungen, 
welche  tiefer  liegen  als  Theile  der  Flüssigkeit,  so  fliesst  diese  aus  und  bildet 
einen  oder  mehrere  Strahlen.  Hierüber  sind  zahlreiche  experimentelle  und 
theoretische  Untersuchungen  angestellt  worden,  über  welche  der  vorliegende 
Artikel  einen  kurzen  Ueberblick  geben  soll. 

Ausflussgeschwindigkeit.  Die  erste  Frage  ist  die,  mit  welcher  Ge- 
schwindigkeit die  Flüssigkeitstheilchen  durch  die  Oefinung  ins  Freie  treten.  Die 
Antwort  hierauf  giebt  das  schon  von  Torricelli^)  gefundene  und  nach  ihm  be- 
nannte ToRRiCELLi'sche  Theorem:  Die  Geschwindigkeit  des  Ausflusses  aus 
einer  OeiSnung,  welche  in  der  Tiefe  h  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel  liegt,  ist 
gleich  der  Geschwindigkeit  eines  Körpers,  welcher  die  Höhe  k  frei  durchfallen 
hat    Die  Ausflussgeschwindigkeit  ist  also  (pag.  109) 

t'^y^  (1) 

Die  Grösse  h  wird  die  Druckhöhe  genannt. 

Die  Methoden,  mittelst  deren  Torricelli,  Guguelmini  und  neuere  Forscher, 
unter  denen  besonders  Weisbach  zu  nennen  ist,  diesen  Satz  abgeleitet  resp.  ge- 
prüft haben,  sind  sehr  verschiedenartig;   sie  haben  aber  grösstentheils  das  gemein- 
sam, dass  nicht   die  Geschwindigkeit  selbst,  sondern   die  Ausflussmenge  in  der 
Zeiteinheit   gemessen   und   hieraus  jene  berechnet  wurde,  was,   wie  sich  zeigen 
wird,  in  den  meisten  Fällen  nicht  erlaubt  ist.    Handelt  es  sich  nur  um  relative 
Beobachtungen   zur  Prüfung  der   Gleichung  (1),  so  kann  man  sich  mit  Vortheil 
eines  von  L.  Weber  <)  angegebenen   Apparates,    im   wesentlichen  aus  einer  gra- 
duirten  Glasröhre  bestehend,  bedienen.  Um  die  Geschwindigkeit  direkt  zu  messen, 
thut  man  am  besten   sie  mit  einer  andern,   auf  ihr  senkrechten,  zu  combiniren. 
Ist  z.  B.  die  Oefifhung  im  Boden  des  Gefasses  angebracht,  sodass  die  Bewegung 
der  austretenden  Theilchen  vertikal  nach  unten  gerichtet  ist,  so  kann  man  durch 
momentane  Beleuchtung  auf  einem  horizontal  bewegten  Schirm  ein  Bild  in  Ge- 
stalt einer  geneigten  Linie  erhalten  und  aus  der  Neigung  und  der  Geschwindig- 
keit des  Schirmes  die  Ausflussgeschwindigkeit  ableiten,  eine  Methode,  welche  in 
der  Ausführung  freilich  complicirte  EUlfsmittel  erfordert.     Hier  ist  namentlich  auf 
die  umfangreiche  Untersuchung  von  Vautier^)  hinzuweisen,  welcher  die  Methode 
in  zwei  Weisen  verwandte,  nämlich  einmal  unter  Zwischenschaltung  eines  rotiren- 
den  Spiegels  zwischen  Flüssigkeit  und  Schirm,  zweitens  unter  Anwendung  einer 
photographischen  Platte  als  Schirm.     Als  Objekte  dienten  Tröpfchen  eines  Ge- 
misches von  Nitrobenzol  und  Terpentinöl,   die  in  das  ausfliessende  Wasser  ge- 
bracht wurden.     Das  Resultat  war,  soweit  es  hierher  gehört,   eine  Bestätigung 
der  Gleichung  (1)  bis  auf  \  Procent  Genauigkeit.     Einfacher  ist  es,    die  Com- 
bination  der  beiden  auf  einander  senkrechten  Bewegungen  der  Flüssigkeit  selbst 
zu  überlassen,    was  man  am   besten   bei  Benutzung   einer   in   einer   vertikalen 


^)  ToRRiCELU,  Opera  geometrica,  Florenz  1644,  Abschn.  2:  de  motu  gravium  natnraliter 
descendentium.  Uebrigens  fand  Torricelli  nur  die  Proportionalität  mit  f^  den  Factor  Y^^ 
also  das  Gesetz  in  obiger  Form,  hat  erst  JOH.  Bernoulu  angegeben. 

')  L.  Weber,  Rep.  d.  Fhys.  15,  pag.  50,  1879. 

^  Vautier,  Compt  R.  102,  pag.  165.  1886.  —  Th^e  prcs.  ä  la  Fac.  d.  Scienc.  Paris  1888. 
Ann.  Cai.  Phys.  (6)  15,  pag.  433.  1888.  Digitized  by^^OiJ^li:: 
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Seitenwand  des  Gefösses  angebrachten  Oeffnung  erreicht.  Die  Ausflussbewegung 
ist  dann  nämlich  horizontal  (x)  gerichtet,  hierzu  kommt  die  vertikal  nach  unten 
(z)  gerichtete  Bewegung  des  freien  Falles,  dem  die  Theilchen  unterliegen,  und 
somit  muss  die  Bahn,  die  ein  Theilchen  beschreibt,  mit  der  eines  mit  der 
horizontalen  Geschwindigkeit  v  geworfenen  Körpers  übereinstimmen,  d.  h.  eine 
Parabel  sein;  in  der  That  erhält  man  durch  Elimination  der  Zeit  /  aus  den 
Gleichungen 

die  Gleichung 

x^=:4Az.  (2) 

Sorgt  man  überdies  für  Constanterhaltung  des  Spiegels  im  Gefässe  durch 
ständigen  Zufluss  und  macht  damit  die  Erscheinung  stationär,  so  beschreiben  alle 
Theilchen  nach 
einander  dieselbe 
Parabel ,  bilden 
diese  also  auch 
gleichzeitig  mit 
einander.  Man 
kann  nun  die  For- 
mel (2),  also  auch 

das        TORRICELLI*- 

sche  Theorem  prü- 
fen, indem  man 
untersucht,  ob  für 
constantes  s  wirk- 
lich jc*  mit  k  pro- 
portional ist,  d  h. 
ob  die  Quadrate 
der  Entfernungen 
von  der  Gcfäss- 
wand,  in  welchen 
die  Strahlen  auf- 
schlagen, den  Druckhöhen  proportional  sind;  und  zwar  entweder  indem  man 
(Fig.  162  a)  für  eine  und  dieselbe  Oeffnung  a  und  dasselbe  Aufschlagsniveau  d 
den  Spiegel  variirt  (^^,  c^,  c^),  oder  indem  man  bei  gleichem  Spiegel  c  (Fig.  162  b) 
verschiedene  OefFhungen  a^,  a^,  a,  und  dementsprechend  verschiedene  Aufschlag- 
niveaus d^,  b^f  ^3  anwendet.  Endlich  kann  man  zur  Bestätigung  noch  den  inter- 
essanten] Satz  heranziehen,  dass  x  nur  von  dem  Produkt  hz  abhängt,  dass  also, 
wenn  (Fig.  162c)  von  zwei  Oefinungen  a^  und  a^  die  eine  ebenso  tief  unter  dem 
Spiegel  wie  die  andere  über  dem  Boden  liegt,  die  beiden  aus  ihnen  fliessenden 
Strahlen  sich  im  Niveau  des  Bodens  treffen. 

Wendet  man  der  Reihe  nach  verschiedene  Flüssigkeiten  an,  so  erhält  man 
die  Bestätigung  des  im  ToKRiCELLi'schen  Theorem  gleichfalls  schon  enthaltenen 
Satzes:  Die  Ausflussgeschwindigkeit  bei  gleicher  Druckhöhe  ist  für 
alle  Flüssigkeiten  dieselbe.  Dieser  Satz  entspricht  völlig  dem  von  der 
gleichen  Fallgeschwindigkeit  aller  Körper.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  sich 
der  Satz  auf  die  Druckhöhen,  nicht  auf  die  Drucke  p  bezieht;  es  ist  nämlich, 
unter  p  die  Dichte  verstanden,  

y  ^  y^  ^  Digi^i,^^  by  Google 
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bei  gleichen  Drucken  also  die  Ausflussgeschwindigkeit  verschiedener  Flüssigkeiten 
der  Wurzel  aus  deren  Dichte  umgekehrt  proportional. 

Von  geringerem  Interesse  ist  der  letzte  in  der  Gleichung  (1)  enthaltene  Satz, 
wonach  v  auch  von  g  abhängig  ist,  also  von  Ort  zu  Ort  ebenso  wie  Fallraum, 
Pendellänge  u.  s.  w.  variirt. 

Theoretisch  hat  man  sich  das  ToRRiCELLi'sche  Theorem  auf  verschiedene 
Weise  durch  elementare  Betrachtungen,  welche  die  Analogie  mit  dem  freien 
Fall  benutzen,  begreiflich  zu  machen  gesucht,  ohne  dass  dieselben  jedoch  auf 
Strenge  Anspruch  erheben  könnten;  am  befriedigendsten  ist  noch  die  zuerst  von 
D.  Bernouilu  gegebene  Ableitung  *)  aus  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft, 
d.  h.  durch  Ansatz  der  Gleichung,  dass  die  Arbeit  beim  Sinken  des  Spiegels 
um  einen  gewissen  Betrag  gleich  der  kinetischen  Energie  der  gleichzeitig  aus- 
geflossenen Flüssigkeit  ist  Dagegen  führen  die  hydrodynamischen  Grund- 
gleichungen ohne  weiteres  zum  Ziel,  und  zwar  zu  einem  solchen,  welches 
weit  allgemeiner  ist,  als  das  genannte  Theorem.  Schreibt  man  nämlich  die 
Gleichung  (26)  (Art.  Hydrodynamik,  pag.  380),  indem  man  sie  auf  stationäre 
Bewegung  anwendet,  die  Dichte  constant  setzt  und  von  Kräften  nur  die  Schwere 
annimmt,  in  der  Form 

-^—i'-^^^const,  (3) 

und  bildet  man  sie  einmal  für  den  Spiegel,  wo  jr  =  0  und  der  Druck  p^  sei, 
andererseits  für  die  freie  Strahloberfläche  (unverändert),  so  erhält  man  durch 
Subtraktion 

oder,  wenn  ^q  der  Querschnitt  im  Spiegel,  q  der  in  der  Oeflhung  oder  besser 
der  des  Strahls  ist  (s.  u.),  mit  Benutzung  der  Gleichung  vq  =  Vq  q^: 

^.  =  ^-75 (4) 

Diese  allgemeine  Formel^  liefert  als  speciellen  Fall  das  ToRRiCELU*sche 
Theorem,  wenn  der  Druck  im  Spiegel  gleich  dem  in  der  Strahloberfläche  und 
die  Oeflhung  klein  gegen  den  Spiegel  ist.  Ist  letzteres  auch  der  Fall,  der 
Ueberdruck  aber  so  gross,  dass  man  die  Wirkung  der  Schwere  vernachlässigen 
kann,  oder  fällt  die  Schwere  überhaupt  weg,  was  stattfindet,  wenn  die  Flüssig- 
keit in  einen  nicht  mit  Luft,  sondern  mit  einer  gleich  schweren  Flüssigkeit  (z.  B. 
ihr  selbst)  erfüllten  Raum  ausfliesst,  so  wird 

•       2, 

die  Ausflussgeschwindigkeit  ist  also  dann  der  Quadratwurzel  aus  dem  Ueberdruck 
direkt  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte  umgekehrt  proportional. 

Wird  nicht  für  Erhaltung  des  Niveaus  im  Spiegel  gesorgt,  so  hört  die  Er- 
scheinung auf,  stationär  zu  sein,  und  das  Gefäss  entleert  sich  allmählich,  und 
zwar  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Spiegel  sinkt,  also  die  Flüssigkeits- 
höhe abnimmt: 


>)  S.  z.  B.  Mach,  Die  Mechanik  u.  s.  w.,  pag.  379. 


*)  S.  z.  B.  MACH,  Uie  Mecnanut  u.  s.  w.,  pag.  379.  ^  j 

*J  Voigt,  Elementare  Mechanik,  Leipz.  1889,  pag.  361.  Digitized  byLjOOQlC 
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letzteres,  wenn  kein  Ueberdnick  vorhanden  ist;  die  Geschwindigkeit  der  Ent- 
leerung ist  also  bei  einem  cylindrischen  Gefässe  stets  der  Wurzel  aus  der  Flüssig- 
keitshöhe proportional.  Feiner  ist,  wie  man  durch  Integration  findet,  die  zur 
Entleerung  erforderliche  Zeit  das  doppelte  derjenigen,  in  welcher  bei  constant 
erhaltenem  Niveau  die  gleiche  Flüssigkeitsmenge  ausfliessen  würde.  Bei  nicht 
cylindrischen  Gefässen  hat  man  zu  beachten,  dass  auch  q^  variabel  ist,  und  man 
kann  sich  die  Frage  vorlegen,  wie  es  sich  ändern  müsse,  welche  Gestalt  also 
das  Gefäss  erhalten  müsse,  damit  das  Niveau  mit  constanter  Geschwindigkeit  u 
sinke;  die  Antwort  liegt  in  der  Formel: 

Hierauf  kann  man  die  Construktion  einer  Wasseruhr  gründen.  Solange  q 
klein  gegen  ^q,  verhalten  sich,  wie  man  sieht,  die  Querschnitte  wie  die  Wurzeln 
aus  den  Wasserhöhen,  also,  wenn  die  Querschnitte  einander  ähnlich  sind,  die 
linearen  Querdimensionen,  z.  B.  bei  kreisförmigen  Querschnitten  die  Durchmesser, 
wie  die  vierten  Wurzeln  aus  den  Wasserhöhen;  das  Gefäss  erhält  dadurch  eine 
tulpenförmige  Gestalt  Man  kann  auch  die  erforderliche  Abnahme  des  Quer- 
schnittes auf  Rechnung  der  einen  der  beiden  Querdimensionen  allein  setzen,  so 
dass  die  andere  constant  und  der  Querschnitt  z.  B.  stets  ein  Rechteck  bleibt; 
das  Gefäss  erhält  dann  die  Gestalt  eines  durch  parabolische  Bögen  begrenzten 
Troges  1). 

Von  besonderen  Fällen  und  Fragen,  die  sich  in  Bezug  auf  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit noch  darbieten  können,  seien  hier  nur  folgende  kurz  erwähnt: 

1)  Liegt  die  Oeflhung  in  horizontaler  Ebene,  also  z.  B.  im  Boden  eines  Ge- 
fässes,  und  sind  ihre  Verhältnisse  im  Vergleich  zu  Grösse  und  Gestalt  des  Ge- 
fässes  nicht  besonders  eigen  thümlich,  so  haben  alle  austretenden  Fäden  dieselbe 
Druckhöhe,  also,  vorbehaltlich  des  weiter  unten  zu  Bemerkenden,  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit Befindet  sich  dagegen  die  Oeffnung  in  einer  Seitenwand,  so  haben 
die  tiefer  austretenden  Fäden  grössere  Werthe  von  h  und  v,  als  die  höher  aus- 
tretenden. Als  mittlere  Ausflussgeschwindigkeit  kann  man  dann  bei  sehr 
kleinen  Oefihungen  diejenige  des  mittleren,  d.  h.  aus  dem  Schwerpunkt  der 
Oefinung  austretenden  Fadens  ansehen,  bei  grösseren  Oefinungen  ist  dies  jedoch, 
wie  die,  für  jede  Lage  und  Form  der  Oeffnung  besonders  durchzuführende  Rech- 
nung zeigt,  nicht  mehr  richtig;  für  einen  sogen.  Üeberfall  z.  B.,  d.  h.  eine  recht- 
eckige Oefihung,  welche  nach  oben  zu  keinen  Rand  hat,  sondern  bis  an  den 
Spiegel  reicht,  ist  die  mittlere  Ausflussgeschwindigkeit  zwei  Drittel  von  derjenigen 
an  der  unteren  ELante. 

2)  Beim  Ausfluss  aus  einem  oben  geschlossenen  Gefässe  entsteht 
infolge  Auftretens  eines  luftleeren  oder  luftverdünnten  Raumes  ein  Gegendruck, 
welcher  den  Ausfluss  verlangsamt  und  unter  Umständen  sogar  gänzlich  verhindert; 
Erscheinungen,  deren  nähere  Betrachtung  in  die  A^romechanik  gehört  (s.  Art. 
Luftdruck). 

3)  Ausfluss  aus  einem  Gefässe,  welches  selbst  bewegt  wird. 
Liegt  die  Oeflnung  im  Boden  und  bewegt  sich  das  Gefäss  gleichförmig  auf-  oder 

>)  F.  Neümann,  EinL  i.  d.  th.  Physik,  hrsg.  v.  Pape,  Leipr.  1883,  paf-jg^GoOQlc 
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abwärts,  so  wird  der  Ausfluss  davon  nicht  berührt;  wohl  aber,  wenn  eine  nach 
oben  oder  unten  gerichtete  Beschleunigung  7  vorhanden  ist;  es  wird  dann 
V  =  y2(^-+-7)i4  resp.  v  =  y2(^ — i)h\  lässt  man  das  Geföss  frei  herabfallen,  so 
wird  hiemach  z;  =  0,  die  Flüssigkeit  fliesst  überhaupt  nicht  aus.  Aehnlich  ver- 
hält es  sich  bei  seitlichem  Ausfluss  und  horizontaler  Bewegung.  Dass  eine  solche, 
und  zwar  entgegengesetzt  der  Ausflussrichtung,  bei  frei  beweglichem  Gefösse 
durch  Reaktionswirkung  von  selbst  eintritt,  ist  schon  oben  angegeben  worden 
(s.  Art.  Hydrod)mamik,  pag.  400). 

4)  Befindet  sich  in  einem  GefMss  über  der  ausfliessenden  Flüssigkeit  noch 
eine  andere,  so  muss  man  deren  Höhe,  um  die  Druckhöhe  zu  erhalten,  auf  das 
specifische  Gewicht  der  ausfliessenden  reduziren  und  zur  Höhe  dieser  addiren. 
Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Momente,  wo  die  obere  Flüssigkeit  auszufliessen  be- 
ginnt, wo  man  also  ihre  Höhe  ohne  Reduktion  als  Druckhöhe  einzuführen  hat, 
die  Ausflussgeschwindigkeit  plötzlich  sich  ändert,  so  dass  es,  entgegen  dem  that- 
sächlichen  Verhalten,  den  Anschein  gewinnt,  als  wäre  die  Ausflussgeschwindig- 
keit für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschieden. 

5)  Fliesst  eine  Flüssigkeit  aus  einem  Gefässe  durch  mehrere,  in  verschiedenem 
Niveau  gelegene  Oeffhungen  gleichzeitig  aus,  so  hat  man  es  mit  verwickelten 
Bewegungsverhältnissen  zu  thun,  und  die  Erscheinung  wird  sich  in  der  Mitte 
halten  zwischen  den  beiden  extremen  Erscheinungen,  welche  sich  ergeben  würden, 
wenn  für  jede  Oeffhung  einmal  die  ganze  über  ihr  lastende  Flüssigkeit,  das  an- 
dere Mal  nur  die  zwischen  ihr  und  der  nächst  höheren  Oeffnung  befindliche 
Flüssigkeitsschicht  in  Rechnung  gezogen  würde;  bei  im  Vergleich  zum  Quer- 
schnitt des  Gefässes  (des  Rohrs)  kleinen  Oeflhungen  wird  die  Erscheinung  sich 
mehr  dem  ersteren,  im  andern  Falle  mehr  dem  letztem  Extrem  nähern. 

6)  Die  unter  verschiedenen  Umständen  ausgeführten  Messungen  von  v  haben 
ergeben,  dass  es  nicht  immer  genau  den  aus  Gleichung  (1)  folgenden  Werth  hat, 
und  man  hat  daher  diese  Gleichung  durch  die  modificirte 

ersetzt,  wo  C  der  Geschwindigkeitscoefficient  heisst  und  zwischen  0*95  und 
1*1  schwankt.  Indessen  sind  die  Beobachtungen  bei  weitem  nicht  so  genau  und 
die  Vernachlässigungen,  welche  die  Gleichung  (1)  den  wirklichen  Verhältnissen 
gegenüber  macht,  zu  mannigfaltig,  als  dass  auf  obige  Schlussfolgerung  erheb- 
liches Gewicht  zu  legen  wäre;  umsomehr  als  die  genaueste  der  Methoden,  die 
von  Vautier  benutzte,  auch  die  geringsten  Abweichungen  von  Gleichung  (1) 
ergiebt. 

AusHussmenge  und  Contraktion  des  Strahls.  Aus  der  Ausfluss- 
geschwindigkeit V  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  der  Grösse  q  der  Oefihung 
die  »theoretische  Ausflussmengec  V:=qv^=qy^gh,  Die  Beobachtungen 
haben  indess  gezeigt,  dass  die  wirkliche  Ausfluss  menge  geringer  ist,  und. 
dass  man  daher,  wenn  k  ein  Bruch  ist, 

V=  kqv  =  kqy^gh 
setzen  muss;  k  heisst  der  Ausflusscoefficient.  Im  rohen  Durchschnitt  ist 
ungefähr  i&  =  0-62;  es  variirt  aber  je  nach  der  Druckhöhe,  der  Form  und 
Grösse  der  Oeflfhung,  der  Form  und  Grösse  des  Gefässes,  der  Wandstärke  und 
andern  Einflüssen  zwischen  sehr  weiten  Grenzen.  So  fand  für  runde  Oe&ungen 
Weisbach  1): 


1)  Ueber   diese   und  die   weitere    Literatur  s.  u.  A.  Weisbach,   Experimentelle  Hydraulik, 
u.  Ingenieur-  u.  Maschinen-Mechanik,  Bd.  i.  ^-^  ^ 
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Durchmesser 
der  OefihttDg 

Drackhöhe 

k 

Durchmesser 
der  OefinuAg 

DnickhOhe 

k 

lern 
1   .. 

8-7  öw 
89-9   „ 

0-649 
0-617 

2cm 
2   „ 

8-7^ 
89-9  „ 

0-632 
0-615 

also  eine  Abnahme  von  k  mit  wachsender  Druckhöhe  und  wachsender  Höhe  der 
Oefifhung.  Für  rechteckige,  20  cm  breite  Oeffnungen  in  der  Seitenwand  fanden 
PoNCBLET  und  Lesbros  für  verschiedene  Druckhöhen  h  und  Oefihungshöhen  a'mcm: 


h 

fl=      1 

2 

3 

5 

10 

20 

1 

0-705 

0-685 





0-600 

0-572 

10 

0-666 

0-654 

0-637 

0-630 

0-611 

0-592 

100 

0-682 

0-638 

0-628 

0-626 

0-615 

0-605 

200 

0-611 

0-612 

0-612 

0-613 

0-607 

0-601 

300 

0-609 

0-610 

0*608 

0-606 

0-603 

0*601 

Mit  abnehmender  Höhe  der  Oeffhung  nimmt  also  k  zu ,  dagegen  verhält  es 
sich  den  Druckhöhen  gegenüber  verschieden:  bei  niedrigen  Oeffnungen  nimmt  k 
mit  wachsendem  Druck  ab,  hei  hohen  Oefihungen  zu. 

Hier  ist  auch  anzuführen,  dass  die  Aussflussmenge  von  der  Temperatur  ab- 
hängt. Nach  den  Versuchen  von  Emery,  die  Isherwood^)  mitgetheilt  hat,  nimmt 
die  Geschwindigkeit  (auf  gleiche  Volumina  berechnet),  um  12f  zwischen  0^  und 
100^  zu;  nach  Unwin^  ist  der  Einfluss  viel  kleiner  und  unter  Umständen  über- 
haupt nicht  vorhanden. 

Das  Verständniss  für  die  angegebene  Erscheinung  gewinnt  man  zunächst 
schon  aus  der  Untersuchung  der  Gestalt  des  ausfliessenden  Strahls  in  der  Nähe 
der  Oefihung.  Dass  der  Strahl  in  der  ganzen  Länge  seines  zusammenhängenden 
Stückes  nicht  von  genau  cylindrischer  Gestalt  sein  kann,  sondern  sich  von  oben 
nach  unten  zusammenziehen  muss,  folgt  schon  daraus,  dass  wie  beim  freien  Fall 
die  Geschwindigkeit  wächst,  also  der  Querschnitt  kleiner  und  kleiner  werden 
muss ;  betrachtet  man  jedoch  nur  ein  kurzes  Stück  des  Strahles  unmittelbar  unter 
der  Oeffnung,  so  müsste  diese  Zusammenschnürung  eine  sehr  geringe  sein.  That- 
sächlich  ist  sie  aber  eine  beträchtliche,  und  zwar  ist  der  sogen,  »contrahirte 
Querschnitt«,  d.  h.  derjenige,  unterhalb  dessen  eine  wesentliche  Contraktion 
nicht  mehr  stattfindet,  nur  etwa  0-62  mal  so  gross  wie  der  Querschnitt  der  Oeff- 
nung, das  Verhältniss,  der  sogen.  »Contraktionscoefficient«  eist  im  übrigen 
in  derselben  Weise  von  den  Umständen  abhängig  wie  k.  Man  wird  also 
schliessen,  dass  sich  k  aus  den  beiden  Grössen  e  und  C  zusammensetzt,  in  Formel 
>&  =  eC;  und  da  C  nicht  erheblich  von  1  abweicht,  sind  k  und  e  ziemlich  iden- 
tisch; in  der  That  sind  zahlreiche  Werthe  von  k  durch  Messungen  von  e  er- 
mittelt worden. 

Die  Ursache  der  starken,  unter  dem  Namen  »Contractio  venae«  berühmt 
gewordenen  Zusammenziehung  des  Strahls  unmittelbar  unter  der  Oefinung  ist 
naheliegend.  Die  Bewegung  der  Theilchen  im  Gefässe  ist  keine  ausschhesslich 
vertikal  nach  unten  resp.  (wenn  die  Oefihung  eine  seitliche  ist)  senkrecht  gegen 
die  Oefihung  zu  gerichtete,  es  drängen  sich  vielmehr  von  allen  Seiten  die 
Theilchen  gegen  einander,  gewinnen  so  auch  seitliche  Geschwindigkeiten  und 
behalten  diese  auch  nach  dem  Austritt  aus  dem  Gefässe  noch  so  lange  bei,  bis 
dieselben  sich  gegenseitig  vernichtet  haben. 


1)  ISHBRWOOD,  J.  of  the  Franklin  Inst.  1878. 
^  UkwiNi  Phil.  Mag.  (5)  6,  pag.  281.  1878. 
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Zur  theoretischen  Ableitung  von  e  resp.  k  selbst  sind  verschiedene  Versuche 
gemacht  worden.  Der  älteste  derselben,  der  zu  dem  Werth  e  =  l/|/2  =  0*707 
führt,  rührt  von  D.  Bernoulli,  ein  anderer  von  Bayer  ^)  her.  Letzterer  nimmt 
an,  dass  die  Theilchen  im  Innern  des  Gefässes,  welche  zu  einer  bestimmten  Zeit 
auf  einer  um  den  Mittelpunkt  der  Oefifhung  beschriebenen  Halbkugel  liegen, 
diese  Eigenschaft  zunächst  auch  noch  bei  ihrer  Annäherung  an  die  Oefihung  bei- 
behalten, und  dass  sich  demgemäss  ihre  Geschwindigkeiten  verhalten  umgekehrt 
wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  von  der  Oefihung;  in  der  Nähe  der  Oeffiiung 
jedoch  nimmt  die  axiale  Componente  der  radialen  Geschwindigkeit  immer  mehr 
zu,   die  transversale  immer  mehr  ab,  bis   schliesslich,  nämlich  im  contrahirten 

Querschnitt,  nur  noch  erstere  übrig  ist.    Bayer  findet  auf  diese  Weise  e  =  1  — l 

=  0*617,  in  guter  Uebereinstimmung  mit  den  Beobachtungen;   femer  wird  das 

Verhältniss  der  axialen  zur  transversalen  Geschwindigkeit  in  der  Oefihung  1  —  j  —  1, 

der  Grenzwinkel  etwa  58°  und  der  Abstand  des  contrahirten  Querschnitts  von 
der  Oefihung  gleich  deren  Radius. 

Zu  etwas  andern  Ergebnissen  kommt  Gaukler^.  Für  einen  unendlich  langen 
Spalt  zwischen  zwei  gegen  die  Vertikale  um  je  0^  geneigten  Ebenen  findet  er 

also  für  einen  Spalt  in  horizontaler  Wand  8  =  ir/4.  Denkt  man  sich  nun  eine 
quadratische  Oefhiung  als  Durchschnitt  zweier  derartiger  Spalte,  so  findet  man 
für  sie  e  =  (7c/4)*  =  0'617,  also  wie  Bayer  für  eine  kreisförmige  Oefihung;  für  eine 
solche  wird  dagegen  hier  e  =  2/3. 

Die  Ideen  von  Bayer  sind  in  neuerer  Zeit  von  Boussinesq  **)  und  St.  Venant^ 
mathematisch  formulirt  worden.  Das  Geschwindigkeitspotential  ^  hat,  wenn  man 
sich  das  Gefass  zunächst  seitlich  unbegrenzt  vorstellt,  folgenden  Bedingungen  zu 
genügen:  1)  Allgemein  A<p  =  0;  2)  für  kleine  Oefihungen  in  endlichem  Abstände 
von  der  Oeffhung  dt^/dr  proportional  mit  1/r*,  also  <p  selbst  mit  1/r;  3)  für 
5  =  0  (Boden,  in  dem  die  OefFnung  sich  befinde):  5<p/55  =  0,  ausser  für  die 
Oefihung  selbst,  wo  d(f/dz  gleich  einer  Function  F{x,y)  ist.  Die  Lösung  ist 
nach  BoussiNESQ 


-H»  -H» 


F{x,y)d\d-r^ 


(6) 


Eine  fiüssige  Halbkugel  im  Gefässe  (Radiuis  a)  bleibt  Halbkugel ;  aber  nach- 
dem der  Bruchtheil  m  der  von  ihr  umgrenzten  Flüssigkeit  ausgefiossen  ist,  hat 
sie  nur  noch  den  Radius 

r  =  a  j/l  — /«, 
z.  B.  fllr  a  =  64»ww: 

w=   0      2/64      4/64      6/64    ....    56/64      60/64      63/64      1 
r  =  64       633       626       61-9     ....       32  254  16         0; 


>)  Bayer,  Crelle's  J.  f.  Baukunst  25,  und  Compt.  rend.  26.    1848. 
*)  Gaübxer,  M^m.  prcs.  k  TAc.  d.  Sc.  de  Paris,  T.  10. 
^  BoussiNESQ,  Compt.  rend.  70,  pag.  33,  117,  1279  (1870). 

*)  St.  Venant,  Compt.  rend.  94,  pag,  904,  1004,  1139  (1882).  —  St.  Vbnant  u.  Flamant, 
Compt.  rend.  97,  pag.  1027  u.  1105  (1883). 
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(Ph.  163.) 


die  Abnahme  erfolgt  also  anfangs  sehr  langsam  und  dann  immer  schneller 
(Fig.  163).  Eine  ursprünglich  horizontale  Gerade  verwandelt  sich  nach  und  nach 
in  immer  stärker  nach  unten  ausge- 
bauchte Curven,  welche  die  gegebene 
Gerade  beiderseits  zu  Asymptoten 
haben  (s.  w.  u.  Fig.  164).  Um 
schliesslich  zu  dem  Fall  eines  seit- 
lich begrenzten  Gefasses  zu  gelangen, 
kann  man  sich  der  sogen.  Bilder- 
methode bedienen;  allerdings  erhält 
man  dadurch  nur  ebene  Grenzwände, 
aber  vom  Sechseck  kann  man  leicht 
zum  Kreis,  d.  h.  zum  cylindrischen 
Gefäss  übergehen. 

Um  die  Bahnen  der  Flüssigkeitstheilchen  im  Gefasse  und  dann  weiter  bis 
zum  Contrahirten  Querschnitt  beobachtend  zu  verfolgen,  kann  man,  wie  von  ver- 
schiedenen Seiten  geschehen  ist,  feste  oder  flüssige,  durch  Farbe  oder  sonst  sich 
bemerklich  machende  Körperchen  (s.  ob.)  in  der  Flüssigkeit  suspendiren  und 
findet  dann  die  obigen  Vorstellungen  bestätigt.  Noch  bequemer  einerseits  und 
interessanter  andererseits,  wenn  auch  nicht  streng  hierhergehörig,  ist  jedoch  ein 
von  Tresca^)  ersonnenes  und  später  auch  von  Obermaver^)  benutztes  Verfahren. 
Die  Fähigkeit  zu  fliessen  ist  nämlich  zwar  bei  kleinen  Drucken  auf  Flüssigkeiten 
beschränkt ;  durch  Anwendung  grösserer  Drucke  kann  man  jedoch  auch  weichere 
feste  Stoffe,  wie  Thon,  Lehm,  Eis  u.  s.  w.,  kurz  sogen,  plastische  Körper,  und 
bei  genügend  gesteigertem  Druck  selbst  Metalle  zum  Fliessen  zwingen.  Füllt 
man  nun  ein  cylindrisches  Geföss,  dessen  Boden  eine 
Oeffhung  hat,  mit  einer  Anzahl  übereinander  geschichteter 
Scheiben  aus  einem  derartigen  Stoff,  und  lässt  man 
mittelst  einer  hydraulischen  Presse  (pag.  347)  einen  starken 
Druck  (etwa  10000  Kilo  für  Thon  u.  s.  w.,  100000  für 
Metalle)  auf  die  oberste  Scheibe  wirken,  so  sieht  man  die 
Masse  in  Gestalt  eines  festen,  unter  der  Oeffnung  sich 
zusammenziehenden,  weiterhin  cylindrischen  Strahls  aus- 
treten, und  beim  Zerschneiden  desselben  sieht  man,  dass 
er  sich  aus  lauter  in  einander  gesteckten  Röhren  zu- 
sammensetzt, deren  jede  einer  ursprünglichen  Scheibe 
entspricht,  und  die  sich  unten  successive  schliessen 
(Fig.  164).  Bei  einem  Eisstrahl  kann  man  dies,  da  er 
durchsichtig  ist,  sogar  von  aussen  sehen,  und  man  nimmt  dann  ausserdem  zahl- 
reiche, in  Folge  der  Ausdehnung  der  Schichten  entstandene  Querrisse  wahr. 
Untersuchungen  dieser  Art  sind  übrigens  auch  von  praktischem  Interesse,  z.  B. 
für  das  Verständniss  der  Gletscher,  für  das  Ziehen,  Schmieden,  Walzen  der 
Metalle  u.  s.  w. 

Zur  weiteren  Bestätigung  der  obigen  Anschauungen  über  den  Ausfluss  kann 
auch  die  Untersuchung  des  Einflusses  dienen,  welchen  an  die  Oeflhung  angesetzte 
Ränder  und  Ansatzröhren  auf  die  Ausflussroenge  ausüben.  Am  einfachsten  ver- 
hält es  sich,    wenn  die  Wand  derartig  nach  aussen  umgebogen   ist,   dass    die 


(Ph.164.) 


1)  Tresca,  Compt  rend.  59,  pag.  754  (1864);  60,  pag.  398  (1865);  64,  pag.  809  (1867). 
«)  V.  OB^MAVKR,  Wien.  Ber.  (2)  58.  pag.  737  (.869).  oigitized  by^OUglC 
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Ränder  der  Oefinung  sich  wie  in  Fig.  165  a  der  Gestalt  des  Strahls  gerade  an- 
schmiegen; versteht  man  dann  unter  q  die  Grösse  der  wirklichen  Austritts- 
öffnung, so  findet  man,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  hier  schon  alle 
Theilchen  nur  noch  die  axiale  Geschwindigkeit  haben,  k=^\  und  V^  q  Y^^Ä. 


(Pb.  165.) 

Unter  Umständen,  die  hier  nicht  näher  erörtert  werden  sollen,  kann  man  sogar 
k  über  1  hinaus  steigern,  d.  h.  eine  grössere  als  die  theoretische  Ausflussmenge 
erzielen.  Bei  den  meisten  Formen  der  Ränder  und  Ansatzröhren  findet  jedoch 
nur  eine  partielle  Steigerung  von  k  auf  einen  Werth  zwischen  0*62  und  J  statt 
und  auch  dies  nur  dann,  wenn  der  Strahl  nicht  schon  in  diesem  Rohr  eine  freie 
Oberfläche  hat  (Fig.  165  b),  sondern  an  dasselbe  sich  anschmiegt  (Fig.  165  c). 
Ob  das  eine  oder  das  andere  eintritt,  hängt  einmal  davon  ab,  ob  das  Ansatzrohr 
cylindrisch,  convergent  conisch  oder  divergent  conisch  ist,  sodann  davon,  wie 
leicht  die  Flüssigkeit  die  Ränder  benetzt,  und  endlich  von  der  Druckhöhe:  bei 
grosser  Druckhöhe  ist  der  Strahl  frei,  bei  kleiner  anhängend,  während  es  bei 
mittleren  Drucken  zweifelhaft  bleibt  und  ein  kleines  Hinderniss  genügend  ist, 
um  ihn  anhängend,  ein  schwacher  Stoss,  um  ihn  frei  zu  machen.  Bei  freiem 
Strahl  bleibt  J^  unverändert,  wie  zu  erwarten.  Bei  anhängendem  fand  z.  B. 
BmoNE  für  eine  quadratische  Oeffhung,  die  er  durch  kleine  Seitenwände  begrenzte: 
Seitenwände    .     .       0  1  2  3  4 

k 0-619        0-639        0-662        0*694        0-820. 

Bei  Anbringung  einer  kurzen  cylindrischen  Ansatzröhre  fand  Daniel  Ber- 
NOUiLLi  k  =  0*81,  und  flir  konische  Ansauröhren  fand  Weisbach  bei  verschiedenen 
Convergenzwinkeln  mit  der  Axe: 

Winkel  ....      0°  22^°  45°  67 1°  90° 

k 0-966        0-902        0-753        0684        0-632; 

einen  noch  kleineren  Werth,  nämlich  0-541,  lieferte  ein  kurzes,  nach  innen  ge- 
kehrtes Rohr. 

Beschaffenheit  des  Strahls^).  Um  diese  zu  beobachten,  wendet  man 
wieder  die  Methode  der  momentanen  Beleuchtung  an,  da  man  auf  diese  Weise 
die  Einzelheiten  viel  besser  wahrnimmt  als  bei  dauernder  Beleuchtung.  Man 
kann  sich  dabei  entweder  der  mit  einem  peripherischen  Loch  versehenen,  rasch 
rotirenden  Scheibe  oder  der  elektrischen  Funken,  der  GEiSLER'schen  Röhren  u.  s.  w. 


^)  Savart,  Ann  de  Ch.  et  Phys.  (2)  53,  pag.  337.  1833.  —  Magnus,  Pogg.  Ann.  95, 
pag.  I.  1858;  106,  pag.  I.  1859.  —  BuFF,  Lisbig's  Ann.  78,  pag.  162.  1850;  Pogg.  Ann.  100. 
1857.  «_  Matteücci,  Compt.  rend.  22,  pag.  260.  1846.  —  Izarn,  Compt.  rend.  106,  pag.  543. 

1888.  ^  T 
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bedienen.  Bei  kreisförmiger  Oeffnung  ist  die  BeschaiFenbeit  des  Strabls 
verhältniss massig  am  einfachsten,  aber  immerbin  noch  complicirt  genug.  Bei 
gewöhnlicher  Beleuchtung  erscheint  der  Strahl  entweder  in  seinem  oberen  Theile 
cylindrisch,  in  dem  unteren  schwach  konisch  oder  durchweg  aus  dickeren  und 
schlankeren  Theilen,  »Bäuchen«  und  »Knoten«  zusammengesetzt,  und  in  beiden 
Fällen  ist  das  obere  Stück  des  .^ 
Strahls  klar,  das  untere  trübe.  Diese 
Trübung  erklärt  sich,  wie  die  momen- 
tane Beleuchtung  lehrt,  dadurch, 
dass  in  diesem  Theile  der  Strahl 
gar  kein  zusammenhängendes  Ganze 
mehr  bildet,  sondern  aus  einzelnen 
Tropfen  besteht.  In  dem  ersteren 
Falle  zeigen  die  Tropfen  unregel- 
mässig, im  letzteren  dagegen  regel- 
mässig wechselnde  Gestalten.  Dass 
sich  überhaupt  Tropfen  bilden,  die 
Flüssigkeit  also  zerreist,  ist  offenbar 
eine  Folge  der  Zunahme  der  Ge- 
schwindigkeit von  oben  nach  unten ; 
je  grösser  die  Oeifhung  und  je  grösser 
die  Ausflussgeschwindigkeit,  also  die 
Druckhöhe  ist,    desto  länger  erhält 

sich  der  Strahl   zusammenhängend,  CPb-iGß.) 

und  bei  sehr  kleinem  Druck   kann 

sich  überhaupt  kein  Strahl  bilden,  vielmehr  verlässt  die  Flüssigkeit  das  Gefäss 
unmittelbar  in  Form  von  Tropfen.  Je  grösser  der  Druck,  desto  länger  wird  hier- 
nach der  Strahl  zusammenhängend  bleiben.  Hinsichtlich  des  weiteren  Verlaufs 
kann  man  nun  zwei  Fälle  unterscheiden.  Häufig  nämlich  werden  in  Folge  der 
gewöhnlich  vorhandenen,  unregelmässig  wirkenden  äusseren  Erschütterungen  die 
Tropfen  in  regelloser  Folge  abreissen  und  damit  die  ganze  Erscheinung  einen 
unbestimmten  Durchschnittscharakter  erhalten,  so  dass  man  eben  nichts  als  eine 
Trübung  beobachtet.  Unter  gewissen  Umständen  dagegen  wird  eine  regelmässige 
Periodicität  eintreten.  Hierher  gehört  der  von  Savart  und  Magnus  i)  studirte 
Fall,  dass  durch  einen  von  aussen  angegebenen  Ton  die  Ränder  der  Oeffnung 
in  Mitschwingungen  versetzt  werden,  so  dass  die  Ausflussgeschwindigkeit  zwischen 
einem  grösseren  und  einem  kleineren  Werthe  hin  und  her  schwankt.  Indessen 
kommt  derartigen,  durch  äussere  Einflüsse  hervorgerufenen  Erzitterungen  der 
Oeffnungsränder  jedenfalls  nicht  die  allgemeine  Bedeutung  zu,  welche  ihnen  jene 
Forscher  beilegten.  Viel  häufiger  liegt  vielmehr  die  Ursache,  welche  die  Perio- 
dicität bewirkt,  in  der  Ausflusserscheinung  selbst.  In  dem  Augenblick  nämlich, 
in  welchem  von  dem  Strahl  ein  Tropfen  sich  loslöst,  treten  in  Folge  der  dem 
Zerreissen  vorangehenden  Längszerrung  zwei  Schwingungserscheinungen  auf: 
eine,  deren  Träger  der  bei  seiner  Entstehung  längliche  Tropfen  ist,  und  die  in 
abwechselnden  Abplattungen  und  Wiederverlängerungen  besteht,  und  eine  zweite, 
deren  Träger  der  Strahl  ist,  und  welche  sich  als  eine  in  ihm  nach  oben  laufende 
Welle,  mit  abwechselnden  Ausbauchungen  und  Einschnürungen,  darstellt.  Es  ist 
klar,  dass  es  von  den  Druck-,  namentlich  aber  von  den  Längenverhältnissen  de^ 


*)  Savart,  a.  a.  O.  —  Magnus,  a.  a.  O. 
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continuirlichen  Strahlstücks  abhängen  wird,  in  welchem  Grade  sich  diese 
Schwingungen  aasbilden  und  regulär  erhalten  werden;  sie  können  aber  unter 
günstigen  Umständen  so  rasch  erfolgen  und  so  energisch  werden,  dass  sie  zu 
einem  Ton  Veranlassung  geben.  Diese  »Ausflusstöne«  sind  von  Savart^) 
entdeckt  worden,  und  Martini»),  der  sich  neuerdings  eingehend  mit  ihnen  be- 
schäftigte, hat  gefunden,  dass  die  Töne  immer  auftreten,  wenn  die  Zahl  der 
Pulsationen  ganz  oder  sehr  nahe  tibereinstimmt  mit  der  Schwingungszahl  des 
Tones,  den  die  Flttssigkeitssäule,  von  aussen  erregt,  geben  würde,  oder  mit 
einem  seiner  harmonischen  Obertöne;  auf  die  weiteren  von  Martini  gefundenen 
Beziehungen  kann  hier  nicht  eingegangen  werden.  Vom  theoretischen  Stand- 
punkte aus  hat  Rayleighs)  die  schwankende  Gestalt  von  Flüssigkeitsstrahlen  mit 
Rücksicht  auf  die  hydrodynamischep  und  die  capillaren  Wirkungen  untersucht; 
ein  Auszug  lässt  sich  jedoch  hiervon  nicht  wohl  geben. 

Bei  nicht  kreisförmigen  Oeffnungen  verwickelt  sich  die  Erscheinung 
dadurch,  dass  zu  den  geschilderten  noch  andere  periodische  Gestaltsänderungen 

hinzukommen.  Ist  die  Oeflfnung  ein  Spalt,  d.  h. 
ein  Rechteck  von  erheblich  grösserer  Länge  als 
Breite,  so  ist  der  Querschnitt  des  Strahls  dicht 
unterhalb  derselben  ein  Rechteck  mit  entsprechen- 
der Richtung  der  längeren  und  kürzeren  Kante; 
weiter  unten  kehren  sich  jedoch  diese  Richtungen 
um,  und  der  Strahl  erhält  im  Ganzen  die  Ge- 
stalt Fig.  167a;  an  den  Uebergangsstellen  ist 
der  Querschnitt  ein  Quadrat  mit  nach  innen 
gekrümmten  Seiten.  Bei  kreuzförmiger  Oefifnung 
ist  der  Querschnitt  des  Strahls  zunächst  auch 
gleichgerichtet  kreuzförmig,  weiterhin  erscheint 
aber  das  Kreuz  um  45°  gedreht,  dann  wieder 
in  der  ursprünglichen  Lage  u.  s.  w.  (Fig.  167  b). 
Aehnlich  verhält  es  sich  bei  quadratischen,  drei- 
eckigen und  anderen  Oeflfnungen.  Die  Erklärung 
wird  von  den  Einen  in  dem  Umstände  gesucht, 
dass  sich  in  den  Richtungen,  in  welchen  die 
Oeffnung  ausgedehnter  ist,  mehr  Theilchen  von 
den  Seitengebieten  des  Gefässes  zusammen- 
drängen, und  dass  der  so  entstehende,  nach  der 
Mitte  des  Strahls  gerichtete  Druck  eine  Ver- 
kürzung dieser  und  ein  Ausweichen,  d.  h.  eine  Verbreiterung  der  ursprünglich 
kürzeren  Dimensionen,  also  die  obige  Umkehrung  der  Verhältnisse  zur  Folge  hat ; 
Andere  ziehen  die  Oberflächenspannung  (s.  Art.  Capillarität)  heran,  welche  in  den 
stärker  gekrümmten  Theilen  der  Oberfläche  des  Strahls  stärker  wirkend,  in  der 
That  den  gleichen  Eflekt  haben  muss.  Vermuthlich  wirken  beide  Umstände  zu- 
sammen. 

Besondere  Erscheinungen,    die  bei  Flüssigkeitsstrahlen  auftreten,  sind 
u.  a.  folgende: 

1)  Mitreissen  von  Theilen   des    umgebenden   Mediums,    also  unter  ge- 
wöhnlichen Umständen  der  umgebenden  Luft.    Die  Ursache  ist  eine  doppelte: 


(Ph.  167). 


*)  Savart,  Compt  rencL  37,  pag.  208.  1854. 

^  Martini,  Atti  Ist.  Veneto  (5)  7,  pag.  961  (1882);    (6)  2,  pag.  109  (1884). 


^  Raylkigh,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  10,  pag.  4.  1879. 
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einmal  die  oberflächliche  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  Luft,  und  sodann 
die  zunehmende  Geschwindigkeit,  welche,  indem  sie  den  Strahl  in  Tropfen  auf- 
löst, in  sein  Inneres  Luft  hineinzieht.  Hierauf  beruht  z.  B.  die  Wasserluftpumpe 
(s.  Art.  Pumpen).  Fällt  ein  durch  Luft  gegangener  Strahl  auf  Wasser  auf,  so 
reisst  er,  wie  Magnus  beobachtete,  Luftblasen  mit  in  das  Innere  hinein,  jedoch, 
wie  Tyndall^)  zeigte,  auch  in  diesem  Falle  nur  dann,  wenn  der  schon  aufge- 
löste, nicht  aber  wenn  der  continuirliche  Theil  des  Strahls  die  Wasserfläche 
trifit.  Zugleich  unterscheiden  sich  beide  Fälle  dadurch,  dass  um  den  auflallen- 
den Strahl  herum  sich  dort  eine  Vertiefung,  hier  eine  Erhöhung  des  Wassers 
bildet  —  Erscheinungen,  welche  man  mit  Benutzung  der  auftretenden  kaustischen 
Figuren  sehr  gut  studiren  kann. 

2)  Auftreffen  von  Strahlen  auf  feste  Körper«).  Die  Gestalten,  welche 
in  solchen  Fällen  die  Flüssigkeit  annimmt,  und  die  zuerst  von  Savart  und  später 
vielfach  untersucht 
worden  sind,  zeich- 
nen sich  durch 
grosse  Mannigfaltig- 
keit aus;  es  genüge 
hier  die  Formen 
anzugeben,  die  sich 
darbieten,  wenn  ein 
vertikal  nach  unten 
fliessender  Strahl 
eine  horizontale 
Kreisscheibe  central 
trifit;  Fig.  168  a  und 
168b  gelten  für  star- 
ken Druck  (von  der 
Seite  resp.  von  oben 
gesehen),  Fig.  168c 
fllr  mittleren,   168 d 

für  kleinen  Druck.  Verwickelter  sind  die  Erscheinungen  beim  schiefen  Stoss; 
sie  sind  aber  besonders  interessant,  insofern  sie  zeigen,  wie  anders  sich  flüssige 
Strahlen  im  Vergleich  zu  festen  Körpern  verhalten  (s.  Art  Stoss),  und  insofern  sie 
das  auch  praktisch  wichtige  Problem  der  Stromtheilung  berühren  (s.  w.  u.). 
Schliesslich  sei  noch  auf  bezügliche  theoretische  Untersuchungen  von  Boussinesq  ') 
und  F.  Nkumann  resp.  Voigt*)  hingewiesen. 

3)  Zusammentreffen    verschiedener  Flüssigkeitsstrahlen.      Auch 


d. 


(Ph.  168.) 


^)  Tyndall,  PhU.  Mag.  (4)  i,  pag.  105.  1850. 

^  Savart,  Ann.  Chim.  Phys.  (2)  54,  pag.  55  u.  113;  55,  pag.  257.  1833.  —  Magnus, 
PoGG.  Ann.  80,  pag.  i.  1849;  95*  P^-  i*  1^55- 

8)  Boussinesq,  Compt.  rend.  69,  pag.  45.  1869. 

*)  F.  Nkumann,  Einleitung  i.  d.  theor.  Physik,  pag.  238.  —  Voigt,  Elementare  Mechanik, 
pag.  364.  —  Neumann  berechnet  daselbst  auch  die  Stosskraft  von  Strahlen,  die  auf  Platten 
anfbreffen  und  findet  sie  {P=i^kq^gh  für  horizontale  Strahlen,  complicirter  für  vertikale)  mit 
den  Versuchsergebnissen  älterer  Hydrauliker  (Michklotti,  Bossut,  d'Aübuisson  u.  s.  w.)  über- 
einstimmend, ausser  wenn  die  Platte  nicht  viel  grösser  als  die  Strahlbreite  ist  oder  wenn  sie  der 
Oeffimng  zu  nahe  liegt;  im  ersteren  Falle  ist  die  mangelhafte  Anschmiegung  des  abfliessenden 
Wassers  an  die  Platte  der  Grund  der  Abweichung,  im  letzteren  Falle  wirken  wahrscheinlich 
mehrere  Umstände  zusammen.  Digitized  by  V^jOO^  iC 
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hier  treten  sehr  mannigfaltige  Gebilde  auf.  Zwei  in  gleicher  Richtung  einander 
entgegenkommende  Strahlen  bilden  bei  gleichem  Druck  und  Durchmesser  eine 
ebene  Scheibe,  bei  verschiedenem  Druck  eine  convexe  Schale,  welche  sich 
schliesslich  eiförmig  schliesst  Bilden  die  Strahlen  einen  Winkel  miteinander,  so 
bilden  sich  durch  den  Zusammenstoss  im  allgemeinen  zwei  neue  Strahlen;  es 
kommt  aber  auf  die  näheren  Umstände  an,  ob  die  Strahlen  einander  abstossen 

oder  durcheinander  hin- 
durchgehen. Zum  experi- 
mentellen Studium  dieser 
Erscheinungen  empfiehlt 
es  sich,  die  beiden  Strahlen 
durch  Färbung  zu  unter- 
scheiden. Ueber  eine  theo- 
retische Studie  von  Voigt 
sehe  man  weiter  unten. 

4)  Wasserstrahlen 
in  Wasser.  Lässt  man 
einen  Strahl  von  mit  Anilin 
gefärbtem  Wasser  in  farb- 
loses Wasser  treten,  so 
tritt  in  Folge  von  Reibung 
sehr  bald  Wolkenbildung 
und  schliesslich  völlige 
Mischung  ein,  mit  Aus- 
nahme des  Falles  sehr 
kleiner  Drucke.  Diesen 
Fall  haben  Oberbeck  ^) 
und  im  Anschlüsse  an  ihn 
KöTSCHAU*)  studirt  und 
sehr  merkwürdige  Bil- 
dungen beobachtet  Man 
nimmt  am  besten  ein  pris- 
matisches Glassgefäss  mit 
farblosem  Wasser,  stellt 
daneben  eine  mit  gefärb- 
tem Wasser  gefüllte  Röhre 
auf  und  führt  von  dieser 
ein  dünnes,  gebogenes 
Rohr  in  die  centrale 
Bodenöffnung  des  Ge- 
fässes.  Am  besten  eignen 
sich  Ueberdrucke  von  2  bis 
50mm]  ausserdem  ist  noth- 
^•^®*^  wendig,  dass  bei  Beginn 

des  Versuches  das  Gefässwasser  völlig  ruhig  und  von  überall  gleicher  Tem- 
peratur sei.  Die  Fig.  169  a  zeigt  eine  Phase  der  Erscheinung.  Femer  zeigt 
Fig.  169  b— d  die  Gestalten  bei  Auftreffen  auf  eine  scharfe  Kante,  auf  eine  Kugel 


1)  Obkrbkck,  Wied.  Ann.  2,  pag.  i.  i877« 
^  KöTSCHAü,  Wied.  Ann.  26,  pag.  530.  1884. 


Digitized  by 


Google 


Springbrunnen.  4 1 5 

und  auf  eine  kleine  oder  grosse  Scheibe.  Durch  Einsetzen  gegabelter  Rohrstücke 
in  die  BodenÖfifhun^  kann  man  dann  auch  das  Zusammentreffen  verschiedener 
Strahlen  untersuchen  und  findet  Gebilde,  die  mit  den  in  Lufl  auftretenden 
manche  Aehnlichkeit  haben,  sich  aber  doch  in  vieler  Hinsicht  von  ihnen  unter- 
scheiden; Fig.  169e  gilt  für  schief  zusammenstossende,  gleich  dicke,  Fig.  169f 
für  einander  entgegenkommende,  verschieden  dicke  Strahlen.  Wie  man  sieht, 
sind  die  Strahlbildungen  mit  Wirbelbildungen  verknüpft;,  es  wird  darauf  später 
(s.  Art.  Wirbelbewegung)  zurückgekommen  werden. 

5)  Der  Springbrunnen  besteht  in  einem  senkrecht  nach  oben  gerichteten 
Strahl.  Die  Verbindung  des  ToRRiCEixi'schen  Theorems  mit  den  Wurfgesetzen 
lehrt,  dass  die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  Strahl  sich  erhebt,  gleich  der  Druck- 
höhe sein  müsste;  in  Wahrheit  ist  sie  kleiner,  erstens  wegen  des  von  1  häufig 
etwas  abweichenden  Geschwindigkeitscoefficienten  C  (p^g*  406),  zweitens  wegen 
der  Reibung  an  der  Luft  und  drittens  wegen  des  Aufpralls  der  herabfallenden 
Theilchen;  letzteres  kann  man  durch  schwache  Neigung  des  Mundstückes  und 
somit  des  Strahls  wenigstens  theilweise  beseitigen.  Im  Durchschnitt  kann  man 
nach  Mariottb  die  zur  Erzielung  der  Steighöhe  s  erforderliche  Druckhöhe  A  (in 
pariser  Füssen)  etwa 

^  =  '0  +  3Öö) 
setzen;  allgemeiner  gültig  ist  aber  die  WmsBACH'sche  Formel 

A 

^-^  a-hdk-hcA^' 
wo  ade  von  Grösse  und  Gestalt  der  Oeffhung  abhängen.    Was  die  Gestalt  des 
Strahls  betrifft,  so  muss  seine  Dicke,   solange   er   zusammenhängend  bleibt,  der 
abnehmenden  Geschwindigkeit  halber  nach  oben  hin  wachsen,  sodass  in  der  Höhe 
ff  der  Querschnitt  

(7=  —4===         ^V^i^ 

ist  {q  Oefihungsquerschnitt,  D  Druckhöhe).    Bei   der  Verwendung    des   Spring- 
brunnens als  Zierrath  finden  häufig  die  oben  geschilderten  Erscheinungen  beim 
Anprall  an  feste  Körper  resp.  beim  Zu-  ^^»?r— ^ 
sammenprall  verschiedener  Strahlen  An-    ^^S^^^^^^v       K        "~^^^l>^ 

Zu  den  Springbrunnen  gehören  auch  ^^^^sT^^^^^^'^^j^^^ 

die  sogen,  artesischen  Brunnen,  die  man  '^^^^^^^^^^^^"' 

erhält,  wenn  man  ein  Bohrloch  in  eine  ^^^y^^^/^yi^^ 

wasserführende,  zwischen  zwei  für  Wasser  ^^'  ^^®*^ 

undurchlässige  Schichten  b  und  c  eingeschlossene  Schicht  a  führt,  und  zwar  an 
einer  Stelle,  wo  nicht  nur  diese  Schicht,  sondern  auch  die  Erdoberfläche  tiefer 
liegt  als  andere  Theile  der  Schicht. 

Discontinuirliche  Flüssigkeitsbewegungen:  Theorie  der  Strahl- 
bildung. Die  Theorie  der  Flüssigkeitsstrahlen  hat  vor  allen  Dingen  die  auf- 
fallende Thatsache  verständlich  zu  machen,  dass,  obgleich  die  Differential- 
gleichungen der  Flüssigkeitsbewegung  im  allgemeinen  dieselben  sind,  wie  die- 
jenigen der  Wärmebewegung  und  der  Elektricitätsbewegung,  dennoch  beim  Aus- 
treten in  einen  weiteren  Raum  entgegengesetze  Erscheinungen  auftreten,  insofern 
nämlich  Wärme  und  Elektricität  sich  in  der  Regel  ausbreiten,  eine  Flüssigkeit 
dagegep  einen  Strahl  bildet.    Das  Charakteristische  der  letzteren  Erscheinung  ist^ 


4i6  Discontinuirliche  Flfissigkeitsbewegnng. 

die  Discontinuität  der  Geschwindigkeit;  an  der  Oberfläche  des  Strahles  gleitet 
eine  Schicht  mit  endlicher  Geschwindigkeit  an  der  benachbarten,  ruhenden  vor- 
über, oder,  allgemeiner  gesagt,  diese  beiden  Schichten  gleiten  mit  endlicher  re- 
lativer Geschwindigkeit  an  einander  vorbei.  Dass  eine  derartige  Unstetigkeit  der 
Bewegung  entstehen  kann,  und  zwar  ohne  dass  unstetige  Kräfte  wirken,  liegt  an 
dem  Umstände,  dass  gemäss  der  Gleichung 

mit  zunehmender  Geschwindigkeit  der  Druck  abnimmt,  bis  er  schliesslich  bei 
einem  von  c,  also  von  den  äusseren  Bedingungen  abhängigen  Wertlie  negativ 
wird.  Wenn  dies  eintritt,  oder  (in  Anbetracht  der  Cohäsion  ^iner  wirklichen 
Flüssigkeit)  spätestens  wenn  der  Druck  einen  gewissen  negativen  Werth  über- 
schreitet, zerreisst  die  Flüssigkeit,  und  es  bildet  sich  eine  Trennungsfläche  der 
beschriebenen  Art  Von  diesem  Gedanken  ausgehend  war  v.  H£LMH0LTZ^)  der 
Erste,  welcher  das  Problem  in  Angriff  nahm.  Die  von  ihm  begründete,  von 
KiRCHHOFF^,  Ravleigh^,  Voigt*),  Bobyleff*)  u.  A.  fortgeführte  Methode  macht 
ausser  den  Voraussetzungen,  die  der  Gleichung  (7)  zu  Grunde  liegen,  nämlich  dass 
1)  die  Flüssigkeit  eine  ideale,  2)  die  Bewegung  stationär  ist,  3)  ein  Geschwindigkeits- 
potential 9  existirt,  4)  keine  Kräfte,  auch  nicht  die  Schwere,  wirken,  noch  die 
beiden  weiteren,  dass  5)  die  Dichte  p  =  1  und  6)  ^  nur  von  x  und  y  abhängig 
sei,  die  Bewegung  also  überall  parallel  zu  einer  Ebene  und  in  allen  diesen 
Ebenen  in  gleicher  Weise  erfolge,  so  dass  man  nur  die  Bewegung  in  einer  dieser 
Ebenen  zu  untersuchen  braucht.  Die  Gleichung  (7)  und  die  Continuitätsgleichung 
werden  dann  einfacher 

1^  +  13*  =  «'  (») 

und  sie  werden  ergänzt  durch  die  Grenzbedingungen,  dass  die  festen  Grenzen 

Stromlinien  seien,  die  freien  Grenzen  ebenfalls  Stromlinien,  zugleich  aber  Linien 

gleichen  Drucks,  also  auch  gleicher  Geschwindigkeit,  etwa  f  =  1,  seien;   endlich 

finde,  gewissermassen  als  Ersatz  für  die  fehlenden  Kräfte,  in  gewissen  Linien  der 

betrachteten   Ebene    ein   Einströmen    resp.    Ausströmen    von    Flüssigkeit    statt 

Eigentlich  müsste  man  nun,   um  das  Problem  zu  lösen,  die  festen  Wände,  d.  h. 

die  Gestalt  des  Gefässes  als  gegeben  betrachten  und  daraus  die  freien  Grenzen, 

d.  h.  die  Gestalt  des  Strahls  und  die  Ausströmung  berechnen.    Der  methodischen 

Schwierigkeiten  halber  muss  man  jedoch  anders  verfahren,  gar  nichts  als  gegeben 

betrachten,    mögliche   Fälle   aufsuchen    und   dann    zusehen,    welchen   concreten 

Verhältnissen,  d.  h.  welcher  Gestalt  des  Gefässes,  welcher  Einströmung,  welcher 

Gestalt  des  Strahls  und  welcher  Ausströmung  sie  entsprechen. 

Die  Methode  beruht  auf  der  Einführung  complexer  Grössen  und  der  sogen. 

conformen    oder   in   den   kleinsten    Theilen   ähnlichen    Abbildung.      Setzt   man 

y —  1  =  L  ferner 

dz 
z^x-^iy,      «/  =  (p  -h  /^i,         —  =  C  =  E  +  «T)  =  ^{cosb  -h  isinb), 


^)  Helmholtz,  Berl.  Mod.  Ber.  i868,  pag.  215.     Ges.  Abh.  i,  pag.  146. 

9)  Kirchhoff,  Crellk's  J.  Bd.  70,  pag.  289.     Ges.  Abh.  pag.  416. 

^  Lord  RayleIGH,  PhiL  Mag.  (5)  2,  pag.  441.  1876. 

*)  Voigt,  Gott  Nachr.  1885,  285. 

*)  BOBYLEFF,  J.  russ.  phys.  Ges.  13,  pag.  63.  188 1;   Beibl.  r,  Ag^.^^nn^^^w.  163. 
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betrachtet  man  x  und  y,  «p  und  ^,  l  und  t)  resp.  als  rechtwinklige  Coordinaten 
in  der  s-Ebene,  «/-Ebene,  C-Ebene,  und  bestimmt  man  w  als  Funktion  von  z  den 
gegebenen  Bedingungen  gemäss  —  der  Gleichung  (9)  genügt  jede  Funktion  von  z  — , 
so  hat  man  in  «p  ein  mögliches  Geschwindigkeitspotential,  in  den  Linien  ^  ^=  consf 
die  zugehörigen  Stromlinien,  die  ;?-Ebene,  C-Ebene  und  «/-Ebene  sind  conform  auf 
einander  abgebildet,  der  Radiusvector  p  stellt  dieRichtung  und  den  reciproken  Werth 
der  Geschwindigkeit  dar,  so  dass  an  den  freien  Grenzen  p  =  1  ist,  und  wenn  man 
in  der  «/-Ebene  bestimmte  Linien  willkürlich  wählt,  erhält  man  in  den  entsprechenden 
s-Linien  die  festen  und  freien  Grenzen  der  Flüssigkeit;  das  C-Gebiet  dient  dabei 
zur  Vermittelung,  und  es  kann  in  demselben,  wie  die  Theorie  der  conformen  Ab- 
bildung lehrt,  noch  eine  gewisse  Anzahl  von  Punkten  beliebig  zugeordnet  werden. 
Erster  Fall.  Das  «/-Gebiet  sei  begrenzt  durch  die  Linien  +  =  4/o  ^^^ 
+  =  ♦0"+"^»  9  =  —  of  und  <p  =  -h  00,  sei  also  ein  gerader  und  unendlich  langer 
Streifen  von  der  Breite  d,  Y  -f-b 

Ein  solcher  Streifen   ist       -—---—-—--———— 


^-y-oo 


(Ph.  171.) 


ein  specieller  Fall  einer  ^^_ 
von  zwei  Kreisbögen  be- 
grenzten Sichel,  und  es 
kann  auch  im  C-Gebiet 
eine  Sichel  gewählt  wer- 
den; es  werde  die  ge- 
wählt, welche  von  dem 
Kreisbogen  p  =  1  und 
einem  zweiten,  nach  der 
Seite  von  p  >  1  gelege- 
nen, begrenzt  ist.  Es 
können  dann  «/  und  C 
als  einwertige  Funktionen 
von  einander  bestimmt 
und  dabei  noch  drei 
Punkte  der  Begrenzungen 
beider  Gebiete  willkürlich  zugeordnet  werden;  dem  Punkte  <p  == -h  00  ent- 
spreche der  Punkt  C^  auf  dem  Kreisbogen  p=l,  dem  Punkte  <p  =  —  00  der 
Punkt  Cj  auf  dem  andern  Kreisbogen,  das  dritte  Punktpaar  bleibe  noch  unbe- 
stimmt. Ohne  auf  die  Gleichung  zwischen  «/  und  C  näher  einzugehen,  kann 
man  dann  schon  durch  Diskussion  der  Bedingungen  die  Gestaltung  des  z-Ge- 
bietes  in  grossen  Zügen  feststellen  (Fig.  171).  Dem  schwachen  Kreisbogen 
p  =  1  werden  nothwendig  die  Strahlgrenzen,  dem  andern  die  Geßlsswände,  also 
den  Spitzen  Cj  und  t^  der  Sichel  die  Ränder  z^  und  z^  der  AusflussöfFnung 
entsprechen;  im  oberen  Theil  z  des  Gefässes  wird  die  Bewegung  die  Richtung 
des  vom  C-Nullpunkte  nach  Cj  gezogenen,  im  unteren  Theil  des  Strahles  die 
Richtung  des  nach  Cj  gezogenen  Radiusvectors  haben,  woraus  für  Gefäss  und 
Strahl  selbst  analoge  Begrenzungen  folgen;  die  Gelässränder  selbst  werden 
Inflexionspunkte.  Da  die  Abbildung  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich,  das  Ver- 
grösserungsverhältniss  p  und  an  der  Strahloberfläche  p  =  1  ist,  wird  der  untere 
Theil  des  Strahls  sogar  ein  congruentes  Bild  des  entsprechenden  Theils  des 
«/-Streifens,  also  die  Strahlbreite  d  sein,  während  sie  an  der  Oeffnung  grösser  ist; 
es  tritt  also  eine  Contraction  ein. 

Erster  Specialfall.     Die  Grenzen  des  Streifens  seien  ^  =  0  und  4*  =  ic. 
Der  Bogen  p  =  1  sei  ein  Halbkreis,  der  andere  habe  unendlich  grossem  Radius, 
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SpecieUe  Fälle. 


X, 


'\ 


T 


Ci  und  Ct  sollen  in  der  Mitte  der  Bögen  liegen.    Ordnet  man  als  drittes  Punktpaar 
«;  a=  0  und  C  =  1  einander  zu,  so  wird  die  Abbildungsgleichung  zwischen  w  und  C- 

und  folglich,  wenn  C  —  1   und  s  =  0  zugeordnet  werden  und  der  kleinste  arcus 
genommen  wird 

y  Diese  Gleichung 

ergiebt,  wie  Fig.  172 
zeigt,  den  Ausfluss 
aus  einem  Spalt  in 
unendlicher  Ebene ; 
^  die  Einströmung  er- 
folgt in  einem  Halb- 
kreise (s.  O.BOUSSINESQ 
und  St.  Venant),  die 
Spaltbreite  ist  2  +  ic, 
die  Strahlbreite  tief 
unten  ic,  also  die 
Contraktion 

-^ -«■«■■ 

Dass     dies     mit 
dem    experimentellen 
-  Werthe  so  gut  über- 
einstimmt,    ist    wohl 
_  mehr  Zufall,  da  hier 
die  Contraktion  nur  in 
einer,  bei  einem  wirk- 
lichen Strahl  aber  in  beiden  Querdimen- 
sionen erfolgt     Dagegen   darf  das  Er- 
gebniss    auf  den  Ausfluss  aus  Spalten, 
wie  RavleighI)  und  Kötter*)  gezeigt 
haben,  auch  dann  übertragen  werden, 
wenn  die  Schwere  wirkt. 

Zweiter  Spezialfall.  Das  nr-Ge- 
biet  sei  wie  vorhin,  das  C-Gebiet  durch 
den  fast  vollen  Kreis  p  =  1,  die  beiden 
benachbarten  Endradien  und  den  un. 
endlich  grossen  Kreis  begrenzt  (Fig.  173), 
mit  der  Zuordnung  C  =>  <>o  für  «p  :=  —  oo, 
(;  =— /  für  9=-|-oo  und(;=/für  w=0. 
Die  Abbildungsgleichung  wird  dann: 


ia/ 


y  mO 


r 


(Ph.  172.) 


Y»^ 


y.<? 


» 


'^ 


~n 


pr.— ^ 


(: 


und 


(Ph,  178.) 


man  erhält: 


'  —  1  -f-  ^-« 


>)  Lord  Rayleigh,  au  sl  O. 

^  KöTTER,  Verh.  BerL  physik.  Ges.  1887^  pag.  40. 
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Dieser  schon  von  v.  Helmholtz  behandelte  Fall  stellt  den  Erguss  einer  Flüssig- 
keit aus  dem  unendlichen  Raum  in  einen  zwischen  zwei  parallelen  Wänden  ein 
geschlossenen  Canal  dar;  die  Breite  des  Canals 
ist  2  IC,  die  breite  des  Strahls  in  einiger  Tiete 
ist  IC,  die  Contraktion  also  e  =  ^.  Es  sei  be- 
merkt (Fig.  174),  dass  man  dies  Resultat  leicht 
erweitem  kann  auf  den  Fall,  dass  der  äussere 
Raum  die  Breite  3",  der  Canal  die  Breite  b* 
und  der  Strahl  die  Breite  b  hat;  es  gilt  dann 
die  Relation 

l-i       1 
b'  ^  b'^  V'' 


7^ Br.*Ä.. 


Zweiter     Fall:      Verzweigung     von 
Strahlen.    Das  w-Gebiet  sei  durch  die  Linien 


^ ö,    ?  = 


+  =  +  ö»   T=-^" 


n 


...i.-/«.-.. 


2'    ^ '    ^ ^  2* 

ausserdem  aber  durch  die  beiden  Seiten  der 

Linie  4*  =  0,  9  >  0,  d.  h.  der  positiven  reellen 

Axe  begrenzt.    Bei  geeigneter  Zuordnung  des  (Ph.i74.) 

C-Gebietes,  wie  sie  in  Fig.  175  durch  Zahlen  markirt  ist,  erhält  man  dann  die  in 

dieser  Figur  in  grossen  Zügen  angedeutete  Erscheinung  im  «-Gebiete,   also  die 

Theilung  eines  aus  der  Unendlichkeit  kommenden  Strahls  resp.  Stroms  1  in  zwei 


(Ph.  176.) 

Strahlen  resp.  Ströme  2  und  3,  in  Folge  Auftreffens  auf  eine  ebene  Platte  (Strom- 
theilung,  s.  oben,  pag.  413);  in  dieser  giebt  es  einen,  dem  Punkte  w==0  ent- 
sprechenden Punkt,  wo  die  Geschwindigkeit  null  ist  und  eine  Stromlinie  sich  in 
zwei  solche  theilt. 

Specialfall.  Rücken  die  beiden  äusseren  Grenzen  des  «/-Gebietes  nach 
oben  und  unten  in  unendliche  Ferne ,  und  wählt  man  C  =  —  i  für  w  =  00, 
C  =  db  1  für  die  beiden  Werthe  w  =  1 ,  welche  der  oberen  und  der  unteren  Seite 
der  reellen  Axe  entsprechen,  so  wird  die  Abbildungsgleichung 


und  folglich 


(l^D-T 


4-y«; 
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'  =  2  }/uf  -hwy 1  -h  arc  sin  Yw, 


wo  im    letzten  Gliede    der   kleinste  Bogenwerth    zu  wählen  ist.     Die  Flüssigkeit 
kommt  hier,   wie  Fig.  176  zeigt,    in  unendlicher  Breite  an,    trifil  eine  Wand  von 


(Ph.  176.) 

der  Breite  4  -h  ir  und  fliesst  zu  deren  beiden  Seiten  symmetrisch  ab.  Der  Druck, 
den  die  Wand  erleidet,  ist  gleich  ic  oder,  wenn  man  verallgemeinert  und  die 
Breite  der  Wand  d,  die  Dichte  der  Flüssigkeit  p  und  die  Geschwindigkeit  an  der 

freien  Grenze  v  nennt,  gleich  pg^  .  « 

Diesen  Fall  hat  Bobvleff  (a.  a.  O.)  verallgemeinert,  indem  er  den  Strom 
auf  die  Kante  eines  Prismas  (Keil)  treffen  lässt.  Ist  2  a  der  Winkel  des  Prismas, 
d  ie  Breite  jeder  Seite  ö,  und  die  Stromrichtung  mit  der  Halbirungslinie  des  Keil- 
winkels identisch,  so  wird  der  Druck 

2a* 
^  7:£ 

wo  Z  den  Werth 

1 

-a/jc 

Z  =  l-h  —  -h  ^  /  f— -  dz 


^a       4a»  fz^ 


hat.  Für  a=  90°  erhält  man  wieder  die  ebene  Wand,  und  setzt  man  den  Druck 
auf  diese  gleich  1,  so  erhält  man  für  den  Druck  auf  verschiedene  Keile  folgende 
Verhältnisszahlen : 

a=    10°  20°  45°        90°       100°        110°       135°        170° 

i>:/>^^  =  0-039      0140      0512        1         1016      0995      0780      0-197. 

Für  einen  Keil  vom  Winkel  2a  =  200°  ist  also  der  Druck  noch  etwas 
grösser  als  für  die  ebene  Platte. 

Dritter  Fall.  Zusammenstoss  mehrerer  Strahlen  (Voigt,  a.  a.  O.).  Aus 
dem  für  ideale  Flüssigkeiten  giltigen  Grundsatz,  dass  die  Flüssigkeitstheilchen,  die 
sich  einmal  in  der  Oberfläche  befinden,  immer  in  derselben  bleiben  (pag.375),  ^^^Eh 
dass  Strahlen  nie  zusammenfiiessen  können.  Stossen  also  zwei  Strahlen  zusammen, 
so  fliessen  auch  wieder  zwei  solche  ab,  von  denen  der  eine  in  den  Raum  zwischen 
den  beiden  Stossrichtungen,  der  andere  in  den  gegenüberliegenden  fällt.  Die- 
selben vier  Stromlinien,  welche  die  Grenzen  der  stossenden  Strahlen  bilden,  be- 
grenzen in  anderer  Combination  auch  die  resultirenden  Strahlen.  Von  den  im 
Innern  der  beiden  stossenden  Strahlen  liegenden  Stromlinien  muss  je  eine  sich 
in  zwei  Zweige  theilen,  welche  nach  dem  Zusammenstoss  die  Grenze  zwischen 
der    ursprünglich   den    verschiedenen    Strahlen    angehörigen   Flüssigkeit  bilden. 


Zusammenstoss  von  Strählen. 
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Man  kann  sie  die  singulären  Stromlinien  und  die  Stelle,  wo  sie  sich  ver- 
zweigen und  die  Geschwindigkeit  null  wird,  das  Stosscentrum  nennen.  Schon 
der  vorige  Fall  lieferte  hierfür  ein  Beispiel.  Kommen  n  Strahlen  zusammen,  so  ist  die 
Anzahl  der  Stosscentren  n  —  1 ;  die  «'-Ebene  wird  «-blättrig  und  in  den  Stoss- 
centren  zusammenhängend.  Beschränkt  man  sich  auf  zwei  Strahlen,  so  wird  es 
sich  wesentlich  darum  han-  y 

dein,  aus  dem  gegebenen 
Breitenverhältniss  B^ :  B  und 
dem  Winkel  ßj  der  stossen- 
den  Strahlen  die  Breiten 
A^  und  A^  und  die  Rich- 
tungen a^  und  ttg  der  re- 
sultirenden  Strahlen  abzu- 
leiten. Es  zeigt  sich  aber, 
dass  diese  Aufgabe  unend- 
lich viele  Lösungen  zulässt, 
so  lange  nicht  über  die 
Lage  des  Stosscentrums  ver- 
fügt   wird;     die    stationäre  (Ph.in.) 

Bewegung  beim  Zusammentreffen  von  Strahlen  muss  also  von  den  Umständen 
beim  ersten  Beginn  dieser  Bewegung  abhängig  sein.  Da  die  Verfügung  über 
das  Stosscentrum  das  Problem  bedeutend  complicirt,  thut  man  besser,  noch  eine 
der  gesuchten  Grös- 
sen willkürlich  zu 
wählen.  Als  Bei- 
spiel diene  der  Fall 
B^=B,  also  der  Zu- 
sammenstoss zweier 
gleich  breiter  Strah- 
len. Wählt  man  a^ 
unendlich  klein,  so 
erhält  man  Fig.  177; 
für  aj  =  ir  Fig.  178. 
Die  Methode 
der  conformen  Ab- 
bildung unter  Be- 
nutzung   der    com-  (pilITS.) 

plexen  Grössen  ist  principiell  auf  Flüssigkeitsbewegungen  beschränkt,  die  nur 
von  zwei  Coordinaten  abhängen.  Von  hohem  theoretischem  Interesse  ist  es  da- 
her, dass  Planck  1)  und  im  Anschlüsse  an  ihn  Molenbroek«)  Methoden  gefunden 
haben,  welche  diesen  Mangel  nicht  haben.  Da  es  aber  weder  ihnen  selbst 
noch  Andern  bisher  gelungen  ist,  neue  Fälle  von  Strahlbildung  mittelst  dieser 
Methoden  zu  untersuchen,  so  wird  es  genügen,  auf  die  bezüglichen  Abhandlungen 
verwiesen  zu  haben.  F.  Auerbach. 


^)  Planck,  Wied.  Ann.  21,  pag.  499.  1884. 
^  MoLENBROEK,  WiED.  Ann.  35,  pag.  62.  1888. 
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Gemeinschaftliche  Bewegung  fester  und  flüssiger  Körper. 


Einleitung.  Eines  derjenigen  Kapitel  der  Hydromechanik,  welche  von  den 
Theoretikern  mit  Vorliebe  bearbeitet  worden  sind,  das  aber  auch  in  praktischer 
Hinsicht  hervorragendes  Interesse  darbietet,  ist  die  Bewegung  fester  Körper  in 
Flüssigkeiten.  Wenn  ein  fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit  sich  bewegt,  so  treten 
zwei  Erscheinungen  auf:  die  eine  besteht  in  der  Abweichung  der  Bewegung, 
welche  der  Körper  in  der  Flüssigkeit  ausführt,  von  derjenigen,  welche  er  im 
leeren  Räume  ausführen  würde;  die  andere  besteht  in  der  Bewegung  der  Flüssig- 
keit, welche  durch  die  Bewegung  des  festen  Körpers  hervorgerufen  wird.  Zwischen 
beiden  Erscheinungen  besteht  ein  inniger  Zusammenhang,  der  sich  schon  durch 
Heranziehung  des  Principes  von  der  Erhaltung  der  Energie  ergiebt,  insofern  ein 
Theil  der  Energie,  welche  der  Bewegung  des  festen  Körpers  entzogen  wird,  auf 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  übergeht.  Man  kann  sich  dies  sehr  anschaulich 
so  vorstellen,  dass  durch  den  Körper  ein  Theil  der  ihn  umgebenden  Flüssigkeit 
gezwungen  wird,  an  der  Bewegung  theilzunehmen,  dass  sich  also  die  bewegte 
Masse  vergrössert  und  demgemäss  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  verkleinert. 
Mit  andern  Worten:  die  Flüssigkeit  setzt  der  Bewegung  des  festen  Körpers  einen 
Widerstand  entgegen.  Bei  wirklichen  Flüssigkeiten  (oder  Gasen)  kommt  freilich 
zu  dieser  Wirkung  noch  eine  zweite  hinzu:  die  Reibung  der  Flüssigkeit  an  dem 
festen  Körper  und  in  ihrem  Innern,  und  eben  diese  Reibung  hat  zur  Folge,  dass 
nur  ein  Theil  der  kinetischen  Energie,  welche  der  feste  Körper  abgiebt,  in  der 
Flüssigkeit  sich  als  solche  wiederfindet,  der  Rest  dagegen  sich  in  andere  Energie 
(Wärme)  verwandelt.  Indessen  soll  von  diesem  Theile  der  Wirkung  hier  abge- 
sehen und  darum  alle  diejenigen  Erscheinungen  ausgeschlossen  werden,  bei 
welchen  er  beträchtlich  ist,  also  Erscheinungen,  bei  welchen  entweder  die  Form 
des  festen  Körpers  (Scheibe,  Platte,  kleine  Körperchen)  oder  die  Natur  der 
Flüssigkeit  (Oel,  Glycerin  u.  s.  w.)  oder  endlich  die  Art  der  Bewegung  eine 
starke  Reibungs Wirkung  bedingt  (s.  Art.  Reibung).  Die  Flüssigkeit  wird  vielmehr 
als  eine  ideale  (pag.  211)  betrachtet,  und  der  einzige  Widerstand,  den  sie  der 
Bewegung  entgegenstellt,  ist  dann  der  oben  zuerst  betrachtete,  den  man  als  hy- 
drodynamischen oder  Trägheitswiderstand  bezeichnen  kann.  Uebrigens 
schliesst  die  Betrachtung  nicht  nur  Fälle  ein,  in  welchen  ein  fester  Körper  in 
einer  Flüssigkeit,  sondern  auch  solche,  wo  eine  Flüssigkeit  in  einem  festen  Körper 
(Gefässe),  oder  wo  Flüssigkeit  um  feste  Körper  herum  oder  zwischen  ihnen  hin- 
durch, oder  endlich  ganz  allgemein,  wo  feste  und  flüssige  Körper  sich  gemein- 
schaftlich bewegen. 

Zweidimensionale  Bewegung.  Findet  die  Bewegung  nur  nach  zwei 
Dimensionen  des  Raumes  statt,  ist  sie  in  allen  auf  der  dritten  Richtung  senk- 
rechten Ebenen  die  gleiche,  und  sieht  man  von  äusseren  Kräften  und  von 
Wirbeln  ab,  so  kann  man  wieder,  wie  bei  den  Flüssigkeitsstrahlen  (pag.  416),  die 
Methode  der  complexen  Funktionen  <p  -f-  «^  anwenden,  und  auch  hier  wird  als- 
dann 9  das  Geschwindigkeitspotential,  ^  die  Stromfunktion,  d.  h.  die 
Funktion,  welche,  Constanten  gleichgesetzt,  die  Stromlinien  liefert.  Die  Existenz 
eines  Geschwindigkeitspotentials  wird  demgemäss  im  folgenden  vorausgesetzt, 
Wirbelbewegungen  bleiben  ausgeschlossen;  da  bei  idealen  Flüssigkeiten  niemals 
Wirbel  entstehen  können  (s.  Art.  Wirbelbewegung),   so  genügt  man  jener  Forde- 
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rung,  wenn  man  annimmt,  dass  die  zu  untersuchenden  Bewegungen  aus  dem 
Ruhezustand  hervorgegangen  sind. 

Eine  sehr  allgemeine  Formel  fUr  9  und  ^  erhält  man  aus  der  Erwägung, 
dass,  wenn  eine  Funktion  /(«)  endlich,  stetig,  einwerthig  und  mit  endlichen 
Dtfierentialquotienten  begabt  ist,  in  allen  Punkten  zwischen  zwei  concentrischen 
Kreisen  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  diese  Funktion  in  der  Form 

/(«)=:  ^OH-^I^  +  ^Ä^^-H     •    •    •    • 

dargestellt  werden  kann;  für  eine  volle  Kreisfläche  kommt  nur  die  erste  Reihe, 
für  die  unbegrenzte  Umgebung  eines  solchen  Kreises  nur  die  zweite  Reihe  zur 
Anwendung.  Setzt  man  nun  /(z)  =  94-  /<}*,  führt  Polarcoordinaten  r  und  0  ein 
und  ersetzt  A  durch  jP-f  iQ,  B  durch  i?-f-  /5,  so  erhält  man: 

CO  00 

<p  =  -Po  -+-  S'^  {^ncos  nb  —  Qnsin  «d)  -h  2r-.»(A  cos  «d  -h  5„  sin  nb) 
1  1 

CO  00 

tj;  =  öo  -*-  ^^(Qncos nb  H-  A sin  nb)  -h  ^r-«  (5«  cos  nb  —  /?„  sin  nb). 

1  1 

Mit  Hilfe  der  FouiuER'schen  Integrale  kann  man  hiemach  alle  Probleme 
behandeln,  bei  welchen  der  Werth  von  <p  resp.  ö<p/3«  über  kreisförmige  Grenzen 
gegeben  ist.  Der  einfachste  Fall  ist  offenbar  der  eines  unendlich  langen  Kreis- 
cylinders,  welcher  sich  mit  gegebener  Geschwindigkeit  senkrecht 
zu  seiner  Axe  durch  eine  in  der  Unendlichkeit  ruhende  Flüssigkeit 
bewegt.  Die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  des  Cylinders  sei  G,  ihre  Richtung 
die  ^-Axe,  der  Radius  a]  die  Grenzbedingung  lautet  alsdann: 

^  =  Gcosb    für    r  =  a, 

und  das  Resultat,  d.  h.  die  Bewegung  der 

Flüssigkeit  ist  enthalten  in  den  Formeln: 

Ga^       ^        ,       Ga^    ,  ^ 
9  = —  cosb,       4»  =  -^  stnb; 

der  Druck  in  einem  Punkte  der  Cylinder- 
oberfläche  ergiebt  sich,  soweit  er  von  der 
Bewegung  herrührt  (hydrodynamischer  Theil 
des  Druckes) 

^  ==  p  l-^  cosb  -h  G^cos  2b  —  iG^  ■+■  A 

und  folglich  der  resultirende  Druck  auf  den 
Mantel  der  Längeneinheit  des  Cylinders  — 
dieser  Druck  Phat  die  Richtung  der  x-Axe — 

-^  =  —  ^P^    "^  '  (Ph.  179.) 

Für  einen  mit  constanter  Geschwindigkeit  sich  bewegenden  Cylinder  ist  also 
dieser  Druck  gleich  null;  ist  die  Bewegung  des  Cylinders  eine  beschleunigte,  so 
drückt  er  auf  die  Flüssigkeit,  bei  verzögerter  Bewegung  drückt  die  Flüssigkeit 
auf  ihn;  mit  dieser  Beschleunigung  resp.  Verzögerung  ist  der  Druck  proportional, 
ausserdem  aber  ist  er  proportional  der  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit.  Niveau- 
linien resp.  Stromlinien  sind  die  in  der  Flüssigkeit  gelegenen  Theile  der  die 
y-Axe  resp.  *-Axe  berührenden  Kreise;  in  der  Fig.  179^sind  erstere  durch  unter- 
brochene, letztere  durch  volle  Linien  dargestellt^). 

^)  Analoge  2^ichnungen  lassen  sich  in  zahlreichen  der  folgenden  FttUe  macheir.^^^^^T^ 
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Auch  für  Cylinder,  deren  Querschnitt  kein  Kreis  ist,  kann  man  Lösungen 
des  Problemes  finden ;  man  darf  aber  nicht  darauf  bestehen,  die  Form  dieses 
Querschnittes  von  vom  herein  anzugeben,  sondern  man  muss,  wie  bei  den 
Flüssigkeitsstrahlen  (pag.  416),  für  9  resp.  ^  irgend  einen  Werth  wählen  und  dann 
zusehen,  welche  Form  des  Cylinderquerschnittes  ihm  entspricht.  Dabei  ergeben 
sich  zwei  Klassen  von  Fällen,  die  besonderes  Interesse  darbieten,  nämlich  solche, 
in  denen  der  Cylinder  eine  fortschreitende,  und  solche,  wo  er  eine  drehende 
Bewegung  ausführt *). 

A)  Bewegt  sich  der  Cylinder  gradlinig  und  senkrecht  zu  seiner  Axe  (also 
so,  wie  der  oben  betrachtete  Kreiscylinder),  so  hat  man,  wenn  die  Bewegungs- 
richtung in  die  x-Axe,  die  Körperaxe  in  die  z-Axe  fallt,  irgend  einen  Ausdruck 
für  ^  zu  wählen  und  dann  die  Gleichung 

4»  =  Gy  4-  const 
zu  bilden;   dies   führt  zur  Bestimmung   der   festen  Grenzen,  also  der  Natur  und 
der  Constanten  der  Erscheinung.     Hierdurch  erhält  man  u.  a.  folgende  Fälle: 

1)  Flüssigkeitsbewegung  in  einem  gradlinig  fortschreitenden 
cyli ndrischen  Ge fasse.  Man  wähle  ^  =^  Gy -^  consf,  dann  erhält  man  eine 
identische  Gleichung  und  folglich  den  Satz:  In  einem  Cylinder  beliebiger  Form, 
welcher  parallel  mit  sich  selbst  fortschreitet,  kann  sich  die  Flüssigkeit  bewegen 
wie  ein  fester  Körper;  falls  der  cylindrische  Raum,  den  die  Flüssigkeit  erfüllt, 
einfach  zusammenhängend  ist,  ist  dies  sogar  die  einzig  mögliche  Art  der  Be- 
wegung. In  der  Wirklichkeit  wird  freilich  die  Flüssigkeit  durch  die  Wirkung  der 
Schwerkraft  resp.  der  Trägheit  in  schwingende  Bewegung  versetzt  werden. 

2)  Elliptischer  Cylinder  in  einer  Flüssigkeit.    Man  wähle 

q)  -H  /<|;  =  C«>'(^+'^),       also       4»  =  Ce-'n  cosi, 
wo  l  und  7)  mit  x  und  y  durch  die  Gleichung  x -^  iy  =  csin  (E  H-  /t|)  zusammen- 
hängen.    Man  findet  dann,  dass  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  hervorgebracht 
durch  die  Fortschreitung  eines  elliptischen  Cylinders  mit  den  Halbaxen  a  und  b 
durch  die  Formeln 

f^^=Gd  y    ,  e-'n  cosi     oder     «|;  =  —  Ga  y     ,  e-^n  sin 6 

dargestellt  wird,  je  nachdem  der  Cylinder  parallel  der  grösseren  oder  der  klei- 
neren seiner  Axen  fortschreitet. 

Es  sei  bemerkt,  dass  diese  Probleme  eine  praktische  Bedeutung  gewinnen, 
sobald  sich  Querschnitte  ergeben,  welche  denen  von  Schiffen  ähnlich  sind. 
Dies  ist  zuerst  Rankine  gelungen,  und  durch  seine  Untersuchungen,  sowie  die 
seiner  Nachfolger  ist  es  möglich  geworden,  für  die  günstigste  Construktion  von 
Schiffen  gewisse,  wenn  auch  nur  im  grossen  Ganzen  giltige  Anhaltspunkte  zu 
gewinnen.  Das  wichtigste  und  interessanteste  hierher  gehörige  Problem  betrifft 
die  Form,  welche  man  dem  horizontalen  Schnitte  des  Fahrzeuges  geben  muss, 
um  den  hydrodynamischen  Widerstand  zu  einem  Minimum  zu  machen; 
und  es  hat  sich  gezeigt,  dass  man  diesem  Ziele  nahe  kommt,  wenn  man  die 
Seitenlinien  möglichst  schwach  krümmt,  sie  aber  vom  und  hinten  möglichst  scharf 
zusammenstossen  lässt.  Jedoch  gilt  dies  nur  für  die  Horizontal  schnitte  vom 
Spiegel  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe,  der  untere  Theil  der  Oberfläche  muss  im 
Gegentheil  möglichst  abgerundet  gestaltet  werden,  und  damit  hört  das  Problem 
auf,  ein  zweidimensionales  zu  sein. 


^)  Lamb,  Einl.  i.  d.  Hydrodynamik,  deutsch  v.  Reipf,  pag.  132  u.  ff. 
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Zwei  weitere  Fälle  fortschreitender  zweidimensionaler  Bewegung  kann  man 
leicht  aus  den  oben  (Art  »Ausfluss«,  pag.  420)  angeführten  Fällen  der  Strömung 
gegen  eine  feste  Wand  (Kirchhoff)  oder  gegen  einen  Keil  (Bobyleff)  ab- 
leiten, wenn  man  sich  umgekehrt  den  festen  Körper  bewegt,  die  Flüssigkeit 
ruhend  vorstellt  (s.  w.  u.  Umkehrmethode). 

B)  Wenn  sich  der  Cylinder  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  um 
seine  Axe  dreht,  so  hat  man  irgend  einen  erlaubten  Werth  von  ^  zu  wählen, 
diesen  in  die  Gleichung 

<[;  =  —  ^(D  (^*-l- j»*)  -♦•  const 

einzuführen  und  hierdurch  die  Natur  und  die  Constanten  des  Problems  zu  be- 
stimmen. Es  sei  bemerkt,  dass  dieses  Problem  in  analytischer  Hinsicht  analog 
ist  dem  St.  VENANT*schen  Problem  der  Torsion  von  Cylindem  mit  nicht  kreis- 
förmigem Querschnitt  (pag.  272).     Interessante  Fälle: 

1)  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  einem  rotirenden,  elliptisch  cy- 
lindrischen  Gefässe.     Wählt  man 

^  =  Ar^  cos  20  =  A{x^  —  y«), 
so  ergiebt  sich,  wenn  a  und  b  die  Halbaxen  des  Gefässes  sind: 

Die  Flüssigkeit  ihrerseits  übt  auf  den  Cylinder  eine  Rückwirkung  aus,  und 
zwar  rotirt  letzterer  so,  als  ob  die  Flüssigkeit  ersetzt  wäre  durch  einen  festen 
Körper,  dessen  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe 

ist  {M  Masse  der  Flüssigkeit,  bezogen  ebenso  wie  das  Trägheitsmoment  auf  die 
Längeneinheit  derselben). 

Rotirender  elliptischer  Cylinder  in  einer  Flüssigkeit.  Wählt  man 
wieder  die  Werthe  wie  im  Falle  ^2),  so  erhält  man  die  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit, in  welcher  ein  elliptischer  Cylinder  (Halbaxen  a  und  b)  mit  der  Winkel- 
geschwindinkeit  o>  um  seine  Axe  rotirt;   und  zwar  ergiebt  sich 

^  =  \i^{a  -h  b)^  e-^-n  cos'll 
9  =  —  io)(ö  -h  by  ^-27,  sinll. 

Die  Curven  verlaufen  ähnlich  wie  die  in  Fig.  179  dargestellten. 

3)  Rotirendes  dreikantiges  Prisma  in  einer  Flüssigkeit.    Wählt  man 

^  =  Ar^  cos  3d  =  ^  {x^  —  ^xy^), 
so  wird 

^^l^r^cosZb         <p  =  -  -i  -  r«««3», 

und  die  hierdurch  dargestellte  Bewegung  nimmt  eine  Flüssigkeit  an,  in  welcher 
ein  gleichseitig  dreikantiges  Prisma  von  der  Seitenlänge  2*j/3a  um  seine  Axe  rotirt. 
Dreidimensionale  Bewegung.  Potential-  oder  Umkehrmethode. 
Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  in  welcher  ein  fester  Körper  ruht,  kann  man 
ableiten,  indem  man  erwägt,  dass  das  Geschwindigkeitspotential  9  dieselbe 
Gleichung  A9  =  0,  und  zwar  in  demselben  Räume  erfüllt,  wie  das  Massenpoten- 
tial dieses  festen  Körpers,  nämlich  in  dem  ganzen  Räume  ausserhalb  des  letzteren, 
d.  h.  in  der  ganzen  Flüssigkeit.  Beschränkt  man  sich  daher  auf  stationäre  Be- 
wegungen, so  dass  9  von  /  unabhängig  wird  und  durch  die  obige  Gleichung  (nebst 
den  Grenzbedingungen)  allein  bestimmt  ist,  so  erhält  man  durch  Wahl  irgend 
eines  Massenpotentials    zugleich    ein  Geschwindigkeitspoten^al^^^^i^^y^^^j^ 


4«6  Quellen  and  Senken. 

selbe  charakterisirte  Flüssigkeitsbewegung  ist  jedoch  meist  von  geringem  physi- 
kalischem Interesse,  und  zwar  hauptsächlich  aus  dem  Grunde,  weil  in  Anbetracht 
des  Nullwerdens  des  Massenpotentials  im  Unendlichen,  die  Flüssigkeit  dort  als 
ruhend  gedacht  werden  muss,  während  doch  in  Wirklichkeit  die  Flüssigkeit  von 
gewissen  Stellen  herströmt  und  nach  anderen  Stellen  abfliesst.  Man  gelangt  so- 
mit nothwendig  zu  der  Vorstellung,  dass  der  Raum,  dessen  Massenpotential  man 
benutzt  hat,  es  ist,  aus  welchem  die  Flüssigkeit  hervorquillt,  resp.  in  welchem 
sie  verschwindet.  Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  man,  was  im  übrigen  offenbar 
eriaubt  ist.  nicht  ein  Massenpotentiai  selbst,  sondern  einen  seiner  Differential - 
quotienten  zum  Geschwindigkeitspotential  wählt.  Immerhin  ist  eine  diese  Pro- 
bleme behandelnde  Theorie,  welche  insbesondere  von  englischen  Physikern  aus- 
gebildet und  von  VoigtI)  sehr  übersichtlich  dargestellt  ist,  die  Theorie  der 
Quellen  und  Senken,  interessant  genug,  um  hier  wenigstens  angedeutet  zu 
werden.  Wählt  man  nämlich  für  ^  das  Potential  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Massenpunkten,  also  den  Ausdruck 

SO  muss  man,  da  für  diese  Massenpunkte  selbst  (p  ==  oo  wird,  was  physikalisch 
nicht  zulässig  ist,  das  Gebiet  der  zu  betrachtenden  Flüssigkeit  dadurch  begrenzen, 
dass  man  alle  diese  Punkte  oder,  genauer,  kleine  Kugeln  um  sie  als  Mittelpunkte, 
ausschliesst.  Diese  Räume  spielen  für  die  Betrachtung  nur  insofern  eine  Rolle, 
als  man  sich  aus  ihnen  Flüssigkeit  in  den  der  Betrachtung  unterworfenen  Raum 
einströmend  oder  aus  letzterem  in  erstere  ausströmend  zu  denken  hat.  Die  Punkte 
der  ersteren  Art  heissen  Quellen,  die  der  letzteren  Art  Senken,  das  während 
der  Zeiteinheit  gelieferte  Flüssigkeitsvolumen  die  Ergiebigkeit  Besonders 
wichtig  ist  der  Fall,  dass  zwei  Quellpunkte  von  entgegengesetzt  gleicher  Ergiebig- 
keit einander  unendlich  nahe  liegen;  sie  heissen  dann  ein  Quellpaar  und  ihr 
Abstand  ihre  Axe.  In  diesem  Falle  erhält  man  nämlich  als  Geschwindigkeits- 
potential den  Difierentialquotienten  des  Massenpotentials  einer  Quelle  nach  der 
Axe  des  Quellpaares;  und  ebenso  lassen  sich  die  höheren  Differentialquotienten 
durch  complicirtere  Verbindungen  von  Quellen  und  Senken  verwirklichen.  End- 
lich ist  noch  der  Fall  eines  Quellpaares  zu  nennen,  dessen  Axe  nicht  unendlich 
kurz,  sondern  im  Gegentheil  unendlich  lang  ist. 

Zu    physikalisch  wichtigeren  Fällen   gelangt  man,    wenn  man,    unter  V  ein 

Massenpotential  verstanden, 

dV 

^  dz 

wählt.    In  der  Unendlichkeit  (z  =  00)  wird  hier  nämlich 

8^  =  0  Ty^^  äi==-"^' 
man  hat  also  die  Erscheinung  eines  Flüssigkeitsstromes,  dessen  ur- 
sprünglich der  Einheit  gleiche  und  gradlinige  Geschwindigkeit  da- 
durch modificirt  wird,  dass  sich  ihm  ein  ruhender  fester  Körper  in 
den  Weg  stellt.  Nimmt  man  nun  statt  dessen  an,  die  Flüssigkeit  ruhe  in  der 
Unendlichkeit,  dafür  aber  bew  ege  sich  der  feste  Körper  mit  der  Geschwindigkeit 
1  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  bleibt  die  relative  Bewegung  dieselbe,  und 
man  erhält  somit  die  Erscheinung  der  Bewegung,  welche  in  einer  ur- 
sprünglich   ruhenden  Flüssigkeit  dadurch  hervorgerufen  wird,   dass 

*)  Voigt,  ElcmenUre  Mechanik,  Lpz.  1889,  pag.  348.  C^  r\r\rAo 
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ein  fester  Körper  sich  gradlinig  und  gleichförmig  durch  sie  hindurch- 
bewegt. 

Die  somit  definirte  Aufgabe  ist  (jedoch  von  verschiedenen  Ausgangspunkten 
aus  und  in  verschiedener  Weise,  s.  w.  u.)  für  den  Fall  einer  Kugel  von  Püisson^), 
Stokes')  und  Dirichlet^),  für  den  eines  Ellipsoids  von  Green*)  und  Clebsch') 
gelöst  worden;  aus  letzterem  ergiebt  sich  ersterer  als  Specialfall.  Das  Ellipsoid 
habe  die  gleichförmige  Dichte  1,  die  Haibaxen  abc  und  zur  Abkürzung  werde 


d\ 


o 

gesetzt.    Es  zeigt  sich  alsdann,  dass  man,  damit  an  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 

die  Normalcomponente  der  Geschwindigkeit,  d.  h.  -^  überall  null  sei,  was 
doch  nothwendig  ist,  die  bisher  willkürliche  Grösse 

setzen  muss.  Obgleich  hiermit  (p  völlig  bestimmt  ist,  ist  die  Aufgabe  doch  noch 
nicht  gelöst,  weil  sich  hier  nicht,  wie  bei  den  zweidimensionalen  Bewegungen, 
zugleich  auch  ^  ergiebt;  man  muss  vielmehr,  um  die  Stromlinien  zu  finden,  hier 
noch  die  Gleichungen 

integriren.  Für  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  ungleiche  Axe  in  die  Be- 
wegungsrichtung fällt,  für  das  also  <7  =  3  ist,  führt  diese  Integration  auf  Quadra- 
turen, und  die  Gleichung  der  Stromlinien  wird,  wenn  ^x^-^-y^  «  p  gesetzt  wird : 

Geht  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  über  (Radius  -/?),  so  wird 

il/=A,     also     9 (^-»"O'' 

Für  eine  ruhende  Kugel  in  einem  Flüssigkeitsstrome  ergiebt  sich  daher  fol- 
gendes: In  grösserer  Entfernung  von  der  Kugel  fliessen  alle  Flüssigkeitstheilchen 
gradlinig;  im  mittelsten  Faden,  d.  h.  in  dem,  welcher  auf  den  vordersten  Punkt 
der  Kugel  zugeht,  nimmt  die  Geschwindigkeit  bei  Annäherung  an  denselben 
immer  mehr  ab  und  wird  in  ihm  null;  in  den  diesen  Mittelfaden  umgebenden 
Fäden  verwandelt  sich  bei  Annäherung  an  die  Kugel  die  axiale  Bewegung  in 
eine  erst  zunehmend,  dann  wieder  abnehmend  schräge,  am  Aequator  der  Kugel 
ist  sie  wieder  rein  axial,  und  ihre  Geschwindigkeit  um  die  Hälfte  grösser  als  in 
der  Feme;  dann  folgt  das  Spiel  dieser  Erscheinungen  in  der  Umgebung  der 
hinteren  Hälfte  der  Kugel  in  umgekehrter  Reihe.  Es  ist  nicht  schwer,  hieraus 
den  Verlauf  der  ümkehrerscheinung  abzuleiten,  d.  h.  die  Bewegung,  welche  in 
der  ursprünglich  ruhenden  Flüssigkeit  durch  die  gradlinige  Fortschreitung  einer 
festen  Kugel  hervorgerufen  wird:  die  den  Kugelpolen  angelagerten  beiden  Flüssig- 
keitstheilchen erhalten  die  volle  Geschwindigkeit  der  Kugel,  die  daran  sich  an- 

^)  PoissoN,  Mem.  Ac  Sc.  Par.  ii,  pag.  521.  1832. 

^)  Stükes,  Cambr.  PhU.  Trans.  8,  pag.  105.  1843.  —  Papers  i,  pag.  17. 

>)  DiRiCHLBT,  Berl.  Mon.  Ber.  1852,  pag.  12. 

*)  Green,  Trans.  R.  Soc.  Ed.  1833;   Phys.  Pap.,  pag.  315. 

S)  Clebsch,  Crelle's  J.  52,  pag.  103  u.  53,  pag.  287.   1858.         oigitized  byGoOQlc 
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schliessenden  axialen  Theilchen  eine  desto  kleinere,  je  weiter  sie  von  den  beiden 
Kugelpolen  abstehen,  die  den  Aequator  berührenden  Theilchen  fliessen  mit  der 
halben  Kugelgeschwindigkeit  rückwärts,  i) 

Zerlegungsmethode.  Kinematischer  Theil  der  Aufgabe.  Die  Um- 
kehrmethode ist  offenbar  nur  anwendbar,  wenn  es  sich  um  gradlinige  gleich- 
förmige Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten  handelt.  Ist  diese  Bewegung 
dagegen  allgemeinen  Charakters,  so  muss  man  direkt  zu  Werke  gehen,  also  von 
den  Gleichungen  ausgehen,  welche  Hir  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  gelten 
(pag.  86—88).  Diese  Gleichungen  beruhen  auf  den  Beziehungen  zwischen  einem 
im  Räume  und  einem  im  Körper  festen  Coordinatensystem  (Gleichung  i,  pag,  86) 
und  führen  zu  dem  in  den  Gleichungen  (9),  pag.  87  enthaltenen  Ergebniss,  dass 
man  jede  kleine  Verrückung  des  Körpers  zerlegen  kann  in  6  Componenten, 
nämlich  in  3  Componenten  der  Verschiebung  und  in  3  Componenten  der 
Drehung.  Wendet  man  dies  auf  die  Geschwindigkeiten  an,  nennt  die  Compo- 
nenten der  Verschiebungsgeschwindigkeit  uvw,  die  der  Drehungsgeschwindigkeit 
pqr  und  (umgekehrt  wie  pag.  86)  xyz  die  im  Räume,  EtjC  die  im  Körper  festen 
Coordinaten,  so  erhält  man 
dx 

dy 

dz 

—  ^W'^{y  —  b)P'^{X'^a)q, 

Daher  wird  die  Oberflächenbedingung,   wonach  die  Normalcomponente  der 
Geschwindigkeit  hier  für  die  Flüssigkeit  und  den  festen  Körper  dieselbe  sein  muss: 

^^[u-\-{z  -^  c)q  —  {y^b)r]cos{n  x) 

-h  [t^  -h  (jp  —  j)  r  —  («  —  c)p]  cos  (ny) 
-h[w'h{y  —  d)p'-(x-'a)q]  cos  (nz). 
Nun  setze  man  nach  Kirchhoff  3) 

zerlege  es  also  ebenfalls  in  6  Theilpotentiale,  bestimme  diese  gemäss  der  gemein- 
samen Gleichung  A  9  =  0  und  gemäss  den  Oberflächenbedingungen 

do.  ^9«  ^9^ 

-^  ■=  cos  <^nx)       -j^  =  cos  {ny)       -f^  =  cos  («») 

^9i 

-^  =  (jf  —  ^)  cos  {ns)  —  («  —  <:)  cos  {ny)    u.  s.  w. 

und  setze  endlich  noch  fest,  dass  9  stetig,  im  Unendlichen  mit  seinen  Di£ferential- 
quotienten  null  und  überall  eindeutig  sei;  der  hierdurch  ausgeschlossene  Fall, 
dass  die  Flüssigkeit  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  bildet,  wird 
später  betrachtet  werden.  Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  Folge  der  gegebenen 
Bewegung  des  festen  Körpers  {uvw pqr  gegebene  Funktionen  von  /)  ist  dann 
vollständig  bestimmt. 

Ist  der  Körper   eine  Kugel   (Radius  R),    so  sind  Drehungen  o£fenbar  ohne 
Einfluss,  und  man  findet 


? 


^)  Ueber  die  allgemeine  Bewegung  von  Kugel  und  Ellipsoid  in  Flüssigkeit  s.  w.  u. 
«)  Kirchhoff,  Crellk's  J.  71,  pag.  237.  1869;   Ges.  Abb.,  Pflj^ii^^byGoOQle 
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WO  Statt  der  ursprünglich  auftretenden  xyz  die  in  diesem  Falle  ihnen  stets  pa- 
rallel bleibenden  StjC  gesetzt  wurden  und  wo  r*  =  E^  4-  t)*  H-  C*  ist. 

Für  ein  Ellipsoid  erhält  man,  wenn  C  die  obige  Bedeutung  (pag.  427)  und 
A  und  B  entsprechende  Bedeutung  haben: 

-.       1       ^         _       1       aF         _       1       ar 

'''i""2ic(2  — ^  dx         'P>*"27c(2  — ^  dy         ^»""211(2—6')  dz 

b^^c^ /  ar      dv\ 

^*""2ic[2(^>-rä»)H-(^-C)(^»H-^:«)]  Y  dz^'dy)     '^'  '•  '^• 

Die  Zerlegungsmethode  lässt  sich  auch  auf  die  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit anwenden,  in  welcher  sich  mehrere  Körper  bewegen^).  Nur  lässt 
sich  dann  mit  dem  im  Körper  festen  Coordinatensystem  begreiflicher  Weise 
nichts  anfangen,  und  man  muss  die  Untersuchung  ausschliesslich  auf  das  im 
Räume  feste  beziehen.  Handelt  es  sich  um  zwei  Körper,  so  zerföllt  9  in  12  Be- 
standtheile,  die  6  ersten  Theilpotentiale  müssen  an  der  Oberfläche  des  einen 
Körpers  den  obigen  Bedingungen  genügen,  während  an  der  Oberfläche  des  an- 
dern ihre  Differentialquotienten  nach  der  Normale  null  sein  müssen,  für  die 
6  anderen  Potentiale  findet  das  Umgekehrte  statt.  Sind  die  beiden  Körper 
Kugeln,  so  fallen  6  Potentiale  weg  und  es  bleiben  nur  6  übrig.  In  diesem  Falle 
lässt  sich  9  mit  Hilfe  der  sogen.  Kugeliunktionen  als  eine  unendliche  Reihe 
finden,  welche  stets  und  zwar  um  so  schneller  convergirt,  je  grösser  der  Abstand 
der  beiden  Kugeln  im  Verhältniss  zu  ihren  Radien  ist.  In  Bezug  auf  die  Aus- 
rechnung muss  auf  die  von  Kirchhoff ^)  gegebene  Skizze  verwiesen  werden;  hier 
sei  nur  angegeben,  dass,  wenn  jR  und  H'  die  Radien,  ade  und  a'^'r'  die  Mittel- 
punktscooidinaten  und  r^  der  Mittelpunktsabstand  der  beiden  Kugeln  ist,  an 
der  Oberfläche  der  ersten  Kugel  <p  den  angenäherten  Werth 

^ ^^"(J^o'^.^JtÄ 

+  "2"  V  ^r  +  *  "äT -^  ^  "äT/ 


<f=  — r-  ["  (os{nx)  -h  V  cos{ny)  •+■  w  eos{nz)] 

(a»  J_       a»  J_       a»  ±\ 

(a>  ±       a»  ±       a»  J_\ 

erhält,  an  der  anderen  Kugelfläche  aber  den  Werth,  welcher  aus  diesem  durch 
Vertauschung  der  gestrichenen  und  ungestrichenen  Buchstaben  hervorgeht. 

Von  Fällen  der  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Gefässen,  die  mit 
gegebenen  Werth en  von  uvw  pqr  sich  bewegen,  seien  hier  nur  zwei  erwähnt: 
der  Fall  eines  ellipsoidischen  Gefasses^),  für  welchen  sich 


cos  (nx) 
cos  (ny) 
cos  (nz)  I 


^)  Die  erste  Berührung  dieses  Themas  findet  sich  bei  Stokes,  Cambr.  Phü.  Trans.  8, 
pag.  105.  1843.  —  Papers  i,  pag.  17. 

^  Kirchhopf,  Mechanik,  pag.  226. 

^  Lamb,  Einl.  L  d.  Hydr.,  pag.  170.  —  W.  Thomson,  Proc.  R.  Soc.  Edinb.  13,  pag.  370. 
1885.  Digitized  by^^OiJ^le 
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findet;  und  der  Fall  eines  rechteckigen  Parallelepipeds,  welchen  Stokes*)  mit 
Hilfe  von  FouRiER'schen  Reihen  gelöst  hat.  In  der  betreffenden  Abhandlung 
findet  man  übrigens  noch  weitere  Fälle  (Flüssigkeit  zwischen  zwei  Cylindem, 
zwischen  zwei  Kugelflächen  u.  s.  w.)  behandelt,  Fälle,  die  z.  Th.  in  neuerer  Zeit 
von  verschiedenen  Theoretikern  wieder  aufgenommen  worden  sind. 

Dynamischer  Theil  der  Aufgabe.  Die  bisherigen  Betrachtungen  über 
die  Anwendung  der  Zerlegungsmethode  erledigen  nur  den  einen  Theil  des  Pro- 
blemes,  welchen  man  als  den  kinematischen  bezeichnen  kann.  Es  wird  nämlich 
aus  der  als  gegeben  betrachteten  Bewegung  des  festen  Körpers  die  dadurch  her- 
vorgerufene Bewegung  der  Flüssigkeit  berechnet.  Man  hat  nun  noch  den  dy- 
namischen Theil  der  Aufgabe  hinzuzufügen,  d.  h.  zu  untersuchen,  welche  Be- 
wegung die  festen  Körper  und  die  Flüssigkeit  ausführen,  wenn  gewisse  gegebene 
Kräfte  wirken.  Für  eine  Kugel«)  bedarf  es  hierzu  keiner  weidäufigen  Rech- 
nungen, und  dieser  Fall  möge  daher  der  allgemeinen  Untersuchung  vorangeschickt 
werden.  Sieht  man  von  äusseren  Kräften  zunächst  ab,  so  handelt  es  sich  nur 
um  die  Berechnung  des  Druckes,  den  die  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  der 
Kugel  ausübt;  nun  ist  auf  Grund  der  hydrodynamischen  Bewegungsgleichung 
(Gleichung  26,  pag.  380,  worin   y-=  0,  /(/)  =  c  gescUt  wird) 


P 


-m'HWHW]-''^' 


und  dies  muss  über  die  ganze  Kugelfläche  integrirt  werden.  Dabei  beben  sich 
die  von  dem  ersten  Theile  obigen  Ausdruckes  herrührenden  Glieder  paarweise 
weg,  da  dieser  Theil  nur  von  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  abhängt  (vergl. 
den   Werth  von  ^  oben  pag.  428);  der  Rest  ergiebt  zunächst: 

/     ai     .  ai      .    ai\ 

Hierdurch  ergiebt  sich  das  merkwürdige  DiRiCHLET'sche  Resultat,  dass  die 
Einwirkung  der  Flüssigkeit  auf  die  Bewegung  der  Kugel  eine  homogene  lineare 
Funktion  der  Beschleunigungscomponenten  dieser  Bewegung  ist  und  folglich  mit 
ihnen  null  wird.  Bewegt  sich  also  eine  Kugel  mit  gegebener  Anfangsgeschwindig- 
keit ohne  Einwirkung  von  Kräften  in  einer  unendlichen,  im  Unendlichen  ruhen- 
den^ idealen,  nicht  wirbelnden  Flüssigkeit,  so  behält  sie  diese  Geschwindigkeit 
der  Grösse  und  Richtung  nach  bei,  gerade  als  ob  die  Flüssigkeit  nicht  vorhanden 
wäre»). 

Führt  man  nunmehr  oben  die  Integration  aus,  indem  man  die  JK-Axe  in  die 
Richtung  der  augenblicklichen  Beschleunigung  legt,  so  erhält  man 

2  dw 

in  Worten:  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  gegen  die  beschleunigte  Bewegung 
der  Kugel  ist  gleich  dem  Produkte  dieser  Beschleunigung  in  die  Hälfte  der  von 


1)  Stokes,  Cambr.  PhlL  Trans.  8,  pag.  105.  1843.  —  Pap«rs  i,  pag.  17. 

^  DiRiCHLBT,  a.  a.  O.  —  Es  wird  hier  natUriich  die  Dichte  der  Kugel  als  constant  vor- 
ausgesetzt. Für  eine  Kugel,  deren  Schwerpunkt  excentrisch  liegt,  haben  Michaeus  (Axch.  n^er- 
land.  3,  pag.  163.  1868)  und  Kötter  (Arch.  Math.  Phys.  (2)  6,  pag.  157.  1887)  das  Problem 
behandelt. 

^  Bei  einer  nicht  homogenen  Kugel  finden  zwar  selbstverständlich  Drehungen  statt,  aber 
«ach  hier  giebt  es  nach  Kötter  (s.  o.)  einen  zwischen  Mittelpunkt  und  Schwerpunkt  gelegenen 
Punkt,  welcher  gradlinig  und  gleichförmig  fortschreitet  Digitized  byV^jOOy  It: 
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der  Kugel  verdrängten  Flüssigkeitsmasse.  Der  erste  Theil  dieses  Satzes  stimmt 
mit  dem  oben  (pag.  423)  für  den  Cylinder  abgeleiteten  überein,  der  zweite  unter- 
scheidet sich  durch  den  Factor  J.  Nimmt  man  jetzt  an,  dass  auf  den  Kugel- 
mittelpunkt die  Kraft  K  wirke,  welche  ihr  im  leeren  Räume  eine  gewisse  Be- 
schleunigung ertheilt,  und  nennt  man  M  die  Masse  der  Kugel,  m  die  Masse  der 
verdrängten  Flüssigkeit,  so  muss  man,  um  ihr  in  der  Flüssigkeit  dieselbe  Be- 
schleunigung zu  ertheilen,  auf  den  Mittelpunkt  die  Kraft 

wirken  lassen;  oder  umgekehrt:  Unter  dem  Einflüsse  einer  gegebenen  Kraft  be- 
wegt sich  eine  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  nur  mit  derjenigen  Beschleunigung, 
welche  sie  unter  Wirkung  derselben  Kraft  im  leeren  Räume  annehmen  würde, 
wenn  ihre  Masse  um  die  halbe  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  vergrössert 
würde.  Ist  die  gedachte  Kraft  die  Schwere  und  zieht  man  auch  noch  deren 
Wirkung  auf  die  Flüssigkeit  in  Betracht,  so  muss  man  noch  den  Auftrieb 
(pag.  351)  berücksichtigen.     Die  Beschleunigung  ist  also  nicht  g^  sondern 

M —  m 

wo  man  M  und  m  auch  als  Dichten  auffassen  kann.  Also  speciell  für  Wasser, 
wenn  d  die  Dichte  des  festen  Körpers  ist: 

je  nachdem  also  </>l,  ^=1,  //<!  ist,  fällt  die  Kugel  beschleunigt,  gleich- 
formig  oder  verzögert  durch  das  Wasser  hinab  ^). 

Um  das  Problem  allgemein  zu  behandeln,  könnte  man  in  die  Formeln  für 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  die  auf  die  Oberfläche  desselben  wirkenden 
Drucke,  berechnet  in  der  obigen  Weise,  einsetzen.  Thomson  und  Tait^)  und 
in  allgemeinerer  und  etwas  abweichender  Weise  Kirchhoff  ^  haben  aber  gezeigt, 
dass  man  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziele  gelangt,  wenn  man  von  dem  Hamilton- 
schen  Princip  (pag.  69)  ausgeht.  In  diesem  Princip  ist  von  der  kinetischen 
Energie  K  und  von  der  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  L  die  Rede,  und  jede  dieser 
beiden  Grössen  zerfallt  hier  in  den  auf  den  starren  Körper  und  in  den  auf  die 
Flüssigkeit  bezüglichen  Theil.  Für  den  festen  Körper  ist  K  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  von  uvwpqr^  und  man  sieht  leicht  ein,  dass  für  die 
Flüssigkeit  dasselbe  gilt.  Von  den  Kräften  soll  angenommen  werden,  dass  sie 
ein  einwerthiges  Potential  haben.  Aus  den  Eigenschaften  des  Potentials  folgt 
dann  (s.  Art.  Potentialtheorie),  dass,  wenn  überall  Flüssigkeit  sich  befände,  die 
Arbeit  gleich  null  wäre;  die  Arbeit  der  auf  die  wirklich  vorhandene  Flüssigkeit 
wirkenden  Kräfte  ist  daher  entgegengesetzt  gleich  der  Arbeit  der  Kräfte,  welche 


1)  Die  Bewegung  einer  Kugel  in  Wasser  hat  auch  Riecke  (Gott  Nachr.  1888,  pag.  347), 
and  zwar  auf  Grundlage  der  Theorie  der  Quellen  und  Senken  (s.  o.,  pag.  426)  behandelt  Be- 
wegt sich  die  Kugel  gleichsinnig  und  gradlinig,  so  beschreiben  die  Theilchen  schleifenförmige 
Bahnen,  welche  eine  der  Abhandlung  beigefügte  Zeichnung  veranschaulicht. 

*)  Thomson  u.  Tait,  Nat.  Phil.  1867,  pag.  264;  Handb.  d.  th.  Ph.  i,  pag.  293.  — 
Grundlegende  Abhandlungen  von  W.  Thomson  sind  femer:  Proc.  R.  Soc.  Edinb.  7,  pag.  384 
u.  668.  1872.  r~^  T 

»)  Kächhoff,  Crelle's  Joum.  71,  pag.  237.  1869;   Ges.  Abh.,  pag.'^^V^OO^^^ 
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auf  die  vom  festen  Körper  verdrängte  Flüssigkeit  wirken  würde.  Das  Ergebniss 
lautet  also:  Auf  die  Bewegung  des  Körpers  in  der  Flüssigkeit  dürfen  die  Glei- 
chungen für  die  Bewegung  im  leeren  Räume  (pag.  90)  mit  zwei  Modifikationen 
angewandt  werden;  es  muss  nämlich  erstens  K  andere  Coefficienten  erhalten, 
und  zweitens  müssen  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  vermindert  werden 
um  die  Kräfte,  welche  auf  die  von  ihm  verdrängte  Flüssigkeit  wirken  würden. 
Wirken  keine  Kräfte  (was  z.  B.  auch  angenommen  werden  darf,  wenn  nur  die 
Schwere  wirkt,  der  feste  Körper  aber  dieselbe  Dichte  wie  die  Flüssigkeit  hat), 
so  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  (13a)  und  (13b)  (pag.  90)  durch  Fortfallen 
der  letzten  Glieder,  man  kann  leicht  9  Integrale  finden ;  und  hat  man  uvwpqr 
als  Funktionen  von  /  bestimmt,  so  erfordert  die  vollständige  Lösung  des  Pro- 
blems, d.  h.  die  Bestimmung  der  12  Grössen  aß7  nur  noch  die  Ausführung  von 
Quadraturen.  Vereinfachungen  treten  ein,  wenn  der  Körper  nach  Oberfläche 
und  Massenvertheilung  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Ebene  ist,  weitere  Verein- 
fachungen, wenn  er  es  in  Bezug  auf  zwei  auf  einander  senkrechte  Ebenen  ist; 
es  wird  dann  nämlich  (a;-Symmetrieaxe) 

Dieser  Fall  ist  nicht  nur  bei  Rotationskörpern  verwirklicht,  sondern  auch 
bei  manchen  anderen,  z.  B.  bei  graden  Prismen  oder  Pyramiden  von  quadra- 
tischem, sechseckigem  u.  s.  w.  Querschnitt  (»Körper  vom  Charakter  eines 
Rotationskörpers«).  Fügt  man  eine  dritte  Symmetrieebene  hinzu,  so  erhält 
man  Körper  wie  Kugel,  Würfel,  Oktaeder  u.  s.  w.,  und  es  wird 
2Ä  =  ^ii(«»H- z/«H- w«) -h  ^44(^»H- ^«-1- r»). 

In  diesem  Falle  hat  also  K  dieselbe  Form,  als  ob  nur  der  feste  Körper 
vorhanden  wäre,  und  nur  seine  Masse  und  seine  Trägheitsmomente  erscheinen 
durch  die  Flüssigkeit  vergrössert.  Bei  der  Kugel  findet  sogar  nur  eine  Ver- 
grösserung  der  Masse  statt;  um  wie  viel,  ist  oben  bereits  angegeben  worden. 
Auch  für  Rotationskörper  lassen  sich  die  Bewegungsgleichungen  integriren,  und 
zwar,  wie  Kirchhoff  i)  gezeigt  hat,  für  beliebige  Bewegung  des  Körpers.  Der 
specielle  Fall,  dass  der  Rotationskörper  in  der  Richtung  seiner  Axe  fortschreitet, 
ist  schon  von  Hoppe 2)  im  Anschluss  an  Dirichlet  gelöst  worden;  den  allge- 
meineren Fall,  dass  der  Körper  um  seine  Axe  nicht  rotirt  und  diese  Axe  in 
einer  festen  Ebene  bleibt  (z.  B.  :c;?-Ebene,  also  t^  =  0,  ^  =  0,  r  =  0)  verdankt 
man  Thomson  und  Tait');  einen  dritten  Fall,  in  welchem  der  Mittelpunkt  des 
Körpers  eine  Schraubenline  beschreibt,  hat  Kirchhoff ^)  hinzugefügt. 

Hier  ist  es  am  Platze,  eine  schon  in  zwei  Fällen  constatirte  Erscheinung  in 
einen  allgemeinen,  schon  von  Stokes^)  ausgesprochenen  Satz  zu  formuliren: 
Wenn  ein  Körper  mit  zwei  auf  einander  senkrechten  Symmetrieebenen  sich  in 
einer  Flüssigkeit  parallel  zur  Axe  ohne  Kräfte  bewegt,  so  leistet  die  Flüssigkeit 
keinen  Widerstand.  Bewegt  er  sich  beschleunigt,  so  ist  der  Widerstand  gleich 
einem  Faktor  mal  der  Beschleunigung  mal  der  verdrängten  Flüssigkeitsmasse, 
und  dieser  Faktor  hängt  nur  von  der  Körperform  ab;  für  den  Cylinder  (pag.  423) 
ist  er  1,  für  die  Kugel  (pag.  431)  ist  er  ^,  für  die  von  Hoppe  untersuchten 
Körper  ist  er  0*54  u.  s.  w.     Noch  allgemeiner  als  der  SxoKEs'sche  ist  der  Kjrch- 


^)  Kirchhoff,  a.  a.  O. 

S)  Hoppe,  Pogg.  Ann.  93,  pag.  321.  1854. 

«)  Thomson  u.  Tait,  a,  a.  O. 

*)  Kirchhoff,  Crklle's  J.  71,  pag.  251.  1869;   Ges.  Abb.,  pag.  401. 

*)  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  8,  pag.  105.   1843«  —  Papers  i,  pag.  5<CjOOQIc 
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HOFF'sche,  als  partikuläre  Lösung  (^  =  0,  ^  =  0,  r  =  0,  u\v\W'=  dK/du\dK/dv\ 
dK/dw)  der  Bewegungsgleichungen  sich  ergebende  Satz,  dass  es  für  jeden  be- 
liebigen Körper  drei  Richtungen,  nämlich  die  Axen  des  Ellipsoids  K==  const  giebt, 
in  denen  er  gleichförmig  und  gradlinig  fortschreiten  kann^).  Hiervon  sind  dann 
die  obigen  Fälle  Specialisirungen. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  ist  in  neuerer  Zeit  noch 
für  zahlreiche  andere  Fälle  und  nach  anderen  Richtungen  hin  studirt  worden; 
es  muss  aber  hier  genügen,  auf  die  bezügliche  Literatur  zu  verweisen^). 

Die  Bewegung  von  Rotationskörpern  in  Wasser  oder  in  Luft  wird  in  zahl- 
reichen Fällen  von  eminent  praktischer  Wichtigkeit.  Es  kann  hier  nur  auf 
einige  der  wichtigsten  Fälle  kurz  hingewiesen  werden: 

1)  Die  Ballistik.  Es  handelt  sich  zwar  hier  meist  um  die  Bewegung  in 
einer  compressiblen  Flüssigkeit,  und  die  Reibung  ist  auf  die  Erscheinungen  meist 
von  erheblichem  Einflüsse;  den  wesentlichsten  Einfiuss  hat  aber  doch  der  Träg- 
heitswiderstand der  Luft,  und  es  muss  daher  für  eine  strenge  Theorie  zunächst 
von  den  obigen  Entwickelungen  ausgegangen  werden.  Geschosse  sind  meist 
Rotationskörper,  und  es  handelt  sich  daher  im  wesentlichen  um  die  Bestimmung 
derjenigen  Rotationsfläche,  welche  den  Widerstand  der  Luft,  also  die  Abweichung 
der  Flugbahn  von  der  Parabel  (pag.  121)  zu  einem  Minimum  macht.  In  neuester 
Zeit  haben  hierüber  namentlich  August ')  und  Greenhill*)  sehr  gründliche  Unter- 
suchungen veröffentlicht  (s.  auch  Art.  Aeromechanik). 

2)  Die  Schiffsschraube*).  Dieselbe  besteht  bekanntlich  im  wesentlichen 
aus  einer  oder  mehreren  schraubenartig  um  eine  Axe  gewundenen  Flächen;  in 
der  ältesten  Form  hat  sie  nur  eine  einzige  solche  Fläche,  aber  von  einem  vollen 
Umgange,  in  neuerer  Zeit  hat  sie  mehrere  Flügel,  deren  jeder  nur  einen  Theil, 
und  zwar  meist  einen  kleinen  Theil  eines  Umganges  darstellt.  Stände  das  Schiff* 
fest,  so  würde  die  Schraube  an  Ort  und  Stelle  rotiren,  dabei  aber  von  Seiten 
des  Wassers  einen  kolossalen  Widerstand  erfahren.  Da  das  Schiff  beweglich  ist, 
weicht  sie  jenem  Widerstände  nach  vorn  aus  und  treibt  das  Schiff  vorwärts.  Den 
Ausgangspunkt  für  eine  wissenschaftliche  Theorie  der  Schiffsschraube  muss  da- 
her, wie  man  sieht,  die  Untersuchung  des  Druckes  strömender  Flüssigkeit  auf 
geneigte  feste  Flächen  und  auf  Keile  von  scharfer  Kante  bilden.  Bis  in  die 
neueste  Zeit  hat  man  sich  jedoch  mit  hypothetischen  Grundlagen  begnügt,  und 
erst  kürzlich  haben  einige  Physiker  und  Techniker  das  Problem  ernstlich  in  An- 


^)  Kirchhoff,  Mechanik,  pag.  236. 

>)  KÖFCKE,  Math.  Ann.  12,  pag.  387  (Ausrechnung  des  allgemeinen  Falles  d.  Bew.  e. 
Rotationskörpers  mit  Hilfe  der  O-Funktionen).  —  Grbenhill,  Quart.  J.  Math.  16,  pag.  242 
(EUipsoid,  insbes.  Rotationsellipsoid).  —  Clebsch,  Crelle's  J.  52,  pag.  103  u.  53,  pag.  287. 
1858  (Ell^soid);  Math.  Ann.  3,  pag.  238.  1871  (Beliebiger  Körper).  —  H.  Weber,  Math. 
Ann.  14,  pag.  173.  1877  (Beliebiger  Körper).  •—  Bjbrknes,  Gott.  Nachr.  1873,  P^S*  44^  u.  829.  — 
Lamb,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  8,  pag.  273.  1877  (Stationäre  Bewegung).  —  Craig,  Am.  J. 
Math.  2,  pag.  260.  —  Schieck,  Pogg.  Ann.  127,  pag.  524.  1865.  —  Ferrers,  Quart.  J.  Math.  13, 
pag-  330.  —  Beltrami,  Mem.  Bologna  3,  pag.  349.  1873.  —  Michaelis,  Arch.  Neerland.  8. 
1873.  —  ^1^^  Ann.  di  Matern.  (2),  Bd.  5.  —  P.  Krüger,  In.  Diss.     Göttingen  1882. 

^  August,  Crelle's  J.  103,  pag.  i.  1888  (Ausgangspunkt  der  Untersuchung  ist  eine  von 
Newton  herrührende  Theorie). 

*)  Greenhill,  Proc.  R.  Artillery  Inst  Bd.  10  u.  11.  —  Encycl.  Brit,  Artikel  »Hydro- 
dynamik« (Ausgangspunkt  ist  die  oben  citirte  theoretische  Abhdlg.  d.  Verf.). 

*)  Die    erste    Idee    zu    dieser  Vorrichtung   hatte  D.  Bernoülu  (1752),   in  den  Ruhm  der 
AusfiLhiung  und  Verwendung  theilen  sich  Ressel  (1836),  Sauvage  (1832)  und  Smith  (i835).> 
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grifT  genommen.  Insbesondere  ist  auf  Abhandlungen  von  Gerlach*)  zu  ver- 
weisen, in  welchen  die  Formeln  von  Kirchhoff,  Bobyleff  (s.  o.,  pag.  416), 
femer  die  Untersuchungen  von  Kumbier  und  seinen  Nachfolgern  für  den  vor- 
liegenden Zweck  verarbeitet  und  die  Resultate  mit  den  Beobachtungen  veiglichen 
werden. 

3)  Der  Luftballon  (s.  Luftschifffahrt  unter  Art  Aeromechanik). 

4)  Zahlreiche  andere  Apparate,  als:  Ruder,  Windmtthlenflügel,  Anemo- 
meter u.  s.  w. 

Von  dem  Problem  der  Bewegung  zweier  homogener  Kugeln  in  einer 
Flüssigkeit  (pag.  429)  ist  noch  der  dynamische  Theil  hinzuzufügen.  Aus  dem 
dort  gefundenen  Ausdrucke  für  9  ergiebt  sich  leicht  die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit 

Ä^i  =  I /?•(«>  + tf« -+- w«)  H- J  J?*«  («'•  H- i''* +  «''*)-+- ^. 

wo  V  gesetzt  ist  für 

die  kinetische  Energie  der  Kugeln  ist,  da  Drehungen  ohne  Einfluss  sind, 

^,  =  ^  («»  H- z;» -h  «^«)  H-  ~  («'«  H- t^'«  H- W'»). 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Kugeln  sich  gleichförmig  bewegen,  bleibt 
da  in  den  Bewegungsgleichungen  (13,  pag.  90)  nur  die  Differentialquotienten  von 
K  vorkommen,  von  K^  nur  V  übrig.  Man  findet  dann,  dass  die  Annahme  der 
gleichförmigen  Bewegung  der  Kugeln  nicht,  wie  es  bei  nur  einer  der  Fall  wäre, 
in  jenen  Gleichungen  die  Kräfte  XYZ  verschwinden  macht,  sondern  dass  diese 
bestimmte  Werthe  erhalten;  sie  sind  nämlich  für  die  eine  Kugel  die  nach  abc 
genommenen  Differentialquotienten  von 


für  die  andere  muss  man  in  der  Klammer  u^v^vf  durch  uvw  ersetzen.  Diese 
Kräfte  wird  man  bezeichnen  dürfen  als  die  Kräfte,  welche  die  beiden 
Kugeln  in  der  Flüssigkeit  scheinbar  auf  einander  ausüben;  wie  man 
sieht,  sind  dieselben  im  allgemeinen  nicht  gleich  und  entgegengesetzt. 

Sind  die  Kugeln  gleich  gross  und  bewegen  sie  sich  symmetrisch  gegen  eine 
Ebene,  so  kann  man  diese  als  feste  Wand  ansehen  und  erhält  den  Fall  der  Be- 
wegung einer  Kugel  in  Flüssigkeit  in  der  Nähe  einer  festen  Wand; 
bewegt  sich  die  Kugel  insbesondere  gerade  auf  die  Wand  los,  so  wird  sie  von 
dieser  abgestossen,  also  ihre  Bewegung  verzögert;  bewegt  sie  sich  parallel  der 
Wand,  so  wird  sie  von  ihr  angezogen. 

Von  einem  andern  Ausgangspunkte,  nämlich  indem  er  die  von  ihm  unter- 
suchten Rotationskörper  in  mehrere  zerfallen  lässt,  kommt  Hoppe ^)  (s.  o.,  pag.  432) 
zu  mehreren,  in  einer  und  derselben  Axe  sich  bewegenden  Körpern  und  findet, 
dass  sie  sich  scheinbar  abstossen. 


*)  Gerlach,  Civilingenieui,  31  (1885)  u.  32  (1886).     Daselbst  auch  reichhaltige  Angabea 
über  die  Literatur  des  Gegenstandes. 

/Google 


^  Hoppe,  Quart.  J.  Math,  l,  pag.  301. 
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Auch  wenn  die  Bewegungen  der  Kugeln  nicht  gleichförmig  sind,  kann  liian 
die  scheinbar  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte  ermitteln.  Besonders  interessant 
sind  periodische  Bewegungen.  Nachdem  Thomson,  Guthrie^)  u.  A.  in 
dieser  Hinsicht  vorangegangen  waren,  war  es  Bjerknes^),  welcher  das  Problem 
am  ausführlichsten  studirte,  indem  er  nicht  nur  die  Wirkung  von  Schwingungen, 
sondern  auch  die  von  Pulsationen,  d.  h.  periodischen  Volumenänderungen 
der  Körper  in  Betracht  zog.  Es  ergab  sich  bei  gewissen  Annahmen :  1)  Bewegt 
sich  die  eine  Kugel  gleichförmig  gegen  die  andere  hin,  so  zieht  sie  diese  an. 
2)  Schwingt  die  eine  Kugel  in  der  Verbindungslinie  beider  hin  und  her,  so  wird 
die  andere  (ruhende)  angezogen  (ausser  wenn  die  ruhende  leichter  als  die  Flüssig- 
keit ist,  in  welchem  Falle  es  von  den  Umständen  abhängt,  ob  sie  angezogen 
oder  abgestossen  wird).  —  3)  Schwingen  beide  Kugein  mit  derselben  Periode, 
so  ziehen  sie  sich  an  oder  stossen  sich  ab,  je  nachdem  die  Phasen  gleich  oder 
entgegengesetzt  sind.  4)  Die  hier  auftretende  scheinbare  Anziehung  oder  Ab- 
stossung  ist,  bei  gewissen  Vernachlässigungen,  dem  Quadrat  der  Entfernung  der 
Kugeln  umgekehrt  proportional.  —  Bjerknes  und  Schjötz*)  haben  diese  Ergeb- 
nisse der  Theorie  alsdann  auch  durch  eine  Reihe  sehr  eleganter  Experimente 
bestätigt.  Weitere  Ausführungen  der  Theorie  sind  von  Leahv*),  Stokes*),  Hicks^, 
Pearson^,  Basset®)  u.  A.  veröffentlicht  worden. 

Flüssigkeitsbewegung  in  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen. 
Ist  der  Raum,  welchen  die  festen  Körper  für  die  Flüssigkeit  frei  lassen,  »-fach 
zusammenhängend,  so  giebt  es  in  ihm  »  von  einander  unabhängige,  geschlossene 
Linien,  welche  sich  ohne  Ueberschreitung  der  Grenzen  des  Raumes  nicht  zum 
Verschwinden  bringen  lassen.  Es  können  dann  Stromlinien  in  sich  zurücklaufen 
(pag.  381),  und  es  findet  in  ihnen  eine  bestimmte  Circulation  (pag.  382)  statt. 
Das  Geschwindigkeitspotential  9  ist  dann  mehrwerthig  oder  cyklisch.  Das  Hamil- 
TON'sche  Princip  lässt  sich,  wie  Boltzmann^  gezeigt  hat,  ebenfalls  nicht  mehr 
anwenden;  vielmehr  treten  an  die  Stelle  desselben  verwickelte  Formeln,  deren 
Aufstellung  C.  Neumann  '°)  eine  ausführliche  Untersuchung  gewidmet  hat.  Die 
Zerlegungsmethode  kann  man  auch  hier    anwenden;   aber   zu  den  6  bisherigen 


*)  Guthrie,  Phü.  Mag.  (4)  41,  pag.  423.  187 1.  Die  Theorie  ist  von  Thomson,  die  Ver- 
suche sind  von  Guthrdl 

^  BjBRENES,  Vid.  Forh.  Christiania  187 1.  —  ebda.  1875,  pag*  3^6.  »  Gott.  Nachr.  1876., 
pag.  245,  u.  a.  V.  a.  O. 

3)  Bjerknes  u.  SchjÖtz,  Gott.  Nachr.  1877,  pag.  291,  u.  in  Tielen  franz.  u.  engl.  Zeit- 
schriften 1878—82.  —  Siehe  auch  Decharme,  Compt.  rend.  94,  pag.  440,  527,  643,  722. 
1882. 

*)  Leahy,  Cambr.  Phil.  Trans.  14,  pag.  i.  1885.  (In  Gasen  findet,  wie  hier  gezeigt  wird, 
eine  Umkehr  der  Erscheinung  statt,  d.  h.  gleiche  Phasen  ergeben  Abstossung,  ungleiche  An- 
ziehung.) 

^)  Stokes,  Papers  i,  pag.  230.   1880. 

•)  HiCKS,  Trans.  R.  Soc.  1880  (2),  pag.  455.  —  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  3,  pag.  276,  u. 
4,  pag.  29.   1880. 

7)  Pearson,  Quart.  J.  Math.  20,  pag.  60  u.  184.  1883.  (Uebertragung  auf  Ellipsoide  mit 
Anwendung  auf  den  Zusammenstoss  von  Schiffen.) 

^  Basset,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  18,  pag.  369.  1887. 

»)  BOLTZBIANN,   CRELLE's  J.   73,   pag.  III.    187I. 

^)  C.  Neumann,  Hydrodynamische  Untersuchungen.  Lpz.  1883.  —  Unter  den  hierhergehörigen 
Abhandlungen  W.  Thomson's  ist  namentlich  die  in  den  Proc.  R.  Soc.  Edinb.  7,  pag.  668.  1870 
zu  nennen;  femer:  Basset,  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  6.  pag.  117.  1887.  —  Jukowsky,  Beibl. 
XU  Wbd.  Ann.  1887,  pag.  126.  Digitized  by  ^^OOQIc 

28*  ^ 


436  Ringe. 

Gliedern  von  9  treten  nun  noch  weitere,  cyklische  hinzu.  Auch  die  kinetische 
Energie  erhält  daher  ein  neues  Glied,  dessen  Bedeutung  sich  leicht  folgender- 
maassen  einsehen  lässt.  Eine  im  Unendlichen  ruhende  Flüssigkeit  kann  sich 
nämlich  nicht  bewegen,  wenn  sich  in  ihr  z.  B.  eine  ruhende  Kugel  befindet, 
wohl  aber,  wenn  der  in  ihr  ruhende  Körper  eine  solche  Gestalt  hat,  dass  er 
den  Flüssigkeitsraum  zu  einem  mehrfach  zusammenhängenden  macht;  die  kine- 
tische Energie  dieser  Bewegung,  welche  die  Flüssigkeit  ausführen  würde,  wenn 
der  Körper  ruhte,  ist  obiges  Zusatzglied.  Eine  andere  Methode  ist  der  eingangs 
angeführten  Potentialmethode  analog,  d.  h.  es  wird  9  gewissermaassen  als  Massen- 
potential der  festen  Körper  bestimmt;  man  muss  dann  aber  noch  n  Flächen  hin- 
zufügen, welche  den  Raum  zu  einem  einfach  zusammenhängenden  machen,  und 
die  bei  der  Bildung  von  9  mit  zu  berücksichtigen  sind;  aus  <p  ergiebt  sich 
dann  wieder  die  kinetische  Energie.  In  analoger  Weise  ermittelt  man  eventuell 
die  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte. 

Die  einfachste  hierher  gehörige  Körperform  ist  die  Ringform.  Die  Bewe- 
gung eines  Ringes  ist  von  Sir  W.  Thomson^)  untersucht  worden,  und  von  ihm 
und  Andern  ist  die  Rechnung  für  verschiedenartige  Bewegungen  des  Ringes  zur 
Durchführung  gelangt.  Die  Bewegung  zweier  Ringe  in  einer  Flüssigkeit  hat 
Kirchhoff  *)  behandelt  und  gezeigt,  dass  auch  zwei  solche  Ringe  scheinbar  ge- 
wisse Kräfte  auf  einander  ausüben.  Verallgemeinerungen  dieses  Falles  haben 
BoLTZMANN^)  Und  RiECKE*)  geliefert,  und  es  hat  sich  dabei  eine  gewisse  Modi- 
fication  des  Ergebnisses  herausgestellt. 

Analogien  mit  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen. 
Derartige  Analogien  ziehen  sich  durch  die  ganze  hier  betrachtete  Klasse  von 
Flüssigkeitsbewegungen  hindurch.  Es  seien  hier  nur  folgende  erwähnt:  1)  Das 
Geschwindigkeits-Potential  einer  Flüssigkeit,  in  der  eine  Kugel  sich  bewegt,  ist 
gleich  dem  Potential  einer  magnetischen  Molekel  im  Centrum  der  Kugel,  dessen 
magnetische  Axe  die  Richtung  der  Bewegung  der  Kugel  hat  und  dessen  magne- 
tisches Moment  ^J?*  mal  der  Geschwindigkeit  ist.  Die  Geschwindigkeit  in  der 
Flüssigkeit  ist  also  hier  überall  ebenso  gross  wie  dort  die  Kraft  im  magnetischen 
Felde.  2)  Die  von  Kirchhoff  untersuchten  beiden  Ringe  in  Flüssigkeit  wirken 
auf  einander  so,  als  ob  sie  sich  im  leeren  Räume  befänden,  aber  von  elektri- 
schen Ströynen  durchflössen  wären.  —  3)  Die  Kräfte,  welche  zwei  schwingende 
oder  pulsirende  Kugeln  in  Flüssigkeit  auf  einander  ausüben,  sind  den  elektri- 
schen und  magnetischen  Kräften  gleich,  aber  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzt; eine  Analogie,  welche  Bjerknes*)  u.  A.  noch  weiter  durchgeführt  haben 
und  welche  sie  veranlasst  hat,  diese  Erscheinungen  als  hydroelektrische  und 
hydromagnetische  zu  bezeichnen.  Einige  weitere  Analogien  zwischen  hydro- 
dynamischen und  elektrischen  Erscheinungen  sehe  man  in  einer  Abhandlung  von 
RiECKE  ®). 


1)  W.  Thomson,  Phü.  Mag.  (4)  42,  pag.  362.  1871.  —  S.  auch  Basset,  Ptoc.  Cambr. 
Phil.  Soc.  6,  pag.  47.   1887. 

>)  Kirchhoff,  Crelle's  J.  71,  pag.  263.  1869.    Ges.  Abb.,  pag.  404. 

3)  BOLTZMANN,  CrELLE's  J.  73,  pag.  III.  1871. 

^)  RiECKE,  Math.  Ann.  32,  pag.  203.  1888. 

*)  BjERKNES,  Compt.  rend.   1879,  an  versch.  Stellen.  —  Decharme,  a.  a.  O. 

«)  RiECKE,  Math.  Ann.  30,  pag.  309.  1887.  —  Es  wird  hier  u.  A.  gezeigt,  dass  die  BjERK- 
NRS'schen  Analogien  nicht  consequent  durchführbar  sind  und  eine  mehr  formale  als  sachliche 
Bedeutung  haben.  p.g.j.^^^  by  ^^C  ^^ iC 
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Beziehungen  zur  Akustik.  Es  ist  zwischen  zwei  derartigen  Beziehungen 
zu  unterscheiden:  ])  Tonerniedrigung  infolge  des  Widerstandes  der  Flüssig- 
keit, in  welcher  der  feste  Körper  schwingt,  oder  welche  sich  in  dem  Gefösse 
das  er  bildet,  befindet^).  2)  Akustische  Anziehung  und  Abstossung,  be- 
sonders von  Guthrie  (s.  oben)  und  Dvorak  studirt  (s.  Akustik). 

F.  Auerbach. 


Wirbelbewegung. 

Einleitung.  Die  in  der  Wirklichkeit  auftretenden  Bewegungen  der  Flüssig- 
keiten tragen  schon  für  das  Auge  einen  Character  von  grosser  Complication  an 
sich.  Es  liegt  das  zum  grossen  Theile  daran,  dass  die  Theilchen  ausser  der 
fortschreitenden  und  schwingenden  Bewegung  (Strömungen  und  Wellen)  auch 
Rotationen  ausführen,  theils  um  gemeinsame  Axen,  theils  um  Axen,  welche  von 
Ort  zu  Ort  zu  variiren  scheinen.  Studirt  man  die  Erscheinung  näher,  so  sieht  man, 
dass  es  die  tangentiale  Wechselwirkung  der  Theilchen,  also  die  Reibung  ist,  welche 
diese  Wirbelbewegungen  zumeist  hervorruft,  und  welche  sie  andererseits  auch,  falls 
sie  durch  sie  oder  auf  anderem  Wege  entstanden  sind,  fortwährend  wieder  aus- 
zugleichen strebt.  In  den  idealen  Flüssigkeiten,  wie  sie  die  im  engeren  Sinne 
verstandene  Hydrodynamik  behandelt,  und  welche  der  Reibung  entbehren,  können 
dagegen  Wirbel  weder  entstehen  noch  vergehen;  sie  müssen  daher,  wenn  sie 
vorhanden  sind,  von  jeher  vorhanden  gewesen  sein  und  ewig  andauern.  Unter- 
sucht man  diese  Wirbelbewegungen  und  stellt  ihre  Gesetze  auf,  so  erhält  man, 
ausser  der  Lösung  dieses  auf  ideale  Flüssigkeiten  bezüglichen  Problems  selbst, 
jedenfalls  auch  eine  gewisse  Grundlage  für  das  Studium  des  complicirten  Problems 
der  Wirbelbewegung  in  reibenden  Flüssigkeiten.  Ist  hiernach  die  in  Rede  stehende 
Theorie  in  doppelter  Hinsicht  bedeutungsvoll,  so  wird  diese  Bedeutung  noch 
erhöht  durch  zwei  Anwendungen  der  Theorie ;  die  eine,  praktischer  Natur,  bezieht 
sich  auf  die  Erscheinung  der  Wirbelbewegungen  der  Atmosphäre  (Cyclonen  u.  s.  w.), 
die  andere,  theoretischer  Natur,  betrifft  eine  neue  Anschauung  von  den  Atomen, 
welche,  dieselben  als  Wirbelatome  hinstellend,  sehr  geeignet  erscheint,  die 
beiden  von  altersher  einander  gegenüberstehenden  Hypothesen  über  die  Beschaffen- 
heit der  Materie,  die  Stetigkeitshypothese  und  die  Molekularhypothese,  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  mit  einander  zu  versöhnen.  Schliesslich  sei  bemerkt,  dass 
ein  Theil  der  Theorie  für  Flüssigkeiten  und  Gase  gemeinschaftlich  entwickelt 
werden  kann. 

Die  erste  hierher  gehörige  Untersuchung  ist  in  einer  Abhandlung  von 
SvAMBERG^  enthalten,  sie  führt  bereits  zu  einigen  bemerkenswerthen  Resultaten, 
ohne  dass  ihr  Verfasser  jedoch  die  Tragweite  derselben  erkannt  hätte.  Aehnliches 
gilt  von  einigen  Betrachtungen  Cauchy's^).  Eine  Untersuchung  von  bereits  sehr 
allgemeiner  Natur  stellte  Stokes^)  an.    Derjenige  aber,  welcher  die  Theorie  der 


*)  Auerbach,  Wied.  Ann.  3,  pag.  157.  1878  u.  17,  pag.  964.  1882.  —  Kolaczek,  Wied. 
Ann.  7,  pag.  23.  1879.  —  Wien.  Ber.  87,  pag.  1147.  1883.  —  Rayleigh,  PhU.  Mag.  (5)  15, 
P^g*  3^5*  1S83.  —  Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  gehören  in  die  Akustik. 

^  Svanberg^  K.  Vetensk.  Ac.  Handl.  1839,  pag.  139.  —  Crelle's  J.  24,  pag.  153. 

*)  Caüchy,  M6m.  Sav.  Etr.  i.  1827. 

*)  Stokes,  Cambr.  PhiL  Trans.  8,  pag.  287.  1845.  Digitized  byGoOglc 
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Wirbelbewegung  als  eine  besondere  Disciplin  begründete,  war  v.  Helmholtz*). 
Im  Anschluss  an  ihn  haben  dann  insbesondere  Sir  W.  Thomson»),  J.  J.  Thomson^), 
Hankel*),  Beltrami*)  u.  A.^)  die  allgemeine  Theorie  gefördert;  von  den  specielleren 
Untersuchungen  wird  an  Ort  und  Stelle  die  Rede  sein. 

Allgemeine  Untersuchungen.  Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
bildet  die  Art  und  Weise,  wie  man  sich  (pag.  380)  die  allgemeinste  Bewegung 
der  Flüssigkeitstheilchen  zerlegt  denken  kann;  es  unterscheiden  sich  in  dieser 
Hinsicht,  wie  schon  dort  bemerkt  wurde,  die  Flüssigkeiten  durchaus  nicht  von 
den  festen  Körpern,  und  es  gelten  daher  auch  hier  die  für  letztere  entwickelten 
Formeln  (pag.  227  ff.).  Hiernach  kann  man  die  allgemeinste  Aenderung,  welche 
ein  Flüssigkeitstheilchen  im  Zeitelement  erfährt,  aus  einer  Verschiebung,  einer 
Ausdehnung  und  einer  Drehung  zusammensetzen;  und  jeden  dieser  drei  Bestand* 
theile,  der  sich  auf  eine  beliebige,  also  im  allgemeinen  schiefe  Axe  bezieht,  kann 
man  wiederum  in  drei  Componenten  nach  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  zerlegen.  Für  die  Drehung  ergeben  sich  so  fort  einige  Sätze  und 
Beziehungen,  die  zum  Theil  schon  in  der  allgemeinen  Hydrodynamik  (pag.  378  ff.) 
erwähnt  wurden,  hier  aber  im  Zusammenhange  Platz  finden  müssen.  Durch  die 
Geschwindigkeitscomponenten  uvw  drücken  sich  die  Componenten  der  Drehungs- 
geschwindigkeit mittelst  der  Gleichungen  (pag.  228) 

aus.  Sind  die  Drehungscomponenten  gleich  null,  so  sind  es  also  auch  die  rechten 
Seiten  dieser  Gleichungen,  und  folglich  existirt  ein  Geschwindigkeitspotential 
(Gleichungen  24  und  22  auf  pag.  378).  Nennt  man  also  mit  Drehungen  der 
Theilchen  verknüpfte  Flüssigkeitsbewegungen  Wirbelbewegungen,  so  stehen  diese 
den  Potentialbewegungen  gegenüber.  Die  anschaulichste  Form,  in  welcher  die 
Definition  der  beiden  Bewegungsarten  ausgesprochen  werden  kann,  ist  wohl  die 
folgende  von  Maxwell  (in  der  Encycl.  Brit.)  gegebene:  Die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit  heisst  wirbelfrei>  wenn  sie  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  ein  kugel- 
förmiger Theil  derselben  plötzlich  erstarrte,  die  starre  Kugel  keine  Drehung  um 
irgend  eine  Axe  erleiden  würde.  Ist  dagegen  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
wirbelnd,  so  ist  die  Axe  und  die  Winkelgeschwindigkeit  irgend  eines  kleinen 
Theils  der  Flüssigkeit  identisch  mit  den  entsprechenden  Grössen  des  entsprechenden, 
kleinen,  kugligen,  plötzlich  erstarrt  gedachten  Theiles^.  Wie  scharf  der  Gegensatz 
zwischen  Potential-  und  Wirbelbewegung  ist,  zeigt  sich,  wenn  man  E  i^  C  mit  Hilfe 
der  LAGRANGE'schen  Gleichungen  ausdrückt;  es  wird  dann  (pag.  379),  unter  Bei- 
fügung des  Factors  p  (Dichte): 


»)  V.  Helmhoi.tz,  Crelle's  J.  55,  pag.  25.   1858.  —  Wiss,  Abh.  i,  pag.  101. 

2)  VV.  Thomson,  Trans.  R.  Soc.  Edinb.  25,  pag.  217.  1867. 

3)  J.  J.  Thomson,  A  Treatise  of  the  motion  of  vortex  rings,  Lond.  1883. 
*)  Hankei.,  Z.  allg.  Th.  d.  Bew.  d.Fltiss.  Gott.  1861. 

*)  Beltrami,  Mein.  Bologna  i,  pag.  431;  2,  pag.  381 ;  3,  pag.  349.  187 1— 73;  Ricerche 
sulla  einem,  dei  fluidi,  Hol.  1875. 

ß)  So  z.  B.  L.\Mfi,  Mess.  Math.  (2)  7,  pag.  41.  1877,  wo  die  Ableitungen  v.  Helmholtz' 
und  Thomson's  verglichen  werden,  ferner  HiCKS,  Trans.  R.  Soc.  1884,  i,  pag.  161;  und  1885, 
2,  pag.  725.  —  Dagegen  ist  es  Überflüssig,  auf  die  gegen  die  Begründung  der  Wirbeltheorie  von 
verschiedenen  Seiten  (Bertrand,  Veltmann  u.  s.  w.)  erhobenen  Einwände,  welche,  soweit  es 
erforderlich  war,  widerlegt  worden  sind)  hier  einzugehen. 

^)  Ueber  eine  die  Reihe:  Potcntialbcwegung,  Wirbelbewegung  fortsetzende  Qassification 
der  FlUssigkeitsbewegungen  von  Craig  s.  ob.,  pag.  379.  Digitized  by  ^^OiJy  Li:: 
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^o  ade  die  Coordinaten  des  Theilchens  xy z  zur  Zeit  /  =  0  und  folglich,  wie 
man  aus  den  Gleichungen  selbst  ersieht,  pA,  pB,  pC  die  Werthe  von  (njC  fUr 
/  =  0  sind.  Rotirt  also  das  Theilchen  zur  Zeit  /  =  0,  so  rotirt  es  immer, 
rotirt  es  zur  Zeit  /=0  nicht,  so  rotirt  es  nie.  Allgemeiner:  Ein  Theilchen 
rotirt  entweder  immer  oder  nie.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  bei  idealen 
Flüssigkeiten  die  beiden  Arten  von  Bewegung:  Potentialbewegung  und 
Wirbelbewegung,  streng  geschieden  sind,  dass  die  eine  niemals  in  die  andere 
übergehen  kann.  Es  ist  aber  hierzu,  um  Missverständnisse  auszuschliessen,  eine 
Bemerkung  zu  machen :  Eine  Flüssigkeit  kann  sich  zusammensetzen  aus  Theilen, 
welche  in  Potentialbewegung,  und  aus  solchen,  welche  in  Wirbelbewegung  be- 
griffen sind.  Die  Wirbelbewegung  kann  nun  im  Laufe  der  Zeit  in  immer  andere 
Gebiete  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  fortschreiten,  also  in  Gebiete, 
in  denen  vorher  nur  Potentialbewegung  bestand;  aber  dafür  sind  es  eben  jetzt 
auch  andere  materielle  Theilchen,  welche  diese  Gebiete  erfüllen.  Mit  anderen 
Worten:  die  Wirbelbewegung  haftet  nicht  am  Raum,  sondern  an  den  materiellen 
Flüssigkeitstheilchen  und  begleitet  diese  überall  hin,  wohin  diese  durch  die  fort- 
schreitende Bewegung  geführt  werden. 

Es  entsteht  ferner  die  Frage,  welches  das  einfache  Element  wirbelnder 
Flüssigkeit  sei,  d.  h.  ob,  wenn  nicht  die  ganze  Flüssigkeit  wirbelt,  diese  Art  der 
Bewegung  auf  gewisse  Räume  oder  Flächen  oder  Linien  oder  endlich  gar  auf 
Punkte  beschränkt  sein  könne,  und  wie  weit  man,  gleichviel  ob  die  ganze,  oder 
nur  ein  Theil  der  Flüssigkeit  wirble,  in  der  Zerlegung  der  wirbelnden  Flüssigkeit 
in  materielle  wirbelnde  Elemente  gehen  dürfe  Zur  Beantwortung  dieser  Frage 
dienen  die  folgenden  Entwickelungen  und  Sätze. 

1)  Betrachtet  man  zur  Zeit  /«  0  ausser  dem  Theilchen  ade  noch  das  in  der 

Richtung  der  Drehungsaxe    desselben   benachbarte  Theilchen    a  H-  äa,    b  -h  db, 

c  4-  dcy  so  dass  also 

da\db\dc  =  A\B\C  (3) 

ist,  so  findet  man,  wenn  man  diese  Werthe  von  A  B  C  xn  die  Gleichungen  (2) 
einsetzt,  die  allgemeinere,  nämlich  zu  beliebiger  Zeit  giltige  Proportion 

dx\  dy  \  dz  ^=^\\r[\X,>  (4) 

In  Worten:  Zwei  Theilchen,  welche  zu  irgend  einer  Zeit  auf  einer  Drehungsaxe 
liegen,  liegen  stets  auf  einer  solchen. 

2)  Diese  Zuordnung  von  Flüssigkeitstheilchen  kann  man  nun  fortsetzen. 
Man  geht  von  irgend  einem  Theilchen  zu  einem  zweiten  über,  welches  augen- 
blicklich, also  stets  auf  der  Drehungsaxe  des  ersten  liegt,  vom  zweiten  zu  einem 
dritten,  auf  der  Drehungsaxe  des  zweiten  gelegenen  u.  s.  w.  Die  so  entstehende 
Linie,  welche  eine  Wirbellinie  heisst,  ist  ein  Gebilde  von  nicht  bloss  augen- 
blicklicher, sondern  dauernder  Bedeutung.  Eine  Wirbellinie  bleibt  nämlich  stets 
Wirbellinie  und  stets  aus  denselben  Theilchen  zusammengesetzt.  Schon  hier- 
durch wird  der  Schluss  wahrscheinlich  gemacht,  dass  die  Wirbellinie  das  Grund- 
element wirbelnder  Flüssigkeit  sei. 
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3)  Für  dieDrehungsgesohwindigkeit  selbst,  d.h. für  die  Grösse  Q=YV  -+-»|*  -h  C* 
ergiebt  sich  die  Proportion 

e  -  pydx^-^äy^-^dz^,  (5) 

d.  h.  die  Drehungsgeschwindigkeit  bleibt  im  Laufe  der  Zeit  stets  proportional  mit 
der  Dichte  der  Flüssigkeit  und  mit  dem  Abstände  zweier  auf  der  Wirbellinie 
benachbarten  Theilchen. 

4)  Im  allgemeinen  wird  ein  endliches  Gebiet  des  Raumes  von  wirbelnder 
Flüssigkeit,  also  von  Wirbellinien  erfüllt  sein.  Fasst  man  alsdann  ein  unendlich 
dünnes  Bündel  stetig  sich  aneinander  schliessender  Wirbellinien  zusammen,  so 
erhält  man  einen  Wirbelfaden  (auch  kurz  Wirbel).  Auch  ein  solcher  Wirbel- 
faden  besteht  hiernach  stets  aus  denselben  Flüssigkeitstheilchen,  und  zwar  ge- 
hören dem  inneren  desselben  stets  dieselben  und  der  Oberfläche  ebenfalls  stets 
dieselben  Theilchen  an. 

5)  Der  in  3)  für  die  Wirbellinie  ausgesprochene  Satz  lässt  sich  für  einen 
Wirbelfaden  in  andere  Form  bringen.  Da  nämlich  die  Masse  eines  kurzen  Stückes 
des  Wirbelfadens  stets  dieselbe  bleibt,  so  muss  der  Querschnitt  desselben  sich 
umgekehrt  proportional  mit  dem  Produkte  aus  der  Dichte  und  dem  Abstände 
der  Theilchen  in  der  Längsrichtung  ändern.  Da  nun  mit  letzterem  Produkte 
die  Drehungsgeschwindigkeit  direkt  proportional  ist,  muss  sie  mit  dem  Querschnitt 
umgekehrt  proportional  sein,  und  man  erhält  den  Satz:  Das  Produkt  der  Drehungs- 
geschwindigkeit in  den  Querschnitt  eines  bestimmten  Stückes  eines  Wirbelfadens 
behält  mit  der  Zeit  stets  denselben  Werth. 

6)  Wie  zwischen  jeder  Grösse  und  ihren  Componenten,  so  besteht  auch 
zwischen  0  einerseits  und  £  t)  C  andererseits  die  Beziehung 

wo  äx  das  Element  des  Integrationsraumes,  äs  das  Element  seiner  Oberfläche  und 
n  dessen  nach  innen  gerichtete  Normale  ist.  Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (1) 
die  auch  an  sich  wichtige  Gleichung 

es  ist  also  auch  das  Oberflächenintegral  rechterseits  gleich  null.  Wendet  man 
dies  auf  einen  durch  die  Querschnitte  ^j  und  ^j  begrenztes  Stück  eines  Wirbel- 
fadens an,  und  nennt  man  die  am  Orte  von  g^  und  g^  herrschenden  Drehungs- 
geschwindigkeiten 01  und  0^,  so  erhält  man 

^i®i  =  ^8  Öa  =*  ^^^^»  (7) 

d.  h.  das  Produkt  der  Drehungsgeschwindigkeit  in  den  Querschnitt  hat  für  alle 
Stellen  eines  Wirbelfadens  denselben  Werth. 

7)  Fasst  man  die  in  5)  und  6)  ausgesprochenen  Sätze  gleichzeitig  ins  Auge, 
so  sieht  man,  dass  das  Produkt  ^6  eine  für  den  Wirbelfaden  characteristische 
Constante  ist.  Man  kann  sie  die  Intensität  des  Wirbels  nennen  und  den 
ersten  jener  Sätze  dann  auch  so  aussprechen :  Die  Intensität  eines  Wirbels  bleibt 
stets  dieselbe. 

8)  In  naher  Beziehung  steht  die  Drehungsgeschwindigkeit  6  auch  mit  der 
Grösse  der  Circulation  (pag.  382)  in  irgend  einer  geschlossenen,  auf  der  Oberfläche 
des  Wirbelfadens  gezogenen  und  ihn  umschliessenden  Curve.  Man  findet  nämlich 
leicht  die  Sätze:  a)  Die  Circulation  ist  in  allen  Curven,  welche  denselben  Wirbel- 
faden einschliessen,  gleich  gross,  b)  die  Circulation  in  irgend  einer  dieser  Curven 
ist   gleich    2^9  (für  9  =  0,  d.h.  für  Potentialbewegung,  ist  auch  die  Circulation 
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gleich  null).  Auch  durch  Vereinigung  dieser  beiden  Sätze  kann  man  den  in  6) 
(Gleichung  7)  enthaltenen  Satz  ableiten;  jene  Ableitung  rührt  von  v.  Helmholtz, 
diese  von  Sir  W.  Thomson  her,  Thomson's  Beweis  zeigt,  dass  der  Satz  auch 
für  unstetige  Ir^Z  gilt^  wenn  nur  uvw  stetig  sind. 

9)  Der  für  die  Grösse  der  Circulation  in  8  b)  gefundene  Satz  lässt  sich  leicht  für 
beliebige  Curven  verallgemeinem  und  alsdann  folgendermaassen  in  Worten  aus- 
sprechen: Die  Circulation  in  irgend  einer  geschlossenen  Curve  ist  doppelt  so 
gross  wie  die  Summe  der  Intensitäten  aller  Wirbel,  welche  sie  einschliesst. 

10)  Als  eine  specielle,  aber  wichtige  Folgerung  ergiebt  sich  aus  6):  Ein 
Wirbelfaden  kann  im  Innern  der  Flüssigkeit  weder  anfangen  noch  endigen;  er 
endigt  also  entweder  in  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  oder  er  läufl:  in  sich 
zurück  und  heisst  dann  Wirbelring.  Von  der  Wirbellinie,  als  dem  elementaren 
Bestandtheil  des  Wirbelfadens,  gilt  natürlich  dasselbe.  Damit  ist  zugleich  endgiltig 
gezeigt,  dass  die  Wirbellinie  das  einfachste  Element  wirbelnder  Flüssigkeit  ist^). 

11)  Kein  Wirbelfaden  kann  durch  einen  andern  oder  durch  ein  Stück  von 
sich  selbst  hindurchgehen.  Sind  also  zwei  Wirbelringe,  was  möglich  ist,  in 
einander  gekettet,  so  bleiben  sie  es  stets;  und  bildet,  was  ebenfalls  vorkommen 
kann,  ein  W\irbelring  an  irgend  einer  Stelle  einen  Knoten  (den  man  sich  nicht 
gänzlich  zugezogen  zu  denken  hat),  so  behält  er  diesen  stets  bei. 

Es  möge  hier  beiläufig  auf  die  Analogie  zwischen  Stromlinien  und  Wirbellinien, 
Stromfäden  und  Wirbelfäden  (vergl.  pag.  381)  hingewiesen  werden,  mit  dem  Be- 
merken, dass  dieselbe  freilich  nicht  in  allen  Punkten  durchführbar  ist. 

Eine  andere  Analogie  ist  diejenige  der  Bewegung  von  Wirbeln  in  Flüssig- 
keiten mit  der  Bewegung  fester  Körper  in  solchen.  Um  diese  Analogie  streng 
durchzufuhren,  kann  man  sich  mit  Riecke^  des  Begriffs  des  Wirbelkörpers 
bedienen ;  die  denselben  bildende  Flüssigkeit  ist,  soweit  sie  nicht  sogar  aus  Wirbel- 
fäden selbst  besteht,  in  Circulation  um  diese  begriffen;  die  übrige  Flüssigkeit 
dagegen  ist  in  emtacher  Strömung  begriffen  und  wird  in  dieser  durch  den  Wirbel- 
körper nur  in  derselben  Weise  wie  durch  einen  festen  Körper  gestört. 

Während  die  bisherigen  Betrachtungen  auch  für  Gase  gültig  sind,  wird  dem 
Folgenden  ausser  den  Gleichungen  (1)  auch  die  für  incompressible  Flüssigkeiten 
charakteristische  Continuitätsgleichung 

du       dv       dw 

ä~  "+-  -^  -+-  ^~  =  ö 
ox       oy       cz 

zu  Grunde  gelegt  und  damit  die  Betrachtung  auf  solche  beschränkt. 

Die  Frage,  was  gegeben  sein  muss,  damit  in  einem  bestimmten 
Falle  von  Wirbelbewegung  die  Erscheinung  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt  sei,  ist  von  Stokes  und  v.  Helmholtz  beantwortet  worden; 
vorausgesetzt,  dass  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  ist,  in  der  Unendlichkeit  ruht,  und 
uvw  stetig  sind,  genügt  es,  dass  £  t)  C  für  einen  Augenblick  überall  gegeben  sind. 
Es  bestimmen  sich  dann  zunächst  uvw  mittelst  der  Gleichungen: 
dW       dV  dU       dW  dV       du 


wo 


rr-J-ßJ!         y-J-f-!^        ur-±ß-^ 


(9) 


*)  Ueber    die  Bedingungen,    an  welche   die   Existenz  discreter  WirbelfUden  geknUpft  ist,  s. 
Makgules,  Wien.  Ber.  (2)  81,  pag.  810.  1880.  ^ 

»)  RiECKB,  Gott  Nachr.  1888,  pag.  351.  Digitized  by  V^OOQIC 
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d-z  ein  Element  des  von  Wirbelßlden  erfüllten  Raumes  und  r  dessen  Entfernung 
vom  Punkte  xyz  ist.  Hat  man  so  uvw  gefunden,  so  hat  man  ohne  weiteres  die 
Verrückungen  äx^  dy^  d%^  welche  die  Theile  der  Wirbelfkden  in  der  Zeit  di  er- 
fahren; und  hieraus  erlauben  dann  die  obigen  Sätze  die  Grössen  d\^  dy^,  dl^  also 
die  Werthe  von  Et)C  zu  beliebiger  Zeit  abzuleiten.  Wie  man  sieht,  bringt  jedes 
Element  dx  in  xyz  eine  Geschwindigkeit  hervor,  deren  Componenten 

Mä  'i)  '-i(ä  A  ii('-^  /^^   (.0) 

2irV  dy^^dz/      2irV  dz^^  dx/      2i:\^  dx  "  ^  dy/ 

sind,  die  also  selbst,  unter  e  den  Winkel  zwischen  der  Drehungsaxe  von  dx  und 

der  Richtung  r  verstanden,  den  Werth 

^'^     /Fl s ^sim       dx  %sinz  ,,,. 

_y'5.  +  ,.  +  C._  =  _-_5-  (II) 

hat  und  der  Richtung  nach  auf  der  durch  r  und  die  Drehungsaxe  gebildeten 
Ebene  senkrecht  steht;  bekanntlich  stimmt  mit  dieser  Geschwindigkeit  der  Grösse 
und  Richtung  nach  genau  überein  die  Kraft,  welche  ein  elektrisches  Stromelement 
auf  einen  Magnetpol  ausübt. 

In  Bezug  auf  die  Verallgemeinerung  resp.  Ausdehnung  dieser  Untersuchung 
einmal  auf  den  Fall,  dass  die  Flüssigkeit  im  Endlichen  von  Oberflächen,  in  denen 
der  Werth  X  der  Normalgeschwindigkeit  gegeben  ist,  begrenzt  ist,  und  anderer- 
seits auf  den  Fall  von  Gasen,  deren  räumliche  Dilatation  nicht  null,  sondern  £> 
ist,  sei  auf  die  Darstellung  von  Lamb^)  verwiesen;  hier  sei  nur  bemerkt,  dass 
dann  ausser  (tjC  auch  noch  X  fUr  die  ganze  Oberfläche  resp.  D  für  den  ganzen 
Raum  gegeben  sein  muss,  und  dass  im  letzteren  Falle  zu  uvw^  wie  sie  durch 
die  Gleichungen  (8)  bestimmt  sind,  noch  die  Glieder  resp. 

dP    dP    dP  p^     ±  r/>^T 

dx'   dy'    dz*     ""^  4irJ      r     ' 

hinzukommen;  diese  Glieder  stellen  eine  von  dx  im  Punkte  xyz  erzeugte  Ge- 
schwindigkeit dar,  welche  an  Grösse  und  Richtung  übereinstimmt  mit  der  Kraft, 
welche  eine  magnetische  Masse  von  der  Dichte  />  auf  einen  Magnetpol  ausübt  ^). 
Alles  in  allem  sieht  man,  dass,  während  die  Potentialbewegung  von  Flüssigkeiten 
völlig  bestimmt  ist,  wenn  die  Bewegung  der  Oberfläche  bekannt  ist,  hier  ausser- 
dem noch  die  Bewegung  der  in  der  Flüssigkeit  vorhandenen  Wirbelfäden  in 
ihrem  gegenseitigen  Einflüsse  bestimmt  sein  muss,  und  dass  folglich  die  einzelnen 
Aufgaben  hier  viel  verwickelter  werden  als  dort. 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  kann  man  auch  anwenden  auf  Punkte  der 
Flüssigkeit  in  Gebieten  derselben,  wo  keine  Wirbel  extstiren,  wo  also  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential 9  vorhanden  ist;  dasselbe  lässt  sich  dann  leicht 
aus  jenen  Ausdrücken  ableiten.  Nimmt  man  z.  B.  die  Wirkung  eines  ganzen 
zurücklaufenden  Wirbels,  von  constantem  Querschnitt  ^,  so  kann  man  den  Aus- 
druck für  9  als  ein  Integral  über  irgend  eine  durch  ihn  begrenzte  Fläche  S  dar- 
stellen, und  erhält 

d.  h.  das  in  xyz  von  dem  geschlossenen  Wirbelfaden  hervorgerufene  Geschwindig- 
keitspotential ist  proportional  dem  Querschnitt,  der  Intensität  desselben  und  der 

1)  Lamb,  Einl.  i.  d.  Hydrodynamik,  deutsch  v.  Rbiff,  Freiburg  1884,  pag.  219. 
')  Ueber  Wirbelbewegung    in  Gasen  nach  obigen  Principe»  s.  bes.:   Grabtz,  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  25,  pag.  i.  1879.  -  Cheee,  Proc.  Edinb.  Math.  Sg^^itSfecffl^BVjftj^Lt: 
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scheinbaren  Grösse  der  von  ihm  eingeschlossenen  Fläche,  von  xyz  aus  gesehen. 
Da  diese  scheinbare  Grösse  sich  um  4ic  ändert,  wenn  der  Punkt  xyz  den  Wirbel- 
faden einmal  umkreist,  so  ist  hier  9  cyklisch  vieldeutig,  und  die  cyklische  Con- 
stante  ist  das  Doppelte  der  Intensität  des  Wirbels. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten,  wie  erwähnt,  auch  noch,  wenn  (tjC 
unstetig  sind;  dagegen  setzen  sie  voraus,  dass  uvw  stetig  sind.  Werden 
diese  unstetig,  so  treten  besondere  Verhältnisse  ein.  Wenn  beispielsweise  zwei 
vorher  getrennte  und  bewegte  Flüssigkeitsmassen  in  Berührung  mit  einander 
kommen,  so  werden  sich  zwar  die  gegen  die  Berührungsfläche  senkrechten  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  ausgleichen,  die  tangentialen  Componenten  aber 
werden  vermöge  ihrer  Verschiedenheit  Wirbel  erzeugen.  Man  erhält  also  eine 
Fläche,  welcher  eine  unendlich  dünne  Schicht  wirbelnder  Flüssigkeitstheilchen  an- 
liegt; eine  solche  Fläche  kann  man  nach  v.  Helmholtz  eine  Wirbelfläche 
und  insbesondere,  wenn  sie  in  einer  Richtung  geschlossen  ist,  nach  Beltrami 
eine  Wirbelröhre  nennen.  In  ihr  sind  uvw  unstetig,  und  zwar  unterscheiden 
sich  ihre  Werthe  auf  beiden  Seiten  der  Fläche,  wenn  6  ihre  Dicke  und  Im  n  die 
Richtungscosinus  ihrer  Normale  sind,  um  die  Beträge 

denkt  man  sich  die  Coordinatenaxen  so  gelegt,  dass  an  einer  bestimmten  Stelle 
der  Wirbelfläche  die  z-Axe  deren  Normale  und  die  x-Axe  Wirbelaxe  wird,  so 
hat  man  an  dieser  Stelle  t)  =  C  =  0,  und  folglich  haben  u  und  w  auf  beiden 
Seiten  der  Wirbelfläche  gleiche  Werthe,  v  dagegen  zwei  Werthe,  welche  sich  um 
2dE  unterscheiden.  Die  unstetige  Componente  der  Geschwindigkeit  ist  also  nicht 
nur  tangential  zur  Fläche,  sondern  auch  senkrecht  zu  den  Wirbellinien.  Inner- 
halb der  Wirbelfläche  muss  man  sich  diese  Componente  rapide  aber  gleichförmig 
zunehmend  denken  von  dem  Werthe  auf  der  einen  zu  dem  Werthe  auf  der  an- 
deren Seite,  und  man  hat  sich  die  Wirbel  mit  dem  Mittelwerthe  beider  fort- 
fliessend  vorzustellen. 

Die  Aufgabe,  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  wirkenden  äusseren 
Kräften  und  den  inneren  Vorgängen  in  der  Flüssigkeit  aufzustellen  und  somit 
eine  Gleichung  zu  finden,  welche  in  derselben  Weise  als  Grundgleichung  der 
Wirbelbewegung  zu  bezeichnen  ist,  wie  die  Gleichung  (26)  (pag.  380)  als 
Grundlage  der  Potentialbewegung,  ist  von  Thomson  gelöst  worden.  Man  be- 
trachte eine  Linie  AB,  welche,  stets  aus  denselben  Flüssigkeitstheilchen  bestehend, 
sich  im  Räume  fortbewegt,  und  berechne  den  Zuwachs,  welchen  dabei  die 
»Strömung«  (pag.  382)  längs  AB  mit  der  Zeit  erfährt;  haben  die  äusseren  Kräfte 
ein  Potential  V,  so  findet  man: 

B  B 

-^-Jiudx  +  vdy  +  wdz)  =  [-y*^  +  V-  (fli+il+^j    ^         (,3j 

A  A 

wo  die  rechte  Seite  die  Differenz  der  Klammerwerthe  für  B  und  A  bedeutet. 
Haben  die  Grössen  uvw  ein  Potential  9,  so  erhält  man  hieraus  in  der  That 

d.  h.  die  Grundgleichung  der  Potentialbewegung.  Aus  der  Thomson' sehen 
Gleichung  lassen  sich  zahlreiche  Folgerungen  ziehen  (z.  B.  die  Constanz  der  Inten- 
sität eines  Wirbels,  s.  ob.)  und  die  Bewegungsgleichungen  in  mannigfaltiger  Form 
[z.  B.  in  der  den  Gleichungen  (24a),  pag.  379,  entsprechenden  LAORANOE'schen 
Form]  ableiten,  worauf  jedoch  hier  nicht  näher  eingegangen  ^^^^j^jeg^^iiyjQQlc 
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Schliesslich  ist  noch  der  Werth  der  kinetischen  Energie  der  Flüssigkeit 
anzugeben,  und  es  lassen  sich  für  ihn  zahlreiche  Ausdrücke  aufstellen.  Für  eine 
incompressibki  unbegrenzte  Flüssigkeit  findet  man 

oder  kürzer 

K^Jdx{U%  +  Kr)  +  Wi:),  (14) 

oder  endlich,  wenn  man  für  UVW  ihre  Werthe  (9)  einsetzt: 

'"''^'''-(le'  +  Tiri'  +  CO-  (15) 


-Ä//^ 


Ein  anderer  leicht  abzuleitender  Ausdruck  ist 

Für  begrenzte  Flüssigkeit  tritt  zu  dem  Raumintegrale  noch  ein  Integral  über 
die  Begrenzung  der  Flüssigkeit  hinzu.  Was  die  zeitliche  Aenderung  von  K  be- 
trifft, so  ist  dieselbe  für  unbegrenzte,  im  Unendlichen  ruhende  Flüssigkeit  offen- 
bar gleich  null,  also  die  kinetische  Energie  constant  Für  begrenzte  Flüssigkeit 
findet  man,  wenn  dS  ein  Element  der  Begrenzung  und  Imn  die  Richtungscosinus 
von  dessen  nach  innen  gerichteter  Normale  sind: 

-Jf  =/(/>  —  P^)  (^«  -h  w»  -^  nw)  dS\  (16) 

für  feste  Wände  ist  die  Normalcomponente  der  Geschwindigkeit,  also  der  zweite 
Klammerausdruck  null,  also  die  kinetische  Energie  ebenfalls  constant. 

Das  Verhalten  der  kinetischen  Energie  hängt  innig  zusammen  mit  der  Frage 
nach  den  Bedingungen  der  Stabilität  von  Wirbelbewegungen;  dieser  Zusammen- 
hang ist  von  Thomson  eingehend  untersucht  worden.  Ist  AT  ein  Maximum  oder 
Minimum,  so  ist  die  Bewegung  stationär  und  stabil;  für  ein  Maximum-Minimum 
ist  sie  auch  stationär,  aber  sie  kann  stabil  oder  unstabil  sein.  In  Bezug  auf  das 
Weitere,  z.  B.  Uebergang  vom  Maximum  zum  Minimum,  sei  auf  die  Abhand- 
lungen von  Thomson  und  Lamb  verwiesen.^) 

Zweidimensionale  Bewegung.  Geradlinige  parallele  Wirbel.  Er- 
folgt die  Bewegung  überall  parallel  der  jcy -Ebene  und  in  allen  diesen  Ebenen  in 
gleicher  Weise,  so  ist  5  =  0,  t)  =  0,  alle  Wirbelfaden  sind  der  «-Axe  parallel, 
reichen  also,  wenn  die  Flüssigkeit  nicht  unbegrenzt  ist,  von  der  einen  bis  zur 
andern  der  beiden  parallelen  Grenzebenen  derselben,  ihre  Länge  ist  also  zeitlich 
constant,  und  folglich  ist  dies  auch  mit  C  der  Fall.  Ist  dieses  C  als  Funktion 
von  X  und  y  gegeben,  so  findet  man  u  und  v  aus  den  Gleichungen 

wo  in  dem  aus  (9)  durch  Integration  nach  z  erhaltenen  Ausdrucke  für  W  (loga- 
rithmisches Potential)  dftin  Element  der  or^- Ebene  ist,  C  auf  dieses  sich  bezieht 
und  r  seine  Entfernung  von  dem  Punkte  xy  bedeutet,  für  welchen  u  und  v 
gelten  sollen.  Hiemach  ruft  ein  Wirbelfaden  von  der  Intensität  m  =  T^df  in  dem 
Punkte  xy  die  Geschwindigkeit  «/icr  hervor.     Setzt  man  ferner 

so  kann  man  den  Punkt  x^  y^  den  Schwerpunkt  der  Wirbelfäden  nennen,  da  er 
der  Schwerpunkt   von  Massen  ist,    welche  mit  der  Dichte  C  über  die  Jify- Ebene 


»)  W.  Thomson,  Proc.  R.  Soc.  Edinb.  9,  pag.  59;  Phil.  Mag.  (5)  10,  pag.  97.  1880;  Rep. 
Brit.  Assoc.  1880,  pag.  473  u.  491.  —  Lamb,  Proc.  Lond.  Math.  Scy^gig^epag.  91.  187^^^: 
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ausgebreitet  sind,  und  man  findet  dann  unmittelbar,  das$  dieser  Schwerpunkt 
während  der  Bewegung  der  Wirbelfäden  in  Ruhe  bleibt;  dasselbe  gilt  dann  auch 
von  der  Axe  der  Wirbelfäden,  wenn  man  darunter  die  durch  den  Schwerpunkt 
parallel  der  jj-Axe  gelegte  Linie  versteht.  Es  sei  bemerkt,  dass  im  Gegensatz 
zu  materiellen  Massen,  die  Grössen  »i,  je  nach  dem  Sinne  der  Wirbelbewegung  C, 
positiv  oder  negativ  sein  können. 

Specielle  Fälle:  1)  Ein  einziger  Wirbelfaden.  Nach  dem  oben  ange- 
führten Schwerpunktssatze  ist  der  Wirbelfaden,  als  Ganzes  betrachtet,  in  Ruhe, 
und  seine  Theile  führen  nur  relative  Bewegungen  aus,  auch  wird  sich  der  Quer- 
schnitt im  allgemeinen  fortwährend  ändern.  Ein  Flüssigkeitstheilchen,  dessen 
Abstand  von  der  Axe  des  Wirbels  endlich  und  zwar  gleich  r  ist,  beschreibt  um 
diese  einen  Kreis  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  m/izr)  diese  Geschwindig- 
keit ist  also  in  der  Nähe  des  Wirbels  überaus  gross  und  nimmt,  wenn  r  wächst, 
in  umgekehrtem  Verhältniss  ab.  Das  durch  den  Wirbel  in  der  umgebenden 
Flüssigkeit  hervorgerufene    Geschwindigkeitspotential  ist,   wie  man  leicht  findet, 

^  ^=^ —  arc  fang  —  f   also  cyklisch  vieldeutig,    wie    dies  dem  Umstände  entspricht, 

dass  der  Raum  ausserhalb  des  Wirbelfadens,  also  das  Gebiet  von  9,  zweifach 
zusammenhängend  ist.  Die  cyklische  Constante  ist  auch  hier  2  m,  ebenso  gross 
ist  also  auch  die  Circulation  in  irgend  einem  den  Wirbel  einfach  umschliessen- 
den  Ringe. 

2)  Zwei  parallele  Wirbelfäden.  A  und  B  seien  die  Schwerpunkte,  m^ 
und  w,  die  Intensitäten  der  Wirbel,  S  ihr  gemeinsamer  Schwerpunkt  Die  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  A  rührt  lediglich  von  der  Einwirkurtfe  des  andern 
Fadens  her  und  ist  daher  senkrecht  zur  Linie  AB  gerichtet,  und  Analoges  gilt 
für  die  Bewegung  von  B.  Daraus  folgt,  dass  A  und  B,  ohne  ihren  gegenseitigen 
Abstand  zu  ändern,  um  den  festen  Punkt  5  rotiren;  es  rotiren  also  die  beiden 
Wirbelfäden  um  die  durch  S  gehende  Axe,  und  die  Drehgeschwindigkeit  ist 

Q m^  -hm^  1        m^  1       1        m^  1 

""  izIaB)^    ""  ü  m^-hm^  {SBy  ""  ^  m^-hm^  (SA)^ 
1  ^1  Äij 

^  ^  m^{SA)^'hm^{SB)^' 
Haben  m^  und  m^  gleiches  Vorzeichen,  wirbeln  also  beide  Fäden  in  dem- 
selben Sinne,  so  liegt  5  zwischen  A  und  B,  haben  sie  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen, so  liegt  die  Axe  jenseits  des  stärker  wirbelnden  Fadens.  Ist  in  letzterem 
Falle  speciell  «j=  —  Wj,  so  liegt  5  im  Unendlichen^),  nach  dem  ersten  der 
obigen  Ausdrücke  ist  Q  =  0,  und  die  beiden  Fäden  schreiten  gradlinig  und  senk- 
recht zu  ihrer  Ebene  mit  der  Geschwindigkeit  m^/{TZ'  AB)  fort.  Die  zwischen 
beiden  Fäden  liegenden  Theilchen  bewegen  sich  in  gleicher,  die  ausserhalb 
gelegenen  in  entgegengesetzter  Richtung  fort;  die  in  der  Mittelebene  zwischen 
beiden  gelegenen  Theilchen  bleiben  stets  in  dieser  Ebene  und  schreiten  viermal  so 
rasch  fort,  wie  die  Wirbelfäden  selbst.  Die  Stromcurven  sind  Kreise,  welche  das 
System  der  die  Wirbelfäden  kreuzenden  Kreise  senkrecht  schneiden.  Der  Wirbel- 
körper lässt  sich  leicht  durch  die  Gleichung  seiner  cylindrischen  Oberfläche  be- 
stimmen ;  in  der  Richtung  des  Abstandes  der  Fäden  ist  er  etwa  2*2  mal  so  breit 
wie  dieser  Abstand.  Eine'  Zeichnung,  welche  sämmtliche  Einzelheiten  dieses 
Falles  veranschaulicht,  hat  Riecke  (Gott.  N.  1888,  pag.  353,  Tafel  II  und  III)  ge- 


*)  Man    erkennt   die   Analogie    dieser   drei  Fälle    mit  depn  zweiannigen  Hebel,    dem  ein- 
annigen  Hebel  und  dem  Kräftepaar  Digitized  byGoOQlC 
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geben ;   eine  charakteristische  Einzelheit,  nämlich  die  Veränderungen  eines  Quer- 
fadenSi  zeigt  Fig.  180.    In  Anbetracht  des  ersteren  der  obigen  Resultate  kann  man 

die  Mittelebene  auch  durch  eine  feste  Wand 
r\  (?^V\  { (C%  \  ersetzen  und  sich  die  andere  Hälfte  der  Flüssig- 
keit wegdenken;  man  erhält  dann  die  Er- 
scheinung des  Fortschreitens  eines  Wirbels 
^  längs  einer  festen  Wand,  und  die  Geschwindig- 
keit dieser  Bewegung  ist  m/2i:ä,  wo  ä  der 
Abstand  des  Wirbels  von  der  Wand  ist. 

3)  Wirbelfaden   in  einem  cylindri- 

schen  Gefässe    oder   um    einen  festen 

(PiLi8ar~^  Cylinder    herum.      Die    Bewegung    eines 

solchen    ergiebt    sich   unmittelbar   aus    dem 

eben   betrachteten  Falle    mit  Hilfe    der  Bildermethode.     Ist  nämlich  DPE  das 

cylindrische  Gefäss,    A  der  Wirbelfaden  und   B  der  Bildpunkt  von  A^  sodass 

CA'  CB^iCEY   oder  kurz  rr'  ^R^  ist,  so  wird  der  Kreis  DPE  Stromlinie 

p  der  entgegengesetzt  und  gleich  stark 

wirbelnd  gedachten  Fäden  A  und  B, 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  sich 

jetzt  B  wieder  wegdenkt,  A  um  die 

^^_^  Axe  des  cylindrischen  Gefässes  mit 

^^^^J  I     fr-  "^^   der  gleichförmigen  Geschwindigkeit 

rotirt.    Ganz  analog  würde  es  sich 
^'*-^®^-^  verhalten,     wenn     die    Flüssigkeit 

ausserhalb  des  festen  Cylinders  und  der  Wirbel  in  B  sich  befände. 

4)  Wirbeltäden  in  einem  prismatischen  Gefässe.  Für  einige  drei- 
eckige Querschnittsformen  hat  Love*)  dieses  Problem  gelöst. 

5)  Drei  parallele  Wirbel fäden').  Auch  dieses  Problem  lässt  sich  im 
Princip  allgemein  lösen,  d.  h.  auf  die  Auflösung  von  Gleichungen  und  die  Aus- 
führung von  Quadraturen  zurückführen.     Sind  nämlich  s^s^s^  die  Abstände  der 

drei  Fäden  von  einander  und  ist  P= ^jn^m^logs^  so  sind  die  Bewegungs- 
gleichungen in  Polarcoordinaten  pO 

d^        dp  d%  dP 

"^^di^W        '^^'di'^^'-'Ti 
mit  den  Indices  1,  2,  3,  und  die  vier  allgemeinen  Integrale  lauten: 

Durch  geeignete  Combination  dieser  Gleichungen  kann  man  nun  zwar  alle 
die  Erscheinung  bestimmenden  Grössen,  nämlich  s^,  s^,  s^,  p^,  p2,  p3,  cos  (0| — O3), 
cos  (b^  —  Oj)  als  Funktionen  der  Zeit  ausdrücken;  praktisch  begegnet  man  aber 
dabei,  wie  man  sieht,  der  Schwierigkeit,  mit  transcendenten  Gleichungen  operiren  zu 
müssen,  und  diese  Schwierigkeit  fällt  nur  fort,  wenn  die  Verhältnisse  der  Intensitäten 
der  drei  Wirbel  rationale  Zahlen  sind.     Hier  seien  nur  einige  besonders  einfache 


1)  LovE,  Am.  J.  of  Maüi.  1889. 

>)  Gröbu,    Spcz.    Probleme    ü.  <L   Bew.  gerader   parall.    Wirbelfäden.      Gott     Iii.-Di88. 

^^'   '^77.  Digitized  by  GoOglC 
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Ergebnisse  erwähnt.  Für  m^  =  »i,=  —  « ,  giebt  es  einen  Specialfall,  in  welchem 
das  Wirbeldreieck  stets  gleichseitig  ist  und  gleichförmig  nm  seinen  Schwerpunkt 
rotirt.  Hiervon  abgesehen  wird  schon  für  diese  einfachen  Verhältnisse  die  Er- 
scheinung sehr  complicirt,  und  je  nach  dem  Werthe  von  C^  ganz  verschieden ; 
am  einfachsten  wird  sie  für  C^  ===  0,  wo 
die  Fäden  gewisse  grade  Linien  be- 
schreiben, und  für  zwei  andere  Werthe  von 
Cj,  wo  die  Fäden  Spiralen  beschreiben; 
in  allen  übrigen  Fällen  beschreiben  sie 
complicirtere  Wellen-  resp.  Schleifen- 
linien, von  denen  die  Fig.  182  ein  Bild 
giebt  (die  Zahlen  deuten  die  Faden-  / 
nummem,  die  graden  Pfeile  die  Richtung  (^ 
der  fortschreitenden,  die  krummen  die 
Richtung  der  Wirbelbewegung  an).  Ebenso 
hat  Gröbli  die  Fälle  ^1  =  ^2  =  m^  und 
m^^=  2>»3=»  —  2^3  behandelt,  femer 
Fälle,  in  denen,  ohne  Annahmen  über 
die  m,  das  Dreieck  seine  Grösse  oder 
seine  Gestalt  oder  beides  beibehält 

6)  Vier  parallele  Wirbelfäden.  Gröbli^)  hat  die  Bewegung  derselben 
unter  Voraussetzung  einer  Symmetrieebene  untersucht;  einen  Specialfall  zeigt 
Fig.  183.  Die  Symmetrieebene  kann  in 
jedem  dieser  FäUe  zur  festen  Wand  ge- 
nommen werden,  und  man  erhält  so  die 
Bewegung  zweier  Wirbel  in  der  Nähe  einer 
festen  Wand.  Ist  auch  die  auf  der  ersten 
senkrechte  Ebene  Symmetrieebene,  so  kann 
man  beide  festmachen  und,  indem  man  nur 
einen  Quadranten  in  Betracht  zieht,  die  Be- 
wegung eines  Wirbelfadens  in  der  Nähe 
einer  Wandecke  verfolgen. 

7)  Elliptischer  Wirbelcylinder. 
Schliessen  sich  die  Wirbelfaden  stetig  an 
einander  an,  bilden  sie  auf  diese  Weise 
einen  Cylinder  von  endlichem  und  speciell 
elliptischem  Querschnitt  mit  den  Halbaxen 
a  und  ^,  und  ist  C  für  den  ganzen  Quer- 
schnitt constant,  so  bleibt,  wie  man  findet, 
der  Cylinder  elliptisch,  aber  er  dreht  sich 
mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit 
X=2C<»^/(ö-h^)^  um  seine  Axe,  und  ausser- 
dem beschreiben  die  einzelnen  Flüssigkeits- 
theilchen  noch  Kreise,  deren  Radien  und 
Mittelpunkte  für  jedes  Theilchen  andere 
sind,  um  die  sie  aber  einen  Umlauf  in  der 
für  alle  gleichen  Zeit  u/X  vollenden.  Für  einen  Wirbelstreifen,  wie  man  ihn 
für    ^  =  0    erhält,    fällt    die    Rotation    weg,    für   einen   Kreiscylinder   (a  =  d) 


(Ph.188.) 


>)  GaöBLi,  a.  a.  O. 
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erhält    man    die   gemeinschaftliche   Rotation   aller   Theilchen   mit   der  Winkel- 
geschwindigkeit C- 

Wirbelringe.  Es  seien  beliebig  viele  kreisförmige  Wirbellinien  resp.  Wirbel- 
faden  vorhanden,  deren  gemeinsame  Axe  die  s-Axe  sei.  Jedes  Flüssigkeitstheilchen 
bewegt  sich  aldann  in  einer  durch  die  z-Axe  gehenden  Ebene,  und  sein  Ort  ist 
bestimmt  durch  die  beiden  Coordinaten  p  =yx^  -hy^  und  z,  während  die  dritte 
Coordinate,  der  Meridianwinkel  ft,  eine  für  es  charakteristische  Constante  ist. 
Auch  die  gegebenen  Wirbelcomponenten  kann  man  in  Polarcoordinaten 

5  =  —  asinb,      T)  =  acosb,      C  =  0 
ausdrücken,  während  man  die  zu  ermittelnden  Geschwindigkeitscomponenten  uvw 
zweckmässig  durch  Cylindercoordinaten 

u=:  s  cosb,    V  =:  ssinbf    w^=w 
ersetzen  wird,  so  dass  s  =  d^/di  und  w  =  dz/ dt  wird.    Die  Rechnung  zeigt,  dass 
^=0  wird,  und  man  erhält  das  Resultat 

wo 

' = IJj'^  '^'  ''^'   ^ = ^  [(I  -  *)  ^«  - 1  ^«] 

ist  und  E^  und  E^  die  beiden  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
mit  dem  Modul 


'-Yiz^^z) 


4pp' 


bedeuten ;  die  gestrichenen  Zeichen  beziehen  sich  auf  einen  Punkt  des  Integrations- 
raumes, die  ungestrichenen  auf  den  Punkt,  für  den  s  und  w  gefunden  werden 
sollen.  Die  kinetische  Energie  findet  sich,  wenn  df  und  df*  die  Querschnitte 
der  Wirbelfäden  sind: 

K^^^Hi^fS^adf^JjR^^'aa'dfdf] 

sie  ist  der  Zeit  nach  constant.  Endlich  seien  noch  die  beiden  wichtigen 
Gleichungen  angegeben : 

f^^<idfr=  const       J  (p  ^  -  «  J)  ^^df^  ^  =  const 

Specielle  Fälle:  1)  Ein  einziger  Wirbelring.  Derselbe  habe  einen 
unendlich  kleinen  Querschnitt,  und  zwar  sei  die  Lineardimension  unendlich  klein 
erster  Ordnung;  ist  dann  die  Intensität  i»=/j///  des  Wirbelringes  endlich,  so 
muss  ff  unendlich  gross  von  der  zweiten  Ordnung  sein.  In  diesem  Falle  wird 
näherungsweise 

wo  bei  der  Nähe  aller  Punkte  p  =  p'  und  der  Abstand  6  gesetzt  wurde.  Es 
wird  daher  5,  und  folglich  auch  K  im  Innern  des  Wirbels  logarithmisch  unend- 
lich gross,  dagegen  werden  s  und  w  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Da  es 
im  wesentlichen  auf  die  Bewegung  des  Ringes  als  ganzen  ankommt,  führe  man 
die  Grössen  s^  und  w^  mittelst  der  Gleichungen 

s^J<jdf=Js^idf       w^f^^^df^Jw^^^df 
ein;   man  findet  dann,  wenn  man  endliche  Grössen  gegen  logarithmisch  unend- 
liche vernachlässigt: 

*^  Digitized  by  VjOOQIC 
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Der  Wirbelring  behält  also  seinen  Radius  bei,  schreitet  aber  gleichförmig  in 
der  Richtung  der  x-Axe  fort,  und  zwar  in  demselben  Sinne,  in  welchem  die 
Flüssigkeit  in  der  durch  ihn  begrenzten  Kreisfläche  strömt,  und  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit, welche  klein  ist  gegen  die  der  Theilchen  in  seiner  Nachbarschaft, 
aber  gross  gegen  die  der  Theilchen  im  Mittelpunkt.  In  Thomson's  Abhandlung  i) 
sowie  in  Maxwell's  »Electricity  and  Magnetism»  findet  man  die  Stromlinien  ab- 
gebildet; es  ist  interessant,  dabei  auf  den  Fall  zweier  grader,  paralleler,  gleich 
stark  und  entgegengesetzt  wirbelnder  Fäden  (pag.  445)  zu  verweisen,  da  beide 
Fälle  ganz  analog  sind,  wie  schon  die  blosse  Vorstellung  eines  Querschnittes  dort 
resp.  eines  Centralschnittes  hier  lehrt. 

2)  Zwei  parallele  Wirbelringe.  Die  Bewegung  jedes  derselben  kann 
als  aus  zwei  Theilen  zusammengesetzt  betrachtet  werden,  deren  einer  von  ihm 
selbst,  deren  anderer  von  dem  anderen  Ringe  herrührt;  letzterer  Theil  wird  nur 
beträchtlich  werden,  wenn  die  Ringe  sich  nahe  kommen.  Die  Wirkung,  die  jeder 
Ring  auf  sich  selbst  ausübt,  besteht,  wie  gezeigt,  in  . 

einer  Fortschreitung  {w)\  die  Wirkung  des  anderen  ^\  |  /'^ 

besteht  dagegen  in  einer  Veränderung  des  Radius  (j),  y  1  ^ 

wie  schon  die  Anschauung  vermuthen  lässt    Wirbeln  ^ 

beide   in  gleichem  Sinne,  so  schreiten  sie  auch  in     ^ 

gleichem  Sinne  fort;   sind  sie  sich  genügend  nahe,  ] 

so  wird,  wie  man  einsieht,  der  vordere  sich  erweitern  q\  /^ 

und    infolge    dessen    langsamer    fortschreiten,     der  I  ^ 

hintere  sich  verengern  und  schneller   fortschreiten; 
schliesslich   wird    letzterer  durch  ersteren  hindurch-  (Ph.184.) 

schlüpfen,  worauf  die  Ringe  das  Spiel  mit  vertauschten  Rollen  wiederholen 
werden.  Wirbeln  dagegen  die  beiden  Ringe  entgegengesetzt,  so  werden  sie  auf 
einander  zuschreiten  und  dabei  sich  gegenseitig  erweitem;  haben  sie  speciell 
gleiche  Radien  und  gleiche  Geschwindigkeiten,  so  werden  sie  sich  der  Mittel- 
ebene immer  langsamer  nähern  und  dabei  sich  unbegrenzt  erweitem.  Dasselbe 
wird  also  auch  der  Fall  sein,  wenn  ein  einzelner  Wirbelring  gegen  eine  feste 
Wand  läuft^. 

Andere  Fälle.  In  neuester  Zeit  sind  noch  zahlreiche  Fälle  von  Wirbeln 
theoretisch  untersucht  worden,  und  zwar  sowohl  für  verschiedene  Formen  und 
verschiedene  Bewegungsarten  derselben,  als  auch  für  verschiedene  Begrenzungen 
der  Flüssigkeit;  von  Wirbelringen  z.  B.  hat  man  ausser  kreisförmigen  auch  anders 
gestaltete  und  sogar  doppelt  gekrümmte  (z.  B.  W.  Thomson*s  »Ringschraubenlinie«) 
betrachtet,  femer  solche,  welche  Schleifen  oder  Knoten  bilden,  ehe  ihre  £nden 
sich  zusammenschliessen;  von  Bewegungsarten  hat  man  einerseits  die  stationäre 
studirt,  andererseits  die  Schwingungen,  wie  sie  z.  B.  ein  nichtkreisförmiger  Wirbel- 
ring der  obigen  Art  um  seine  kreisförmige  Gleichgewichtsgestalt  oder  ein  säulen- 
förmiger Wirbel  um  seine  Axe  ausführen.  Auch  die  Erscheinungen  der  Strahlen 
und  der  Wellen  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  dabei  auftretenden  Wirbel 
theoretisch  zu  studiren  versucht.  Es  muss  jedoch  hier  genügen,  auf  die  bezüg- 
liche Litteratur  zu  verweisen»). 

^  W.  Tmomson,  Trans.  R.  Soc.  Edinb.  25,  Tafel  III*. 

^  V.  HSLMHOLTZ,  a.  a.  O.     Schluss. 

^  Es   seien  hier  namentlich  folgende  Abhandlungen  genannt:    Sir  W.  Thomson,  Proc.  R. 
Soc.  Edinb.  9,   pag.  59.;    Phü.  Mag.  (5)  10,  pag.  97;    Phil.  Mag.  (5)  10,  pag.  155.  —  F.  D. 
Thomson,  Mess.  Math.  3,  pag.  238;    4,  pag.  37.    1874.  —  Greenhill,  Quart.  J.  15,  pag.  10. 
1878.   -    COATES,    Quart  J.   15,    pag.  356;    16,   pag.  81.    1878.  —  JfJ^d  u^üSvW^J^ K 
Wducsluamv,  Phytik    1.  29 
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» 

Beobachtung  von  Wirbeln.  Es  leuchtet  ein,  dass  es  nur  in  sehr  be- 
schränktem Maasse  möglich  sein  kann,  die  vorstehenden  theoretischen  Ergebnisse 
durch  Beobachtungen  oder  Experimente  zu  prüfen.  Einmal  besteht  der  principielle 
Gegensatz,  dass  in  Wirklichkeit  die  Wirbel,  wie  sie  durch  Reibung  entstehen,  auch 
während  ihres  Bestehens  der  Reibung  unterworfen  sind  und  von  dieser  sehr  bald 
wieder  vernichtet  werden ;  und  dazu  kommt  noch  der  praktische  Uebelstand,  dass 
die  eigentliche  Wirbelbewegung  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  eine  viel  zu 
grosse  Geschwindigkeit  besitzt,  als  dass  man  sie  und  ihre  Wirkungen  messend 
verfolgen  könnte.  Immerhin  ist  es  gelungen,  eine  Reihe  von  Sätzen  experimentell 
zu  veranschaulichen.  Die  Ersten,  welche  hierzu  geeignete  Apparate  ersannen 
und  die  Versuche  ausführten,  waren  Rogers^),  NoGUt:s^)  und  Reusch");  jene 
erhielten  die  Wirbelringe  aus  platzenden  Blasen,  letzterer  durch  kurze  Schläge 
auf  eine  elastische  Membran,  welche  auf  der  einen  Seite  den  Verschluss  eines 
mit  geeigneter  Substanz  gefüllten  und  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  mit  einer 
Oefilhung  versehenen  Kastens  bildet  Die  Methode  von  Reusch,  welche  die  gegen- 
wärtig meist  übliche  ist,  gestattet  je  nach  Wunsch  die  Anwendung  von  Flüssig- 
keiten oder  Gasen.  Zu  ersterem  Zwecke  fügte  Reusch  an  den  ersten  Kasten 
einen  zweiten,  füllte  beide  mit  verschiedenen  Flüssigkeiten,  z.  B.  Wasser  und  Oel 
oder  auch  mit  gefärbtem  und  ungefärbtem  Wasser,  und  trieb  durch  Schläge  auf 
die  Membran  Wirbelringe  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  Kasten  (resp.  bei  nach- 
lassendem Druck  aus  dem  zweiten  in  den  ersten).  Bei  starken  Impulsen  zer- 
fallen die  Ringe  sehr  bald  in  mehrere  Kugeln,  bei  schwächeren  verwandeln  sie 
sich  in  eine  einzige  solche,  wobei  diese  gewöhnlich  etwas  von  der  andern  Flüssig- 
keit in  sich  einschliesst;  bei  ganz  schwachen  Impulsen  endlich  gelangen  die  Ringe 
nicht  voll  zur  Ausbildung,  es  entstehen  vielmehr  pilzartige  Gebilde,  ganz  wie  bei 
den  nahe  verwandten  Versuchen  von  Oberbeck  (s.  Art.  Ausfluss,  pag.  414).  Einem 
grösseren  Auditorium  macht  man  die  Versuche  zugänglich  und  mit  einfacheren 
Mitteln  kommt  man  aus,  wenn  man,  in  Erinnerung  an  die  Fähigkeit  mancher 
Raucher,  nach  Reusch  Tabaksrauch  anwendet,  oder  noch  besser»  nach  Tait*) 
Chlorammoniumrauch ;  zu  letzterem  Zwecke  besprengt  man  den  Boden  des  Kastens 
mit  einer  starken  Ammoniaklösung  und  stellt  alsdann  eine  Schale  mit  Kochsalz 
und  etwas  Schwefelsäure  auf  ihm  auf.  Die  in  Wirbelbewegung  zu  versetzende 
Flüssigkeit  ist  also  in  diesen  Fällen  mit  Rauchtheilchen  durchsetzte  Luft.  Auch 
beim  Verbrennen  von  PhosphorwasserstofTgas  erhält  man  sehr  schöne  Ringe. 
Für  die  einfachsten  Versuche  benutzt  man  kreisförmige  Oeffhungen  und  kann 
dann  zeigen,  wie  die  Binge,  ganz  entsprechend  der  Theorie,  sich  verengem,  er- 
weitem, durch  einander  hindurchschlüpfen  u.  s.  w.    Man  kann  sogar  bis  zu  einem 


pag*  93*  1879;  Quart  J.  16,  pag.  338.  1879.  —  HiCKS,  Trans.  R.  Soc.  1884,  i,  pag.  i^i  a. 
1885,  2,  pag.  725;  Proc.  Cambr.  PhiL  Soc  3,  pag.  283.  —  J.  J.  Thomson,  Traos.  R.  Soc.  1882; 
A  Treatise  on  vortex  rings,  Lond.  1883.  —  Hu-L,  Trans.  R.  Soc.  1884,  2,  pag.  363.  —  Proc. 
T.ond.  Math.  Soc.  16,  pag.  171.  1885.  —  Lodge,  Phil.  Mag.  (5)  20,  pag.  67.  1885.  —  RiECiCK, 
Gott.  Nachr.  1888,  pag.  351.  —  Beltrami,  Mem.  Bologna,  5,  pag.  443.  1875.  —  Lecornu, 
Compt.  rend.  106,  pag.  1654.   1888. 

1)  Rogers,  Amer.  J.  of  Science  26.  1858. 

^  NoGuis,  Compt.  rend.  104,  pag.  1166.  1887. 

3)  Reusch,  Pogg.  Ann.  iio,  pag.  309.  1860.  —  Aehnliche  Versuche  hat  später  Reynolds 
(z.  B.  Nature  14,  pag.  477.  1876)  ausgeführt,  gezeigt,  welchen  Einfluss  die  Reibung  hat  und 
untersucht,  wie  sich  der  Wirbelkörper  (s.  ob.,  pag.  441)  verhält 

^)  Tait,  Vorl.  über  einige  neuere  Fortschr.  d.  Physik;  Deutsche  Ausgabe,  Brschw.  1877, 
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gewissen  Grade  ihre  Stabilität  zeigen,  indem  man  z.  B.  mit  einem  Messer 
hindurch  schneiden  kann,  ohne  sie  zu  zertheilen.  Neuerdings  haben  TROWBRrocE  ^) 
einerseits  und  J.  J.  Thomson  und  Newall*)  andererseits  eine  auf  tropfbare  Flüssig- 
keiten bezügliche  Methode  benutzt,  welche  der  von  Reusch  ganz  analog  ist. 
Lässt  man  einen  Tropfen  Tinte  von  massiger  Höhe  in  Wasser  fallen,  so  fallt  er 
durch  dasselbe  als  Wirbelring,  bleibt  dann  meist  schweben,  theilt  sich  in  Seg- 
mente, die  selbst  wieder  Wirbelringe  bilden  u.  s.  w;  mittelst  momentaner  Be- 
leuchtung durch  elektrische  Funken  kann  man  den  Verlauf  der  Erscheinungen 
auch  im  einzelnen  gut  verfolgen;  statt  Tinte  und  Wasser  kann  man  auch  zahl- 
reiche andere  Combinationen  nehmen,  z.  B.  schwache  Silbemitratlösung  in 
schwache  Kochsalzlösung  tropfend.  Nimmt  man  eine  Pipette  zu  Hilfe,  so  kann 
man  die  Ringe  auch  unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  direkt  erzeugen. 

Was  bei  diesen  Experimenten  hier  interessirt,  sind  die  Wirbelerscheinungen 
selbst;  was  die  Erklärung  ihrer  Entstehung  betrifft,  bei  der  namentlich  Reibung  und 
Oberflächenspannung  mitwirken,  so  sei  auf  die  Ansichten  der  obigen  Experimen- 
tatoren verwiesen. 

Auch  abgesehen  von  Versuchen  dieser  Art  kann  man  Wirbel  bei  den  ver- 
schiedensten Vorgängen  beobachten;  beim  Strömen  von  Flüssigkeiten  z.  B. 
immer  dann,  wenn  der  Querschnitt  sich  erweitert  (Fig.  151,  pag.  389),  worüber 
RjECKE^)  interessante  Versuche  von  Krüger  mitgeteilt  und  durch  Abbildungen 
veranschaulicht  hat;  oder  wenn  der  Strömung  Rindemisse  in  den  Weg  treten 
(Stromschnellen,  Strudel,  todte 3  Wasser);  femer  bei  Fltissigkeitsstrahlen  [Ober- 
beck, Beltrami  (letzte  Abhandlung)  u.  A.];  endlich  beim  Ausfluss  aus  Gefassen 
immer  dann,  wenn  eine  noch  so  kleine  Asymmetrie  vorhanden  ist,  sodass  die 
Theilchen  nicht  in  Meridiancurven,  sondern  in  Spiralen  der  Oefihung  zuströmen 
und  um  die  Axe  des  Geßlsses  ein  hohler  Trichter  sich  bildet. 

Auch  halbe  Wirbelringe,  welche  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  enden, 
kann  man  leicht  erhalten;  rudert  man  z.  B.  oder  zieht  man  einen  halb  einge- 
tauchten Löffiel  auf  der  Oberfläche  einer  gefüllten  Tasse  hin  und  zieht  ihn  dann 
rasch  heraus*),  so  sieht  man  ihm  zwei  entgegengesetzt  wirbelnde  Strudel  folgen; 
es  sind  dies  einfach,  die  Enden  eines  halben  Wirbelringes.  In  der  That  hat 
Troweridge*^)  dies  sichtbar  gemacht,  indem  er  als  Gefäss  einen  weissen  Porzellan- 
trog benutzte  und  den  Boden  desselben  beleuchtete;  man  kann  dann  die  Schatten 
der  halben  Wirbelringe  deutlich  verfolgen  und  zahlreiche  interessante  Versuche 
anstellen^. 

In  der  Natur  begegnen  uns  Wirbelbewegungen  im  grössten  Maassstabe  in 
den  Wirbelwinden  und  Cyklonen  der  Atmosphäre,  deren  nähere  Betrachtung 
jedoch  nicht  hierher  gehört. 

Wirbelatomtheorie.  Die  Wirbelringe  einer  idealen  Flüssigkeit  zeichnen 
sich  nach  den  gemachten  Auseinandersetzungen  durch  die  Vereinigung  zweier 
einander  ergänzender  Eigenschaften  aus:  sie  sind  einerseits  weder  dem  Entstehen 
noch  dem  Vergehen  unterworfen,  und  sie  weisen  andererseits  überaus  zahlreiche 
Formen  auf,  mit  andern  Worten:  sie  sind  von  unveränderlicher  Quantität  und 
dabei  von  der  denkbar  mannigfaltigsten  Qualität.    Dieselben  beiden  Eigenschaften 

')  Trowbrtogk,  Phil.  Mag.  (5)  3,  pag.  290.  1877. 

>)  J.  J.  Thomson  nnd  Newall,  Proc.  R.  Soc.  39,  pag.  417.  1885. 

35  RiBCKE,  Gott  Nachr.  1888,  pag.  355. 

*)  V.  Hblmholtz,  a.  a.  O.     Schlussworte. 

B)  Trowbridoe,  a.  a.  O. 


^)  S.  auch  die  Abhandlung  von  Reynolds,  Proc.  Phys.  Soc.  Lond.  1877. 
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hat  nun  aber  auch  die  Materie,  und  dieser  Gedanke  hat  Sir  W.  Thomson  i) 
zur  Aufstellung  der  inzwischen  von  ihm  und  Andern  weiter  ausgebildeten 
Theorie  der  Wirbelatome  geführt.  Hiemach  ist  die  Materie  in  ihrer  Mannig- 
faltigkeit nicht  eigentlich  etwas  Materielles,  sondern  sie  ist  mit  ihren  sämmt- 
lichen  Eigenschaften  das  Resultat  der  Wirbelbewegung  eines  anderen  Sub- 
strates. Dieses  Substrat  ist  nicht  das,  was  wir  im  gewöhnlichen  Sinne  Materie 
nennen,  es  ist  vielmehr  eine  ideale  Flüssigkeit  und  zwar  eine  aus  Wirbelelementen 
der  verschiedensten  Form  und  Bewegungsarten  zusammengesetzte,  und  erst  durch 
diesen  Bewegungszustand  erhält  sie  die  Eigenschaften  und  die  Mannigfaltigkeiten, 
welche  wir  an  der  Materie  wahrnehmen;  eine  der  ersteren  ist  die  Masse,  oder 
allgemeiner  die  Gravitation,  und  die  Erklärung,  welche  dieselbe  hier  findet,  trifft 
am  meisten  mit  der  Corpusculartheorie  von  Lesage  (vergl.  pag.  209  u.  f.)  zu- 
sammen^. Die  Wirbelelemente  jener  idealen  Flüssigkeit  heissen  Wirbelatome, 
und  zwar  mit  mehr  Recht  als  die  Atome  der  Chemie,  da  die  Unzerschneidbax- 
keit  der  letzteren  nur  statuirt,  die  der  ersteren  aber  verständlich  gemacht  w^ird 
(s.  ob.).  Ein  allgemeines  Urtheil  über  die  Tragweite  der  Wirb'elhypothese  ab- 
zugeben, wäre  jedenfalls  verfrüht;  es  muss  Jedem  überlassen  werden,  aus  dem 
Studium  der  betreffenden  Literatur  seinen  Standpunkt  zu  gewinnen.  Nur  auf 
zwei  Vorzüge  der  Theorie  sei  hingewiesen:  erstens  gestattet  sie  die  Anwendung 
der  Mathematik  stetiger  Grössen  auf  Körper,  die  aus  Atomen  (nämlich  Wirbel- 
atomen) bestehen,  und  zweitens  schafft  sie  die  Voraussetzung  für  die  Betrachtung 
idealer,  d.  h.  reibungsfreier  Flüssigkeiten,  während  aul  der  Grundlage  der  kine- 
tischen Atomistik,  in  Anbetracht  der  z.  Th.  schiefen  Stösse  der  Atome  resp. 
Molekeln  solche  nicht  möglich  sind.  F.  Auerbach. 


Capillarität. 

I.  Geschichtliches. 

Die  Erscheinung,  dass  Flüssigkeiten  in  porösen  Körpern,  speciell  in  engen 
Kanälchen,  wie  sie  durch  einen  Docht  gebildet  werden,  aufsteigen,  ist  selbst- 
redend lange  bekannt  gewesen  3).  Die  ersten  messenden  Versuche  unter  ein- 
fachen Bedingungen  scheinen  von  Jurin^)  herzurühren.  Er  fand,  dass  die  Steig- 
höhe in  runden  Glasröhren  umgekehrt  proportional  dem  Röhrendurchmesser  ist; 
von  ihm  rühren  femer  die  bekannten  Versuche,  dass  in  zusammengesetzten 
Röhren  von  verschiedener  Weite  die  Steighöhe  nur  abhängig  ist  von  dem  Durch- 
messer der  Meniskusstelle. 

An  die  JuRiN'schen  Beobachtungen  schliessen  sich  die  ersten  Veisuche  einer 


J)  Sir  W.  Thomson,  Ptoc.  R.  Soc.  Edinb.  6,  pag.  94.  1867;  Phil.  Mag.  (4)  34.  —  Kan- 
KiN£,  Trans.  R.  Soc.  Edinb.  25,  pag.  557.  1869. 

^  Eine  andere,  physikalisch  brauchbare  Erldäning  giebt  HiCKS,  Proc.  Cambr.  PhlL  Soc. 
1879.  pag.  283. 

^  Vergl.  über  die  Beobachtungen  von  ca.  1600  an  und  die  ersten  Erklärungsversuche, 
welche  einen  geringeren  Luftdruck  im  Inneren  des  Rohres  annehmen.  Gehler,  Physik.  Wörter- 
buch, II.  Bd.,  Capillarität.  Femer  eine  Notiz  von  Poggendorff  in  seinen  Ann.  Bd.  loi, 
pag.  551,  wonach  Leonardo  da  Vinci  Entdecker  der  Capillarität  sei. 

*)  JURIN,  Phil.  Trans.  30,  No.  3SS.  363.  759.  1083.  r^  T 
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theoretischen  Behandlung  durch  Clairaut^).  Clairaut  denkt  sich  einen  Faden 
aus  der  Flüssigkeit  herausgeschnitten,  der  folgende  Gestalt  haben  soll:  Er  geht 
vom  Meniskus  aus,  läuft  vertical  in  der  Axe  des  Rohres,  biegt  in  endlicher  Ent- 
fernung unterhalb  des  Rohres  uro,  läuft  horizontal  ein  Stück  weiter  und  geht 
dann  wieder  vertical  nach  oben  bis  in  das  äussere  ebene  Niveau.  Clairaut 
stellt  die  Kräfte  auf,  welche  auf  diesen  Faden  wirken  und  leitet  damit  die  Gleich- 
gewichtsbedingung ab.  Er  nimmt  an,  dass  die  Molecularkräfte  nur  merklich  sind 
auf  einen  »sehr  kleinen  Abstand«.  Doch  spielen  die  Anziehungskräfte  der 
Wand  auf  diesen  axialen  Faden  eine  hervorragende  Rolle  in  seiner  Betrachtung; 
er  meint,  man  müsse  diese  Kräfte  so  wählen,  dass  dem  JuRiN'schen  Beobachtungs- 
resultat genügt  werde,  was  durch  eine  unendliche  Zahl  von  Anziehungsgesetzen 
geleistet  werde.  —  Die  Entstehung  des  Randwinkels  erklärt  er  in  der  noch 
jetzt  in  den  Lehrbüchern  üblichen  Weise. 

An  die  CLAiRAUT'sche  Behandlung  schliesst  I-tAPLACE^)  an  (1805).  Er  fand 
es  aber  mit  Hauksbee  nöthig,  anzunehmen,  dass  die  Kräfte  nur  merklich  sind 
in  unmerklicher  Entfernung  und  stützt  sich  namentlich  auf  Hauksb£e's  Beob«- 
achtungsresultat,  wonach  die  Steighöhe  des  Wassers  in  Röhren  unabhängig  ist 
von  der  Wanddicke.  Für  die  Grundanschauung  liegt  der  Hauptfortschritt  von 
Laplace  in  dem  Resultat,  dass  die  Niveauänderung  oder,  allgemeiner  gesagt,  der 
capillare  Druck  nur  abhängig  ist  von  der  Krümmung  der  Oberfläche  an  der  be- 
treffenden Stelle,  ganz  gleichgültig,  durch  welche  Ursachen  diese  Krümmung  her- 
vorgebracht ist.    Er  leitet  tür  diesen  Druck  p  den  Ausdruck  /==-^"*"'9"(ö-i-B») 

ab,  wo  K  und  H  Constanten  sind,  die  lediglich  von  der  Natur  der  Flüssigkeit 
abhängen,  R  und  R^  die  Hauptkrümmungsradien  der  Oberfläche  an  derjenigen 
Stelle,  die  den  Druck  p  ausübt.  Von  K  denkt  sich  Laplace  abhängig  das  Halten 
von  Quecksilber  in  einer  Barometerröhre  bis  zu  Säulen,  die  3—4  mal  länger  sind 
als  diejenigen,  welche  der  Luftdruck  tragen  kann,  das  Brechungsvermögen,  die 
Cohäsion  und  die  chemische  Affinität. 

Die  Bestimmung  der  Gestalt  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  ist  nun 
auf  die  Lösung  einer  Differentialgleichung  zurückgeftlhrt.  Ihre  allgemeine  Inte- 
gration ist  unmöglich,  doch  führt  Laplace  sie  für  viele  specielle  Fälle  durch,  bis- 
weilen unter  Zuhülfenahme  vereinfachender,  wenn  auch  nicht  immer  streng  be- 
wiesener Annahmen  (s.  Literaturverzeichniss).  Er  erklärt  ferner  die  scheinbare 
Anziehung  und  Abstossung  schwimmender  Körper  und  behandelt  in  etwas 
strengerer  und  allgemeinerer  Weise  als  Clairaut  das  Problem  des  Randwinkels. 

In  seinem  Supplement  leitet  Laplace  die  Fundamentalgleichung  der  Capilla- 
rität  aus  der  Bedingung  der  Perpendicularität  der  resultirenden  Kraft  auf  der 
Oberfläche  ab;  die  Differentialgleichung  wird  dann  dritter  Ordnung  und  ist  das 
Differential  der  früher  gegebenen.    (Weiteres  siehe  Literaturübersicht). 

Laplace  hatte  die  Flüssigkeit  stets  als  homogen  betrachtet.  Poisson  in 
seiner  Nouvelle  Th6orie  etc.  verlässt  diese  Annahme;  in  der  Nähe  der  Ober- 
fläche muss  nach  ihm  die  Dichte  wechseln  und  ohne  diese  Aenderung  wären 
gar  keine  Capillarerscheinungen  möglich.  Er  kommt  zu  den  gleichen  Aus- 
drücken  für  den  Druck    wie  Laplace;    nur  sind  seine  Constanten  durch  etwas 


^)  Clairaut,  lIi^orLe  de  la  figure  de  la  Terre,  tir^e  des  Principes  de  THydrostatique* 
8.     Paris  1743.     Cap.  X,  pag.  105—128. 

^  Laplace,  Mec.  Celeste  SuppL  zum  X.  Buch,  pag.  i — 65,  und  k  la  throne  de  l'action 
capillaire  M^c.  c^l.  T.  IV.  Anhang  pag.  1—78,  Paris  1805,  und  Oeuvres,  T.  IV.,  pag.  389  bis 
55a  (beide  Abhandlungen).     Paris  1845.  Digitized  byV^OO^lC 
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anders  gestaltete  bestimmte  Integrale  definirt.  Während  K  nach  Laplace  sehr 
gross  ist,  ist  es  nach  Poisson  sehr  klein. 

Th.  Joung  gab  1805 1)  einq.  auf  die  Annahme  einer  constanten  Oberflächen- 
spannung gegründete  Theorie,  welche  alle  Thatsachen  erklärt. 

Gauss  leitete  1829  die  Theorie  aus  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ab  (vergl.  später). 

Bezüglich  der  experimentellen  Prüfungen  und  Erweiterungen  muss  auf  das 
Folgende  verwiesen  werden. 


II.  Elementare  Behandlung  der  Capillaritätstheorie.  Methoden 
zur  Bestimmung  der  Constanten. 
1)  Als  Ausgangspunkt  dient  am  zweckmässigsten  die  von  Laplace  gege- 
bene Vorstellung,  welche  man  in  folgender  Weise  darzustellen  pflegt  Es  sei  eine 
homogene  Flüssigkeit  gedacht;  ihre  Theilchen  ziehen  sich  gegenseitig  an.  Die 
Kraft  sei  gerichtet  nach  der  Verbindungslinie  beider  Theilchen  und  eine  unbe- 
kannte Function  der  Entfernung.  Bekannt  ist  nur,  dass  sie  mit  wachsender  Ent- 
fernung sehr  rasch  abnimmt  und  schon  für  einen  sehr  kleinen  Werth  /  derselben 
(ca.  50*10^^  mm)  merklich  gleich  Null  ist;  /heisse  der  Radius  der  Wirkungssphäre. 

Ein  Flüssigkeitstheilchen  »1,  welches  bis  zu  einer 
Entfernung  gleich  oder  grösser  als  /  allseitig  von  der- 
selben Flüssigkeit  umgeben  ist,  ist  im  Gleichgewicht.  Be- 
findet es  sich  in  einem  Abstände  <  /  unterhalb  einer 
ebenen  Flüssigkeitsoberfläche  (Fig.  185),  so  erfahrt  es 
eine  resultirende  Anziehung,  die  gerichtet  ist  nach  der 
(Ph.  185.)  Oberflächennormale.    Denn  legt  man  um  m  als  Mittelpunkt 

eine  Kugel  mit  dem  Radius  /,  so  fällt  der  Theil  ADA  ausserhalb  der  Flüssigkeit. 
Die  Anziehungskräfte  der  im  Raum  AÄ B' B  befindlichen  Theilchen  auf  m  heben 
sich  auf;  die  Wirkung  von  den  in  BB*  C(=  ADA^)  enthaltenen  wird  aber  nicht 
compensirt.  Das  Gleiche  gilt  für  alle  oberhalb  m  in  der  Normalen  gelegenen 
Theilchen.  Diese  Kräfte  (Drucke)  auf  die  Flüssigkeit  addiren  sich;  es  entsteht 
somit  ein  Normaldruck.  Auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogen  stellt  er  das 
LAPLACE'sche  K  dar.  —  Ist  die  Oberfläche  gekrümmt  wie  0^0^  (diese  Art  der 
Krümmung  soll  convex  genannt  werden),  so  wird  die  Wirkung  der  in  O'^CO** 

gelegenen  Theilchen  nicht  durch  die  eines  ent- 
sprechenden Raumes  compensirt  —  der  Normal- 
druck ist  grösser  als  in  einer  ebenen  Oberfläche 
(Fall  von  Quecksilber).  —  Ist  der  Sinn  der 
Krümmung  der  entgegengesetzte  (concav),  so 
wird  der  Normaldruck  kleiner  als  in  einen  ebenen 
Oberfläche  (Fall  einer  benetzenden  Flüssigkeit: 
Wasser,  Alkohol  etc.). 

2)  Dies  erläutert  ein  von  Gay-Lussac^  ange- 
gebener Versuch.  Giesst  man  in  das  Gefäss  (Fig.  186)  Wasser,  so  steht  dasselbe 
im  engen  Schenkel  höher,  wenn  die  Oberfläche  desselben,  wie  gewöhnlich  concav 
ist.  Fügt  man  mehr  Wasser  hinzu,  so  lässt  sich  bewirken,  dass  die  Flüssigkeit  in 
beiden  Schenkeln  gleich  hoch  steht  —  sie  ist  dann  im  engeren  Rohre  eben. 
Tröpfelt  man  noch  mehr  Wasser  zu,  so  bildet  sich  im  engeren  Schenkel  (er  sei 


(Ph.  186.) 


1)  Th.  Joung,  Phil.  Trans.  1805,  I,  pag.  65. 
')  Laplace,  L  c. 
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Im   Punkt  A 


daher  scharf  abgeschnitten)   eine   convexe  Kuppe;    das  Wasser   steht  jetzt  im 
weiten  Schenkel  höher. 

Ob  eine  Flüssigkeit  in  einem  Capillarrohr  höher  oder  tieier  steht  als  in  einem 
damit  communicirenden  weiten  Gefasse,  hängt  also  nicht  von  der  Natur  der 
Flüssigkeit,  sondern  vom  Sinne  der  Meniskuskrümmung  ab.  —  Dieser  letztere 
ist  aber  —  wegen  der  noth wendigen  Stetigkeit  im  Verlaufe  der  Oberfläche  — 
abhängig  von  demjenigen  benachbarter  Oberflächenpartieen ;  speciell  in  der  Nähe 
einer  Wand  von  der  Gestalt  der  Oberfläche  an  der  Wand.  Quecksilber,  welches 
an  nicht  von  ihm  benetzten  Metallen  unter  dem  allgemeinen  Niveau  steht,  steigt 
an  benetzten  Metallen  auf,  wie  Alkohol  an  Glas.  Das  Ansteigen  einer  Flüssig- 
keit ist  also  bedingt  durch  das  Verhalten  der  Wand  zu  der  Flüssigkeit.  Dieses 
ist  maasgebend  für  die  Grösse  des  Randwinkels. 

3)  Definition  des  Randwinkels.    Grösse   desselben. 
(Fig.  187)   stosse  Flüssigkeit   und  Wand   zusammen. 
Die  Ebene  der  Zeichnung  sei  ein  Normalschnitt  der 
Flüssigkeitsoberfläche  im  Punkte  A,    Legt  man  in  A 
eine  Tangente,  gerichtet  nach  der  freien  Flüssigkeits- 
oberfläche;  desgleichen  eine  Tangente  an  die  Wand,  ji> 
gerichtet  nach  dem  benetzten  Theile  derselben,  so 
soll  der  Winkel,  den  beide  Richtungen  mit  einander 
bilden,  Randwinkel  heissen.   (Für  Alkohol  |  Glas  wäre 
er  =0,  fiir  ^  I  Glas  ca.  135°.)    Von  welchen  Be- 
dingungen seine  Grösse  abhängt,  soll  für  den  Fall 
untersucht  werden,   dass  eine  unendlich  lange,    ebene,   verticale  Wand  in  eine 
Flüssigkeit  eintaucht. 

Ein  Flüssigkeitstheilchen  m  (Fig.  188)  werde  angezogen  von  den  Flüssigkeite- 
theilchen,  welche  in  einem  Quadranten  liegen.  Zerlegen  wir  denselben  in  Winkel- 
elemente ^7,  so  soll  die  Kraft,  welche  die  Flüssigkeit  eines  solchen 


Elementarstreifens  auf  m  ausübt,  bezeichnet  werden  als  -^  d-^. 


Die 


(PlLlSS.) 


Verticalcomponente  der  ganzen  Wirkung,  welche  der  Quadrant  auf  m 
ausübt,  wird  dann  =  Ä/2.  Die  entsprechende  Grösse  für  die  Wirkung 
eines  Quadranten  des  Körpers,  aus  welchem  die  Wand  besteht, 
auf  das  Flüssigkeitstheilchen  heisse  K^ /^, 

In  Fig.  187  stelle  AS  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  dar,  AD 
sei  Tangente  an  dieselbe,  BAD  der  Randwinkel  «5.  Dann  wirken 
auf  A  folgende  Kräfte: 

1)  Von  Seiten   des   festen   Körpers:    eine  horizontale    Kraft  =Ä''. 
Verticalcomponenten  heben  sich  auf 

2)  Von  Seiten  der  Flüssigkeit. 

a)  Vom  Raum  BAD 


Die 


eme 


Kr  K 

Verticalcomponente  ^=''^  icos^d^^si-^  sin&, 


lO 

Kr  K 

eine  Horizontalcomponente  ==  ö"  /«««  ^«S  =  -«-  (1  —  cos^, 

P)  vom  Raum  DAS. 
Die  resultirende  Anziehung  sei  Q  und  schliesse  den  Winkel  7  mit  der  Wand 


ein.    Daher  wirken  in  Summa  auf  das  Theilchen  A 
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K 

vertical      •     •     •    o"  ^'^"'  "^"  Ö  ^^^T  =  ^» 

horizontal      .    .   K^ \--^cos^^Q,sin'\^^X, 

Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist,  dass  die  aus  X  und  K  resultirende  Kraft  R 
senkrecht  zur  Oberfläche  in  A  steht.    Daher  ist 

Rsin&  =  K;        R  cosm  ==  Jf, 
oder  YcosSi  —  Xsin^==0,  was  zu  der  Gleichung  führt 

Qcos^^  —  S^)  =  1  ^'  —  ^  sinSi  ...  (I) 

Daraus  folgt: 

a)  Ist  die  Flüssigkeitsoberfläche  concav  (benetzte  Wand),  so  ist  ^mcu  (positiv, 
Q  co5(^  —  u>)  positiv,  daher 

ir'-^>0    oder    ir'>y. 


b)  Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  die  Oberfläche  convex  ist, 

c)  Ist  w  =  90°,  so  wird 


<T- 


K  -j. 

Bemerkungen:  1)  In  den  Betrachtungen  ist  von  der  Wirkung  der  Erd- 
schwere, welche  noch  als  verticale  auf  ^  wirkende  Kraft  hinzukommt,  abgesehen. 
Dies  involvirt  die  Annahme,  dass  sie  zu  vernachlässigen  sei  gegen  die  Molecular- 
kräfte.  Der  Erfolg  rechtfertigt,  soweit  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen  geht, 
diese  Annahme,  d.  h.  der  Randwinkel  ist  unabhängig  von  der  Neigung  der 
Wand  gegen  die  Verticale.  Man  bezeichnet  dies  als  den  Satz  von  der  Con- 
stanz  des  Randwinkels. 

2)  Vollständige  Benetzung  (öi  =  0),  kann  nur  eintreten,  wenn  gleichzeitig 
Q^=0  ist,  d.  h.  wenn  eine  dünne  ebene  Flüssigkeitsschicht  die  Wand  überzieht. 

4)  Der  Capillardruck  als  Function  der  Krümmung.  Zur  Ableitung 
genügt  die  Bemerkung,  dass  eine  Flüssigkeitsoberfläche  stets  eine  Niveaufiäche 
sein,  d.  h.  die  gesammte  resultirende  Kraft,  welche  auf  ein  Theilchen  der  Ober- 
fläche wirkt,  stets  normal  zu  derselben  sein  muss.  Man  kann  die  Ableitung 
dann  an  die  Theorie  der  Fadencurven  anschliessen.  —  Denkt  man  sich  über 
die  Oberfläche  eine  beliebige  Curve  gelegt,  so  wirken  auf  ein  Element  ds  dieser 
Schnittcurve:  1)  eine  Kraft /j  ^5,  angreifend  in  der  Mitte  des  Fadenelementes 
und  normal  zu  ds\  2)  am  einen  Ende  von  ds  eine  nach  ds  gerichtete  Spannung 
7';  3)  am  anderen  Ende  von  ds  eine  in  die  Richtung  des  an  ds  angrenzen- 
den Bogenelementes  fallende  Spannung  7"';  p^ds,  T  und  —7^'  müssen  sich 
das  Gleichgewicht  halten.  Bezeichnen  Jf,  Y,  Z  die  Componenten  von/^,  so  führt 
dies  (mit  Vernachlässigung  eines  Drehungsmomentes  von  der  Ordnung  Tdsz, 
wo  e  den  Contingenzwinkel  bedeutet)  zu  den  Gleichungen: 


-hXds=-0 
-hVdsr^O 
H-  Zds  =  0 
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Diese    geben   nach   Ausführung   der  DiflFerentation   in  bekannter  Weise  mit 

dx/ds  etc.  multiplicirt  und  addirt, 

dT-^  (Xdx  4-  Ydy  -h  Zdz)  =  0, 

d.  h.  wegen  der  Bedingung  der  Niveaufläche  ^7^=  0  oder  Tä  canst  im  ganzen 

Faden.    Bildet  man  aus  den  Gleichungen  (a)  X^-^-  Y^ -h  Z^  =  p^,  so  ergiebt  sich 

T 
/i  «  — ,  wenn  pj  den  Krümmungsradius  bedeutet. 
Pi 
Da  somit  T  constant  ist  im  selben  Faden,  der  Faden  selber  aber  beliebige 

Gestalt  haben  kann,  so  muss  es  in  der  ganzen  Oberfläche  constant  sein.  Denkt 
man  sich  zwei  in  einem  Punkte  A  der  Oberfläche  sich  schneidende  Normal- 
ebenen, so  wird  in  A  ausgeübt  durch  den  Faden,  welchen  die  erste  Ebene  aus- 

T  T 

schneidet,  der  Druck  ^,  =  —  :   durch   den   zweiten  Faden  der  Druck  /,  =  — 

wenn  pj  ^^^^  Krümmungsradius  des  zweiten  Fadens  im  Punkte  A  bedeutet  Daher 

,..,.=.(i4)=.('-.i-), 

wenn  R^  und  R^  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  sind.  In  ähnlicher  Weise 
wird  man  immer  die  von  zwei  sich  senkrecht  schneidenden  Fäden  herrührenden 
Drucke  zusammensetzen  können  und  erhält  daher  für  den  ganzen  Druck  /  in 
einem  Punkt  der  Oberfläche  einen  Ausdruck  von  der  Form 

H(\         1  \ 

^  p-^y-R^-Ry 

Q-  heisst  die  Capillarconstante  oder  Oberflächenspannung.    Sie  ist  constant  in 

der  ganzen  Ausdehnung  der  Flüssigkeit  und  kann  nur  von  deren  Natur  abhängen, 

da  bei  einer  gegebenen  Krümmung  /  und  damit  H/^  durch  die  letztere  bestimmt 

sein  muss. 

Bemerkung.    Bei  dieser  Behandlungweise  tritt  aus  leicht  ersichtlichem  Grunde 

keine  Constante  K  auf.    Eine  ebene  Flüssigkeit  übt  keinen  Druck  aus. 

5)  Maass   der  Capillarconstante.    Verhalten    der  Flüssigkeit   an 

einer   unendlich    langen,    ebenen,    verticalen  Wand.     Stellt  in  Fig.  189 

ABCD  eine  Fadencurve  dar;   bezeichnen  T^^   7\,   7,  die  Spannungen  in  den 

Fäden,  Pxp^  -  -  die  gegebenen  in  resp.  B,  C  ,  ,  angreifenden     Ji^ 

Kräfte,  so  ist  bekanntlich 

T,==Res(T^,p^)  K>nC 

T^^Res{T^,p^)^Res{T^,p^,p,)  '^         k^D 

Tn^  Res{T^,  p^  ,;>,...  Pn)   oder 

Res(TQ,  pi,pi  .  .  pn,  —  Ti)  =0,  (Ph.  189.) 

d.  h.  Tq  ;  p^p^  "  -  pn'y  —  Tn,  an  einen  Punkt  verlegt,  halten  sich  Gleichgewicht. 
Diesen  Satz  wollen  wir  auf  die  capillare  Oberfläche  anwenden,  welche  sich 

an  einer  unendlich  breiten,  ebenen,  verti- : 

kalen  Wand   bildet.     Wir    denken    uns 

zwei  vertikale  Ebenen,  im  Abstand  1  mm 

von  einander,  senkrecht  zur  Wand  gelegt. 

Fig.  190    stelle    einen    Schnitt    mit    der 

Flüssigkeit   dar.     Die  x-Axe   sei  in  das 

ebene  Niveau,    die  jar-Axe   in  die  Wand 

gelegt.   Bezeichnet  k  die  specifische  Masse 


/ _/?lX  _ 


der  Flüssigkeit,  g  die  Beschleunigung  der  (Ph.  I90.)jzed  by  GoOqIc 
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Erdschwere,  so  ist  der  Druck  p,  welcher  im  Niveau  z  auf  die  Flächeneinheit 
wirkt,  seinem  absoluten  Werthe  nach  gleich  kgz.  Die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  ein  zwischen  den  Punkten  0  und  i  gelegenes  Stück  der  Flüssigkeitsoberfläche 
sind  daher 

T^  sin^Q  —  kgfz  äs  cos^  —  T^  sin^^  =  0 

0 

—  Tq  cosf^^  —  kgfz  ds  sin  ff  -h  7\  cos  ff  ^  =  0. 

0 

äx  dz 

Ferner  ist   costf  =  — -  ^ ;      sin<f  =  -j~\      Tq^=^  T^^  T. 

Verlegt  man  den  Punkt  1  in  das  allgemeine  Niveau,  so  ist  ^  |  =  0.  Daher 
werden  die  Bedingungen 

Tsiftff^^kgjzdx  (n) 

r (w9o - 1)  =  kgj' dz==-^  . «0». 

0  ^ 

Führt  man  statt  ^ ^  den  Randwinkel  &  ein,  so  wird 

Tcos^^  Flüssigkeitsgewicht,  das  von  1  mm  Contactlinie  gehoben  wird,     (m) 

Ti\-sin&)  =  ^z^.  (IV) 

Aus  (ni)  und  (IV)  folgt  durch  Division 

wenn  v  das  pro  Millimeter  Contactlinie  gehobene  Flüssigkeitsvolum  (in  mm^) 
bedeutet. 

Die  hier  als  T  bezeichnete  Constante  ist  identisch  mit  der  (LAPLACE'schen) 
H/%    Sie  wird  auch  als  a  bezeichnet. 

Für  (5  =  0  (vollkommene  Benetzung)  stellt  also  die  Capillarcon- 
stante  das  pro  Einheit  der  Contactlinie  gehobene  Flüssigkeitsgewicht 
dar.  Es  ist  noch  üblich,  die  Längen  in  Millimetern,  die  gehobenen  Gewichte 
in  Milligrammen  anzugeben.  —  Dass  dies  das  Maass  der  Capillarconstante  sei,  ist 
hier  nur  bewiesen  für  den  Fall,  dass  eine  unendliche  ebene  Platte  eingetaucht 
ist.  Es  gilt  aber  auch  für  jede  beliebig  gekrümmte  verticale  Wand. 
Den  Beweis  dafür  werde  ich  später  aus  der  GAUSs'schen  Theorie  geben;  ich 
benutze  den  Satz  aber  schon  im  Folgenden  zur  Erläuterung  der  experimentellen 
Methoden. 

Der  Werth  5q  für  w  =  0  werde  durch  a  bezeichnet;  der  Werth  a^  ist  speci- 
fische  Cohäsion  benannt  worden  (Quincke),  a  stellt  die  Erhebung  in 
Millimetern  einer  vollkommen  benetzenden  Flüssigkeit  an  einer  un- 
endlich langen,  ebenen,  verticalen  Wand  dar.  —  Genügt  die  Wand  nicht 
mehr  diesen  Voraussetzungen,  so  ändert  sich  die  Steighöhe. 

[Mfirrfirew.  H 
f,^, — '-  j ,    so   sind  die  für  a  später  angegebenen  Zahlen  mit 

9,81  zu  multipliciren,  um  sie  in  G^CiS-System  zu  erhalten.  In  diesem  System  ge- 
messen will  ich  die  Capillarconstante  durch  T  bezeichnen.  Die  Dimension  von  T 
ist(G^5"*);  ihre  Bedeutung  eine  Energie  dividirt  durch  eine  Fläche  (vergl.  pag.456). 
Die  Capillarconstante  (für  Wasser)  a  =  8  [Mgrgew./MilL]  oder  T«  8 -9,81 
[6^/5*]  =  79-2[G^5-»]heisst,  dass  eine  Energie  von  79*2  (CC»5-2)  erforderlich 
ist,  um  eine  Wasseroberfläche  um  1  Quadratcentimeter  zu  vergrössem« 
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Wir  hätten  also,  um  auch  gleich  die  später  vorkommende  Gauss' sehe  Con- 
stante  mit  anzuführen,  folgende 

Uebersicht  der  Constantenbezeichnungen. 

2  K    ^  =  *  =  «*gauss  •  *5  W  =  (Mgrgew.  mm"^) 

T[GS-^]  =  a  [Mgrgew.  mm"^]  -  9-81  [CS"^] 

6)  Experimentelle  Methoden  zur  Bestimmung  der  Capillarcon- 
stante. 

a)  WiLHELMv'sche  Methode.  Eine  rechtwinklig  begrenzte,  planparallele 
Platte  hängt  vertical  an  einer  Wagschale,  so  dass  die  längste  Kante  horizontal,  die 
kleinere  vertikal  ist.  Sie  ist  äquilibrirt.  Man  lässt  sie  dann  in  eine  Flüssigkeit  bis 
zu  einer  gewissen  Tiefe  eintauchen.  Wäre  kein  hydrostatischer  Auftrieb  vorhanden, 
so  müsste  man  a  cos  w  Utngr  auf  anderen  Schalen  auflegen,  um  wieder  Gleich- 
gewicht herzustellen,  wenn  U  die  Länge  der  Contactlinie  \n  mm  bedeutet. 

Bedeutet  /  die  Länge  der  horizontalen  Kante,  d  die  Dicke  der  Platte,  S  das 
specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit;  ist  femer  die  untere  Kante  bis  zur  Höhe  h 
unter  das  allgemeine  Niveau  untergetaucht,  so  ist  das  Gewicht  Py  welches  nach 
dem  Eintauchen  der  Platte  auf  der  anderen  Wagschale  aufgelegt  werden  muss, 
um  die  Wage  wieder  zum  Einspielen  zu  bringen: 

Je  dünner  die  Platte,  desto  genauer  ist  die  Methode.  Sie  lässt  sich  selbst- 
redend auch  für  nicht  benetzende  Flüssigkeiten  anwenden. 

b)  Methode  der  sogen.  Adhäsionsplatten.  Eine  an  einer  Wage  hori- 
zontal aufgehängte  Platte  von  der  Fläche  O  und  der  Contourlänge  ü  wird  mit 
der  Flüssigkeit  in  Berührung  gebracht  und  dann  auf  die  andere  Wagschale  Ge- 
wichte F  aufgelegt,  damit  die  Platte  gehoben  und  die  Flüssigkeit  unter  derselben 
mit  ihr.  Legt  man  eine  Verticalebene  senkrecht  zur  Contour  der  Platte  und 
bildet  die  in  dieser  Ebene  von  der  Contour  aus  nach  der  Flüssigkeit  hin  gezogene 
Tangente  mit  der  Verticalen  den  Winkel  ^  ist  femer  z  die  Erhebung  der  Platte 
über  das  allgemeine  Niveau,  so  ist 

/>=  0.5. (j-f-  Uacos&. 
Die  Methode  ist  ungünstig  wegen  des  ersten,  gewöhnlich  gegen  das  zweite 
sehr  grossen  Gliedes  zu  messenden;  ferner  weil  ö»  eingeht.  Man  kann  d»  =  0 
machen,  wenn  man  die  Platte  so  lange  hebt,  bis  man  durch  die  gehobene  Flüs- 
sigkeit hindurch,  direct  unter  der  Platte  ein  jenseits  derselben  aufgestelltes  Licht 
sieht.  Wird  die  Platte  über  diese  Höhe  gebracht,  so  schnürt  sich  die  Flüssigkeit 
unterhalb  derselben  zusammen,  das  Gleichgewicht  wird  labil  und  die  Platte  reisst 
ab.  —  Man  hat  für  den  Versuch  fälschlich  einen  Namen  gewählt,  welcher  zu 
dem  Gedanken  verführt,  man  messe  durch  F  die  Adhäsion  der  Platte  an  der 
Flüssigkeit  (bei  nicht  benetzenden  Flüssigkeiten,  oder  gar  die  innere  Cohäsion 
bei  benetzenden). 

c)  Steighöhe  in  Capillarröhren.  An  der  Stelle,  wo  sich  der  Meniskus 
bildet,  habe  die  Röhre  den  Querschnitt  ^,  die  Contourlänge  u*  Die  unterste 
Stelle  des  Meniskus  sei  über  das  allgemeine  ebene  Niveau  bis  zur  Höhe  h  ge- 
hoben, so  ist  die  Gleichgewichtsb*edingung 

fiücos(}i  =  qh<s -^  k. 
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Dabei  ist  k  das  Gewicht  der  kleinen  FlUssigkeits  menge,  welche  noch  an  den 
Wänden  über  (oder  bei  nicht  benetzenden  unter)  der  Kuppe  des  Meniskus  sich 
befindet 

Ist  die  Meniskusstelle  ein  Kreis  vom  Radius  r,  so  wird  i^  =  2rit;  ^asr'ir; 
vernachlässigt  man  k,  so  wird 

,  r 

Für  (0  =  0  ist  daher  auch  2a/a=sa^  gleich  der  Steighöhe  in  einer 
Röhre  von  1  mm  Radius. 

Um  k  zu  berücksichtigen,  pflegt  man  zu  A  noch  r/3  zu  addiren^),  so  dass 
die  Gleichung  lautet 

Ein  genauerer,  von  Poisson»)  abgeleiteter  Ausdruck,  ergiebt  «»  =  a/«  =  -5- 
aus  der  Gleichung  (für  &  ob  0) 

»«»  —  ^  «r  (ä H-  i rj  «  —  00322r*, 
oder,  was  auf  das  Gleiche  herauskommt, 


»=rÄ(n- 


1  £ 
3  A 


—  01288 


i)- 


Befindet   sich    im  Rohre   ein  coaxialer  Cylinder  vom  Radius  r\  so  ergiebt 

sich  (>&  =  0  gesetzt) 

2a         1 


2a 
h  =  — 

9 


r  —  r 

Correction  für  den   Fall,   dass    eine    cylindrische  Capillare   sich  in  einer 
nicht  unendlich  weiten  cylindrischen  Röhre  befindet  (Fig.  191).    Die  Röhre  habe 

V 


^.. 


IV 

j.. 


engeren  bis  ^^. 


Daher 


am  Meniskus  den  inneren  Radius  r^,  stehe 
coaxial  in  einer  Röhre  vom  inneren  Radius  r, 
und  habe  an  der  Stelle,  wo  sie  das  äussere 
Flüssigkeitsniveau  durchsetzt,  den  äusseren  Ra- 

J..H...4.K ^*"s  fj.  —  Denkt  man  sich  die  äussere  Röhre 

zunächst   unten    offen   und    in   ein    unendlich 

breites  Niveau  eingesetzt,  so  stehe  die  Flüssig- 

(Ph.191.)  keit  im  weiteren  Rohre  bis  zur  Höhe  h^,  im 

Sieht  man  von  den  Gewichten  k  ab,  so  hat  man  die  Gleichungen 

2rjÄ  •  acos^^^  h^arf^ 

2(r,  -h  r,)  ito  cosv^  « ii^  9  (r,*  —  rf)  tt. 


H\  "~*  Ha  =^  n  *= 


^Q.€OS& 


{- — -\ 


Die  Erhebung  h  der  Flüssigkeit  im  engeren  Rohre  über  die  im  weiteren  än- 
dert sich  nun  offenbar  nicht,  wenn  man  das  äussere  Rohr  sich  unten  geschlossen 
denkt,  d.  h.  h  stellt  die  gesuchte  Grösse  dar. 

d)  Steighöhe  zwischen  unendlich  breiten,  parallelen,  verticalen 
Wänden.    Haben  dieselben  den  Abstand  2r,  so  ist  die  Erhebung  h  gegeben  durch 

a  cosih     1 


1)  Laflacb,  Theorie  etc.  §  5. 

Poisson,  Nouv.  TL,  pag.  112;   vergl.  Hagsn,  Pogg.   Ann.  67.    1846,  woselbst  noch 
eine  andere  Correctionsrechnung  sich  findet.  Digitized  by  V^jOO^  It!^ 
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Genauer  1)  für  ö>  =  0  % 

fl3  =  —  =  2i4r  (l -h  0-2146  ^  —  0-052  ^j  • 

Dies  gilt  auch  Hir  Platten  von  endlicher  Breite  in  einigem  Abstand  vom 
Rande. 

Sind  die  Vertikalplatten  unter  dem  Winkel  9  gegen  einander  geneigt,  be- 
zeichnet X  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Durchschnittslinie  der  Platten,  z 
die  Erhebung  über  das  allgemeine  Niveau,  so  bildet  die  Flüssigkeitsoberfläche 
eine  recktwinklige  gleichseitige  Hyperbel 


xz  =^ 


*2 


e)  Methode   der    frei  fallenden  Tropfen.    Am  unteren,  offenen  Ende 
einer    vertikalen  Capillarröhre    bilde    sich    ein   Tropfen   (Fig.  192). 
Sobald  das  an  die  Röhre  anstossende  Element  der  Flüssigkeitsober- 
fläche vertical  ist,  so  ist 

/=  a2ric, 
wo   /  das   Tropfengewicht,     r   den   Radius   der  Röhre    bezeichnet. 
Nimmt  /  zu,   so  schnürt  sich  der  Tropfen    oben   ein,    das  Gleich-     (P^^^^*) 
gewicht  wird  labil  und  der  Tropfen  fallt  ab. 

Die  Methode  setzt  keine  Kenntniss  des  Randwinkels  voraus.  Doch  braucht 
das  Gewicht  des  herabfallenden  Tropfens  nicht  gleich  dem  obigen  g  zu  sein.  — 
Die  Methode  giebt  auch  je  nach  der  Geschwindigkeit  der  Tropfenbildung  ver- 
schiedene Werthe.  Die  Ansichten  über  den  Grund  dieser  Erscheinung  scheinen 
verschieden  zu  sein. 

f)  Methode  der  flachen  Tropfen  (Luftblasen).  Man  legt  einen  flachen 
Tropfen  auf  eine  nicht  benetzte  Unterlage  (Quecksilber  auf  Glas  oder  Wasser 
auf  Glas,  welches  mit  Lycopodium  bestäubt  ist)  oder  er- 
zeugt unter  einer  ebenen  oder  linsenförmigen  oder  am 
besten  röhrenförmigen  Platte,  welche  sich  in  Flüssigkeit 
befindet,  eine  flache  Luftblase.  Ist  die  Blase,  wie  in  einer  '  ^J" 
Röhrenlibelle,  lang  gestreckt,  so  befindet  sich  die  Flüssig-  <Fh.i98.) 

keit  an  diesen  Stellen  (wo  der  Krümmungsradius  in  einer  Horizontalebene  00  ist) 
unter  den  gleichen  Bedingungen,  wie  diejenige  an  einer  verticalen  Wand  ange- 
stiegen ist.  Stellt  Fig.  193  einen  Verticalschnitt  durch  die  Flüssigkeit  dar,  senk- 
recht zu  der  Längsausdehnung  der  Blase;  ist  A  der  tiefste  Punkt  der  Blase  und 
ist  in  B  die  Tangente  an  die  Durchschnittscurve  vertikal,  so  ist  die  Niveau- 
differenz der  beiden  Punkte  gleich  der  Constanten  a  (vergl.  §  5).  Voraussetzung 
ist  aber  dabei,  dass  in  A  die  Krümmung  =  0  ist.  Allgemein  gelten  dann  die 
.(in  §5)  aufgestellten  Gleichgewichtsbedingungen;  speciell  auf  die  Strecke  BC 
angewendet  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  in  Richtung  der  X'Axe: 

0 
wenn  r^fij;=s  —  äz/äs,   f^  also  der  Winkel  der  nach  C  hinschauenden  Tangente 

mit  der  nach  oben  gerichteten  z-Axe  bedeutet.    Sind  die  Verticalordinaten  von 

C  und  B  bezw.  0  und  — »,,  so  ist 

4,^  =  90—01        »o==0 

und  daher  *»=^^  ^»^-^^' 


C 


1)  Volkmann,  Wikd.  Ann.  11,  pag.  180.  1800.  Digitized  byGoOQlc 
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Auch  für  Tropfen,  deren  horizontale  Querschnitte  Kreise  sind,  gelten  die 
Relationen  noch  angenähert,  wenn  der  Horizontalschnitt  durch  den  Punkt  B  so 
gross  ist,  dass  sein  Radius  gegen  den  Krümmungsradius  in  einer  Verticalebene 
durch  B  gross  ist. 

Diese  Methode,  a  und  damit  a  aus  der  Niveaudifferenz  der  Punkte  A  und  B 
zu  bestimmen,  hat  den  Vorzug,  dass  der  Randwinkel  herausgeht;  ferner,  dass 
man  reine  Oberflächen  schaffen  und  erhalten  kann.  Ihr  Nachtheil  ist,  dass  man, 
soll  sie  bequem  sein^  grosse  Tropfen  braucht  oder  eine  Correction  einzuführen  hat. 

g)  Methoden,  bei  welchen  die  Krümmungen  gemessen  werden. 

a)  In  einer  kugelförmigen  Blase  (Seifenblase)  vom  Radius  B  ist  der  Druck 
(wenn  die  Wand  so  dünn  ist,  dass  der  innere  und  äussere  Radius  gleich  gesetzt 
werden  können) 

P)  Kennt  man  von  einem  flachen  Tropfen  den  Durchmesser  2/  an  seiner 
breitesten  Stelle  und  die  Krümmung  an  der  Kuppe,  so  lässt  sich  daraus  die 
Capillarconstante  berechnen.  Ist  die  Breite  gross  gegen  die  Höhe,  so  ist  der 
Krümmungsradius  an  dem  Scheitel  gegeben  durch 

4Kity2   Y  ^ 

wo  /'  =  /-f-  (yT—  l)a,  und  a  die  früher  deflnirte  Constante  bezeichnet. 

Diese  Methode  ist  durch  A.  König  flir  die  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der 
Capillarconstante  von  der  electrolyiischen  Polarisation  benutzt  worden^).  Die 
obige  Formel  ist  abgeleitet  von  Poisson  in  seiner  Nouvelle  thdorie  etc.,  pag.  216. 
Daselbst  findet  sich  auch  die  Theorie  für  andere,  event.  zu  verwerthende  Methoden 
wie:  Aus  dem  Gewicht  und  der  Höhe  kleiner  Quecksilbertröpfchen  den  Rand- 
winkel zu  bestimmen  (pag.  209).  Gestalt  der  Kuppe  flacher  Tropfen  (pag.  211). 
Abstand  k  zweier  Platten,  zwischen  welchen  ein  Tropfen  sich  befindet;  die 
obere  Platte  ist  belastet  mit  einem  Gewicht  P  oder  gezogen,  je  nachdem  die 
Flüssigkeit  benetzt  oder  nicht.  Ist  k  klein  gegen  a  und  gegen  m,  den  Radius 
des  Tropfens,  so  wird 


.  =  aY' 


%gV  COS& 


k  —  u^Y  ^ 

wo  3;  =  IC  m^k  das  Volum  des  Tropfens  darstellt,  x,  gt  w  die  seither  benutzte  Be- 
deutung haben.  —  Endlich:  wie  man  aus  Höhe,  Gewicht  und  grösstem  Durch- 
messer eines  Tropfens  a  oder  w  berechnen  kann.  Depression  des  Quecksilbers 
in  Capillarröhren. 

7)  Natürlich  kann  man  auch  die  Krümmung,  z.  B.  des  Meniskus  in  einem 
Rohre  und  den  Druck  —  etwa  durch  die  Niveaudifierenz  gegen  einen  sehr 
breiten  Flüssigkeitsspiegel  messen  —  und  wird  damit  vom  Randwinkel  unab- 
hängig*). 

Andere  Methoden  (z.  B.  aus  Länge  und  Neigung  einer  Flüssigkeitssäule  in 
einem  konischen  Rohre,  direkte  Messung  der  Spannung  in  beiderseits  an  Luft 
angrenzenden  Lamellen  (Sondhauss,  Terquem)  sind  wohl  mehr  zur  Demonstration 


1)  Vergl.  das  Nähere  A.  König,  Wied.  Ann.  16,  pag.  i.  1882. 

i)  Eine  im  Princip  cinwurfsfreie  Methode  vergl.  EöTVös,  Wigpg.j^j|^y3^pa^^8.^i886. 
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von  Sätzen  der  Capillaritätstheorie  als  zur  genaueren  Messung  der    Constanten 
geeignet. 

7)  Methoden  zur  Bestimmung  des  Randwinkels. 

a)  Indirekte.  Man  bestimmt  a,  etwa  nach  der  Methode  der  flachen  Tropfen; 
ferner  acosm,  etwa  aus  capillaren  Steighöhen  oder  nach  der  WiLHELMv'schen 
Methode  etc.  und  berechnet  daraus  costä. 

Die  sub  6  f.  angegebenen  Formeln  gestatten  an  flachen  Tropfen  aus  zwei 
Höhenmessungen,  wenn  das  speciflsche  Gewicht  bekannt  ist,  beide  Constanten 
zu  ermitteln. 

b)  Direkte  Methode.  Man  bestimmt  die  Neigung  des  letzten  Elementes 
der  Flüssigkeitsoberfläche  gegen  die  Wand  nach  Verfahren,  die  ähnlich  den 
Winkelmessungen  an  Krystallen  sind.  Welches  als  das  letzte  Element  anzusehen 
sei,  ergiebt  sich  aus  der  plötzlichen  Winkeländerung,  welche  beim  Uebergang 
von  der  Flüssigkeit  zur  Wand  eintritt.  Z.  B.  Man  deckt  auf  einen  in  einem  Uhr- 
glas oder  in  einer  Rinne  befindlichen  Quecksilbertropfen  ein  Planglas  und  lässt 
von  einer  entfernten  Lichtquelle  schräg  Strahlen  auffallen.  Man  stellt  in  die 
Nähe  des  Tropfens  ein  Goniometer,  die  Drehungsaxe  horizontal  und  parallel 
zur  Contactlinie  von  Quecksilber  und  Glas.  Am  Goniometer  befindet  sich  ein, 
mit  seiner  Ebene  der  Drehungsaxe  paralleler  Spiegel.  Man  findet  dann  im  All- 
gemeinen ein  Bild  der  Lichtquelle,  in  derselben  Richtung  gelegen  wie  das  direct 
gesehene  Bild,  welches  durch  doppelte  Reflexion,  einmal  an  der  Tangentialebene 
der  Quecksilberfläche,  dann  an  der  ihr  parallelen  Spiegelebene  entstanden  ist. 
Man  dreht  den  Spiegel  zu  immer  kleineren  Neigungen  gegen  die  Horizontale  bis 
bei  einer  kleinen  weiteren  Drehung  das  doppelt  reflectirte  Bild  plötzlich  ver- 
schwindet. Diese  Grenzstellung  des  Spiegels  giebt  die  Tangentialebene  an  das 
letzte  Flüssigkeitselement.  (Quincke,  Pogg.  Ann.  105,  vergl.  eine  andere  ähnliche 
Methode  Quincke,  Wied.  Ann.  2,  pag.  152.  1877). 

Man  kann  auch  in  eine  horizontale  Fläche  der  Flüssigkeit  ein  Planglas 
tauchen  und  dasselbe  so  lange  drehen,  bis  auf  der  einen  Seite  des  Glases  die 
Flüssigkeit  ganz  eben  (horizontal)  bleibend  an  das  Glas  anstösst.  Der  Winkel 
des  Planglases  gegen  die  Horizontalebene  ergänzt  dann  den  Randwinkel  zu  180°. 


ni.    Experimentelle  Ergebnisse  der  Constantenbestimmungen. 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur. 

8)  Wir  geben  zunächst  einige  Zahlen  für  oft  vorkommende  Substanzen  (nach 
Quincke): 


Substanr, 

Dichte  X 

aus 
Steighöben 

aus 
Blasen 

acosta 

ä> 

Wasser 

1 
M248 

7-235 
7-636 

8-253 
7-903 

7*449 
7-256 

25** 

Unterschwefligsaures  Natron 

23° 

Schwefelkohlenstoff    .     .     . 

1-2678 

3-343 

3-274 

2-768 

32° 

Olivenöl.     .     .     . 

0*9186 

3-271 

3-760 

3-490 

22° 

Terpentinöl .     .     . 

0-8867 

2-765 

3-033 

2-398 

37° 

Chlorofonn .     .     . 

1-4878 

2-733 

— 

— 

— 

Steinöl    «... 

0-7977 

2-566 

3-233 

2-604 

36° 

Alkohol  .... 

0-7906 

2-273 

2-599 

2-352 

25° 

Quecksilber      ,     . 

13-596 

— 

55-0 
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Organische  Substanzen^). 


Substanz 


Methyl-Alkohol  .  .  .  . 
Aethyl-AIkoholJ  .  .  .  . 
Amyl-Alkohol     .     .     .     . 

Essigsäure 

Bnttersäure 

Valeriansäure  .  .  .  . 
Essigsaures  Aethyl.  .  . 
Buttersaures  Aethyl  .  . 
Ameisensaures  Amyl  .  . 
Essigsaures  Amyl  .  .  . 
Buttersaures  Amyl  .  .  . 
Valeriansaures  Amyl  .  . 
Benzoesaures  Aldehyd 
Cumensaures  Aldehyd 
Oxalsaures  Aethyl  .  .  . 
Essigsäure-Anhydrid     .     . 

Milchsäure 

Salicylsäure 

Gaultheriasäure  .... 
Benzin       ...... 

Tolucn 

Xylen 

Cjrmen 

Amylen 

Ceten 

Aethyl-Bromttr  .... 
Aethyl-Chlorttr    .... 

Aethyl-Jodür 

Amyl-Chlorttr  .... 
Amyl-Bromür      .... 

Amyl-JodUr 

Benzoesaures  Methyl  .  . 
Benzoesaures  Aethyl  .  . 
Benzoyl-ChlorUr  .  .  . 
Aethyl-Amyl-Oxyd  .     .     . 

Aceton 

Ameisensaures  Aethyl 
Essigsaures  Methyl      .     . 

Chloroform 

Flüssigkeit  der  Holländer 
Aether  (nach  Brunnsr)  . 


Chemische 
Zusammen- 
setzung ^ 


CapiUaritätscoefificient  a. 


Mendelr- 

JEPF 


CH^O 

2-426 

CjH^O 

2-365 

C,H,,0 

2-445 

C,H,0, 

2-957 

C,H,0, 

2-779 

C,Hj,0, 

2-708 

C,H,0, 

2-552 

C.H,,0, 

2-547 

C.H„0, 

2-611 

C,H,,0, 

2-611 

C,H,,0, 

2-621 

CioH,oO, 

2-600 

C,HeO 

4-164 

CioH„0 

3-669 

C.H.oO, 

3327 

C4H.O, 

3-302 

C.H.O, 

3-936 

C,H.O, 

4-769 

C.H.O, 

4113 

C.H. 

2-877 

CtH, 

2-849 

C.Hio 

2-752 

^10^14 

2-849 

C^H.o 

1-753 

^IS^Sl 

2-763 

CjH^Br 

2-438 

C,H,C1 

— 

C,HJ 

2-910 

CjHi,Cl 

2-455 

CjHiiBr 

2-603 

CsH.J 

2-885 

CgHgO, 

3-883 

C,H,,0, 

3-674 

C^HjOa 

4-067 

CrHieO 

2-338 

C,H,0 

2-456 

C.HeO, 

— 

C.HeO, 

— 

C,H,C1, 

— 

c,H,a, 

— 

C4H10O, 

1-796 

BJEDB 


2-419 
2-342 
2-426 
2-948 


3-112 


{-760 


Ohne 


Mit 


Correction. 

WlLHELMT 


2-518 
1-982 
2-838 


2-486 
2-632 
2-582 
2-812 
3-256 
1-892 


2-552 
2630 
3-064 
2-807 
2-828 
2-570 


2-325 
2-427 
2-973 


2-564 


2-998 


2-748 


2-581 


1-815 


Nach  Beobachtungen   von  Bartoli^   und  Cantoni*)  sqU  für  alle  Flüssig 


>)  Mendelejkff,  Compt.  rend.  50,  51.  —  Bäde,  Mem.  d.  Bnix.  30  (5),pag.  i— 198. 
>)  H=l,  0  =  16,  C=12. 
3)  Bartoli,  N.  Cim.  (3)  6,  pag.  141— 153.  1879. 

*)  Cantoni,  Atti  R.  Accdei  Lincei  (3)  4,  pag.  74—78.  1880  (Prioritätsreclamation);  BeibL  1880. 
pag.  332;  femer  Bartoli.  AtH  R.  Acc.  dei  Lincei  (3)  7,  pag.  34<yigi^eJ^^y?(jJ(5^.^^i«85. 
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Weiten,   welche  nur  Wasserstoff,   Sauerstoff,  Schwefel  und  Kohlenstoff  enthalten, 
nahezu 


C'k 


=  const 


sein,  wenn  c  die  specifische  Wärme,  k  das  specifische  Gewicht  bedeuten. 

9)  Quincke  hat  auf  Grund  sehr  ausgedehnter  Bestimmungen  den  Satz  auf- 
gestellt, dass  alle  reinen  Stofie  oder  Verbindungen  in  der  Nähe  des  Schmelz- 
punktes specifische  Cohäsionen  besitzen,  welche  einfache  Multipla  von  einander 
seien.  Er  bestimmte  die  Constanten  entweder  mit  der  Methode  der  flachen 
Tropfen  (fl.  Tr.)  oder  mit  fallenden  Tropfen  (f.  Tr.).  Er  Hess  die  Substanzen 
aus  einem  Glastrichter  mit  capillarer  Spitze  in  eine  Atmosphäre  eines  in- 
differenten Gases  tropfen;  oder  er  Hess  (edle)  Metalle  direkt  von  dem 
unteren  in  einer  Flamme  geschmolzenen  Ende  eines  Drahtes  oder  auch  Salz- 
perlen von  einem  Platindraht  abfallen.  Bedeutet  2r  den  Durchmesser  des- 
selben, G  das  Tropfengewicht,  so  ergab  sich  z.  B. 


Silber: 

2r 

C 

a 

0-4971  mm 

0-0733  gr 

4714  ntgr 

0-2318    „ 

00299  „ 

4113    „ 

00993    „ 

00130  „ 

41-66    „ 

00775    „ 

00110  „ 

4109    „ 

Mittel  42-76    „ 

Quincke  theilt  nach  seinen  Bestimmungen  die  untersuchten  Stoffe  in  folgende 
Gruppen: 


a>  =  4-3. 


f.  Tr. 

fl.  Tr. 

f.  Tr. 

fl.  Tr. 

f.  Tr. 

fl.  Tr. 

Se  .     .     . 

.  3-42 

— 

P    .     .     . 

4-58 

— 

AgBr     .     .     . 

— 

4 

Br  .     .     . 

.  3-90 

— 

NaBr  .     . 

— 

408 

KJ     .     .     .     . 

— 

4-84 

S     .    .     . 

.  4-28 

— 

Kßr    .     . 

— 

4-49 

n. 

a»  = 

=  8-6. 

f.  Tr. 

fl.  Tr. 

f.  Tr. 

fl.  Tr. 

f.Tr. 

fl.  Tr. 

Hg.     .     . 

.  8-65 

— 

KNO3     . 

— 

8-35 

AgCl     .     .     . 

— 

818 

Pb  .    .    . 

.  8-34 

— 

LiCl    .     . 

— 

8-53 

B0O3     .     .     . 

9-86 

— 

Ag.     .     . 

.  8-55 

— 

NaCl  .     . 

— 

8-41 

Rohrzucker 

— 

853 

Bi   .     .     . 

.  802 

— 

KCl     .     . 

.     — 

8-76 

Traubenzucker 

— 

9 

Sb  .     .     . 

.  7-63 

— 

CaCla      . 

— 

9-49 

Pectinzucker  . 

— 

9-18 

Wachs     . 

.  706 

— 

SrClg  .     . 

— 

8-18 

Wallrath     .     . 

— 

7-89 

NaNO,  . 

8-55 

BaCl,      . 

I 
Au     .     .     . 

12-9. 

8  29 

f.  Tr. 
.     11-71 

Paraffin      .     . 

r^  ^ 

8-14 

WiMULMAMM,  Plqrtik.    I. 
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IV. 

f.  Tr.  fl.  Tr.                                   f.  Tr.  fl.  Tr.                                   f.  Tr.  iL  Tr. 

Pt    .    .     .  17-86  —  NajCOj  .     .  17-88  1624  HjO  .     .  .  1758        — 

Cd   .     .     .  16-84  —  Phosphorsalz  16-79  —  Li,CO,  .  .      —  17-39 

Sn    .     .     .  16-75  —  Glas    .     .     .  15-51  —  Na^SO^  .  1764  17-64 

Borax  .    .  17-28  —  KjCO,    .     .  16-33  14-82  K^SO^  .  .  17-25  1Ö-92 

VI.  xn.  XX. 

fl»  ==  25-8,  fl*  =  51-6,  fl»  =  86, 

Pd  =  25-26,  Na  =  52-97.  K  =  85-74. 

Zn  «=  25-41. 

10)  Für  wässerige  Lösungen  kommt  Quincke  zu  dem  Resultate,  dass  a  nahezu 

proportional  der  Anzahl  y  von  Salzäquivalenten  zunimmt,  die  in  der  Lösung  mit 

100  Aeq.  Wasser  verbunden  sind. 

Für  Chloride  lassen  sich  die  Beobachtungen  in  Capillarröhren  nahezu  durch 

die  Gleichung 

(a)  =  7-35  -H  01783  ^y, 

die  Beobachtungen  an  flachen  Luftblasen  durch 

a  =  8-30-1- 0-1870-^ 
darstellen. 

Auch  für  die  Lösungen  von  MgSO^,  K,COj  und  Na,COj  lässt  sich  a  durch 
diese  Gleichung  wiedergeben.  Dagegen  folgen  ihr  nicht:  Na2S04,  K^SO^, 
ZnSO^,  CuSO^;  NaNOj;   KNO,;   Zucker.  — 

Die  alkoholischen  Lösungen  von  LiCl  und  CaCl}  geben 

a  =  2-336 -h  01097.  ;f. 
Die  Constante  fl'  ändert  sich  nur  wenig  mit  der  Concentration.  —  Sie  nimmt 
mit  zunehmendem  Salzgehalt  ab,  ausser  bei  NH^Cl  in  Wasser  und  Li  Gl  in  Al- 
kohol;  bei  MgGlg  und  K^GCj  nimmt  sie  bei  sehr  grossem  Salzgehalt  wieder  zu 
(Volkmann). 

Volkmann ^)  findet,  dass  die  QuiNCKE'sche  Regel  gilt,  wenn  man  sie  nur 
innerhalb  engerer  Gruppen  anwendet.     Sie  gilt  nach  ihm  ziemlich  streng  für 

(KjSG^,  NajSO^)    und    (2KN0„  2NaN0a), 
angenähert  für 

(BaCl,,  SrClj,  CaClj,  MgCl,)    und    (2  KCl,  2  Na  Gl). 
ROTHER*^)  findet  für 

NaGl a  =  7-357  H-0-1566>' 

KCl a  =  7-357 -H  0-1666;^ 

NajSG^ a  =  7-357  H- 0-1382 j' 

KjSO^ a==  7-357 -4- 0-1595^. 

Röntgen  und  Schneider S)  finden  eine  enge  Beziehung  von  a  zur  Com- 
pressibilität.  Bei  Lösungen,  welche  dasselbe  Metall  oder  dasselbe  negative  Ra- 
dikal enthalten,  kommt  derjenigen  Flüssigkeit,  welche  kleinere  »molekulare  Com- 
pressibilität«  ^)  besitzt,  grössere  Oberflächenspannung  zu^). 

1)  Volkmann»  Wied.  Add.  17,  pag.  353.  1882;  vergl.  auch  1.  c.  28,  pag.  135,  1886. 

*)  Rother,  Wied.  Ann.  21,  pag.  576.  1884  (Methode:  Capillarröhren).  Derselbe  giebt 
auch  Werthe  für  Gemische  von  Salzlösungen.  Die  Constanten  lassen  sich  aus  denen  der  Com- 
ponenten  in  derselben  Form  darstellen,  welche  Rodenbeck  (vergl.  weiter  unten)  benutite. 

3)  RÖNTGEN  u.  Schneider,  Wied.  Ann.  29,  pag.  165.  1886. 

*)  Die  Definition  dieses  Ausdruckes  vergl.  L  c.  pag.  199  u.  200. 

^)  Vergl,  jedoch  wegen  einiger  Ausnahmen  1.  c  pag.  210. 
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RoDENBECK^)  hat  die  Capillarconstante  von  Flüssigkeitsgemischen  untersucht 
(Alkohol,  Wasser;  Petroleum,  Chloroform;  Alkohol,  Chloroform;  Aether,  Chloro- 
form;  Petroleum,   Aether),  und  findet,  dass  sich  die  Constante  a  der  Mischung 


aus    den  Constanten   a^ 
Gleichung: 


und  a^  der  Componenten   darstellen   lässt   durch    die 


:  — ^lül 


^%^% 


wenn  v^  und  v^  die  gemischten  Volumina  bedeuten. 

11)  EinflussderTemperatur.  Genauere  Versuche  haben  zuerst  Franken- 
heim und  SoNDHAUSS^)  angestellt  (1841  und  1846);  sie  finden  Abnahme  der 
»Synaphiec  auch  bei  Wasser  zwischen  0  und  4°.  Brunner  ^  bestätigte  dies. 
Die  Steighöhen  in  einem  Rohr  von  1  mm  Radius  stellen  sich  nach  Brunner  dar: 

Wasser i4=lö-33— 00286/ 

Aether A=  ö-35— 00280/ 

Olivenöl A=  7*46— 00105 /. 

BiDE  hat  die  Zahlen  von  Brunner  und  Frankenheim  berechnet  in  der  Form 
ö*  =  flQ*(l  — ct)t  wenn  a^  die  Constante  für  0°  C.  bedeutet 


a>  =  V(l— ^/)^. 


Substanz 

Wasser 

I»         ..... 

II         .     .     .     •     • 

Terpentinöl  .... 

Citronenöl  I.    .     .     . 

„       n.    .    .    . 

Steinöl 

Alkohol 

II        ..... 

i>        

Essigäther  .... 
Aether 

II  ..... 
Schwefelkohlenstoff  . 
Essigsäure  .... 
Ameisensäure  .  .  . 
II  ... 
Schwefelsäure  .  .  . 
Zinkchlorid  .... 
Kaiilösung  .... 
Schwefel  .... 
Olivenöl  .... 
Essigsäuremethylätfaer 
Aceton 


1000 


0-890 
0-838 
0-836 
0-847 
0-821 
0-927 
0-967 
0-905 
0-757 

1-290 
1052 
1-105 
1044 
1*840 
1-363 
1-274 
1-980 


15-37 
15-33 
15-81 

6-71 

710 

6-88 

6-95 

6-05 

6*41 

7-27 

6-10 

5-40 

5-35 

5-10 

8-51 
10-20 
10-21 

8-40 
10-06 

7-70 

4-61  (100°) 

7-46 

6-01 

6-75 


0*0019 

000187 

0-0020 

0-0024 

0-0023 

0-0024 

00023 

0-0024 

0*0019 

0-0022 

00034 

0-0047 

000525 

0-0020 

0-0011 

0-0012 

0-0013 

0-0025 

00022 

00025 

0-0044 

0-0014 

0-0036 

0-0033 


Beobachter 


FRANKEmiEIM 

Brunner 

Braun 

frankenheim 


Brunner 
Frankenheim 


Brunner 
Braun 


^)  RoDSNBECK,  Dissertat.     Bonn  1879.     BeibL  4,  pag.  104.  1880. 
^  VeigL  Literatur. 

>)  Vergl.  B^DB,  Mto.  cour.  et  d.  sav.  et  Brux.  Bd.  30.    Die  Beobachtungen  des  Referenten 
nach  nicht  publidrten  Versuchen.     Metiiode:   Capillarröhren. 
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Capillaritiit. 
Bestimmungen  von  R.  Schiff^). 


Substanz 


Methylalkohol  .  .  . 
Aetfaylalkohol  .  .  . 
Propylalkohol  .  .  . 
Isopropylalkohol*)  . 
Chloroform  .... 
Tetrachlorkohlenstoff 
Aethylenchlorid     .     . 

Benzol 

Toluol 

Xylol») 

Metaxylol  .  .  .  . 
Paraxylol  .  .  .  . 
ParacymoM)      .    .     . 


2a»  bei  / 


12025 
11*912 
12-446 
11-560 
7-749 
7-201 
10-998 
18-937 
18-928 
14078 
14078 
18-980 
14-086 


bei  T 


10-215 
9-564 
9-507 
9-184 
6-484 
5-513 
8-896 

10-660 
9-498 
8-860 
8-874 
8-882 
7-707 


7-8 
5-5 
5-8 
6-3 
8-0 
7-4 
80 
6-7 
5-8 
5-0 
4-0 
4-0 
3*4 


64-2 

78-0 

97-0 

811 

60-6 

75-2 

88-2 

79-8 

109-8 

1411 

139-2 

188-1 

176-2 


4a  bei  7 


7-686 
7-059 
7-002 
6-808 
9121 
8160 
9-719 
8-646 
7-888 
6-698 
6-718 
6-662 
5-586 


12)  Wenn  die  Temperatur  soweit  steigt,  dass  «*  =  0  wird,  so  soll  die  Flüssig- 
keit in  den  CACNiARD'schen  Zustand  tibergehen*).  Für  Aether  stimmt  die 
aus  der  BRUNNER'schen  Zahl  berechnete  Temperatur  mit  der  beobachteten.  Doch 
scheint  die  Flüssigkeit  vor  Eintritt  der  kritischen  Temperatur  oft  eine  Depression 
zu  erfahren;  z.  B.  soll  flüssige  schweflige  Säure*)  bei  niedrigen  Temperaturen  im 
Capillarrohr  tiefer  stehen,  bei  zunehmender  Temperatur  steigen,  bei  69°  C.  innen 
und  aussen  gleich  hoch,  bei  noch  höheren  im  engeren  höher  stehen  als  im 
weiteren  Rohre.  —  Es  ist  sonach  nicht  leicht,  den  Gang  von  a  oder  «*  (mit 
Elimination  des  Randwinkels)  zu  ermitteln. 


Literatur  über  Constanten. 

Melde,  Sehr.  d.  Ges.  z.  Beförd.  d.  ges.  Naturw.  z.  Marburg  Bd.  9,  pag.  7—71.  1868.  Wasser, 
wässrige  Lösung  von  Pikrinsäure,  CuSO^,  Gummi,  Essigsäure,  Alkohol,  alkoholische  Colopho- 
niumlösung,  alkoholische  Tanninlösung.     Methode:   Flache  Blasen. 

BuuGiNSKY,  PoGG.  Ann.  134,  pag.  440.  Wasser,  KNO,  in  Wasser,  NH4CI  in  Wasser. 
Methode:   Steighöhen. 

Quincke,  Capconst.  geschmolsener  Körper.  Berl.  Monatsber.  1868,  pag.  35er;  Pogg. 
Ann.  135,  pag.  621;    138,  pag.  141.     Verschiedene  Methoden. 

Meusbrugghe,  Mem.  cour.  et  Mem.  d.  sav.  etr.  d.  Brux.  34,  pag.  i — 67  (eine  Anzahl 
verschiedener  Flüssigkeiten). 

Quincke,  Gemeinsch.  Oberfl.    Pogg.  Ann.  39,  pag.  i — 89  (cf.  oben). 

Valson,    Moduln    der   CapiUarität     Compt  rend.    70.    1870;    Ann.  chim.  phys.  (4)  so, 
pag.  361—391;   Compt.  rend.  74,  pag.  103.     Salzlösungen,  welche  1  Grammäqu.  im  Liter  ent- 
halten, zeigen  specifische  Cohäsion,  welche  sich  additiv  aus  den  Bestandtheilen  zusammensetzen. 
Tritt  für  das  Metall  1  ein  Metall  2  ein,  so  ändert  sich  die  Constante  um  den  betreffenden  Modul ,  . 
unabhängig  vom  Metalloid  oder  Säureradicul  und  umgekehrt.     Diese  Moduln  sind: 


>)  R.  Schiff,  Chero.  Ber.  15.  pag.  2965.  1883  (Methode:  Höhendifferenz  in  zwei  Capillar- 
röhren,  die  resp.  0*65  und  1*30  mm  weit  waren). 
*)  Vielleicht  nicht  vollständig  rein. 
*)  Fast  ausschliesslich  Orthoxylol.  ^ 
*)  Fast  ausschliesslich. 

^)  Wolf,  Pogg.  Ann.  98.  —  Mendelejbff,  Pogg.  Ann.  141,  pag.  618.  1870. 
*)  Vergl.  z.  B.  Clark,  Chem.  News  40,  pag.  8.  1879. 
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Li  . 

Na. 

CaJ 
K    . 


0-0  mm 

Md| 

0-05  „ 

Fei 

1-2     „ 

Zn* 

1-4     .. 

Ctti 

1-4    „ 

Bai 

1-5     „ 

Cdi 

2*5  ntm 
2-5  „ 
2-7  „ 
2-9  „ 
3-9  „ 
4-8   „ 


Ag.  . 
Pbi  . 
Tli  . 
Cl  .  . 
(CO,)i 
NO.    . 


5-5  1 

^m 

5-9 

n 

7-9 

,, 

0-0 

i> 

0-5 

i> 

10 

»> 

(CO,) 

(SO,)i 

(SO,)i 

(s,o,)i 

Br  .     . 
J     .     . 


1*1  mm 
1-2  ., 
1-3  ., 
1-4  „ 
21  .. 
3*9   „ 


Die  Steighöhe  ist  dabei  gedacht  in  einer  Röhre  von  0*5  mm  Darchmesser.  Die  Aenderung 
von  a'  ist  also  ^  der  mi^etheilten  Zahlen. 

Scholz,  Constante  zusammengesetzter  Aetfaer.  Pogg.  Ann.  148,  pag.  62.  Bequeme  Zu- 
sammenstellung der  Resultate  vergl.  Fortschr.  1873. 

DucLAUX,  Compt  rend.  70,  pag.  933;  Ann.  chim.  phys.  (4)  3i,  pag.  378 — 435;  Compt. 
rend.  78,  pag.  951.  Sallkron,  Mondes  (2)  34,  pag.  223.  Alkoholgehalt  des  Weines  mit  Tropfen- 
zahl zu  bestimmen.  —  Im  ersten  Aufsatz  auch  Constante  vieler  anderer  Substanzen  mit  fallenden 
Tropfen  ermittelt. 

Quincke,  Salzlösungen.  MUnch.  Ber.  1876,  i,  pag.  3—19;  Pogg.  Ann.  160,  pag.  337,  560 
(30  verschiedene  Substanzen,  theils  von  verschiedener  Concentration). 

DucLAUX,  Alkohole  und  Fettsäuren  und  Mischungen  derselben.  Ann.  chim.  phys.  (5)  13, 
pag.  76—101.  1878. 

PiSATi,  Geschmolzener  Schwefel    Acc  dei  Lincei  (3)  i,  pag.  105;  Fortschr.  1877;  Beibl.  1877. 

Traube,  Chem.  Ber.  17,  pag.  2294—2316.  1884;  Beibl.  9,  pag.  229.  1884.  Capillar- 
Constanten  von  Alkoholen,  Säuren  und  Ester  der  Fettsäurereihe  in  Lösungen.  Beziehungen  zur 
Constitution  und  zum  Moleculargewicht.  Joum.  f.  pr.  Chem.  N.  F.  31,  pag.  177 — 218.  1885; 
Beibl.  9,  pag.  613.  1885. 

R.  Schiff,  Capillarconstanten  und  Capillaritätsäquivalente  der  einfachen  Körper.  Lieb. 
Ann.  223,  pag.  47 — 106;  Beibl.  8,  pag.  457.  1884;  Mem.  della  R.  Acc.  dei  Lincei  (3)  19.  1884; 
BeibL  9,  pag.  559.  1885;  enthält  Bestimmungen  der  Constanten  für  eine  sehr  grosse  IZahl 
organischer  Stoffe  bei  verschiedenen  Temperaturen. 

Trimberg,  Einfluss  der  Temperatur.     Wied.  Ann.  30,  pag.  545.  1887. 


IV.   Die  Capillarconstante  an  der  gemeinschaftlichen  Grenze 
zweier  Flüssigkeiten. 

13)  Was  wir  seither  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  nannten,  ist  gewöhnlich  die 
gemeinschaftliche  Grenze  derselben  mit  Luft  resp.  Luft  und  dem  Dampf  der 
Flüssigkeit.  Doch  zeigt  sich  kein  messbarer  Unterschied,  wenn  die  Luft,  so- 
weit möglich,  entfernt  wird. 

Schichtet  man  auf  eine  Flüssigkeit  2  eine  andere  1,  so  zeigt  die  gemein- 
schaftliche Grenze  eine  Capillarconstante  aj^*  Um  dieselbe  zu  messen  sind 
die  früher  angegebenen  Methoden  anwendbar;  man  muss  nur  dem  veränderten 
hydrostatischen  Druck  Rechnung  tragen.  Ist  z.  B.  eine  Capillarröhre  vom  Radius  r, 
in  welcher  eine  Flüssigkeit  2  zur  Höhe  h  angestiegen  ist,  vollständig  unterge- 
taucht in  einer  Flüssigkeit  1,  so  ist  die  Gleichgewichtsbedingung 

d^^cosio^^*  2ric  =  r*iii4(j,  —  (Jj). 

Taucht  eine  Qapillare  in  eine  Flüssigkeit  2  und  ist  von  dieser  in  ihr  ange- 
stiegen eine  Säule  von  der  Höhe  h^\  befindet  sich  über  ihr  in  der  Röhre  eine 
Säule  von  der  Höhe  Aj  der  Flüssigkeit  1,  so  ist 

(aj cosio^  -h  aj 2^^xa>| ,)  2rit  =»"(^1  <»i  -H  h^  jj)  r*it. 

Ebenso  wird,  wenn  2  wieder  die  schwerere  Flüssigkeit  bedeutet,  für  eine 
ebene  Wand  ^  t 
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daher,  wenn  für  ü>i2=0  gesetzt  wird  SQ^^a^^: 

a 


*u 


M2 


ffj — Jj  z 

14)  Bestimmungen  solcher  Constanten  sind  namentlich  von  Quincke^) 
gemacht  worden.  Die  Constante  an  der  gemeinschaftlichen  Grenze  von  1  und  2 
soll  bezeichnet  werden  als  \/%  oder,  da  im  Folgenden  keine  Verwechselung  mit 

elektrischen  PotentialdifTerenzen  zu  fürchten  ist,  mit  1/2. 


Quecksilber-unterschwefligsaures  Natron  (x^  1*125) 

„         -Wasser 

-Alkohol  (x«  0-791) 

„         -Chloroform 

„         -Chlorwasserstoff  (x=  M) 

,,         -Schwefelkohlenstoff 

„         -Olivenöl 

„        -Steinöl  (x  =  0*798) 

„         -Terpentinöl 

Schwefelkohlenstoff- Wasser 

Steinöl- Wasser 

Chloroform-Wasser 

Olivenöl-Wasser 

Terpentinöl-Wasser 

Olivenöl-Alkohol 


5508 

6508 

55-03 

5503 

5503 

5503 

55*03 

55*03 

55*03 

3*27 

8*23 

312 

3*76 

303 

3*76 


7*90 
8*25 
2-60 
312 
(715) 
8-27 
3-76 
3*23 
3-03 
8*25 
8-25 
8*25 
8-25 
8-25 
2*60 


*ii 


4511 

42-58 

40-71 

40-71 

38-41 

87*97 

34-19 

28*94 

25*54 

4*26 

3*88 

301 

2-09 

1-18 

0-23 


15)  Während  alle  theoretischen  Betrachtungen  zu  dem  Resultate  geführt 
hatten,  dass  die  obere  Flüssigkeit  in  einer  Capillaren  nur  wie  eine  Belastung 
wirke,  ergeben  die  Versuche  ein  anderes  Resultat.  Mensbrügghe  *)  hat  versucht, 
Theorie  und  Beobachtung  in  Einklang  zu  setzen;  es  sei  niemals  möglich  in 
Capillarröhren  die  Bedingungen,  welche  die  Theorie  voraussetzt,  bei  Anwendung 
zweier  Flüssigkeiten  herzustellen.  Indessen  ergeben  auch  andere  Methoden  und 
Beobachtungen,  dass  nicht  «i  ^^  «s  +  aj  ^  ist. 


V.  Versuche  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Theorie. 
Folgerungen  aus  derselben. 

16)  Experimenteller  Nachweis  der  Oberflächenspannung  in 
ebenen  Lamellen.  Duprä»)  hat  mehrere  einfache  Versuche  beschrieben, 
darunter  den  folgenden:  Eine  rechteckige,  vertikale  Metallplatte,  deren  unterer 
Rand  horizontal  ist,  besitzt  an  diesem  unteren  Rand  einen  rechtwinkligen  Aus- 
schnitt. Man  benetzt  die  Platte  mit  Seifenlösung,  legt  an  das  untere  Ende  des 
Ausschnittes  ein  leichtes  Stäbchen  und   erzeugt  in  diesem  Rechteck,  dessen  eine 


1)  Quincke,  Pogg.  Ann.  139,  pag.  1—89.  1870. 

>)  Mensbrugghe,  Bull.  d.  Brux.  40,  pag.  447,  669.  1876. 

^  Vcrgl.  Plateau,  Statique  experimcntale  et  th^orique  des  liquides  soumis  aux  seules  forces 
moleculaires.  Pari«  1873.  8«.  2  Bde.;  T.  I,  pag.  267.  —  Düpre,  Ann.  chim.  phys.  IV,  T.  VI, 
VII,  IX,  XI  u.  XIV.  1865— 1868.  ^  y 
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bewegliche  Seite  durch  das  Stäbchen  gebildet  wird,  eine  Seifenlamelle.  Zieht 
man  das  Stäbchen  herab,  so  schnellt  es  beim  Loslassen  wieder  in  die  Höhe. 
Die  Spannung  der  Seifenlamelle,  welche  ein  Minimum  der  Oberfläche  anstrebt, 
hebt  sein  Gewicht. 

VAN  DER  Mensbrugghe  ^)  hat,  daran  anschliessend,  einige  andere  Versuche 
gegeben:  In  einem  rechtwinkligen  Drahtrahmen  erzeugt  man  eine  Seifen- 
lamelle. An  einer  verticalen  Seite  des  Rahmens  ist  ein  Seidenfaden  befestigt, 
welcher  am  freien  Ende  ein  kleines  Gewichtchen  (ca.  \  bis  ^gr)  trägt.  Auf 
der  horizontal  oder  etwas  schräg  geneigten  Lamelle  nimmt  der  Seidenfaden  keine 
bestimmte  I^age  oder  Gestalt  an.  Er  theilt  die  Lamelle  in  zwei  beliebige  Theile. 
Sprengt  man  den  einen  Theil  der  Lamelle,  indem  man  etwas  Fliesspapier  an 
dieselbe  bringt,  so  nimmt  der  Faden  jetzt  eine  kreisförmige  Gestalt  an;  zieht 
man  den  Faden  in  der  jetzt  vertical  gestellten  Lamelle  herab,  so  zieht  er  sich 
losgelassen,  wieder  in  die  Höhe.  Das  Gewicht  am  Faden  muss  nach  Maassgabe 
der  Grösse  und  Spannung  der  Lamelle  ausgeglichen  sein  (cfr.  GAUSs'sche  Theorie, 
Anwendungen).  Legt  man  auf  eine  ebene  Seifenlamelle  einen  zusammengeknüpften 
Seidenfaden  und  sprengt  die  Lamelle  in  seinem  Innern^  so  nimmt  er  Kreis- 
gestalt an. 

17)  Die  umfassendsten  Untersuchungen  über  capillare  Oberflächen  sind 
von  Plateau  ausgeführt'  und  mit  sehr  ausführlicher  Berücksichtigung  der 
Literatur  (bis  zum  Jahre  1870)  im  oben  angeführten  Werke  zusammengestellt. 
Wir  können  von  seinen  Versuchen  hier  nur  wenige  mittheilen  und  verweisen  im 
Uebrigen  auf  seine  Schrift«  —  Erzeugt  man  zwischen  beliebig  gestalteten  Drähten 
eine  Seifenlamelle,  welche  keine  geschlossene  Oberfläche  bildet,  so  ist  der  (Luft-) 
Druck  auf  die  Lamelle  beiderseits  der  gleiche,   der  capillare  Druck  also  gleich 

Null  und  man  erhält  daher  Oberflächen,    deren  mittlere  Krümmung  (^"*~'ö>) 

gleich  Null  ist.  -^  Entzieht  man  eine  Flüssigkeitsmasse  der  Einwirkung  der  Erd- 
schwere, umgiebt  man  also  Oel  mit  einer  specifisch  gleich  schweren  Mischung 
von  Alkohol  und  Wasser,  so  nimmt  das  Oel  immer  Formen  an,  welche  constanten 
capillaren  Druck,  d.  h.  constante  mittlere  Krümmung  besitzen.  Erzeugt  man  z.  B. 
zwischen  zwei  gleichen  Kreisringen  vom  Radius  JR  einen  Oelcylinder,  so  ist  der- 
selbe an  den  Kreisringen  nicht  eben  abgeschnitten,  sondern  daselbst  von  Kugel- 
calotten  begrenzt;  ihr  Krümmungsradius  ist  =2^.  Zieht  man  die  Ring^  weiter 
auseinander,  so  schnürt  sich  die  Flüssigkeit  in  der  Mitte  zusammen;  der  Krüm- 
mungsradius der  Kugelcalotten  nimmt  ab.  Man  kann  nur  durch  fortgesetztes 
Entfernen  der  Ringe  von  einander  bewirken,  dass  die  Endflächen  eben  werden; 
dann  ist  auf  den  Mantelflächen  i?  =  —  J?' ;  sie  sind  Oberflächen  des  Ca  tenoids. 
—  Man  kann  einen  Cylinder  auch  so  ausziehen,  dass  er  mehrere  Einschnürungen 
bekommt,  die  sich  periodisch  wiederholen.  Diese  Form  nennt  Plateau  das 
Unduloid.  Man  erhält  es  am  besten,  wenn  man  Oel  auf  einem  vorher  gut  mit 
Oel  benetzten  Eisenstab  anbringt,  während  der  Stab  in  dem  Alkoholwassergemisch 
sich  befindet  Ist  der  Stab  sehr  dünn  und  die  Oelmenge  beträchtlich,  so  können 
die  Einschnürungen  so  eng  werden  gegenüber  den  Anschwellungen,  dass  die  Gestalt 
der  letzteren  sich  kaum  noch  von  einer  Kugel  unterscheidet  (l.  c.  Tab.  I,  pag.  84). 
Der  Eisencylinder  ist  wesentlich,   weil  diese  Formen  nicht  mehr  stabile  Gleich- 


^)   Vergl.   Platkau,   1.  c,    pag.  274.  —  v.  d.  Mensbrügghe,    Bell,    de   rAcademie    de 
Bclgique  (2),  Tab.  XXU,  pag.  308.  1866.  j 
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gewichtsfiguren  sind.  Plateau  findet  experimentell,  dass  ein  Cylinder  mit  kreis- 
förmiger Basis  nicht  mehr  stabil  ist,  sobald  seine  Länge  gleich  3  bis  3*6  mal 
der  Länge  des  Durchmessers  wird.  (!•  c-  T^'  H.  pag.  174).  Die  Flüssigkeit  trennt 
sich  dann  in  zwei  gleiche  Theile;  der  Zusammenhang  zwischen  beiden  ist  vor- 
her hergestellt  durch  einen  schmalen  Cylinder,  welcher  sich  in  kleine  Tröpfchen 
auflöst  (1.  c.  §  375).  Löst  sich  ein  langer  Cylinder  in  Tröpfchen  auf,  so  wird» 
wie  eine  einfache  Rechnung  ergiebt,  der  Durchmesser  der  Tröpfchen  zu  dem  dös 
Cxlinders  sich  verhalten  wie  1*82:  1;  der  Abstand  zweier  benachbarten  Tröpf- 
chen zu  dem  Durchmesser  des  Cylinders  wie  2*18 : 1  (pag.  206).  Dieses  Zu- 
sammenziehen in  Tropfen  beobachtet  man  z.  B.  wenn  ein  Eisendraht  durch 
einen  galvanischen  Strom  geschmolzen  wird;  wenn  man  einen  Seidenfaden  in 
Oel  taucht  und  heraushebt;  femer  beim  Ausfliessen  von  Flüssigkeitsstrahlen ^). 
Sie  kommen  wieder  in  Betracht  bei  der  Form,  welche  auf  eine  ebene  Fläche 
auffallende  Tropfen  annehmen,  indem  die  von  ihm  zuerst  radial  ausgehenden 
Aeste  sich  in  solche  Tröpfchen  spalten.  Es  sind  die  von  einem  grösseren  Tropfen 
herumspritzenden  kleinen.^  Wenn  geschmolzenes  Glas  sich  zu  Fäden  ausziehen 
lässt,  oder  wenn  der  Seidenwurm  glatte  Fäden  spinnt,  so  rührt  dies  von  der 
mehr  teigigen  Beschaffenheit  des  Materiales.  Innere  Reibung  erweitert  die 
Stabilitätsgrenzen.  Für  reibungslose  Flüssigkeiten  hat  Hagen  ^  statt  des  von 
Plateau  experimentell  ermittelten  Verhältnisses  3  bis  3*6  auf  Grund  nur  an- 
genähert zutreffenden  Voraussetzungen  2*828  ausgerechnet;  Plateau  findet  nach 
einer  Methode,  deren  Princip  ihm  Lamarle  angegeben  hatte,  den  Werth  it*). 
Beer')  kommt  zur  gleichen  Zahl. 

18)  Eine  weitere,  sehr  ausführliche  Versuchsreihe  Plateau's  bezieht  sich  auf 
das  Gleichgewicht  ebener  oder  gekrümmter  Seifenlamellen,  welche  gemein- 
schaftliche Kanten  oder  Flächen  besitzen*).  Angenommen,  etwa  auf 
einer  Rüssigkeit,  schwimmen  zwei  sich  berührende  Seifenblasen;  sie  bestehen 
aus  Theilen  von  Kugelflächen.  Der  Krümmungsradius  der  grösseren  freien 
Fläche  sei  p^  derjenige  der  kleineren  p',  derjenige  der  gemeinschaftlichen 
Scheidewand  r.  Die  capillaren  Drucke,  welche  die  Lamellen  ausüben,  seien 
resp.  /,  ^'  und  ^. 

Dann  ist  die  Gleichgewichtsbedingung 

Ferner  (da  alle  Oberflächen  die  gleiche  Capillarconstante  haben  sollen), 

Daiaus  folgt 


»)  VergL  Magnus,  Pogg.  Ann.  Bd.  95  u.   106;   Rayleigh,  Literaturverz. 

')  Worthington,  Literaturveneichniss. 

3)  Hagen,  Pogg.  Ann.  Bd.  80,  pag.  559.  1850. 

*)  1.  c.  T.  II.  pag.  249 ;  vergl.  daselbst  die  Rechnungen  und  die  ausfllhrliche  Besprechung 
der  Form  von  FlUssigkeitsstrahlen. 

^)  Beer,  Pogg.  Ann.,  Bd.  96,  pag.  i,  210.  1855.  Vergl.  auch  Beer,  ElasticiUU  u.  Capillarität, 
Leipzig,  Teubner. 

^)  Ueber  die  Erfahrungen  zur  Herstellung  guter  Lösung  vergl«  1.  c.  T.  I,  pag.  441. 


c.    i.   1,   p«g.  441.        j 
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Ist   z.  B.  r=oo,  so  ist  p  =  p';   ist  p'  =  ^,  so  wird  p  =  r  etc.  (vergl.  T.  I, 

pag.  294 — 314,  die  Prüfung  verschiedener  Fälle).  Eine  einzelne  Seifenblase,  welche 
auf  einer  von  ihr  benetzten  ebenen  Platte  liegt,  muss  immer  unter  einem  Winkel 
von  90°  gegen  dieselbe  anstossen,  wie  aus  dem  Specialfalle  r  =  oo  sofort  folgt. 
(Mensbrugghe;   cfr.  Plateau,  1.  c.  T.  I,  pag.  388,  pag.  336). 

Stossen  mehrere  ebene  Lamellen  in  einer  gemeinschaftlichen  Kante  oder 
Ecke  zusammen,  so  müssen  sich  dieselben  symmetrisch  um  den  gemeinschaftlichen 
Theil  gruppiren.  Stabil  sind  die  Figuren  nur,  wenn  sich  drei  Lamellen  in  einer 
Kante,  vier  in  einem  Punkt  trefifen  (vergl.  Plateau,  1.  c.  T.  I,  pag.  314  ff.). 

19)  Ausbreitung  von  Flüssigkeiten  auf  anderen.  Ein  Tropfen  einer 
Flüssigkeit  2  befinde  sich  auf  einer  anderen  1;  er  nimmt  im  Allgemeinen  eine 
linsenförmige  Gestalt  an  (Fig.  194).  Auf  einen  Punkt  der  gemeinschaftlichen  Kante 
wirken  die  Kräfte  in  Richtung  der  Tangenten  a^,  a^  und  Sj^.  Die  Gleichgewichts^ 
bedingung  ist  dann 

_*i «I *il 


sin  6  j        sin  63       sind^^ 

Construirt  man  daher  ein  Dreieck  aus  den 
Seiten  a^,  a^  und  a^^,  so  geben  die  Aussenwinkel 
desselben  die  Winkel  Sj,  9j  und  S^,.  Ist  a^  >  a^ 
H-  tti  9,  so  ist  das  Dreieck  unmöglich,  die  Flüssig- 
keit 2  breitet  sich  auf  der  Flüssigkeit  1  aus^). 

Beispiele  solcher  Ausbreitung,  welche  oft  mit  Geschwindigkeiten  von  mehreren 
Metern  in  der  Sekunde  erfolgen,  sind  die  von  Oel  auf  ganz  reinen  Wasserflächen ; 
femer  Wasser  auf  ganz  reinem  Quecksilber.  Dass  letzteres,  wie  es  die  Theorie 
fordert,  stattfindet,  hat  zuerst  Quincke')  gezeigt.  Die  geringsten  Verunreinigungen 
des  Quecksilbers  bewirken  aber  schon,  dass  keine  Ausbreitung  mehr  erfolgt, 
sondern  das  Wasser  in  Form  einer  mehr  oder  weniger  flachen  Linse  auf  dem 
Quecksilber  liegen  bleibt 

An  einem  derartigen  Tropfen  lassen  sich  mittels  eines  von  Quincke  s)  ange- 
geben Versuches  schön  die  Bedingungen  der  Ausbreitung  erläutern.  Benetzt  man 
ein  dünnes  Glasfadchen  mit  etwas  Oel  und  streicht  die  Hauptmenge  desselben 
zwischen  den  Fingern  ab,  berührt  dann  mit  dem  Glasfadchen  die  obere  Wasser- 
fläche, so  wird  der  Tropfen  flacher  (a,  ist  jetzt  aus  dem  Werthe  8  übergegangen 
in  2*09).  Sticht  man  mit  dem  Faden  bis  zur  Fläche  Hg/H^O  durch,  so  breitet 
sich  der  Tropfen  noch  stärker  aus.  Ist  die  aufgebrachte  Oelmenge  sehr  gering, 
so  geht  dasselbe  nicht  über  den  Rand  des  Tropfens  heraus  auf  eine  andere 
Contactfläche. 

Bringt  man  endlich  etwas  Oel  auf  die  Quecksilberfläche,  in  die  Nähe  des 
Tropfens,  so  bewegt  er  sich  von  der  berührten  Stelle  fort,  weil  das  Oel  sich 
nicht  momentan  um  den  ganzen  Tropfen  herum  über  das  Quecksilber  ausbreitet. 
Es  ist  daher  auf  der  einen  Seite  der  Tropfen  gezogen  mit  der  Spannung 
HgßMÜ  =  55,  auf  der  andern  mit  der  Hg/Ot\  -h  Oel/Luft  =  34-2  -H  3-8  ==  38. 


>)  Marangoni,    Bull'    espansione    delle   goccie   d'un   liquido   gallegianti  suUa  superfice  die 
altro  liquido.    Pavie.  1865. 

')  Quincke,  Pogg.  Ann.  139,  pag.  67. 

3)  Quincke,  1.  c,  pag.  68.  ^  t 
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20)  Die  Bewegung  von  kleinen  Körperchen,  z.  B.  Tröpfchen  von 
Stearin  (welche  man  auf  eine  Wasserfläche  tropfen  Hess),  wenn  man  auf  der  einen 
Seite  derselben  etwas  Seifenwasser  auf  die  Wasserfläche  bringt,  erklären  sich 
ebenso.    Desgleichen  die  Rotation  von  Campfer  etc.  auf  Wasser. 

Ein  Wassertropfen  in  einer  horizontalen  Röhre  bewegt  sich,  wenn  man  auf 
seinen  einen  Meniskus  etwas  Oel  bringt,  nach  dem  reinen  Meniskus  hin.  Ein 
Quecksilbertropfen  nach  der  entgegengesetzten  Seite  —  wie  es  die  Zahlen  in 
§  14  fordern. 

Legt  man  einen  flachen  Quecksilbertropfen  in  eine  horizontale  Röhre,  füllt 
dieselbe  mit  verdünnter  Schwefelsäure  und  leitet  einen  galvanischen  Strom  hin- 
durch, so  bewegt  sich  der  Tropfen  in  der  Richtung  des  Stromes.  Die  Capillar- 
constante  wird  an  derjenigen  Stelle,  wo  sich  Wasserstofi*  aus  Queksilbcr  abscheidet, 
grösser.  —  Ein  Wassertropfen,  auf  Quecksilber  gelegt,  zeigt  bei  Durchleiten  eines 
Stromes  vom  Wasser  zum  Quecksilber  resp.  umgekehrt,  Gestaltsänderungen,  welche 
stets  in  dem  Sinne  gehen,  als  sei  durch  Wasserstofiabscheidung  die  Cappillaritäts- 
constante  vergrössert,  durch  Sauerstofiabscheidung  verkleinert  worden.  —  ünter- 
schwefligsaures  Natron,  überhaupt  reducirende  Substanzen,  dem  Wasser  zugesetzt, 
wirken  wie  WasserstoiTentwickelung  auf  galvanischem  Wege;  umgekehrt  oxydirende 
Mittel,  z.  B.  Chromsäure  1). 

21)  Ein  Tröpfchen  eines  geschmolzenen  Salzes,  welches  an  einem  Pladn- 
draht  haftet  und  denselben  benetzt,  bewegt  sich  bei  ungleichmässigem  Er- 
hitzen von  der  wärmeren  Stelle  weg.  Diese  Erscheinung,  die  man  früher  wohl 
einer  abstossenden  Kraft  der  Wärme  zuschob,  folgt  daraus,  dass  die  Capillar- 
constante  mit  steigender  Temperatur  abnimmt. 

22)  Entstehung  von  Emulsionen.  Gad*)  hat  beobachtet,  dass  Oel, 
welches  etwas  freie  Fettsäure  enthält,  in  eine  Lösung  von  Soda  oder  Aetznatron 
gebracht,  freiwillig  sich  in  immer  kleinere  Tröpfchen  spaltet,  welche  sich  sehr  fein 
in  der  Flüssigkeit  vertheilen  und  in  ihr  lange  suspendirt  bleiben.  Man  kann  also 
auf  diesem  Wege,  ohne  zu  schütteln,  eine  Emulsion  herstellen.  Quincks')  hat 
die  Erscheinungen  verfolgt  und  auf  Capillaritätswirkungen  zurückgeführt.  Hängt 
man  eine  durchbohrte  Glasplatte  auf  Wasser,  führt  durch  das  Loch  einen  Oel- 
trcpfen  ein  und  lässt  schliesslich  in  diesem  etwas  Sodalösung  oder  0'5#ige  Natron- 
lösung untersinken,  so  bildet  sich  aus  dem  kleinen  Tropfen  Natronlauge  (welcher 
an  der  untern  Kuppe  des  Oeltropfens  liegen  bleibt)  eine  feste  Haut  von  Seife. 
Kommt  diese  allmählich  mit  dem  Wasser  in  Berührung,  so  löst  sie  sich  und  die 
Seifenlösung  breitet  sich  auf  dem  Oele  aus;   denn  es  ist 

Olivenöl/H,O  =  2-30 
Olivenöl /Seifenwasser /Wasser  =  Olivenöl /Seifenwasser 
-h  Seifenwasser /Wasser  =  0*36  4-  0, 
also   letztere  Zahl  um  84J  kleiner  als  erstere.     Bei  der  Ausbreitung  flacht  sich 
der  Oeltropfen  ab.    Gleichzeitig  findet  Flüssigkeitsströmung  nach  dem  Ausbreitungs- 
centrum   hin    statt.     Dort  wird  die  Gruppe  für  kurze  Zeit  concav  und  einzelne 
Oeltröpfchen  sphttem  ab.  —  Aehnlich  erfolgt  die  freiwillige  Emulsionsbildung*), 


>)  Paalzow,  Pogg.  Ann.  104,  pag.  420.  1858.    Vergl.  übrigens  darüber  das  Capitel  Electricität 

*)  Gad,  du  Bois-Reymond's  Archiv  für  Anatomie  und  Physiologie.  1878. 

«)  Quincke,  Pflüger's  Archiv.  18791  Bd.  19;   BeibL  1880,  pag.  iio. 

*)  Betreffs  einer  anderen  Erklärungsweise,  welche  das  chemische  Vereinigungsbestreben  von 
Oelsäure  und  Alkali  zu  HUfe  nimmt,  vergL  Brücke,  Sitxber.  Wien.  Akad.  79.  1879.  April.  — 
Beibl.  1880,  pag.  109.  ^  ^ 
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23)  Haltbarkeit  der  Emulsionen.  Haltbar  sind  nach  Quincke  (1.  c.) 
Emulsionen  und  Schaum  (eine  Emulsion  mit  Luft)  nur  dann,  wenn  sie  aus  hetero- 
genen Substanzen  bestehen,  von  denen  die  eine  sich  auf  der  andern  ausbreitet 
beispielsweise  Oel  und  Wasser  (fettiges  Wasser).  Gesetzt  nämlich,  es  entstehe 
in  der  bedeckenden  Oelschicht  durch  äussere  Veranlassung  ein  Loch,  so  wird 
dies  wieder  zugezogen,  da  das  Oel  sich  ausbreitet,  weil 

HjO/Luft  >  Oel/Luft  -h  Oel/H^O. 
Haltbar  sind  also  allgemein  Emulsionen  nur,  wenn  im  Ganzen  drei  Flüssig- 
keiten (Gase  eingeschlossen)  vorhanden  sind,  die  der  Bedingung  genügen 

3/1  >  2/1  -h  2/3. 
Sie   sind    um  so  haltbarer,   je  verschiedener  die  beiden  Seiten  der  obigen 
Ungleichung  sind. 

Der  Vortheil,  welchen  die  Anwendung  von  Gummilösung  zur  Herstellung 
von  Emulsionen  bietet,  erklärt  sich  daraus,  dass  fettes  Oel /Gummilösung 
<  fettes  Oel/HjO  ist,  wie  Quincke  in  besonderen  Versuchen  gezeigt  hat. 

24)  Weitere  Anwendungen  der  Capillaritätserscheinungen.  —  Das 
Schwimmen  nicht  benetzter  Nähnadeln,  dünner  Metallbleche,}  die  Erscheinung, 
dass  Wasserspinnen  auf  demselben  nicht  untersinken;  femer  dass  Wassertropfen 
auf  einer  mit  Lycopodium  bestäubten  Glassplatte  oder  auf  einem  mit  feinen 
Härchen  besetzten  Blumenblatt,  wie  Quecksilber,  liegen  bleiben  u.  dergl.  mehr 
erklären  sich  aus  der  Bedeutung  der  Grösse  a.  Ist  u  die  Länge  der  Centrum- 
linie des  an  der  Oberfläche  zu  tragenden  Körpers,  p  sein  Gewicht  in  Milligrammen, 
so  ist  der  höchste  Werth,  den  p  annehmen  kann,  ohne  dass  der  Körper  unter- 
sinkt, p=:fl'  u, 

Quecksilber  tropft  aus  einer  engen  Röhre  vom  Radius  r  aus,  sobald  der 
Druck  p,  unter  welchem  der  Meniskus  steht  (gemessen  in  Milligrgew./x»x»^) 
gleich  oder  grösser  ist  als  ang/r.  Bringt  man  den  Druck  hervor  durch  eine 
Quecksilbersäule  von  h  Millim.  Höhe  und  bezeichnet  or  das  specifische  Gewicht 
des  Quecksilbers,  so  ist  _ 

(J  .  -Ä  >  OLHg/r. 

Für  r  =  0*l  mm  ergiebt  sich  daraus  ^>45  mm.  Die  Höhe  h  wird  kleiner, 
sobald  a  abnimmt;  z.  B.  durch  Eintauchen  der  Spitze  in  Wasser,  Oel  etc.,  oder 
durch  einen  Strom,  welcher  Sauerstoff  an  der  Spitze  abscheidet.  —  Zur  Er- 
mittelung der  Weite  von  Poren,  welche  dem  Quecksilber  den  Durchtritt  ge- 
statten, lässt  sich  obige  Relation  verwenden.  — 

Ueberspannt  man  einen  beiderseits  offenen  Glascylinder  an  einem  Ende  mit 
Leinwand,  so  trägt  derselbe  gleichfalls  Quecksilber.  Taucht  man  die  mit  Lein- 
wand bezogene  Seite  in  ein  Gefäss  voll  Wasser,  so  tritt  dasselbe  durch  die  Lein- 
wand hindurch.  Kehrt  man  den  Cylinder  um,  so  dass  die  angefeuchtete  Lein- 
wand nach  oben  kommt  und  taucht  ihn  wieder  in  Wasser,  so  entweicht  die  Luft 
nicht  durch  die  Leinwand.  Die  Flüssigkeitsmembran  hält  in  Folge  ihres  capillaren 
Druckes  dem  Luftdruck  im  Innern  des  Cylinders  Gleichgewicht^).  Daher  die 
Undurchlässigkeit  benetzter  Kleider  für  Luft. 

25)  Haften  von  Quecksilber  in  ausgekochten  Röhren.  Bedingun- 
gen des  Siedens  von  Flüssigkeiten.     Quecksilbersäulen,  welche  bis  zu  2  m 


>)  Thomson,  Nature  22,  pag.  548.  1880;   vergl.  übrigens  Jamin,  Compt.  R.  50,  pag.  172; 
Phil.  Mag.  (4)  19,  pag.  204—207. 
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lang  sein  können,  haften  in  Glasröhren,  wenn  die  Luft  möglichst  entfernt  ist 
Sie  können  sich  nur  loslösen  oder  das  Quecksilber  kann  sich  von  einander 
trennen,  wenn  irgendwo  eine  kleine  Blase  entsteht.  Da  dieselbe  aber  mit  dem 
Radius  0  anfangen  muss,  so  ist  dazu  ein  unendlich  grosser  Zug  erforderlich. 
Das  Gleichgewicht  ist  aber  instabil,  da  mit  wachsendem  Radius  der  Capillar- 
druck  abnimmt^). 

Die  Bedingung,  dass  im  Innern  einer  erhitzten  Flüssigkeit  sich  eine  Dampf- 
blase bildet,  ist:  die  Dampfspannung  im  Innern  der  Blase  muss  gleich  oder 
grösser  sein  als  1)  der  Luftdruck,  der  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  lastet; 
plus  2)  dem  hydrostatischen  Druck  für  die  betr.  Horizontalebene,  in  welcher  die 
Blase  entstehen  soll ;  plus  3)  dem  Capillardruck.  Letzterer  ist  Anfangs  unendlich 
gross.  Ganz  luftfreie  Flüssigkeiten  kochen  daher  nicht,  sondern  verdampfen  ohne 
Blasenbildung  von  der  Oberfläche  (Ueberhitzen).  Entsteht  aber  irgendwo  eine 
Blase  so  tritt  nun,  wegen  der  Instabilität  einerseits,  der  Temperatur  der  Flüssig- 
keit, oberhalb  der  normalen  Siedetemperatur  andererseits  stürmische  Dampfent- 
wickelung ein  (Siedevorzüge). 

26)  Versuche  zur  Bestimmung  der  Entfernung,  bis  zu  welcher  die  Kräfte 
der  Cappillarität  eine  merkliche  Wirkung  äussern  (Radius  der  Wirkungs- 
sphäre /).  Plateau  (1.  c.  T.  L,  pag.  204—210)  hat  versucht,  einen  oberen  Wert 
ftir  diese  Grösse  zu  finden.  Er  ging  dazu  aus  von  der  Ueberlegung,  dass  die 
Spannung  einer  Lamelle  so  lange  constant  bleiben  muss,  als  ihre  Dicke  grösser 
ist  als  der  doppelte  Radius  der  Wirkungssphäre.  Lässt  man  daher  die  Dicke 
einer  Seifenblase  stetig  abnehmen,  so  müsste  der  Druck  constant  bleiben,  so 
lange  dieser  Bedingung  genügt  ist  und  dann  allmählich  abnehmen.  Es  ist  ihm 
nicht  gelungen,  diese  Grenze  zu  erreichen,  und  er  schloss  aus  seinen  Versuchen, 
dass  der  Radius  /  der  Wirkungssphäre  für  Glycerin  grösser  sein  müsse  als 
1/17000  mm,  —  Leidenfrost  schloss  aus  dem  grössten  Durchmesser,  welchen  eine 
Seitenblase  bei  gegebener  Menge  Seifenwasser  annehmen  kann,  /  <  000089  mm,  — 
Quincke')  hat  /  in  der  folgenden  Weise  bestimmt.  Er  stellte  sich  dünne  keil-  * 
förmige  Silberschichten  auf  Glas  dar,  tauchte  die  so  überzogenen  Glasplatten  in 
Flüssigkeiten  und  bestimmte  diejenige  Stelle,  wo  der  Randwinkel  einen  con- 
stanten  Werth  annimmt;  von  da  ab  muss  die  Dicke  der  Silberlamelle  gleich  resp. 
grösser  als  /  sein.  Die  Dicke  der  Silberschicht  wurde  nach  Verwandlung  in  Jod- 
oder Schwefelsilber  aus  der  Farbe  der  Lamelle  berechnet.     So  fand  er 

/> 00000542  w;w  für  H^O/Ag/Glas 

/=  00000483    „      ,.   Hg/Ag,S/Glas 
=  0'0000ö9      „      „    Hg/AgJ/Glas 
=  0000080      „      „   Hg/Collodium/Glas. 

Im  Mittel  ist  /  etwa  gleich  ^  Wellenlänge  Licht  von  mittlerer  Brechbarkeit 
BoLTZMANN  *)  berechnet  die  Grösse  X,  um  welche  die  Distanz  zweier  Moleküle 
vergrössert  werden  muss,  damit  keine  merkliche  Anziehung  mehr  zwischen  ihnen 
stattfindet,  als  X  =  a/P,  wenn  i'die  Zugfestigkeit  der  Flüssigkeit  bedeutet.    Indem 
er  hierfür  den  an  den  festen  Körpern  ermittelten  Werth  nimmt,  findet  er  für 
Fe        Pt        Au         Ag        Cu        Zn 
X       1-6       50       5-0        31         1-5        6-3         lO"«  wiw. 


1)  Vergl.  J.  Moser,  Pogg.  Ann.  160,  pag.  138. 
s)  Quincke,  Pogg.  Ann.  Bd.  137,  1869,  pag.  402. 
8)  B01.TZMANN,  Wien.  Anz.   1877,  pag.  85. 
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LüDTGE^)  fand,  dass  eine  allmählich  ablaufende  Lamelle  eine  grössere 
Spannung  zeige  als  eine  derselben  Flüssigkeit,  die  auf  constanter  Dicke  gehalten 
wird.  Er  schloss  daraus,  dass  entgegen  den  sonstigen  Ansichten  die  Spannung 
der  Lamellen  zunehme  mit  abnehmender  Dicke  und  fand  eine  Bestätigung 
in  folgendem  Versuch :  In  einer  vertikalen  Lamelle  befindet  sich  ein  kreisförmiger 
Seidenfaden,  dessen  Inneres  keine  Lamelle  enthält.  Der  Faden  liegt  Anfangs 
am  unteren  Ende  der  Lamelle.  Wenn  dieselbe  allmählich  dünner  wird,  so  steigt 
der  Faden  in  die  Höhe.  Mensbrugghe^  erklärt  den  ersten  Versuch  aus  Temperatur- 
verschiedenheiten ;  den  zweiten  aus  dem  Princip,  dass  der  Schwerpunkt  des  Systems 
möglichst  tief  liegt. 

27)  Aus  diesem  kleinen  Werthe  von  /  erklärt  sich  die  ausserordentliche 
Empfindlichkeit  der  Capillaritätserscheinungen.  Eine  kleine,  optisch  nicht 
nachweisbare  Spur  Oel  auf  den  Meniskus  von  Wasser  in  einem  Capiilarrohr  ge- 
bracht, lässt  das  Wasser  auf  die  Hälfte  seiner  ursprünglichen  Steighöhe  fallen 
(vergl.  femer  die  Ausbreitungserscheinungen).  Daher  ist  grösste  Reinlichkeit  Er- 
forderniss  bei  Capillaruntersuchungen ;  besonders  einflussreich  sind  Fette  und 
Oele,  namentlich  Flüssigkeiten  gegenüber,  welche  dieselbe  nicht  auflösen. 

Gefässe,  welche  für  Capillarversuche  dienen,  seien  daher  auf  das  Sorgfältigste 
gereinigt.  Platin  durch  Ausglühen;  Glas  womöglich  durch  Erhitzten  mit  Schwefel- 
säure und  sorgfältiges  Abspülen;  Capillarröhren  stellt  man  am  besten  her  aus 
einer  mit  warmer  Schwefelsäure  und  destillirtem  Wasser  gereinigten  Glasröhre, 
welche  man  vor  der  Lampe  auszieht.  Man  hebt  dieselbe  beiderseits  zugeschmolzen 
auf.  Soll  Quecksilber  so  rein  sein,  dass  sich  Wasser  auf  demselben  ausbreitet, 
so  muss  das  auf  chemischem  Wege  gereinigte  Quecksilber  oft  stundenlang  durch 
eine  hohe  Schicht  warmen,  destillirten  Wassers  in  Form  eines  feinen  Staubregens 
hindurch  gefallen  sein.  Man  sammelt  unten  das  trocken  abfliessende  Quecksilber, 
um  es  oben  wieder  einzugiessen  *).  Auch  das  Gefäss,  in  welchem  man  die  Er- 
scheinung zeigen  will,  muss  wiederholt  mit  derart  gereinigtem  Quecksilber  ausge- 
spült werden,  ehe  der  Versuch  gelingt.  Uebrigens  scheint  auch  Bewegung  des 
Quecksilbers  von  Einfluss  zu  sein.  Auf  bewegtem  Quecksilber  breitet  sich  Wasser 
leichter  aus.  Es  wird,  wie  mir  scheint,  durch  Reibung  der  Tropfen  in  der  Richtung 
der  Bewegung  ausgezogen. 

Die  bekannten  MosER'schen  Hauchbilder  erklären  sich  nach  Quincke^) 
aus  Tröpfchen,  welche  aus  den  stärker  verunreinigten  Stellen  sich  mit  grösserem 
Randwinkel  absetzen  und  daher  dort  einen  Bezug  mit  matterem  Glanz  geben 
als  an  denjenigen  Stellen,  welche  durch  vorheriges  Behauchen  und  Verdampfen- 
lassen der  Flüssigkeitsschicht  gereinigt  sind.  Auch  die  Daguerrotyps  bestehen 
nach  ihm  aus  Quecksilbertröpfchen  von  verschiedener  Krümmung.  Die  Richtig- 
keit dieser  Erklärung  erhellt  unmittelbar  daraus,  dass  man  Daguerrotyps,  wie 
der  Verfasser  aus  Versuchen  weiss,  welche  A.  Knop  schon  kurz  nach  der  Da- 
GUERRE'schen  Entdeckung  auf  Anregung  von  Wöhler  unternahm,  galvanoplastisch 
sehr  genau  copiren  kann.  —  Damit  hängen  andere  Erscheinungen  zusammen. 
Ein  matter  Lack  besteht  aus  kleinen,  hohen  Tröpfchen,  ein  glänzender  aus  einer 


>)  LÜDTGE,  PoGG.  Ann.  139,  pag.  620—638. 

^  Meusbrugghe,  Bull.  d.  Bnix.  (2)  30,  pag.  322;   Pogg.  Ann.  141,  pag.  608. 
^  Vergl.  über  die  Vorsichtsmaassregeln  Quincke,  Pogg.  Ann.  139,  pag.  67. 
^)  Quincke,  Wied.  Ann.  2,  pag.  145—  194.  1877,  insbes.  pag.  187  ff.    Vergl.  auch  Quincke, 
Pogg.  Ann.   108,  pag.  339.  1859.  ^  ^ 
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ebenen  Fläche  oder  breiten  Tröpfchen.  Schellack  in  Alkohol  gelöst  giebt  auf 
Weissblech  einen  glänzenden  Bezug;  setzt  man  ihm  Terpentinöl  hinzu,  so  wird 
er  matt,  weil  beim  Verdampfen  des  Alkohols  das  Oel  sich  zu  kleinen  Tröpfchen 
zusammenzieht,  welche  allmählich  verharzen.  Politur  wird  mit  der  Zeit  matt, 
weil  Tröpfchenbildung  eintritt. 

28}  Oberflächenzähigkeit.  Plateau i)  nimmt  eine  besondere  Oberflächen- 
zähigkeit an.  Er  liess  eine  horizontale,  sehr  flache  Magnetnadel  so  schwingen, 
dass  sie  das  eine  Mal  nur  mit  ihrer  unteren  Fläche  die  ebene  Flüssigkeitsober- 
fläche berührte;  ein  zweites  Mal  war  sie  ganz  in  die  Flüssigkeit  eingetaucht  Er 
fand  so  für  die  Zeit,  welche  die  Nadel  brauchte,  wenn  sie  85°  aus  dem  magne- 
tischen Meridian  abgelenkt  war,  um  in  denselben  zurückzukehren,  in  beiden  Fällen 
verschiedene  Werthe.  Bei  destillirtem  Wasser  waren  sie  z.  B.  4*59  und  2*37  See, 
also  grösser,  wenn  sie  nicht  vollständig  untertauchte.  Dagegen  ging  sie  dann 
um  8°  über  den  magnetischen  Meridian  hinaus,  aber  nur  um  3*5°,  wenn  sie  ganz 
eingetaucht  war.  Dieser  scheinbare  Widerspruch  fand  seine  Erklärung,  als 
Plateau  die  Oberfläche  mit  Lycopodium  bestäubte.  Er  sah  dann  die  ganze  Ober- 
fläche, wie  eine  starre  Schicht,  durch  die  Nadel  fortgeschoben.  Diese  in  Be- 
wegung gesetzte  Schicht  zieht  die  Nadel  mit  sich.  Das  fallt  weg,  wenn  sie  ganz 
von  Flüssigkeit  umgeben  ist.  Statt  Lycopodium  aufzustreuen,  kann  man  auch 
ein  kleines  Stückchen  Goldschaum  auflegen;  es  wird  vor  der  Nadel  fortgeschoben, 
als  werde  es  von  der  bewegten  Nadel  abgestossen.  Bei  anderen  Flüssigkeiten 
(Alkohol,  Schwefelkohlenstoff,  Aether,  Terpentinöl)  ist  umgekehrt  die  Geschwindig- 
keit der  auf  der  Oberfläche  sich  bewegenden  Nadel  grösser  als  die  der  unter- 
getauchten. Plateau  unterscheidet  demnach  zwei  Categorien  von  Flüssigkeiten, 
solche,  deren  Oberflächenzähigkeit  grösser  und  solche,  bei  denen  sie  kleiner  ist 
als  im  Innern.  Am  ausgesprochensten  ist  die  erste  Art  von  Zähigkeit  bei 
Saponinlösung,  welche  bei  einem  Gehalt  von  nur  yIj^  an  Saponin,  die  aus  dem 
Meridian  um  90°  abgelenkte  Nadel  ganz  fest  hält,  während  sie  die  Zähigkeit 
reinen  Wassers  zu  haben  scheint.  Auch  Bewegung  der  Oberfläche  mit  einem 
Draht  ändert  nichts  an  der  Erscheinung.  Ueber  das  Historische  vergl.  Plateau, 
1.  c,  §  283—290. 

Da  die  Aenderung  der  Schwingungsdauer  ausser  von  der  Reibung  auch  von 
anderen,  entgegesetzten  Kräften  herrühren  kann,  so  hat  Oberbeck  *)  die  Frage 
so  untersucht,  dass  er  Schwingungsdauer  und  logarithmisches  Decrement  gesondert 
bestimmte.  Er  bestätigt  die  PLATEAu'schen  Resultate,  findet,  dass  eine  länger 
andauernde  Berührung  der  freien  Oberfläche  mit  Luft  den  Widerstand  steigert, 
dass  aber  ein  besonderer  Oberflächenwiderstand  schon  unmittelbar  nach  Bildung 
der  freien  Oberfläche  vorhanden  ist.  Ob  das  letztere  aber  auch  schon  einer 
Verunreinigung  zuzuschreiben  ist,  konnte  nicht  entschieden  werden.  Doch 
scheint  die  Thatsache,  dass  Wasser  der  ersten  Categorie  von  Flüssigkeiten, 
Alkohol  der  zweiten  angehört  und  ein  Gemisch  beider  (ungefähr  vom  specifischen 
Gewicht  0*94)  keinen  specifischen  Oberflächenwiderstand  zeigt,  doch  zur  An- 
nahme zu  nöthigen,  dass  der  Grund  dieser  Erscheinung  nicht  in  Verunreinigung 
zu  suchen  ist. 

Die  Beobachtungen  Obekbecr's  sind  in  Uebereinstimmung  mit  denen  von 
RoiTx").     Er   fand    speciell,    dass  Oel^  auf  Wasser  gebracht,   keine   besondere 


1)  Plateau,  L  c.  T.  n,  pag.  261—296. 

9)  Oberbkck,  Wied.  Ann.  Bd.  11,  p«g.  634—652.  1880. 

3)  Rom,  Nouv.  Cim.  (3)  3.  1878;   Beibl.  1878,  pag.  381.  (^  1 
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Zähigkeit  hervorruft,  wenn  das  Wasser  nicht  schon  solche  besass.  —  Maäangoni^) 
erklärt  die  Oberflächenzähigkeit  aus  einer  Art  Schleier,  welche  sich  in  Folge  der 
Verdunstung  bilde,  wobei  sich  die  nur  scheinbar  gelösten  Substanzen  ablagern.  Er 
bestreitet  die  Erklärung  Mensbrugghe's,  welcher  dieselbe  in  einer  Aenderung  der 
Capillarconstante  findet,  die  verursacht  ist  durch  Temperaturänderungen  bei  der 
Bildung  neuer  Oberflächen  schichten  (vergl.  §  32).  Auch  bei  Quecksilber  und 
dessen  Amalgamen  weisst  er  Oberflächenzähigkeit  nach,  welche  nach  ihm  in 
einer  Bildung  von  Oxydhaut  begründet  ist. 

29}  Nachwirkung  der  Capillarität.  Dass  die  Capillarconstante  bei 
längerer  Berührung  des  Meniskus  mit  Luft  sich  ändert,  meist  abnimmt,  ist  man 
geneigt  aus  Verunreinigungen  zu  erklären,  welche  sich  auf  dem  Meniskus  ablagern. 
Auch  eine  Aenderung  der  Wand  und  eine  damit  hervorgebrachte  des  Rand- 
winkels kann  eine  Wirkung  erzeugen,  welche  wie  eine  Aenderung  der  Capillar- 
constante erscheint.  Quincke*)  hat  aber  auch  an  flachen  Luftblasen,  welche 
mit  reinen  Gasen  hergestellt  waren  und  zu  denen  nicht  wohl  Verunreinigungen 
von  aussen  gelangen  konnten,  eine  zeidiche  Abnahme  der  Capillarconstante 
gefunden,  die  bisweilen  bis  zu  40^  des  Anfangswerthes  ging,  z.  B. 

Max.  Min.  Min./Max. 

H3O 8-45  7-53  0-86 

H,0  mit  Spur  HCl     .    798  5-22  0-64 

„    NH4CI    .     .    8-2  7-28  0-89 

Durch  Umrühren  stieg  die  Oberflächenspannung  wieder,  ohne  aber  zum 
Anfangswerth  zurückzugelangen.  Bei  einem  Gemisch  von  Alkohol  und  Wasser 
beobachtete  er  auch  eine,  wenn  auch  geringe  zeitliche  Zunahme. 

0*25'    M16'     14*43 


Wasser  mit  M7^  Alkohol  |  ^, 

{C 


7-84       7-92        7-79 
0*       1*  30'     12*  30' 
74      5-79        5-80 


An  kleineren  Luftblasen  waren  die  Aenderungen  geringer;  desgleichen  in 
Röhren  um  so  kleiner,  je  enger  die  Röhre  war.  Quincke  vergleicht  die  Er 
scheinung  mit  elastischer  Nachwirkung  und  vermuthet,  dass  die  benachbarten 
festen  Theile  eine  Wirkung  in  der  Weise  ausübten,  dass  sie  eine  Umlagerung 
der  Flüssigkeitsmoleküle  hindern  und  dass  diese  Wirkung  sich  von  Theilchen  zu 
Theilchen  auch  auf  grössere  Entfernung  fortsetzen  könne.  Es  fehlen  noch 
weitergehende  Versuche  über  diese  interessante  Thatsache.  Die  Annahme 
Qüincke^s  würde  sich  prüfen  lassen,  indem  man  der  Flüssigkeitsoberfläche, 
etwa  flachen  Blasen,  vollständig  untergetauchte  feste  Körper  näherte.  Dass 
derjenige  wässerige  Alkohol,  welcher  eine  geringe  Nachwirkung  zeigt,  nahezu 
der  gleiche  ist,  an  dem  man  auch  keine  besondere  Oberflächenzähigkeit  beob- 
achtet, legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  beide  Erscheinungen  im  Zusammen- 
hang stehen. 

VoLKiifANN^)  findet,  dass  man  constante  Oberflächenspannung  erhält,  wenn 
man  die  Flüssigkeiten  vorher  mit  Luft  sättigt  und  ist  daher  geneigt,  die  Ursache 


*)  Marangoni,  N.  Cim.  (3)  Hl,  pag.  50—68,  97—  1 15,  193—312.  1878;  u.  Riv.  Scient.  (X), 
pag.  302—305.  1878.  —  Beibl.  1878,  pag.  842—846. 

>)  Quincke,  Pogg.  Ann.  Bd.  160,  pag.  573—585.  1877. 

*)  Volkmann,  Wied.  Ann.  n,  pag.  177—209.  1880.  17,  pag.  353—390.  1883,  t 
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der    elastischen   Nachwirkung    in    einer    allmählichen    Aufnahme    derselben    zu 
suchen. 

30)  Einfluss  des  Druckes  auf  die  Oberflächenspannung.  Kundt^) 
hat  gezeigt,  dass  die  Capillarconstante  einer  Flüssigkeit  in  einem  mit  Gas  er- 
füllten Räume  abnimmt,  wenn  der  Druck  des  Gases  gesteigert  wird.  Die  Aenderung 
ist  abhängig  von  der  Natur  der  Gases  und  der  Flüssigkeit  Sie  beträgt  für  eine 
Druckänderung  von  1  auf  \0^  kg/cm'^\ 


Aether-Wasserstoff 00029 

Alkohol-Wasserstoff    ....  00027 
Alk.    Chlorcalciumlösung- 

Wasserstoff 00028 


Aether-Luft 0-0077 

Alkohol-Lufl 00066 

Alk.   Chlorcalciumlösung- 

Luft 00060 


Ob  diese  Erscheinung  mit  der  Löslichkeit  des  Gases  in  Zusammenhang  steht, 
blieb  unentschieden. 

Wrcblewski'}  führt  dieselbe  auf  einen  solchen  zurück. 

31)  Die  Versuche  WiLHELMY*s,  aus  denen  er  auf  eine  Oberflächen- 
verdichtung schloss.  WiLHELMY^  hat  nach  der  §  6a  beschriebenen  Methode 
die  Capillarconstanten  einer  grossen  Anzahl  von  Flüssigkeiten  untersucht. 
Je  tiefer  er  die  Platte  eintauchen  liess,  desto  grösser  fand  er  den  Werth  der 
Capillarconstante.  Er  schloss  daraus,  dass  an  der  eingetauchten  Platte  eine  sehr 
erhebliche  Flüssigkeitsmenge  condensirt  werde;  z.  B.  sollten  auf  dem  Quadrat- 
millimeter einer  Glasplatte  verdichtet  werden  0*013  »^r  Aethylalkohol,  0*0087 /wjgr 
Essigsäure  etc.  Die  Zahlen  sind  so  beträchtlich,  dass  sie  einen  erheblichen  Ein- 
fluss bei  Bestimmungen  des  specifischen  Gewichtes  ausüben  müssten.  Ein  solcher 
hat  sich  aber  nicht  nachweisen  lassen;  z.  B.  hat  Röntgen^)  Hir  eine  Gipsplatte 
den  Gewichtsverlust  in  Alkohol  bestimmt,  dieselbe  dann  in  11  Platten  gespalten 
und  unter  Annahme  des  kleinsten,  von  Wilhelmv  gefundenen  Verdichtungs- 
coefiicienten  berechnet,  dass  der  Gewichtsverlust  jetzt  0*180  gr  weniger  be- 
tragen müsse.  Thatsächlich  ^and  er  aber  keine  messbare  Aenderung  desselben. 
Desgleichen  bei  GUs,  welches  zu  feinen  Häutchen  ausgeblasen  wurde.  Schleier- 
macher ^)  findet,  dass  die  Verdichtung  höchstens  0*0001  mgr  auf  das  Quadrat- 
millimeter betragen  könne  und  dass  sich  kein  Unterschied  für  verschiedene 
Substanzen  erkennen  lässt.  Die  von  Wilhelmv  gegebene  Deutung  seiner  sorg- 
fältigen Messungen  lässt  sich  also  nicht  aufrecht  halten.  Andererseits  liegt  aber 
auch  keine  genügende  Erklärung  derselben  vor^),  und  wenn  auch  verschiedene 
berechtigte  Einwendungen  gegen  die  Versuche  Wilhelmv's  gemacht  sind,  so 
dürfte  doch  ohne  neue  experimentelle  Inangriffnahme  des  Gegenstandes  eine  Auf- 
klärung kaum  möglich  sein. 

Wilhelmv  glaubte  auch,  indem  er  Cylinder  von  verschiedenem  Durchmesser 
in  die  Flüssigkeiten  eintauchen  liess,  einen  Einfluss  der  Krümmung  auf  die  Ober- 
flächenspannung nachweisen  zu  können.  Volkmann')  hat  in  sorgfältigen  Ver- 
suchen die  Steighöhe  in  Röhren  von  verschiedenem  Durchmesser  und  zwischen 


1)  KuNDT,  MoDatsber.  Bred.  Akad.  i88o;   Wied.  Ann.  I3,  pag.  538-^550.  1881. 
>)  Wroblewski,  Compt  rend.  95,  pag.  284.  342.  1882. 
B).  Wilhelmv,  Pogg.  Ann.  119.  121.  122. 
*)  RÖNTGEN,  Wied.  Ann.  3,  pag.  321.  1878. 

»)    SCHTJEIERMACHER,    WiED.    Ann.   8,    pag.  52.    1879. 

•)  Vcigl.  Literaturvcrxeichnis«. 

^  Volkmann,  Wied.  Ann.  ii,  pag.  177. 
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ebenen  Platten  bestimmt.  Ein  Einfluss  der  Krümmung  auf  die  Capillarconstante 
fand  sich  dabei  nicht  (bis  auf  0'2%  der  Constante).  Doch  führen  ihn  seine  Ver- 
suche zu  dem  auch  von  früheren  Beobachtern  schon  ausgesprochenen  Resultate, 
dass  man  eine  der  festen  Wand  adhärirende  Flüssigkeitsschicht  annehmen  muss 
(um  deren  Dicke  der  Radius  der  Röhre  kleiner  zu  denken  ist),  welche  für 
Alkohol  und  Klauenfett  an  Glas  0*004  mm  dick  ist. 

32)  Thermischer  Effect  bei  Oberflächenänderung.  W.  Thomson 
hat  die  Piincipien  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  den  Fall  angewendet, 
dass  eine  Flüssigkeit  eine  Aenderung  der  Grösse  der  Oberfläche  erfahrt,  z.  B. 
eine  Seifenlamelle  ausgezogen  wird.  Es  wird  dann  eine  Arbeit  geleistet,  welche 
gleich  der  Oberflächenspannung  multiplicirt  mit  der  Flächenvergrösserung  ist. 
Dabei  verschwindet  eine  Wärmemenge,  die  gleich  dem  Produkt  aus  der 
absoluten  Temperatur  in  die  Abnahme  der  Capillarconstante  für  einen  Grad  ist 
Nimmt  dieselbe  mit  steigender  Temperatur  ab,  so  bringt  Oberflächenver- 
grösserung  Temperaturabnahme  hervor,  umgekehrt  Erwärmung  bei  Flüssig- 
keiten, wo  die  Capillarconstante  steigt  mit  der  Temperatur  (falls  solche 
existiren).  Mensbrucghe^)  hat  den  gleichen  Satz,  unabhängig  von  Thomson, 
abgeleitet  und  zur  Erklärung  vieler  Erscheinungen  angewendet;  z.  B.  taucht 
man  ein  Drahtdreieck  in  Terpentinöl,  die  Spitze  nach  oben  gekehrt  und  zieht 
dasselbe  dann  theilweise  aus  dem  Oel  heraus,  so  bildet  sich  eine  Lamelle, 
welche  oft  länger  als  17  Minuten  bestehen  bleibt  Nach  obigem  Princip  muss 
die  frisch  gebildete  Lamelle  niedrigere  Temperatur  und  damit  grössere  Capillar- 
constante haben;  diese  behält  sie  auch  in  Folge  des  Verdampfens.  Es  steigt 
daher  immer  neue  Flüssigkeit  in  sie  hinein  und  sie  ist,  wie  auch  die  Erfahrung 
bestätigt,  oben  dicker  als  unten.  Er  erklärt  damit  auch  die  Details  der  Er- 
scheinuQgen,  welche  auftreten,  wenn  zwei  Flüssigkeitsstrahlen  auf  einander 
stossen  und  sich  dabei  zu  Scheiben  ausbreiten^.  Desgleichen  das  periodische 
Auf-  und  Absteigen  vertical  in  die  Höhe  springender  Flüssigkeitssäulen;  die  Be- 
wegungsenergie der  Meereswellen,  welche,  an  ein  Ufer  anlaufend,  Oberflächen- 
energie verlieren,  die  sich  in  kinetische  umsetzt;  die  Entstehung  der  Fluth wellen 
an  der  Mündung  gewisser  Flüsse;  die  Gewalt  des  Golfstromes').  Er  wendet  sie 
femer  an  zur  Erklärung  der  Beruhigung  von  Wellen  durch  eine  darauf  ausge- 
breitete Oelschicht*). 

33)  Dampfspannung  und  Capillarität.  Thomson^)  leitet  die  folgende 
Formel  ab.  Bezeichnet  P  den  Druck  des  gesättigten  Dampfes  an  einer  ebenen 
Flüssigkeitsfläche,  B  die  Dichte  des  Dampfes,  ä  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  T  die 
Oberflächenspannung,  1/p  die  Krümmung  an  einer  Stelle,  so  ist  der  Dampfdruck 
p  an  derselben  Stelle 


^)  Mbnsbrugghb,  Mem.  de  TAcad.  roy.  de  Belgique  43.  1878;    Beibl.  3,   pag.  339—344. 

1879. 

^  Bull,  de  TAcad.  Belg.  (3)  46.  1878;  BeibL  3,  pag.  464.  1879. 

*)  Ibid.  (3)  47,  pag.  336—346.  1878;  Mondes  (3)  49,  pag.  480— 489.  1879;  Beihl.  3, 
pag.  776—778;  vergl.  femer  Bull.  d'Acad.  Belg.  (s)  48,  pag.  346—359.  1879;  Beibl.  5, 
pag.  339—341.  1881;  Bull.  Ac  Belg.  (3)  50,  pag.  155.  1880;  pag.  386.  188 1;  Beibl.  6, 
pag«  173.  1883. 

*)  Compt.  rend.  95,  pag.  1055.  1883;   Beibl.  8,  pag.  17.  1884. 

^)  Thomson,  Ptoc.  Roy.  Soc.  of  Edinb.  1870.  ^  j 
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WO  das  :^  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Oberfläche  concav  oder  coovex  ist.  Er 
gelangt  zu  dieser  Gleichung,  indem  er  sich  in  einem  GefUss,  welches  nur  die 
Flüssigkeit  und  deren  Dampf  enthält,  ein  Capillarrohr  eingesetzt  denkt  Der 
Dampf  muss  dann  in  der  oberen  Kuppe  sowohl  als  in  der  unteren  im  Gleich- 
gewicht mit  der  Flüssigkeit  sein;  sonst  würde  eine  continurliche  Destillation 
stattfinden.  Auf  der  unteren  Kuppe  lastet  aber  ein  grösserer  Druck.  —  Denkt 
man  sich  das  Capillarrohr  unten  geschlossen  und  etwas  Flüssigkeit  aus  demselben 
entfernt,  so  muss  also  so  lange  in  das  Capillarrohr  Flüssigkeit  destilliren,  bis  wieder 
die  gleiche  Höhe  erreicht  ist,  wie  bei  unten  offenem  Rohr.  —  Thomson  glaubt,  dass 
man  daraus  die  hygroskopische  Beschaffenheit  vegetabilischer  Stoffe  erklären 
könne.  —  In  der  Nähe  eines  kleinen  Tropfens  muss  der  Dampfdruck  grösser 
sein,  als  in  einer  ebenen  Oberfläche.  Er  könnte  also  noch  verdampfen  in 
einem  Räume,  der  von  einer  ebenen  Fläche  aus  gesättigt  ist.  —  Eine  andere 
Ableitung  und  eine  Reihe  weiterer  Schlüsse  hat  Warburg  gegeben^). 

34)  Ausdehnung  der  Anschauungen  der  Capillaritätstheorie  auf 
feste  Körper.  Da  auch  feste  Körper  nicht  absolut  starr  sind,  so  soll  auch  bei 
ihnen  das  Bestreben  vorhanden  sein,  ein  Minimum  der  Oberfläche  anzunehmen. 
Man  könnte  dann  auch  von  einer  Capillarconstante  reden.  Quincke^  hat  aus  Ver- 
suchen von  Karmarsch,  wonach  die  Festigkeit  eines  Drahtes  sich  aus  zwei 
Gliedern  zusammensetzt,  einem  proportional  dem  Querschnitt,  und  einem  zweiten 
proportional  der  Peripherie,  das  letztere  berechnet  und  als  Capillarconstante  an- 
gesprochen.   Er  findet  so: 


Eisen  .... 
Platin  .... 
Kupfer  .  .  . 
Sflber  .... 
Gold  .... 
Zink  .... 
Stahl  .... 
Neusilber  .  . 
SUber  (121öth.) 
Gold  (14  Karat) 
Messing  (Draht) 
,r       (Saiten) 


Capülaritätsconstante  o. 


Hart  gesogen 


5781 .  10»  mgr 

d026 

8888 


1592 
557 
6685 
6685 
5253 
8661 
2547 
1751 


Ausgeglüht 


1592  •  10»  mgr 
2888 
0    „ 

478   „ 

478   „ 


955 
1114 
2547 
2228 
1751 

687 


Diese  Constanten  sind  viel  grösser  als  diejenigen,  weldie  Quincke  für  ge- 
schmolzene Metalle  gefunden  oder  welche  Volkmann')  auf  einem  freilich  hypo- 
thetischen Wege  aus  der  Capillarconstante  von  Salzlösungen  unter  Benutzung 
einer  von  Poisson  angegebenen  Formel  für  die  Constante  aus  festen  Salzen  ab- 
leitet. 

35)  Eine  Bestimmung  der  Capillarconstanten  eines  festen  Körpers 
(Kautschuk)  gegen  eine  Flüssigkeit  liegt  von  Röntgen^)  vor.  Er  überspannte 
die  Oefinung  eines  engen  Glasröhrchens  mit  einer  sehr  dünnen  Kautsdiukmembran 


*)  Warburg,  Wird.  Ann.  28,  pag.  394—400.  1886. 

^  Quincke,  Pogg.  Ann.  134,  pag.  356 — 367.  1868. 

3)  Volkmann,  Wird.  Ann.  17.    Die  PoissoN'sche  Formel  vergl.  Literaturveneichniss* 

*^  RÖNTGEN,  Wird.  Ann.  3,  pag.  324—328.  1878. 
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und  bewirkte  durch  Aussaugen  von  Luft  aus  dem  Röhrchen,  dass  die  Membran 
sich  zu  einer  Hohlkugel  ausbauchte.  Der  dazu  nöthige  Druck  p^  wurde  an 
einem  Wassermanometer  abgelesen.  Bezeichnet  T  die  Spannung  der  Membran 
(Elasticität),  r  den  Radius  der  Röhre,  so  ist 

Nun  wurde  die  untere  Seite  der  Membran  in  Wasser  getaucht,  die  Mem- 
bran wieder  bis  zur  selben  Gestalt  eingebaucht  und  der  Druck  p^  bestimmt. 
Steht  das  Wasser  innen  und  aussen  gleich  hoch,  so  ist 

wenn  a,,  die  Oberflächenspannung  Wasser/Kautschuk  bedeutet  Um  zu  con- 
troliren,  ob  sich  T  nicht  dabei  geändert  habe,  wird  die  Membran  auch  inner- 
lich unter  Wasser  gebracht.  Steht  das  Wasser  innen  und  aussen  wieder  gleich 
hoch  und  hat  innen  die  Krümmung  Null,  so  wird 

Legt  man  auch  der  trockenen  Membran  eine  Oberflächenspannung  bei,  so  ist 
a)3  die  Differenz  der  Spannungen  Kautschuck/Luft  —  Kautschuk/Wasser.  Da- 
für findet  Röntgen  den  Werth  8  Mgrgew./Mill.,  also  wie  Wasser/Luft.  Er  er- 
reicht erst  30—60  Secunden  nach  der  Berührung  einen  constanten  Werth. 

36)  Bologneser  Flaschen.  Glasthränen.  Wird  eine  geschmolzene 
Glasmasse  rasch  abgekühlt,  so  erstarrt  zunächst  die  Oberfläche.  Indem  nun  die 
innere  Glasmasse  sich  bei  weiterem  Kühlen  zusammenzieht,  übt  sie  einen  nor- 
malen Zug  auf  die  bereits  erstarrte  Oberfläche  und  es  muss  daher  in  der  letzteren 
eine  Spannung  eintreten.  So  lange  das  Innere  flüssig  und  die  Oberfläche  sehr 
dünn  ist,  müssen  Spannung,  Druck  und  Krümmung  durch  die  früher  gegebenen 
Relationen  verknüpft  sein.  Bei  weiterem  Erstarren  treten  Unregelmässigkeiten 
ein.  Denkt  man  sich  auf  der  so  gespannten  Oberfläche  eine  Linie  von  1  mm 
Länge  gezogen,  so  wirken  rechts  und  links  derselben  die  Tangentialkräfte;  es 
kann  aber  sein,  dass  die  Festigkeit  des  Materials  den  Zug  aushält,  das  Glas  ganz 
bleibt  Bringt  man  aber  daselbst  eine  wirkliche  Trennungslinie  (einen  Ritz  durch 
einen  schartkantigen  Feuerstein)  hervor,  so  rollen  jetzt  gewissermaassen  die  Tan- 
gentialspannungen  die  Oberfläche  ab,  das  Glas  blättert  entweder  an  der  Ober- 
fläche ab  (wie  das  lange  Jahre  gelegene  Glaskolben  beim  Erwärmen  oft  zeigen) 
oder  auch  das  ganze  Glas  zerspringt 

VI.  Anziehungen  und  Abstossungen  durch  CapiUarkräfte. 

37)  Zwei  benetzte  auf  einer  Flüssigkeit  schwimmende  Körper  ziehen  sich  an; 
desgleichen  zwei  nicht  benetzte^).  Ein  benetzter  und  ein  nicht  benetzter  stossen 
sich  ab  oder  ziehen  sich  an,  je  nach  der  Entfernung^.  Laptjice  hat  die  Er- 
scheinung zuerst  erklärt  und  rechnend  verfolgt.  Die  Erklärung  ist,  wenigstens 
flir  die  ersten  Fälle  mit  zwei  Worten  zu  geben:  Es  ist  eine  hydrostatische  Er- 
scheintmg.  Die  Flüssigkeit  steigt  zwischen  den  benetzten  Körpern  an,  ihr  hy- 
drostatischer Druck  ist  daher  kleiner  als  im  allgemeinen  Niveau;  daher  werden 
die  Körper  zusammengepresst  — 


*;  Laplace,  Theorie  etc.,  §  11. 

^  SuppL  de  la  Th.  d.  1.  Cap.  Oeuvres,  T.  IV,  pag.  506—517. 


^Si'^^i  Google 
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Wir   wollen   der   Einfachheit  halber  nur  den  Fall  genauer  betrachten,  dass 

zwei  verticale  parallele  Platten  eingetaucht  seien 
(Fig.  195).  Die  Flüssigkeit  sei  in  emem  be- 
liebigen Punkte  gehoben  über  das  allgemeine 
Niveau  um  A^-hh^*  Legt  man  in  den  Höhen 
I  ^p  Aj-»-^,,  Aj-h^j-i-«  Horizontalebenen,  so 
i        ist  allgemein  der  Druck  in  einer  Tiefe  A^,  wenn 

■*• —    P  den    äusseren   (Athmosphärcndmck),    9  das 

(Ph.  195.)  specifische  Gewicht  bezeichnet, 

/^,  =  i>+A,a  +  a(^-h^j.  (1) 

Daher  in  der  Tiefe  A^  -h  ^,  -h  x: 

/ai+a,4-.  =  -P H-  (^1  -h  ^,)<»  -H  «<x  H-  a  ^-^  H-  ^j  .  (2) 

Dieses  ist  aber  auch 

==P-h«(x.  (3) 

Daher  /Ür  s  s  0,  d.  h.  im  allgemeinen  Niveau, 

Daher 

Dies  in  (1)  gesetzt,  giebt 

^*i«/'-f-Ai(j  — (AiH.A,)(j  =  i'— Ä,(j.  (la) 

Der  hydrostatische  Druck  nimmt  also  in  dem  Capillarraum  ab 
beim  Höhergehen  proportional  dem  Abstand  vom  allgemeinen  Niveau. 
Dieser  Satz  gilt,  die  capillare  Oberfläche  mag  beschaffen  sein  wie  sie  will,  er 
gilt  daher  auch  für  die  ausserhalb  des  Capillarraumes  angestiegene  Flüssigkeit 
Soweit  also  beiderseits  der  Platte  sich  Flüssigkeit  befindet,  ist  auch  der  Druck 
von  beiden  Seiten  der  gleiche. 

Hat  die  Platte  die  Breite  ^  und  ist  die  Flüssigkeit  ausserhalb  angestiegen 
bis  zur  Höhe  a,  innerhalb  bis  A,  so  wird  der  Gesammtdruck  (von  aussen  nach 
innen)  auf  eine  Wand 

—  ^^/Äj  dA^  =  —  ad(A  —  a)  — r 


Da  P  aus  der  Rechnung  herausfallt,  so  gilt  dies  auch  für  den  luftleeren 
Raum.  Es  würde  nicht  mehr  gelten,  wenn  9,  d.  h.^»0  wäre  (Oel  im  PLATSAu'schen 
wässrigen  Alkohol).  Die  Erscheinung  hat  also  mit  Molekularkräften  gar  keinen 
Zusammenhang. 

Ist  A  gross  gegen  a,  so  ergiebt  eine  einfache  Rechnung,  dass  die  Kraft  nahe- 
zu umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  des  Abstandes  der  Platten  ist. 

Ganz  analoge  Betrachtungen  und  Resultate  gelten,  wenn  beide  Platten  nicht 
benetzt  werden.  Zwischen  denselben  herrscht  der  Druck  P,  ausserhalb  derselben 
P-hA^a. 

Ist  eine  Platte  benetzt,  die  andere  nicht,  so  ist  für  das  Resultat  entscheidend, 
dass  die  Flüssigkeit  im  Capillarraum  an  jeder  Platte  weniger  von  dem  allge- 
meinen Niveau  absteht  als  ausserhalb  der  Platten.  Zwischen  beiden  muss  ein 
Punkt  im  allgemeinen  Niveau  liegen;   in  ihm  muss  daher^i^jn^ Krümmung  Null 
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sein.  Damit  erklärt  sich  die  Abstossung,  wie  eine  einfache  Ueberlegung  ergiebt, 
sofort  Betreffs  des  Näheren  vergl.  Laplace  l.  c,  wo  auch  die  Bedingungen 
discutirt  sind,  wann  die  Abstossung  in  Anziehung  übergehen  kann.  Dies  tritt 
nur  bei  sehr  kleinen  Abständen  ein,  wie  Hauy  experimentell  bestätigte^). 


VII.  Die  Bedeutung  der  LAPLACs'schen  Constanten. 

38)  Wir  untersuchen    die  Wirkung   einer  Flüssigkeitskugel  auf  die  Flüssig- 
keit in  einer   Capillarröhre,    deren  Basis  gleich  1  angenommen  sei.     Die  Kugel 
habe  den  Radius  a;  Die  Röhre  stosse  zu- 
nächst von  aussen  auf  die  Kugel  auf  und 
sei  radial  gerichtet.    Ihre  Axe  sei  die  x-Axe 
(Fig.  196). 

Wir  legen  ein  Kugelcoordinatensystem 
J?,  9',  ^'  zu  Grunde.  Ein  Volumelement 
R^  dR  sinV  dV  dff*  habe  von  einem  Axen- 
punkt  des  Flüssigkeitcanals  den  Abstand  r. 
Es  sei  9(r)  die  Anziehungsfunktion,  wo  in 

9(r)  noch  eingehen  können  Grössen,  welche  von  der  specifischcn  Natur  der 
Flüssigkeit  abhängen.  Die  Anziehung  auf  das  Volumelement  1  der  Flüssigkeit 
im  Canal  Iflsst  sich  dann  schreiben  als 

R^dRsinVdVdff't^{r), 

und  die  Componente  nach  der  or-Axe 

IX  =  R^  dR  sinV  dV  dt^'  (p(r)  cos{r,  x). 

Ist  p  der  Abstand  des  angezogenen  Volumelementes  vom  Kugelmittelpunkt, 


r*=zR9^  p>—  2^p cas%^;     cos{r,  x)  ==  ^ =  -g-  • 


Setzt  man 

/i(r)rfr=f-n(r) 

0 

[wo  c  den  Werth  bedeutet,  den  das  Integral  annimmt,  wenn  die  obere  Grenze 
rs=<x>  gesetzt  wird,  da  dann  n(r)  =  0  sein  soll],  so  ist 

und  daher 

Ö X«  —  ^  [R^  dR  sinV  dV  dt^'  -  U(r)]. 

Die  Integration  über  alle  Volumelemente  der  Kugel  giebt  die  Componente  X 
der  Anziehung  auf  die  Masse  im  Volumelement  1  des  Canals.    Setzt  man  daher 

V^jR^dRjsinV  dVjdt^*  n(r), 
000 
so  ist 


1)  Eine  elementare  Ableitung  vergl.  Mbnsbrugohe,  Bull,  de  Bnix.  (3)  5,  pag.482;  Beibl.  8, 
pag.  j6.  1814;  femer  le  Contb,  Sill.  Am.  Joum.  1&82;  Phil.  Mag.  (5)  15. 188$.  —  Worthinoton, 

Phil.  Mag.  (5)  15.  1883.  n         .K  V     c  11- 

Digitized  by  Vji^  ^  a.  IV^ 
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^ — ^- 

Integrirt  man  zunächst  noch  9'  und  dann  noch  d';  beachtet  bei  der  letzteren 
Operation,  dass 

so  wird 


y^2^J^dJiJn(r)rdf 


p-Ä 
Setzt  man  nun  wieder 

/n(r)rar«^'  — V(r), 
0 

wo  ^{r)  wiederum  die  Eigenschaft  haben  soll   mit  wachsendem  r  sehr  rasch 
gegen  Null  zu  convergiren,  so  wird 

p+i? 

p-i? 
und 

a 

V — 2ity^[«P(p+ie)-«P(p-je)]. 

0 

Nun  ist  die  Componente  auf  das  Volumelement  1  gleich  —dV/d^\  daher 
auf  eine  Schicht  von  der  Länge  d^  gleich  — {dV/d^)d^\  daher  auf  einen  Canal, 
der  von  psa  bis  p  =  Pi  reicht,  gleich  — [^f^-  Bezeichnet  man  letztere  durch 
2Jf,  so  ist 

oder 

a 

2  Jf  =  -  2« /^^^  ["F(a  +  i?)  _  «r(a  -  ie)] 

0 
a 

4.  2,  /"^  pF(p,  +  i!)  -  V(pi  -  i?)]. 

Hat  a  einen  merklichen  Werth,  so  bleibt  nach  der  Annahme  über  die 
rasche  Abnahme  der  Function  ^  nur 

a 

2  Jf  =  2ity*^^^  V(a  -  Ä)  =  [Hp«. 

0 

Setzt  man  a  — i?'=ajar,  so  ist  daher 

2;f„2„y(i=^,rW. 

0 

Schreibt  man  endlich 

2j:jV{s)äz^K,  (VI) 

0 

2ic/«f(«)  sds  =  ä;  (vn) 

»ist  Digitizedby  Google 
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2Ar«:[r]p=:«  =  ^— 


H 


(VIII) 


(Ph.  195.) 


Dabei  sind  K  und  H  unabhängig  von  a^  wenn  a  überhaupt  endlich  ist; 
die  Natur  der  Funktion  ^  soll  dies  bedingen. 

Die  Anziehung  einer  Flüssigkeitskugel  auf  die  in  einem  Canal  vom  Quer- 
schnitt 1  enthaltene  Flüssigkeit  ergiebt  sich  also  m  der  Form  der  Gleichung  (Vü), 
einer  speciellen  Form  der  früher  allgemeiner  abgeleiteten  und  benutzten. 

Hierin  stellt  V  entweder  dar  den  Druck,  welcher  in  Folge  der  Anziehung 
der  Kugelmasse  auf  den  Boden  des  Flüssigkeitscanais  vom  Querschnitt  1  ausgeübt 
wird;  oder,  da  d  V/d^  die  Kraft  bedeutet,  welche  auf  das  Volumelement  1 
ausgeübt  wird,  so  wäre  [F]p  =  a  auch  gleich  der  Arbeit,  die  geleistet  würde, 
wenn  die  im  Volumelement  1  enthaltene  Flüssigkeitsmenge  aus  unendlicher  Ent- 
fernung sich  der  Flüssigkeit  näherte  bis  p  =  <7.  ^ 

K  hätte  dieselbe  Bedeutung  für  eine  durch 
eine  ebene  Fläche  begrenzte  Flüssigkeitsmasse. 

Man  beachte,  dass  K  und  H  nicht  von 
derselben  Grössenordnung  sind.  H/K  ist  von 
der  Ordnung  z,  wo  z  eine  sehr  kleine  Grösse 
bedeutet 

39)  Wir  haben  bis  jetzt  die  Wirkung  auf 
einen  Flüssigkeitskanal  bestimmt,  welcher  ausser- 
halb der  Flüssigkeitsmasse  liegt.  In  Wirklich- 
keit handelt  es  sich  um  die  Wirkung  auf 
einen  Canal,  welcher  in  der  Masse  selber  sich 
befindet 

Es  sei  (Fig.  195)  POQ  die  Flüssigkeitskugel;  der  Kanal  OS,  auf  dessen 
Theilchen  die  Anziehung  bestimmt  wird,  sei  aber  innerhalb  der  Kugel  gelegen. 
Legt  man  durch  O  eine  Tangentialebene  und  über  derselben  eine  der  ersten  gleiche 
Flüssigkeitskugel,  so  ist  die  Kraft,  mit  welcher  die  ganze  Flüssigkeit  des  Kanals 
OS  durch  den  Raum  KO NMJy  also  den  Flüssigkeitsmeniskus  nach  oben  ge- 
zogen wird,  wie  vorher  bewiesen,  gleich  H/b,  wenn  b  den  Kugelradius  bedeutet. 
Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  Wirkung  dieses  Flüssigkeitsmeniskus 
auf  den  ausserhalb  gelegenen  Canal  OS  dieselbe  ist,  wie  die  des 
Meniskus  KOPQJ  auf  die  Flüssigkeit  im  Canal  OS. 

In  der  That  denkt  man  sich  einen  Punkt  q  im  letzten  Meniskus,  zieht  das 
gleichschenklige  Dreieck  Oqr,  so  hebt  sich  in  vertikaler  Richtung  die  Wirkung 
von  q  auf  die  im  Canaltheile  Or  gelegene  Moleküle  auf;  dagegen  wirkt  q  nun 
auf  den  unterhalb  r  gelegenen  Canal  rS  genau  ebenso  wie  ein  zu  q  als  Spiegel- 
bild in  Bezug  auf  die  Trennungsebene  (als  spiegelnde  Fläche)  gelegener  Funkt 
q'  auf  den  Canal  OS. 

Ebenso  ist  die  Wirkung  einer  unendlich  ausgedehnten  ebenen  Flüssigkeits- 
masse auf  einen  ausserhalb  derselben  gelegenen  Flüssigkeitscanal  OS  ebenso, 
wie  die  Wirkung  derjenigen  ebenen  Flüssigkeit,  welche  den  Canal  selbst  enthält, 
auf  diesen. 

Es  sei  z.  B.  die  Flüssigkeit  befindlich  oberhalb  der  Ebene  KOJ\  OS  der 
Canal.  Betrachtet  man  die  Wirkung  auf  einen  Punkt  r  des  Canals;  sie  sei 
^K^.    Legt  man  symmetrisch  zu  KJ  in  Bezug  auf  r  die'^lfcne  ICf,  so  übt 
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die  unterhalb  letzterer  gelegene  Flüssigkeit  eine  Kraft  aus,  die  als  Ku  bezeichnet 
werde.  Da  r  im  Gleichgewicht,  so  ist  iT^^  -h  Äi,«  0,  ^o  =  —  -^«'  Und  da  dies 
für  alle  Punkte  r  gilt,  so  ist  auch  SÄ'o=  — SAT«;  IATq  ist  aber  die  früher  als 
K  bezeichnete  Grösse. 

Dies  sind  die  LAPLACE'schen  Betrachtungen,  wie  sie  in  den  Lehrbüchern  in 
etwas  anderer  Form  reproducirt  zu  werden  pflegen.  Man  bemerkt,  dass  die 
Flüssigkeit  als  homogen  angenommen  ist.  Hätte  sie  eine  mit  dem  Abstand  vom 
Niveau  sich  ändernde  Dichte,  so  wird  im  ersten  Beweis  die  Dichte  im  Canal 
Or  eine  andere  sein  als  im  Canal  rS  und  damit  auch  die  anziehende  Kraft 
anders  ausfallen.  —  Das  ist  derjenige  Punkt,  wo  Poisson  eine  Erweiterung  hat 
eintreten  lassen. 

40)  Ob  die  Grösse  ^  thatsächlich  existire,  lässt  sich  direkt  nicht  ent- 
scheiden. Man  könnte  versucht  sein,  auf  dem  folgenden  indirekten  Weg  darüber 
ins  Klare  zu  kommen.  Da  H  die  Wirkung  eines  Meniskus,  der  zwischen  einer 
Ebene  und  einer  Kugel  vom  Radius  1  gelegen  ist,  auf  den  Flüssigkeitskanal 
misst;  K  die  Wirkung  der  ganzen  unterhalb  der  Ebene  gelegenen  Masse,  so 
sollten  K  und  H  bei  allen  Flüssigkeiten  (sofern  sie,  wie  Laplace  annimmt, 
den  Raum  als  continuirlich  erfüllend  gedacht  werden  dürfen)  in  einem  constanten 
Verhältniss  stehen.  Nun  ergiebt  die  Beobachtung,  wenn  man  drei  Flüssigkeiten 
1,  2  und  3  übereinander  hat  (z.  B.  Luft,  Oel,  Wasser),  dass  nicht 

wie  alle  Theorien  verlangen,  sondern  dass  gewöhnlich 
Dem  entsprechend  sollte  auch 

sein,  d.  h.  wenn  man  in  einer  Capillarröhre  Wasser  aufsteigen  und  dann  auf 
dem  allgemeinen  Niveau  sich  Oel  ausbreiten  lässt,  so  sollte  die  Steighöhe 
sich  ändern^);  noch  empfindlicher  ist  die  folgende  Anordnung:  ein  mit 
Luft  gefüllter  Kolben  trägt  einen  durchbohrten  Kork  und  in  diesem  eine  recht- 
winklig gebogene  Glasröhre,  deren  einer  Schenkel  horizontal  verläuft.  Man  taucht 
den  Kolben  in  ein  Gefslss  voll  Wasser  und  sorgt  dafür,  dass  ein  Wassermeniskus 
im  horizontalen  Glasrohr  steht.  Lässt  man  nun  auf  der  Oberfläche  sich  Oel  aus- 
breiten, so  sollte  der  Meniskus  seine  Stelle  ändern.  Man  beobachtet  nie  bei 
derartigen  Versuchen  einen  positiven  Erfolg  und  da  K  ausserordentlich  \iel 
grösser  als  H  ist,  so  darf  man  mit  Bestimmtheit  schliessen,  entweder,  dass  H 
und  K  gar  nicht  proportional  sind^  oder,  was  noch  unabhängig  davon  folgt, 
dass  K  jedenfalls  nicht  als  ein  innerhalb  der  Flüssigkeit  nachweisbarer  Druck 
existirt^. 

In  der  That  wird  in  einer  unendlich  ausgedehnten  ebenen  Flüssigkeitsmasse 
der  Effekt  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Theilchen  nur  der  sein,  dass  in 
der  Nähe  der  Oberfläche  die  Flüssigkeitstheilchen  sich  zu  nähern  streben 
und,  sofern  sie  comprimirbar  ist,  daselbst  eine  dichtere  sehr  dünne  Oberflächen- 
schicht bilden.    In  einer  sehr  kleinen  Entfernung  von  der  Oberfläche  bleiben 


1)  QuiNKE,  PoGG.  Ann.  1870.  —  RCLSY,  PhiL  Iklag.  (5)  15.  1883. 

^  Vergl.  darüber  Raylsigh,  PhiL  Mag.  (5)  16,   1883.  — -  Exner's  Repertoriom  20.   1884. 

^)  Vergl.  auch  Worthington,  Phil.  Mag.  (5)  16.  1883.  —  Exner's  Repy  k_c.^Oy  Lt: 
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die  Theilchen  dagegen  in  ungeänderter  Entfernung,  der  Druck  ändert  sich  nicht 
Lässt  man  nun  die  ebene  Oberfläche  eine  Deformation  erfahren,  so  müssen  die 
Theilchen,  ebenso  wie  bei  elastischen  Verschiebungen,  in  erzwungene  Ent- 
fernungen gebracht  werden,  was  nur  durch  das  Auftreten  neuer  Kräfte  (capillarer 
Druck)  möglich  ist.  Die  einzige  im  vorliegenden  Aufsatz  besprochene  Er- 
scheinung, in  welcher  sich  die  Existenz  von  K  äussert,  könnte  demnach  die 
Oberflächenzähigkeit  sein.  In  der  That  haben  Röntgen^)  und  Warburg')  nach- 
gewiesen, dass  die  Zähigkeit  vom  Druck  abhängig  ist,  bei  Wasser  mit  demselben 
abnehmend,  bei  Aether,  Benzol  und  Kohlensäure  mit  ihm  steigend.  Das  erstere 
Resultat  widerspricht  zwar  der  thatsächlich  beobachteten  Oberflächenzähigkeit ; 
indessen  fragt  es  sich,  ob  nicht  bei  höheren  Drucken  als  Warburg  (100  bis 
150  Atm.)  verwendete,  die  Zähigkeit  eine  andere  wird.  —  Wenn  eine  gemischte 
Flüssigkeit  vorliegt,  so  kann  die  Oberflächenschicht,  wenn  sie  unter  dem  Druck 
K  steht,  nicht  die  Zusammensetzung  der  inneren  Masse  haben.^.  Wählt  man 
die  Mischungsverhältnisse  so,  dass  die  innere  Reibung  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ist  (bei  Alkohol  und  Wasser  ca.  fllr  gleiche  Mengen  beider  Körper),  so 
muss  die  Difierenz  der  Oberflächenzähigkeit  gegen  die  innere  Reibung  dann  im 
Minimum  sein.    In  der  That  findet  sich  dies  annähernd  bestätigt. 

Wir  lassen  hier  noch  für  eine  Anzahl  Flüssigkeiten  die  Grössen  K  folgen, 
wie  sie  vak  der  Waals*)  aus  seinen  gastheoretischen  Untersuchungen  abgeleitet 
hat  (flir  0°C): 

K  Ht% 

Aether 1300—1430  Atm.        3*7  Mgrgew./MilL 

Alhohol   ,    .    .    .    .     2100—2400      „  5-0 

Schwefelkohlenstoff  .     2900—2890      „           6*6  „ 

Wasser 10500—10700    „  15*5 

Chloräthyl    ....           2040            „          —  „ 

Schweflige  Säure  .     .           3060            „          —  „ 

Kohlensäure     .    .    .           2820           „          —  „ 

Essigsäuremethyläther           2225            „          —  „ 

Diäthylamin.    .    .     .           1500            „          —  „ 

VAN  DER  Waals  kommt  zu  dem  Schlüsse:  Ist  der  Radius  der  Attraction  bei 
allen  Körpern  gleich  gross,  so  muss  die  Capillarconstante  fllr  die  verschiedenen 
Körper  dem  kritischen  Druck  proportional  sein.  Ist  dagegen  der  Radius  den 
linearen  Dimensionen  der  Moleküle  proportional,  so  ist 


(: 


wenn  /  und  T  den  kritischen  Druck  und  die  kritische  Temperatur  bedeuten. 

Vin.  Theorie  von  Gauss. 
41)  Gauss  macht  gegen  die  LAPLACE'sche  Theorie  zwei  Einwände.    Laplacb 
lasse  ^(r)  sehr  rasch  gegen  Null  convergiren.    Daraus  folge  aber  noch  nicht,  dass 


^)  RÖNTGBN,  WiED.  Aon.  22,  pag.  51a 
^  Warburg,  Ibid.  pag.  518. 
^  Braun,  Zeitichr.  f.  phys.  Chem.  i,  pag.  271. 

^)  VAN  DER  Waals,   Contiiiuität  des  gasförmigen  und  flüssigen  Zustandes.    Deutsch  von 
Roth.    Leiprig,  Barth,  1881,  pag.  107,  165.  Digitized  byV^OO^lC 
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auch  U(r)^Jf{r)dr  und  W{r)=:  JXl(r)  dr  die  gleiche  Eigenschaft  besitze. 
Wäre  z.  B.  9(r)=  1/r,  so  würde  ^(r)^=logr.  Sein  Haupteinwand  geht  gegen 
die  LAPLACE'sche  Beweisführung  der  Constanz  des  Randwinkels,  welche  entweder 
das  zu  beweisende  schon  voraussetze  oder  ohne  rechtes  Resultat  verlaufe. 
Seine  Theorie  soll  gleichzeitig  ein  Beispiel  für  die  Variation  von  mehrfachen 
Integralen  mit  veränderlichen  Grenzen  sein.  Sie  ist  dadurch  schwierig  und  weit- 
läufig. Bertrand ^)  hat  eine  einfachere  Darstellung  gegeben,  indem  er  die 
Variationen  der  Integrale  durch  Zuhilfenahme  eines  einfachen  Satzes  über 
Flächenkrümmung  vermeidet. 

42)  Es  sei  ein  System  gegeben  von  Theilchen  einer  Flüssigkeit  und  eines 
festen  Körpers.  Die  Theilchen  der  Flüssigkeit  seien  mm* m^^  etc.,  die  des  festen 
Körpers  MM^M*'  etc.,  die  Kräfte  zwischen  den  Theilchen  seien  gerichtet  nach 
der  Verbindungslinie  und  proportional  den  Massen.  Der  Abstand  zweier  Theil- 
chen m  und  m*  sei  bezeichnet  durch  (m,  i« ');  die  Anziehungstunction  der  Flüssig- 
keitstheilchen  unter  einander  sei/,  die  zwischen  Flüssigkeits-  und  festen  Theil- 
chen F.  In  diesen  Functionen  kann  wieder  der  Einfluss  der  besonderen  Materie 
einbegriffen  sein.  Das  System  sei  der  Schwerkraft  unterworfen.  Nach  dem 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  muss  für  alle  Verschiebungeu,  welche 
das  ganze  Volumen  ungeändert  lassen,  sein 

o  =  ^m  [gdz  —  m'f  (mm')  d(mm')  —  m"/  (mm'')d(mm")  —  . . 

—  MF{mM)  d{mM)  —  M'  F(mM')  d(mAf)  —  .  .].  ^  ^ 

Darin  ist  dz  die  verticale  Verschiebung  des  Punktes  m;  die  Variationen 
d{mm')  . . .  d(mAf)  etc.  beziehen  sich  auf  die  Verschiebung  des  Punktes  m. 

Setzt  man 

f/(r)  dr ^(r);     />(r)  dr *(r), 

r  r 

so  wird  Gleichung  (1) 

0  =  y.»i  [ — gdz  -h  tri  dtf  (mm*)  H-  m"  d^  {mm*^)  -+■ . . 
4-  Md^{mM)  H-  M'd^  (mJlT)  H-  . .], 

wo  die  Differentiale  sich  nur  beziehen  auf  die  Verschiebung  des  Punktes  m. 
Aber  jedes  dieser  partiellen  Differentiale  kann  mit  einem  zweiten  vorkommenden 
Gliede  zu  einem  vollständigen  Differential  zusammengefasst  werden.  So  kommt 
in  Bezug  auf  m  vor  die  Variation 

mm*dm^(fnm*), 
und  in  Bezug  auf  m*  die  Variation 

m*mdm'^{fnfn')- 
Für  die  Summen  beider  soll  geschrieben  werden 

mm*df(mm*). 

Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  ist  daher  die  totale 
Variation  des  Ausdruckes 

-h  M9(mM)-hM'9{mAf)'h  . . .]. 


1)  Bkrtrand,  Joum.  de  LiouviUe  (l)  13,  pag.  185—209.    l848E)igitized  byCiOOQle 
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Nur  die  ersten  mit  ^  behafteten  Glieder  kommen  zweimal  vor,  nicht  auch 
die  mit  O  multiplicirten,  weil  die  Massen  M  festliegen. 

Die  Massen  sollen  den  Stamm  continuirlich  erfüllen.  Nennt  man  v  und  k 
Volum  und  Dichte  der  Flüssigkeit,  V  und  K  Volum  und  Dichte  des  festen 
Körpers;  bezeichnet  mit  dv  und  dv^  Volumelemente,  mit  {dv  dv")  den  Abstand 
zweier  Volumelemente,  so  ist 

Q  «  —  g^Jzdv  -h  ^k^JJdv  dv'  ff  {dv  dv')  +  kk'JJdv  dV^  {dv  dV). 

43)  Die  6  fachen  Integrale  erstrecken  sich  das  eine  Mal  über  zwei  getrennte 
Räume,  das  andere  Mal  über  zwei  Räume,  welche  zusammenfallen.  Gauss  führt 
diese  6  fachen  Raumintegrale  auf  4  fache  (Oberflächenintegrale)  zurück.  Wir  wollen 
den  Weg  nur  andeuten.  Er  zerlegt  zu  dem  Ende  in  der  auch  sonst  von  ihm  an- 
gewendeten Weise  den  Raum  um  einen  Punkt  |jl  herum  in  kleine  Kegel  von  dem 
Oefinungswinkel  d[[\  schneidet  ein  solcher  Kegel  aus  der  Oberfläche  ein  Stück 
di  heraus  im  Abstand  r  omd  ist  q  der  Winkel,  den  die  Oberflächennormale  mit  r 

einschliesst,  so  ist  ^11  =  ± 5 — ,  wo  das  -h  oder  —  Zeichen  gilt,  je  nach- 
dem der  Strahl  r  durch  die  Oberfläche  in  den  Raum  ein-  oder  austritt  Handelt 
es  sich  z.  B.  um  das  dreifache  Integral 

Jdvffi^ydv), 

und  liegt  |&  innerhalb  des  Raumes  v\  schneidet  der  Strahl  die  Oberfläche  in 
den  Abständen  (|a,  dv)  =  r',  r'\  r"'  etc.,  so  liefert  ein  solcher  Kegel  zu  dem 
Integral  den  Beitrag 

^n  \Mr)rUr+Jff{r)r^dr  +  .  . J  , 
da  dv^sdUr^dr  ist    Setzt  man 

r 

SO  wird  der  Beitrag  daher 

•«l|+M-+M  +  +(0---l 

Bei  der  Integration  durch  alle  Kegel,  welche  den  Punkt  |jl  umgeben,  würde 
das  erste  Glied  den  Gesammtbeitrag  4tc  •  f^{o)  ergeben,  wenn  der  Punkt  im  Innern 
der  Masse  liegt.  Geht  man  nun  weiter  zum  6  fachen  Intcgnl  fdv' fdv  ff  (]k,  dv), 
wo  dv'  das  Volumelement  im  Punkt  |jl  bedeutet,  so  entsteht  daraus  der  Werüi 
er .  4ic  •  ^{o),  wenn  v  das  ganz  Volum  der  Masse  bedeutet,  welcher  der  Punkt  (l 
angehört 

44)  Indem  Gauss  so  in  aller  Allgemeinheit  die  Ausdrücke  verfolgt,  findet  er 
für  Q  die  folgende  Form: 

Q  =  -r.^kf»dv  -h  i>^>  •  4ic .  v^{o)^^nk^t%{o)  H-  ickk'  r%{o) 


1  ^,  r .,  fdi'cosq'Hr) 

-^kWfdiCOSqf  -^Ji^äjyr^  '  Digitizedby Google 
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Hierin  bedeutet 

k  .  .  Dichte  der  Flüssigkeit, 
k\  ,      „       des  festen  Körpers, 
V  .  .  Volum  der  Flüssij^keit, 

/  .  .  gesammte  (freie  und  nicht  freie)  Oberfläche  der  Flüssigkeit, 
T . .  gemeinschaftliche  Oberfläche  von  Flüssigkeit  und  festem  Körper, 
äf  und  äi*  Elemente  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche, 
(dt,  df)  ihren  Abstand. 
dT  und  {dt,  dT)  haben  entsprechende  Bedeutungen. 

q  und  q*  bedeuten  die  Winkel,  welchen  die  Verbindungslinie  {dt,  dt')  mit 
den  nach  ausserhalb  der  Flüssigkeit  gerichteten  Oberflächennormalen  an  den  resp. 
Stellen  dt  und  dt*  bildet  Endlich  sind  d(^)  und  ^{c)  die  Functionen  ft(r)  und 
6  (r)  für  r  s=  0  und  diese  selbst  sind  definirt  aus 

oe  oe  oo 

//(r)rfr  =  _,(r);    fr>,f{r)dr +(r);     f^(r)dr d(r); 

r  T  r 

oo  oo  oo 

iF{r)dr^  —  ^ir)\    /r»«(r)rfr=— V(r);    f^ (f)dr^  —  %{r). 

r  r  r 

45)  Die  4  fachen  (Oberflächen-)  Integrale  verschwinden  nach  Gauss;    z.  B. 
jdtcosqj -^Hr). 

die  Form 

fdtfdncosqb{r). 

Für  nahe  Theile  verschwindet  es,  weil  dort  ^s=90^  ist;  für  entferntere 
weil  »(r)  =  0  ist 

Indessen  schliesst  die  Annahme,  dass  das  Integral  verschwinde,  schon  eine 
gewisse  Voraussetzung  über  die  Function  d(r)  ein.  Wäre,  um  ein  einfaches 
Beispiel   zu   haben,   die  Fläche  /  eine  Kugelfläche   vom  Radius  a,   so  würde 

cosq  =s  — 1=:  cos  q*  sein  und  das  Ihtegral  würde  den  Werth  annehmen 


:^,fdtß{r)dt^^r,ß{r)dt\ 


fdt' 
Wäre  d(r)  von  der  Form  k/r,  so  würde  das  Integral  s=i:kl  —  =  4ic'>&dr, 

also  noch  endlich;  ebenso,  wenn  d(r)  die  Form  k/r*  besässe,  wo  das  Integral 
s4ic'>^  sein  würde.  A(r)  müsste  also  mindestens  von  der  Form  k/r*  sein. 
Daraus  folgt,  dass/(r)  mindestens  mit  wachsendem  r  unendlich  klein  werden 
muss  wie  1/r^.  Will  man  also  die  Anziehungsfunction  durch  eine  umgekehrte 
Potenz  der  Entfernung  darstellen,  so  fordern  die  Erscheinungen  der  Capillarität, 
dass  mindestens  die  umgekehrte  8.  Potenz  anzunehmen  ist 

Nimmt  man  an,  dass  auch  das  zweite  in  Ü  vorkommende  Integral  ver- 
schwindet; so  reducirt  sich  nun  die  Gleichgewichtsbedingung  darauf,  dass  der 
übrig  bleibende  Ausdruck  ein  Minimum  sein  muss.  Da  das  mit  v  multiplicirte 
Glied  constant  ist,  so  bleibt  die  Bedingung,  dass 


ein  Minimum  ist.     Darin  ist 
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-        1  izk  f. ,  ^ 

Bezeicbnet  man  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  mit  C/,  so  ist 

und  daher 

M=ßdv  H-  (a»  —  2p»)  r-f.  a»K 

Ueber  eine  Vergleichung  des  Ausdruckes  für  Constanten ,  welche  in  den 
Theorien  von  Laplace,  Poisson  und  Gauss  auftreten,  vergl.  Weinstein^). 

Vni.  Anwendungen  der  GAUss*schen  Theorie. 

46)  Capillarröhren.  Wenn  ^ein  Minimum  sein  soll,  so  muss  die  Variation 
von  M-h^v  gleich  Null  sein,  mit  der  Nebenbedingung,  dass  die  Variation  von  v 
verschwinde;   X  ist  eine  später  zu  bestimmende  Constante. 

Wir  lassen  zunächst  die  freie  Oberfläche  C/  allein  eine  unendlich  kleine 
Variation  erleiden,  während  die  Conturlinie  dieselbe  bleibt,  d.  h.  während  die 
benetzte  Wandfläche  T  ungeändert  bleibt. 

Betrachtet  man  in  einer  Oberfläche  U  ein  unendlich  kleines  Rechteck  äta, 
welches  durch  zwei  Krümmungslinien  (Normalschnitte)  begrenzt  ist,  so  schneiden 
die  Normalen,  welche  durch  den  Umfang  von  äw  gelegt  sind,  auf  einer  um  die 
sehr  kleine  Grösse  e  entfernten  Oberfläche  ein  unendlich  kleines  Oberflächen- 
element aus,  welches  ist 

wenn  J?  und  J?'  die  Krümmungsradien  der  Oberfläche  in  den  beiden  Normal- 
schnitten bedeuten.  Dieser  Satz  ergiebt  sich  aus  einer  sehr  einfachen  geo- 
metrischen Ueberlegung.    Daher  ist  die  Variation  von  a^U 


8(a»£0««»/^«'(i-H^) 


e. 


Was  die  Variation  von  fzäv  betriflt,   so  ist  dieselbe,   da  im  Inneren  der 
Flüssigkeit  alle  z  ungeändert  bleiben, 

wenn  5  den  Werth  von  z  an  der  Oberfläche  bedeutet. 

Endlich  ist  die  Variation  von  v 

Bv=ftäw. 
Daher  muss  sein 

und  da  die  Gleichung  flir  beliebige  Werthe  von  e  gelten  soll,  so  muss  sein 

H-  J  -I-  X  =  0. 


i^-^w) 


*)  Wsn«STSIN|  WnD.  Ann.  27,  pag.  544.   1SS6.  Digitized  by  VjOOQIC 
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Die  Constante  X   bestimmt   sich    leicht;   für  J?  =  oo  a=s  J?*  wird  J-+-X  =  0; 
d.  h.  rechnet  man  die  z  vom  allgemeinen  Niveau  aus,  so  ist  flbr  dieses 
s  =  0    und  daher  auch    X  =  0. 
Die  Gleichung  wird  daher: 

47)  RandwinkeL    Die  Flüssigkeit  erleide  eine  Variation,  indem  gleichzeitig 
die  Contourlinie  sich  ändert  (Fig.  195). 

Die  Variation   der  Oberfläche,   welche  zwischen  den  Nor- 
malen Py  und  p'f  liegt,  ist  dann  ebenso  wie  vorher 


h^-^ 


/""•(?  + 5-) 


(Ph.i9&)  ^^  ^^  ^^^  hinzuzufügen  der  ringförmige  Theil  zwischen  aß 

und  a'ß';   bezeichnet  w  den  Randwinkel,  so  ist 

Ist  dP  ein  Element  des  Umfanges,  so  ist  diese  Zone  gleich 

Die  Variation  des  Volums  ist  ftäw.  Dazu  kommt  das  Volum  des  kleinen 
Ringes,  welches  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  nämlich  ^e  -  aß -Umfang, 
und  welches  wir  daher  vernachlässigen. 

Was  die  Variation  von  fzäv  betrifit,  so  ist  gleichfalls  deijenige  Theil» 
welcher  dem  unendlich  schmalen  Ring  entspricht,  unendlich  klein  zweiter  Ordnung. 

Endlich  erleidet  die  gemeinschaftliche  Oberfläche  T  eine  Variation,  welche  ist 

ffit'dP^fäP'-^' 
J    »  J         stntn 

Die  Terme,  welche  herrühren  von  der  Variation  des  Volums,  bleiben  also 
(bis  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung)  dieselben,  wie  vorher,  und  ver- 
schwinden für  sich.  —  Die  Terme,  welche  herrühren  von  der  Variation  der  Con- 
tour,  müssen  daher  gleichfalls  für  sich  verschwinden.    Sie  sind 

inden,  so  muss  sein 

smiö      ^-«*^^<fÄ=-0,    d.h. 
tt*-2p» 

Der  Randwinkel  hängt  also  nur  ab  von  der  Natur  der  Röhrenwand  und  der 
Flüssigkeit;   er  ist  unabhängig  speciell  von  der  Neigung  und  Krümmung  der  Wand. 

a*  und  ß*  sind  proportional  den  Werthen  b{o)  und  S{o),  d.  h.  den  An- 
ziehungskräften resp.  zweier  Flüssigkeitstheilchen  unter  einander  oder  den  zwischen 
einem  Flüssigkeits-  und  einem  Wandtheüchen. 

Füra>  =  ß'  wird  cas&^=l,  es  findet  vollständige  Benetzung  statt  Für 
ß'  >  a>  würde  cos&  >  1,  d.  h.  <i>  einen  unmöglichen  Werth  annehmen.  In  diesem 
Falle  dürfen  die  früher  besprochenen  Werthe  nicht  vernachlässigt  werden.  Man 
nimmt  an,  dass  em  Flüssigkeitshäutchen  die  Röhrenwand  bedeckt,  so  dass  man 
auf  den  Fall  a*  ==  ß*  damit  zurückkommt  ^  t 
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48)  Das  ganze  in  einer  cylindrischen  vertikalen  Röhre  von  be- 
liebigem Querschnitt  gehobene  Flüssigkeitsvolum.  Beziehung  der 
GAUSs'schen  Constante  a*  zu  der  früher  benutzten  Constante  a. 

Die  ^cj^-Ebene  sei  das  allgemeine  Niveau.  Dann  ist,  wenn  z  die  Erhebung 
eines  Punktes  der  capUlaren  Oberfläche  bedeutet, 


— -a-^) 


Multiplicirt  man  mit  dxdy  und  integrirt  durch  den  ganzen  Querschnitt  des 
Rohres,  so  kommt  links  das  ganze  gehobene  Flüssigkeitsvolum;  rechts 


//''**' (i+F)- 


Dieses  Integral   lässt  sich  aber  auffassen  als  die  Verticalcomponente  eines 
Systems  von  Kräften,  welche  normal  auf  die  Flüssigkeitsoberfläche  wirken  und 

für  jedes  Element  dw  die  Grösse  dw\-n  +  st)  haben.    Ein  derartiges  System 

lässt  sich  aber  durch  zwei  einfachere  Systeme,  nämlich  solche  mit  constanter 
Normalkraft,  in  der  folgenden  Weise  einsetzen.  Man  denke  sich  parallel  der 
Flüssigkeitsoberfläche    w    eine    zweite    'u/    im    unendlich    kleinen    Abstand    e. 

Auf  ein  Element  der  ersten  wirke  die  Normalkraft  —dw.  auf  ein  Element  der 

e 

zweiten  die  entgegengesetzt  gerichtete  Normalkraft  —dvf.    Die  Difierenz  beider 

Kräfte  ist 


-{ftitf  —  dw)  =  ^w  I -^  -i- ^1 


Man  weiss  nun  aber,  dass  ein  System  von  constanten  Normaldrucken,  die 
auf  eine  beliebig  gekrümmte  Fläche  wirken,  einen  Gesammtdruck  nach  irgend 
einer  Richtung  s  ergeben,  welcher  gleich  ist  dem  Normaldruck  (bezogen  auf  die 
Flächeneinheit)  multiplicirt  mit  der  Projection  des  Fläche  auf  eine  zu  s  senk- 
rechte Ebene.  Hier  ist  s  die  Verticalrichtung.  Nennt  man  daher  die  Projectionen 
der  Fachen  w  und  w^  auf  eine  Horizontalebene  resp.  i\  und  Z'^,  so  ist 


^ixdy{^^^^{P,-P,>i\. 


Nennt  man  L  die  Contourlänge  der  Projectionsfläche  ^^,  femer  wieder 
den  Randwinkel,  so  ist  uP^-  P^^siL%ecs^\  daher  endlieh '^ 


/P*^>(i+^)  =  z 


COSfÄ, 


Bezeichnet  Fdas  ganze  m  der.  Röhre  gehobene  Flüssigkeitsvolum,  so  folgt  also 

(«)  .  .  K=  a'  L  cos  CO. 
Die  Vergleichung  mit  Gleichung  in,  §  5,  zeigt,  dass  die  GAUss'sche  Con- 
stante a*  zu  den  früheren  Constanten  die  Beziehung  hat: 

«  =  Y  =  «Gauss- '  =  «Gauss- '^^' 

wenn  d  specifisches  Gewicht,  k  spedfische  Masse  bezeichnet. 

Die  Gleichung  (m)  ist  der  allgemeine  Beweis  für  den  schon  früher  benutzten 
Satz,  dass  ficos^  für  beliebig  gekrümmte  verticale  Wände  das  pro 
Mill.  Contactlinie  gehobene  .Flüssigkeitsgewicht  darstellt,    ^^  ^ 
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49)  Flache  Tropfen.    Die  Oberflächengleichung  ist 

wo  h  eine  Constante  bezeichnet.  Ist  der  Tropfen  an  der  Kuppe  eben,  so  lässt 
sich  h  bestimmen.  Dann  ist  nämlich  für  i? «  oo  =  jp  . .  >l  —  s  =  0,  d.  h.  h  be- 
deutet die  Höhe  des  Tropfens.  Führt  man  wieder,  wie  oben,  die  unendlich 
nahen  Flächen  constanten  Dcuckes  ein,  so  ergiebt  sich  Folgendes.  Liegt  der 
Tropfen  auf  seiner  Unterlage  auf  mit  einer  Fläche  =  b\  ist  wieder  Z  die  Contour 
länge  des  Tropfens,  so  ist  sein  Volum  V 

50)  Gewicht,  welches  eine  Lamelle  tragen  kann.  Wir  wollen  end- 
lich noch  einen  einfachen  Fall  durchführen,  welcher  ausreicht  zu  erläutern,  wie 

J[ ^     man  allgemeinere  Probleme  zu  behandeln  hat 

Es  sei  eine  Seifenlamelle  gegeben  in  einem  S3rstem 
j*  von  Stäbchen  der  beifolgenden  Gestalt  (Fig.  196).  Die 
Stäbchen  seien,  etwa  in  Chamieren,  ohne  Reibung 
gegeneinander  beweglich.  Das  untere  Stäbchen  habe 
das  Gewicht  p.  Das  Gewicht  der  Seifenlamelle  sei  /; 
vom  Gewicht  der  seitlichen  Stäbchen  wollen  wir  absehen  oder  es  sei  in  /  mit 
einbegriffen.     Gefragt  ist  nach  der  Gleichgewichtsbedingung. 

Wir  benutzen  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wobei  zu  beachten, 
dass  eine  Vergrösserung  dU  der  capillaren  Oberfläche  einer  Arbeit  ^^fi^dU 
entspricht. 

Das  Gewicht  /  erleide  eine  virtuelle  Verschiebung  dz\  der  Schwerpunkt  der 
Lamelle  senkt  sich  dann  —  wenn  ihre  Dicke  gleichmässig  ist  —  um  die  Hälfte ; 
daher  ist 

a)  Arbeit  der  Schwere  =  (^  -+-  —  J  ^5. 

b)  Die  eine  Fläche  der  Lamelle  war  vorher 

Femer  ist  (1)  -^^bcos^)  daher 

O^sslh  —  2b*  sm^  cosf  «  M  —  b^sin^^. 
Senkt  sich  /  um  dz,  so  ist  die  Aenderung  von  A  gleich  dz,  daher 
dO  «5  idz  —  2b*£os2^  •  df, 
wobei  nach  (1)  dA  =  dzss^2b  sint^  df.    Damit  wird  (2) 

dO^(i^b^^\dz. 


Nennt  man  C/  die  ganze  freie  Oberfläche,  so  ist  (da  die  Lamelle  zwei  Seiten 
hat)  1/^20  und 

(^-^~\dz  =  adU==2adO. 
Daher  die  gesuchte  Bedingung: 
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Li  teraturUb  ersieht. 

Die  folgende  Uebersicht  ist  wesentlich  chronologisch  geordnet,  bei  einzelnen  Autoren  sind 
aber  Aufsätze,  welche  sich  auf  den  gleichen  Gegenstand  beziehen,  auch  wenn  einige  derselben 
erst  später  kommen  sollten,  zusammengefasst.  Die  meisten  der  im  Text  citirten  Arbeiten  sind 
nicht  nochmals  angegeben.  Häufig  ist  nicht  der  Titel  der  Arbeit  angeführt,  sondern  nur  kurz 
angedeutet,  worauf  sich  dieselbe  bezieht.  —  Die  LiteraturUbersicht  ist  nicht  erschöpfend;  doch 
wird  keine  wichtige  Untersuchung  vergessen  sein.  Ausgeschlossen,  da  der  Behandlung  des 
Gegenstandes  halber  nicht  gut  hier  anschliessend,  sind  die*  sämmdichen  neueren  Untersuchungen 
Über  Beziehungen  der  Capillarität  zur  Electricität. 

Bezüglich  der  Literatur  bis  zum  Jahre  1826  siehe  Gehler,  Handwörterbuch,  Artikel 
Capillarität.  Ferner  Einleitung  zu  unserem  Aufsatz.  Von  der  LAPi^CE'schen  Abhandlung  gebe 
ich  hier  noch  eine  etwas  speciellere  Inhaltsangabe,  sofern  sie  nicht  schon  in  der  Darstellung 
enthalten  ist. 

Laplace,  I.  Abhandlung:  §  4  und  5.  Meniskus  in  runden  Capillarröhren.  §  6.  Capillar- 
röhre  mit  axialem  Cylinder.  §  8.  Flüssigkeit  zwischen  parallelen,  verticalen,  ebenen  Platten. 
Specialfall:  eine  Platte.  §  9.  Tropfen  in  einem  konischen  Rohr.  §  10.  Tropfen  zwischen  zwei 
horizontalen  Platten;  dann  die  eine  horizontal,  die  andere  wenig  dagegen  geneigt.  §  IL  An- 
ziehung schwimmender  Körper.     §  12.  Randwinkel. 

Supplement  Allgemeine  Gleichung.  Randwinkel  p  =  p' r^^j*' to  /  2.  p  Anziehungsmaass  von 
Wand  auf  Flüssigkeit ;  p'  =  Hj  2.  —  Mehrere  in  einer  Capillarröhre  Übereinander  geschichtete 
Flüssigkeiten.  Die  Steighöbe  hängt  nur  von  der  unteren  ab;  die  obere  wirkt  nur  wie  eine 
Belastung,  pag.  26.  Laplace  zeigt,  dass  das  gehobene  Flüssigkeitsgewicht  nur  von  der  Länge 
der  Contourlinie,  nicht  von  ihrer  Gestalt  abhängt.  —  Anziehung  etc.  schwimmender  Körper. 

PoissoN,  Nouvelle  theorie  de  l'action  capillaire.  Paris,  Bachelier.  1831.  4.  pag.  i — 300. 
Es  enthält  eine  Inhaltsübersicht.  Eine  Anzahl  specieller  gelöster  Probleme  vergl.  diesen  Auf- 
satz §  6  g.    Wir  heben  nur  noch  hervor,  dass  nach  PoissoN  (pag.  107  u.  293)  für  eine  Mischung 

zweier  Flüssigkeiten  sein  soll 

p>4  =  «y4.««yj4.«'a/', 

wenn  p  die  Dichte  der  Mischung,  A  die  Steighöhe,  u  und  u'  das  Verhältniss,  in  dem  beide 
Flüssigkeiten  gemischt  sind  («  +  «'  =  1),  //,  und  /'  drei  positive  Constanten  sind.  /  und  /' 
sind  proportional  den  Capillarconstanten  der  reinen  Bestandtheile.  Die  Gleichung  würde  ge- 
statten, die  Capillarconstante  fester  Körper  zu  bestimmen  (vergl.  §  84)* 

Gauss,  Principia  generalia  theoriae  Bgurae  fluidorum  in  statu  aequilibrii.  Werke.  Bd.  V, 
pag.  30—77. 

Frankenheim,  Die  Lehre  von  der  Cohäsion.     Breslau,  Aug.  Schulz.  1835. 

SoNDHAUSS,  Dissertatio  de  vi,  quam  calor  habet  in  fluidorum  capillaritatem.  Vratislaviae 
1841.  —  Frank&nheim  und  Sondhauss,  Joum.  pr.  Chcm.  (Erdmann)  23,  pag.  401.  1846. 

GiRARD,  Ueber  die  Anziehung,  die  sich  in  merklichen  Abständen  zwischen  den  Oberflächen 
starrer  Körper  äussert,  durch  eine  Flüssigkeit,  in  welcher  sie  untergetaucht  sind.  Ann.  Chim. 
Phys.  29,  pag.  260;  POGG.  Ann.  5,  pag.  41.  1825.  Bezieht  sich  auf  die  scheinbare  Anziehung 
vollständig  untergetauchter  Platten,  also  ein  Phänomen,  welches  von  der  inneren  Reibung  ab- 
hängt; ferner  Aenderungen  des  speci fischen  Gewichts  von  Flüssigkeiten  durch  in  ihnen  suspen- 
dirte  Pulver. 

DUTROCHET,  Ueber  die  Endosmose,  ihre  physische  Ursache  und  ihre  relative  Stärke  bei 
einigen  organischen  Flüssigkeiten.  Pogg.  Ann.  28,  pag.  359.  1833  (sucht  Beziehungen  zur 
Capillarität,  Bewegung  erhitzter  Tropfen  an  Drähten). 

Link,  Poisson's  Nouvelle  theorie  de  l'action  capillaire.  Pogg.  Ann.  25,  pag.  270.  1832; 
27i  pag.  193.  1833.  Uebersicht  von  Poisson's  Werk.  Bemerkungen  gegen  Parrot;  Antwort 
desselben. 

J.  W.  Draper,  Is  capillarity  an  electrical  phaenomenon?  Phil.  Mag.  26,  pag.  185.  Pogg. 
Aun.  67,  pag.  284.  1846. 

G.  Hagen,  Ueber  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Abh.  Kgl.  Akad.  Berlin  1845.  Pogg. 
Ann.  67,  pag.  i.  1846. 

W.  G.  Armstrong,  On  the  spheroidal  condition  of  liquids.  PhiL  Mag.  27,  pag.  257.  1847; 
Dingl.  pol.  J.  98,  pag.  472.  DigitizedbyV^OOQlC 
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DONNY,  Note  sur  la  cohesion  des  liquides  Inst.  No.  576,  pag.  17.  —  Luftfreies  Wasser 
kann  auf  135°  C.  erhitzt  werden,  ehe  es  siedet 

Henry,  Observation  on  capillarity.  Phil.  Mag.  38,  pag.  341 ;  Pogg.  Ann.,  Ergzbd.  II, 
pag.  358.  Eine  Anmerkung  Über  technische  Erfahrungen,  aus  denen  der  Verfasser  auf  eine 
Diffusion  fester  Metalle  schliesst. 

Plateau,  Ueber  die  Erscheinungen  bei  einer  freien  und  der  Einwirkung  der  Schwere  ent- 
zogenen Masse.  Pogg.  Ann.  55,  pag.  517;  56,  pag.  167;  Ergzbd.  II,  pag.  249;  Mem.  de 
Brux.   16. 

Brunner,  Untersuchung  Über  die  Cohäsion  der  Flüssigkeiten  (Abnahme  mit  der  Temperatur). 
Dissertation,  Berlin  1846.     Pogg.  Ann.  70,  pag.  481 ;   Monatsber.  Berl.  Ak.  1846,  pag.  181. 

DoNNY,  Mem.  sur  la  cohesion  des  liquides  et  sur  leur  adherence  aux  corps  solides.  Mem. 
cour.  et  d.  sav.  etr.  de  l'Ac.  de  Brux.  17;  Pogg.  Ann.  67,  pag.  562.  1846.  (Versuche  mit 
Adhäsionsplatten;  femer  Haften  von  Flüssigkeiten  in  leer  gepumpten  Röhren;  Ueberhitzen  von 
Flüssigkeiten;  Stosscn.) 

P.  RiESS,  Ueber  eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Glimmers.  Pogg.  Ann.  67,  pag.  354. 
1846;  Phil.  Mag.  29,  pag.  25.  (Auf  frisch  gespaltener  Glimmerfläche  schlägt  sich  Hauch  als 
gleichmässige  Haut  nieder,  auf  altem,  reinen  als  Tröpfchen,  die  man  unter  dem  Mikroskop  er- 
kennen kann.) 

A.  Waller,  Observations  on  certain  molecular  actions  of  crystalline  particles  and  on  the 
cause  of  the  fixation  of  mercurial  vapours  in  the  daguerrotype  process.  Phil.  Mag.  28,  pag.  94. 
1846;   Arch.  sc.  phys.  i,  pag.  428. 

Prater,  Vier  Aufsätze  Über  den  gleichen  Gegenstand  und  die  »Contactwirkung«  vergl. 
die  Titel  in  Fortschr.   1846. 

C.  HOLTZMANN,  Ueber  die  Cohäsion  des  Wassers.  Pogg.  Ann.  71,  pag.  463.  1847;  Arch. 
sc.  phys.  5,  pag.  355. 

Buys-Ballot,  Ueber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Synaphie.  Pogg.  Ann.  71, 
pag.  177.   1847.     Versuche   mit  Adhäsionsplatten  über  Lösungen  von  Kupfervitriol,  Glaubersalz. 

Merl\n,  Bemerkung  dazu.     Pogg.  Ann.  73,  pag.  485.  1848. 

Frankenheim,  Ueber  die  Abhängigkeit  einiger  Cobäsionserscheinungen  flüssiger  Körper 
von  der  Temperatur.     Pogg.  Ann.  72,  pag.  177.  1847. 

Haughton,  Experiments  proving  the  common  nature  of  magnetism,  cohesion,  adhesion 
and  viscosity.    Phil.  Mag.  30,  pag.  437,  502. 

Louget,   De  Tebullition   des  liquides   et  de  leur  adherence  aux  vases.     Bull.  Brux.  1848, 

pag-  349- 

DangEr,  Höhe  der  Quecksilbermenisken  in  gläsernen  Capillarröhren.  Conq)t  rend.  27, 
pag.  381 ;  Pogg.  Ann.  76,  pag.  297.  1849.  Enthält  die  oft  bei  Quecksilberhöhen  sur  Kuppen- 
correction  angeführten  Zahlen. 

Frankenheim,  Veränderungen  der  Höhe  des  Quecksilbers  in  Capillarröhren  mit  der  Tem- 
peratur.    Pogg.  Ann.  75,  pag.  209.  1849. 

G.  Wilson,  On  some  phenomena  of  capillary  attraction,  observed  with  Chloroform,  bisul- 
phuret  of  carbon  and  other  liquids.  Quart  J.  Chem.  Soc.  i,  pag.  174.  1848.  Aenderungen 
der  Tropfenform,   z.  B.   von  Chloroform   in  Wasser,    wenn  man  dem  letzteren  Alkali  hinzusetzt. 

W.  SWAN,  On  certain  phenomena  of  capillary  attraction  exhibited  by  Chloroform  etc.  Phil. 
^^*  33 >  P^-  3^*     (Schliesst  an  den  vorigen  Autsatz  an.) 

Rosellt,  Theoria  dei  tubi  capillari.  Giorn.  Arcad.  113,  pag.  3.  Er  macht  u.  A.  darauf 
aufmerksam,  dass  die  Molekularanziehung  nicht  durch  eine  umgekehrte  Potenz  der  Entfernung 
ausgedrückt  werden  könne;    sie   ergebe  nicht  die  Bedingung  nur  in   unmerklicher  Entfernung 

—  !^ 
eine  merkbare  Grösse  zu  liefern.    Man  müsse  die  Form  AB     «  nehmen,  wo  a  ein  kleiner  Ab- 
stand, m  eine  grosse  Zahl  sei. 

Davidoff,  Cousiderations  sur  la  theorie  des  phenomenes  capillaires  analyses  par  Ostro- 
gradsky  et  Lenz.     Bull,  de  St.  Petersb.,  VII.  Supplement.  1849. 

T.  Scheerer,  Einige  Beobachtungen  über  das  Absetzen  aufgeschlämmter,  pulverförmiger 
Körper  in  Flüssigkeiten.  Pogg.  Ann.  82,  pag.  419.  1850.  (Die  Geschwindigkeit  des  Absetzens 
wird  in  Beziehung  zu  der  mit  Adhäsionsplatten  oder  Tropfengewicht  ernuttelten  Cohäsion  gebracht.) 
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CouLiER,  Flüssigkeiten  in  einer  Capillarröhre  übereinander.     Inst.  No.  857,  pag.  178. 

DupREZ,  Haften  von  Flüssigkeiten.     Mem.  de  Brux.  26  (3)  17,  pag.  312. 
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in  Capillarröhren,  zwischen  ebenen  Platten;   Adhäsionsplatten.) 
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Wolf,  Temperatur,  bei  welcher  die  Flüssigkeit  die  Gefasse  nicht  mehr  benetzen.  Compt. 
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Von  den  Gasen. 


Das  BOYLE-MARiOTTE'sche  Gesetz  und  die  Abweichungen  von 

demselben. 
I.   Das  BoYLE-MARioTTE'sche  Gesetz. 

Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Volumen  eines  Gases  und  dem  Druck, 
unter  welchem  das  Gas  steht,  ist  zuerst  von  Bovle^)  1662,  dann,  vielleicht  unab- 
hängig davon,  von  Mariotte^)  1679  gesucht  und  gefunden  worden  und  drückt 
sich  durch  ein  sehr  einfaches  Gesetz  aus,  das  BovLE-MARiOTXE'sche  Gesetz, 
welches  ursprünglich  nur  für  die  Luft  als  gültig  angesehen  wurde,  welches  aber 
für  alle  Gase  und  ungesättigte  Dämpfe  (bis  auf  gewisse  zu  erwähnende  Ab- 
weichungen) gilt.  Mariotte  brachte  eine  bestimmte  Luftmenge  in  ein  U-formig 
calibrirtes  Rohr,  welches  an  dem  einen  Ende  geschlossen  war.  In  den  andern 
Schenkel  goss  er  Quecksilber.  Sobald  das  Niveau  des  Quecksilbers  in  beiden 
Schenkeln  gleich  hoch  war,  stand  die  abgeschlossene  Luft  unter  dem  Druck  einer 
Atmosphäre  (760  Millim.  Quecksilber)  und  nahm  dabei  ein  bestimmtes  Volumen 

V  ein.    Wurde  nun  mehr  Quecksilber  eingefüllt,  der  Druck  also  erhöht  so  nahm 

das  Volumen  der  Lufl  ab,  die  Luft  wurde  comprimirt  und  sobald  die  drückende 

Quecksilbersäule  eine  Höhe  von  760  Millim.  erreicht  hatte,  war  das  Volumen  der 

y 

Luft  die  Hälfte  des  ursprünglichen  geworden,  ^ .     Bei  dem  doppelten  Druck  ist 

also  das  Volumen  der  Luft  auf  die  Hälfte  reducirt,  ebenso  bei  dem  dreifachen 
auf  ein  Drittel   u.  s.  w.     Daraus    ergiebt   sich  das  Mariotte 'sehe  Gesetz: 

Das  Volumen  Feiner  bestimmten  Gewichtsmenge  eines  Gases  ist 
dem  Druck  P,  unter  welchem  das  Gas  steht,  umgekehrt  proportional, 
oder  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen  einer  bestimmten  Ge- 
wichtsmenge eines  Gases  ist  constant: 

PV^com/=A. 

Die  Grösse  A  nennt  man  die  Constante  des  MARiOTTE'schen  Gesetzes. 
Sie  ist  für  ein  und  dasselbe  Gas  unabhängig  von  Druck  und  Volumen,  aber  sie 
ist  abhängig  von  der  Temperatur.  Für  verschiedene  Gase  hat  sie  natürlich  ver- 
schiedene Wert  he,  die  aber  in  leicht  angebbarer  Beziehung  stehen.  Was  erstens 
die  Abhängigkeit  von  A  von  der  Temperatur  betrifit,  so  hat  Gay-Lussac  gezeigt, 
dass  A  mit  steigender  Temperatur  wächst  und  zwar  pro  Grad  Celsius  um 
a^^l^  seines  Werthes,  so  dass  also  A  =  Aq{1  -+-  af)  gesetzt  werden  kann,  wo 
a 9=0003665  ist.    (Näheres  darüber  unter  »Gastheorie«).    Es  ist  also 

/>F=^o(l+a/).  ^ 

Führt  man  die  sogen,  absoluten  Temperaturen  T'-ä  273 -h /  =  —-+- /  ein,  so 

kann  man,  indem  man  A^fi^^  R  setzt,  schreiben 

PV^RT 

worin  R  die  Constante  des  MARioTTE-GAV-LussAc'schen  Gesetzes  genannt  wird. 

Für  den  Eispunkt  ist  also 

x^K  =  A^ 

Sind  also  P  und  P^  zwei  Drucke,  etwa  in  Atmosphären  ausgedrückt,  und  sind 

V  und  V^  die  entsprechenden  Volumina  einer  bestimmten  Gewichtsmenge  eines 
Gases,  so  ist  bei  0°  -PF=  P^  V^  =  A^, 

1)  BOYLB,  Nova  experimenta  physico  mechanica  de  vi  aeris  elastica  London.    1662. 
^  Martütte,  De  la  nature  de  Tair.   1679. 
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Nehmen  wir  also  als  P^  den  Druck  von  1  Atmosphäre  an  und  nehmen  wir  als 
Gewichtsmenge  des  Gases  1  Kilo  an,  so  ist  A^  =  F^,  d.  h.  gleich  dem  Volumen 
eines  Kilo  des  Gases  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre  bei  0°  C.  Beziehen  wir 
das  specifische  Gewicht  eines  beliebigen  Gases  s  wie  gewöhnlich,  auf  Luft  als 

Einheit,  so  ist  das  Volumen,  welches  ein  Kilo  desselben  einnimmt,  gleich  —  von 

dem  Volumen  eines  Kilo  Luft,  Z^.    Es  ist  also  ftir  ein  Kilo  eines  beliebigen  Gases 

s 

Nun  ist  das  Volumen  von  1  Kilo  Luft  bei  0*^  und  1  Atm.  Druck  Zq  =  TTKoö 

=  0'7733  Kubikmeter.    Der  Druck,  1  Atmosphäre,  in  — ^  ausgedrückt,  ist  gleich 

dem  Gewicht   von    760  Liter  Hg   auf  einen  Quadratmeter   bezogen,    also  gleich 
760  .  13-596  =  10333,  mithin  ist 

/'K—^o—  1.293.  j—       s      ' 
und  bei  beliebiger  absoluter  Temperatur  T 

^  7986-8  '  0003665  T 

s 

Aus  dem  MARiOTiE'schen  Gesetz  folgt  sofort,  da  die  Volumina  eines  Gases 
bei  verschiedenen  Drucken  den  Dichtigkeiten  ä  umgekehrt   proportional    sind: 

P 

—  =  const 

IL  Die  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  bei  Drucken 
unter  60  Atmosphären. 
Die  Frage,  ob  das  MARioTTE'sche  Gesetz  streng  gültig  ist,  d.  h.  ob  bei  allen 
Drucken  und  zugehörigen  Volumina  das  Produkt  PFconstant  ist,  wurde  schon 
in  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  von  Musschenbroek,  Sulzer,  Robison 
durch  Experimente  zu  beantworten  gesucht,  ohne  dass  eine  Sicherheit  gewonnen 
wurde.  Auch  blieb  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  für  andere  Gase  als  Luft  und 
namentlich  für  (ungesättigte)  Dämpfe  das  Gesetz  ebenfalls  giltig  wäre.  Die  letztere 
Frage  wurde  zuerst  von  Oerstedt  und  Schwendsen  *),  dann  von  Despretz^  ver- 
neinend beantwortet.  Letzterer  fand,  dass  schon  bei  zwei  Atmosphären  Druck 
bei  Ammoniak,  Schwefelwasserstoff,  Cyangas  das  Volumen  stärker  abnahm,  als 
es  nach  dem  MARiOTXE'schen  Gesetz  sollte,  so  dass  also  das  Produkt  PV  bei 
höheren  Drucken  kleiner  wurde.  Aber  auch  ftir  Luft  fand  Despretz,  dass  nur 
bis  etwa  20  Atmosphären  das  MARioxxE'sche  Gesetz  gültig  bleibt,  bei  höheren 
Drucken  nahm  auch  hier  das  Produkt  PV^b,  die  liUft  nahm  ein  kleineres  Vo- 
lumen ein,  als  sie  nach  dem  MARioxxE'schen  Gesetz  einnehmen  sollte.  Die 
nächste  Untersuchung  dieser  Frage  wurde  von  Arago  und  Dulong*)  im  Verlaufe 
einer  im  Auftrage  der  französischen  Akademie  unternommenen  Arbeit  ausgeführt. 
Sie  comprimirten  die  Luft  ebenso  wie  Marioxxe  durch  Quecksilberdruck  in  dem 
geschlossenen    Schenkel    einer   U-förmigen   Röhre,    sorgten    aber    für   constante 


*)  Oerstedt  und  Schwendsen,  Edinburgh  Journ.  of  science  IV,  pag.  224.   1826. 

^  Despretz,  Ann.  d.  chim.  et  de  phys.  (2)  Bd.  34.  1827. 

*)  Expose  des  recherchcs    faites  par  Tordre   de  l'Academie   royale  des   sciences  pour  de- 

tennincr  les    forces  elastiques  de  la  vapeur  d'eau  k  de  hautes  temperatures  par  Pronv,  Arago, 

GiRARD,  DULüNO,  Mem.  de  l'Acad.,  Bd.  10,  pag.  193.   1831. 
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Temperatur,  genaue  Calibrirung  der  Röhre  und  sorgfaltige  Ablesung.  Ihr  Resultat 
war,  dass  bis  zu  dem  angewendeten  Druck  von  27  Atmosphären  die  Abweichungen 
von  dem  MARioTTE'schen  Gesetz  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler 
liegen,  so  dass  sie  in  diesen  Grenzen  das  Gesetz  für  streng  gültig  hielten.  Die 
ausführlichste  Reihe  ihrer  Beobachtungen  ist  folgende,  bei  13^  angestellte: 


p 

V 

V  aus  d.  MARioiTE'schen 

P 

V 

V  aus  d.  MARiOTTE'schen 

beobachtet 

Gesetz  berechnet 

beobachtet 

Gesetz  berechnet 

1      Atm. 

501-3 



16-5  Atm. 

30119 

30192 

4-75   „ 

105-247 

105-47 

17       „ 

28-664 

28-770 

4-94   „ 

101-216 

101-412 

19       „ 

25-885 

25-987 

5        „ 

99-692 

99-946 

21-7    M 

22-968 

23-044 

6        „ 

82-286 

82-380 

22-7    „ 

22-879 

22-972 

6-58   „ 

76-095 

76-193 

24       „ 

20-547 

20-665 

7-6     „ 

66-216 

66-417 

26-5    „ 

18-833 

18-872 

11-3     „ 

44-308 

44-325 

27       „ 

18-525 

18-588 

13        „ 

37-851 

38-132 

Für  andere  Gase  als  Luft  bestimmte  PouilletI)  die  Abweichung  vom 
MARiOTTE'schen  Gesetz,  indem  er  das  Gesetz  für  Luft  als  streng  gültig  annahm, 
und  in  demselben  Bade  mehrere  Röhren,  mit  Lufl  und  anderen  Gasen  gefüllt, 
zusammen  dem  Druck  aussetzte.  Seine  Versuche  gehen  bis  zu  100  Atm.  Druck 
und  er  fand,  dass  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickoxyd  und  Kohlenoxyd 
dem  MARiOTTE'schen  Gesetz  in  derselben  Genauigkeit  folgen,  wie  Luft,  dass  da- 
gegen die  leicht  coerciblen  Gase,  schweflige  Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure, 
Stickoxydul,  ebenso  Sumpfgas  und  Aethylen  schon  bei  3  bis  4  Atm.  merkliche 
Abweichungen  von  dem  MARiOTTE'schen  Gesetz  zeigen.  Bezeichnet  man  mit 
V  das  Volumen,  welches  eine  bestimmte  Gasmenge  unter  irgend  einem  Druck 
haben  sollte,  wenn  es  dem  MARiOTTE'schen  Gesetz  folgte,  und  mit  v^  das  von 

PouiLLET    beobachtete  Volumen    für  diesen  Druck,    so   nimmt   der  Quotient   — 

mit   wachsendem  Druck    fortwährend  ab,    was  anzeigt,    dass  diese  Gase  stärker 
comprimirt  werden,  als  es  dem  MARiOTTE'sclien  Gesetz  entspricht.    So  ergab  sich 

der  Quotient  —  für 


Drack  in  Atmosphären 


Kohlensäure 
Stickoxydul 
Sumpfj^  . 
Aethylen     . 


1 


1-000 
1-000 
1-000 
1-000 


0-989 
0-983 
0-992 
0-986 


10 


0-965 
9-956 
0-981 
0-972 


20 


0-919 
0-896 
0-956 
0-955 


40 


0-739 
0-732 
0-940 
0-919 


0-850 


Trotzdem  so  die  Genauigkeit  des  MARiOTTE'schen  Gesetzes  für  Luft  und 
andere  Gase  sicher  festgestellt  zu  sein  schien,  nahm  Regnault*)  in  einer  grossen 
Arbeit  die  Untersuchung  von  Neuem  auf,  in  der  er  auch  einen  historischen  Abriss 
der  bis  dahin  vorliegenden  Arbeiten  gab.  Regnault  änderte  die  MARiOTTE'sche 
Beobachtungsmethode  derartig  ab,  dass  die  Beobachtungsfehler  nicht,  wie  früher, 
einen  um  so  grösseren  Einfluss  erhalten  konnten,  je  höhere  Drucke  man  an- 
wendete. Auch  er  bediente  sich  eines  U-förmigen  Rohres,  dessen  offener  Schenkel 
36  Meter  lang  war,  während  der  geschlossene,  von  3  Meter  Länge  genau  cubicirt 


1)  PouiiXET,  Elements  de  Phys.,  4.  Aufl.,  Bd.  I,  pag.  327. 
^)  Regnault,  Mem.  de  Tlnstitut,  Bd.  21,  pag.  329.  1847. 
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war  und  zwei  Marken  trug,  welche  ein  bestimmtes  Voinmen,  das  als  1  ange- 
nommen wurde,  und  ein  anderes  halb  so  grosses  kennzeichneten.  Es  wurde 
nun  das  Volumen  1  mit  Luft  von  1  Atmosphäre  gefüllt,  und  durch  Zugiessen 
von  Quecksilber  die  Luft  auf  das  Volumen  ^  comprimirt.  Die  dazu  nöthige 
Höhe  der  Quecksilbersäule  wurde  gemessen.  Bei  einem  zweiten  Versuch  wurde 
das  ganze  Volumen  1  mit  Lufl  von  zwei  Atmosphären  geftlllt,  durch  Einpumpen 
mittelst  einer  Druckpumpe,  und  wieder  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  bestimmt, 
welche  das  Volumen  auf  die  Hälfte  reducirtc.  Weiter  wurde  ursprünglich  das 
Volumen  1  mit  Luft  von  4  Atm.  gefüllt  u.  s.  w.  Bezeichnet  man  das  Volumen  1 
mit  Vq  und  den  zugehörigen  Druck  mit  P^,  das  Volumen  ^  mit  F,  (in  den  Ex- 
perimenten war  Fj  nur  nahezu  =  -^,  die  Abweichungen  wurden  gemessen) 
und  den  zugehörigen  Druck  mit  Pp  so  müsste  wenn  das  MARiOTTE'sche  Gesetz 


sein.     Falls  aber  die  Gase  bei 


V  P 
richtig  wäre,   V^P^  =  V^Y^  sein,  oder  17-^=  1 

höheren  Drucken    stärker  comprimirbar  sind,    als  es   dieses  Gesetz  verlangt,  so 

V 
entspricht  dem  Volumen  Fi  =  -^  ein  Druck  P^  Z  ^P^%  es  wird  also  V^P^^  ^  ^o-^o» 

V  P 
oder   TT"^  wird  grösser  als  1.    In  der  That  fand  nun  Regnault,  dass  selbst  bei 

Luft  schon  bei  /'j  =  2  Atm.  der  bezeichnete  Quotient  grösser  als  1  wurde  und 
dass  die  Abweichung  von  dem  Werthe  l  immer  grösser  wurde,  je  höher  der  Druck 
wurde.  Bezeichnet  P^  den  Anfangsdruck  (in  mm  Quecksilber)  in  jedem  Versuch, 
so  ergeben  sich  bei  Laft  folgende  Zahlen,  als  Beispiele  aus  dem  grossen  von 
Regnault  angegebenen  Zahlenmaterial: 


Luft 

Luft 

Luft 

Druck  in  mm  Hg 

Druck  in  mm  Hg 

Druck  in  mm  Hg 

/>^=    738-72  \ 
P  =  1476-25  1 

1001414 

P^^  4140-82  \ 
P  =  8177-48  J 

1-003253 

P^^    6387-41  1 
P  =  12725-02  1 

1-004611 

Po=  2112-53  \ 
P  =  4209-48  j 

1-002765 

/»o^  421905  \ 
/>=  8404-11  j 

1003336 

7^0=    9336-41  \ 
P  =  18551-09  J 

1*006366 

P^^  2068-20  \ 
P  =4127-82  j 

1-002709 

/>^=  6770-15  1 
P  =13483-48  j 

1004286 

/'o=  11472-00  1 
1  P  =  20969-42  J 

1-005619 

Obschon  also  die  Abweichungen  vom  MARiorr£*schen  Gesetz  nicht  bedeutend 
sind,  sind  sie  doch  sicher  vorhanden  und  es  zeigt  sich,  dass  die  Luft  um  so  stärker 
comprimirbar  ist,  je  höher  der  Druck  wird. 

Ganz  entsprechende  Resultate  ergaben  sich  für  Stickstoff  und  Kohlensäure, 
welche  in  folgenden  Tabellen  enthalten  sind,  wobei  nur  P^  angegeben  ist  /*,  ist 
immer  nahezu  =  2  -P^ 


Stick«toflf 

/^o  = 

753-96 

1159-26 

2159-36 

8030-22 

4958-92 

V^P^ 

1-001012 

1-001074 

1-001097 

1-001950 

1002952 

^0  = 

5957-96 

7294-47 

8628-54 

9767-42 

10981-42 

1-008271 

1-003770 

1-004768 

1-005147 

Digit 

1-006456 
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Kohlensäure 

P.-^ 

764-03 

1414-77 

2164-81 

3186-13 

4879-77 

6820-22 

8393-68 

962006 

1-007597 

1012313 

1018973 

1028494 

1045625 

1-066137 

1084278 

1099830 

Man  sieht,  dass  Stickstoff  etwas  geringere,  Kohlensäure  selir  viel  stärkere 
Abweichungen  zeigt  wie  Luft,  aber  in  demselben  Sinne. 

Dagegen  ergaben  sich  bei  Wasserstoff  Abweichungen  in  grade  entgegengesetztem 
Sinne.     Um  das  Volumen  von  Wasserstoff  auf  die  Hälfte  zu  vermindern,  braucht 


y,p. 


man  mehr  als  den  doppelten  Druck.     Es  wird  also  der  Quotient  Tr"^  ^^  <i»e- 

M-*  1 
sem  Falle  kiemer  als  1,  wie  folgende  Tabelle  zeigt: 


Wasserstoff 

^0= 

221118 

3989-47 

6845-18 

7074-96 

9147-61 

10361-88 

^0^0    __ 

V  P 

0-998584 

0-996961 

0-996121 

0-994697 

0-993258 

0-992327 

Die  Abweichungen  vom  MARtOTTE'schen  Gesetz  ftir  alle  Gase  lassen  sich  im 
Allgemeinen  dadurch  darstellen,  dass  die  Grösse 


-  1 


nicht,  wie  sie  bei  der  Gültigkeit  des  MARiOTTE'schen  Gesetzes  sein  sollte,  gleich 
0  ist,  sondern  gleich  einer  Grösse  ji,  die  positiv  ist  für  Luft,  Stickstoff,  Kohlensäure 
und  die  andern  dieser  coerciblen  Gase,  dagegen  negativ  für  Wasserstoff.  )jl  selbst 
hängt  in  jedem  Falle  ab  vom  Drucke  P,  Da  jx  bei  einzelnen  Gasen  positiv,  bei 
andern  negativ  ist,  so  kann  man  sich  als  Grenzfall  ein  Gas  denken,  bei  welchem 
es  grade  gleich  Null  ist.  Ein  solches  Gas  nennt  man  ein  ideales  Gas.  Die 
wirklichen  Gase  entfernen  sich  von  dem  idealen  Gaszustand  um  so  mehr,  unter  je 
höherem  Drucke  sie  stehen  und  zwar  Wasserstoff  im  entgegengesetzten  Sinne  wie 
die  andern  Gase.  (Dieses  letztere  Resultat  Regnault's  ist  jedoch  nach  weiteren  Ver- 
suchen nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  richtig).  Ebenso  wie  flir  die  genannten 
4  Gase  hat  Regnault  noch  die  einschlägigen  Verhältnisse  bei  Sauerstoff,  Kohlen- 
oxyd, Stickoxydul  und  Stickoxyd  bis  zu  dem  Drucke  von  8  Atmosphären  bestimmt. 
Er    stellte    seine  Beobachtungen    durch    eine  Interpolationsformel   von  folgender 


Form  dar.     Es  sei 


r   -75^  =  WZ,  dann  setzt  er 
=  1  ^  ^(^  —  1)  +  B{m  —  1)^. 


Die  Drucke  /\  und  P^  sind  in  Metern  Quecksilber  ausgedrückt  und  als  Ein- 
heit des  Volumens  das  unter  1  m  Druck  bei  0°  angenommen.  Aehnliche  Inter- 
polationsformeln sind  von  Jochmann  *),  Schröder  van  der  Kolk'),  Rankine 3)  und 
Blaserna ^)  aufgestellt  worden.    Regnault^)  hat  noch  einige  leicht  coercible  Gase 


*)  JocHMANN,  Schlöuilch's  Zeitschr.  für  Math.  u.  Phys.  5,  pag.  106.  1860. 

*)  ScmiÖDKR  VAN  DER  KoLK,  PoGG.  Ann.  116,    pag.  429.    1862  u.  126,   pag.  333.  1865. 


3)  Rankime,  PhiL  Mag.  (4}.  2,  pag.  527.  185 1. 
^)  Blasekna,  Pogg.  Ann.  126,  pag.  594.  1865. 
^)  Regnault,  Mem.  de  TAcad.  Bd.  26,  pag.  229.  1847. 
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im  Bereich  von  2  Atm.  untersucht  und  bei  ihnen  starke  Abweichungen  in  dem- 
selben Sinne   wie  bei  Lufl  gefunden.     Es  ergab  sich  in  diesem  Intervall  für 


Diese  Zahlen  gelten  für  eine  Temperatur  von  7-9° 


Namen  des  Gases 

Namen  des  Gases 

Namen  des  Gases 

^«^0 

^1^ 

Luft 

Stickstoff   .... 
Kohlenoxyd    .     .     . 
Grubengas      .     .     . 

1-00-215 
1-00285 
1-00293 
1-00634 

Stickoxydul   .     .     . 
Kohlensäure .     .     . 
Chlorwasserstoff     . 
Schwefelwasserstoff 

100651 
100722 
1-00925 
1-01083 

Ammoniak    .     .     . 
Schweflige  Säure    . 
Cyan 

1-01881 
102088 
1-02353 

EL    Die  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  bei  höheren 

Drucken. 

Eine  wesentlich  neue  Thatsache  auf  diesem  Gebiet  wurde  zuerst  von 
Natterer  1)  gefunden.  Wenn  man  aus  den  bisherigen  Versuchen  vermuthen 
konnte,  dass  die  Luft  und  die  ihi  ähnlichen  Gase  um  so  stärkere  Abweichungen 
von  dem  MARiOTTE*schen  Gesetz,  immer  in  demselben  Sinne  der  stärkeren  Com- 
pressibilität  zeigen  würden,  je  höher  die  Drucke  steigen,  so  zeigte  Natterer  zu- 
erst, dass  im  Gegentheil  bei  hohen  Drucken  eine  Abnahme  der  Compressibilität 
stattfinde,  dass  bei  hohen  Drucken  die  Luft  und  die  anderen  Gase  dasselbe  Ver- 
halten zeigen,  wie  Wasserstoff.     In   Regnault's  Bezeichnungsweise   heisst    dies: 

P   V  • 

Der  Quotient  p    y    ist    zuerst  grösser   als  1  und    wächst    mit  wachsendem  P. 

Dieses  Wachsen  wird  aber  allmählich  geringer,  die  Quotienten  fallen  wieder  und 
werden  schliesslich  sogar  ganz  erheblich  kleiner  als  1.  Natterer  hat  dieses  Ver- 
halten zuerst  gefunden,  indem  er  versuchte,  durch  hohen  Druck  Luft,  Stickstoff, 
Sauerstoff  u.  s.  w.  flüssig  zu  machen.  Es  gelang  ihm  dies  nicht,  obwohl  er  bis 
zu  über  3000  Atm.  ging.  Bei  diesen  Versuchen  zeigte  es  sich,  dass  die  Gase  bei 
hohen  Drucken  viel  weniger  comprimirbar  seien,  als  es  das  MARiOTTE'sche  Gesetz 
verlangt  Wenn  man  durch  1  Atm.  in  einen  bestimmten  Raum  das  Volumen  1 
der  folgenden  Gase  drücken  kann,  so  wird  man  durch  den  Druck  von  3600  Atm. 
nicht,  wie  es  das  MARiOTTE*sche  Gesetz  verlangt,  3600  Volumina  hineindrücken 
können,  sondern: 

für  Stickstoff  nur 710  Vol. 

Kohlenoxyd      ,, 730      „ 

Luft  „ 800      „ 

Leuchtgas         „ 850      „ 

Wasserstoff       „ 1040.     „ 

In  der  folgenden  Arbeit  gab  Natterer  quantitative  Resultate.  Er  pumpte 
die  Gase  in  die  eiserne  Flasche  seines  Compressionsapparates  und  maass  den 
Druck,  indem  er  vermittelst  eines  Hebels  ein  Ventil  an  der  Flasche  durch  Ge- 
wichte geschlossen  hielt.  Die  Gewichte  gaben  den  Druck.  Nach  Füllung  der 
Flasche  bis  zum  Maximaldruck  Hess  er  durch  eine  Rohrleitung  langsam  Gas  aus- 
treten in  eine  mit  Wasser  gefüllte  Glocke,  deren  Volumen  10  mal  so  gross  war, 
wie  das  der  Flasche.    Wenn  das  MARioTTE'sche  Gesetz  richtig  wäre,    so  würde 


1)  Natterer,  Wien.  Ber.  5,  pag.  351.  1850;    6,  pag.  557.  1850;    la,  pag.  199.  1854. 
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das  Austreten  von  10  Volumina  unter  1  Atm.  in  der  Flasche  eine  Druckab- 
nähme  von  10  Atm.  bewirken.  Thatsächlich  nahm  aber  der  Druck  in  der 
Flasche  sehr  viel  stärker  ab,  wodurch  angezeigt  wird,  dass  die  Gasmenge,  die 
10  Vol.  unter  1  Atm.  einnimmt,  ein  Vol.  unter  weit  mehr  als  10  Atm.  Druck 
einnimmt,  dass  also  der  Druck  rascher  wächst,  als  das  Volumen  abnimmt,  d.  h., 
dass  eine  Abweichung  vorhanden  ist,  wie  sie  Regnault  für  den  Wasserstoft  con- 
statirt  hat.  Die  Abweichungen  sind  äusserst  beträchtlich.  Bezeichnet  man  mit 
/q  den  Anfangsdruck  von  78  Atm.  (bei  anderen  Gasen  von  76  oder  77  Atm.) 
—  die  geringen  Abweichungen  bei  noch  niedrigeren  Drucken  können  durch  diese 
Methode  nicht  gemessen  werden  —  und  mit  Vq  das  bei  /q  vorhandene  Volumen 
des  Gases,  so  ergaben    sich   entsprechend    den  REGNAULx'schen  Bezeichnungen, 

aus  Natterkr's  Beobachtungen   für  — ^rr  folgende  Zahlen: 


Wasserstoff 


p 

^0^0 

P 

^o'^o 

P 

^0^0 

P 

^0^0 

P 

^0^0 

P 

^0^0 

Atm. 

py 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

78 

i-ooo 

274 

0-868 

505 

0-788 

824 

0-677 

1292 

0-556 

1904 

0-461 

89 

0-986 

287 

0-864 

522 

0-782 

850 

0-668 

1326 

0-549 

1948 

0-456 

100 

0-980 

300 

0-860 

539 

0-775 

876 

0-659 

1362 

0-542 

1995 

0-450 

Hl 

0-973 

313 

0-856 

556 

0-769 

903 

0-651 

1398 

0-535 

2044 

0-442 

122 

0-967 

326 

0-853 

573 

0-764 

930 

0-643 

1434 

0-528 

2098 

0-437 

134 

0-955 

339 

0-849 

590 

0-759 

958 

0-635 

1471 

0-522 

2154 

0-431 

146 

0-943 

352 

0-846 

608 

0-753 

98(3 

0-628 

1508 

0-516 

2213 

0-424 

158 

0-936 

365 

0-844 

627 

0-747 

1015 

0-619 

1546 

0-503 

2277 

0*416 

170 

0-929 

379 

0-839 

646 

0-739 

1044 

0-611 

1584 

0-503 

2347 

0-408 

183 

0-917 

393 

0-835 

665 

0-734 

1074 

0-603 

1623 

0-497 

2423 

0-400 

196 

0-908 

408 

0-828 

685 

0-727 

1104 

0-596 

1662 

0-491 

2505 

0-390 

209 

0-899 

423 

0-822 

706 

0-719 

1134 

0-589 

1701 

0-486 

2594 

0-381 

222 

0-892 

438 

0-817 

728 

0-711 

1164 

0-582 

1741 

0-481 

2689 

0-372 

235 

0-885 

454 

0-810 

751 

0-703 

1194 

0-576 

1781 

0-475 

2790 

0-361 

248 

0-879 

471 

0-802 

775 

0-694 

1226 

0-570 

1821 

0-471 

261 

0-874 

488 

0-795 

799 

0-688 

1259 

0-562 

1862 

0-465 

Stickstoff 


p 

^0^0 

P 

^0^0 

P 

^0^0 

P 

Po^o 

P 

PoVo 

P 

p.y. 

PV 

PV 

PV 

PV 

PV 

PV 

75 

1000 

206 

0-946 

351 

0-869 

600 

0-690 

1085 

0-507 

1940 

0-322 

96 

0-989 

217 

0-944 

367 

0-858 

630 

0-675 

1095 

0-488 

2046 

0-315 

107 

0-981 

228 

0-943 

384 

0-847 

662 

0-657 

1159 

0-470 

2156 

0-304 

118 

0-975 

240 

0-937 

403 

0-831 

695 

0-640 

1228 

0-452 

2272 

0-293 

129 

0-968 

252 

0-932 

423 

0-815 

729 

0-624 

1300 

0-435 

2394 

0-282 

140 

0*964 

265 

0-925 

444 

0-799 

764 

0-608 

1376 

0-418 

2522 

0-272 

151 

0-960 

278 

0-918 

466 

0-783 

801 

0-593 

1458 

0-401 

2654 

0-262 

162 

0-957 

292 

0-908 

489 

0-768 

840 

0-577 

1M6 

0-885 

2790 

0-253 

173 

0-953 

306 

0-900 

515 

0-747 

882 

0-561 

1640 

0-369 

184 

0-951 

321 

0-888 

542 

0-729 

928 

0-544 

1738 

0-S54 

195 

0-949 

336 

0-878 

570 

0-710 

980 

0-526 

1838 

0-340 

T 
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Atmosphärische  Luft 


p 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

P 

PV   1 

P 

PV 

P 

PV 

76 

1-000 

217 

0-949 

352 

0-898 

580 

0-735 

1047 

0-512 

1843 

0-350 

107 

0-991 

228 

0-947 

367 

0-888 

610 

0-715 

1101 

0-496 

1943 

0-337 

118 

0-982 

240 

0-942 

383 

0-878 

642 

0-695 

1156 

0-481 

2051 

0-324 

129 

0-977 

252 

0-936 

401 

0-863 

676 

0-675 

1212 

0-466 

2165 

0-312 

140 

0-971 

264 

0-932 

420 

0-848 

713 

0-653 

1273 

0-453 

2283 

0-300 

151 

0-967 

276 

0-928 

439 

0-831  : 

753 

0-632 

1340 

0-437 

2405 

0-289 

162 

0-963 

288 

0-924 

459 

0-819 

796 

0-610 

1413 

0-422 

2531 

0-279 

173 

0-959 

300 

0-920 

481 

0-803 

843 

0-588 

1490 

0-407 

2659 

0-269 

184 

0-956 

312 

0-917 

504 

0-785 

891 

0-569 

1570 

0-392 

2790 

0-260 

195 

0-954 

325 

0-911 

528 

0-769 

941 

0-548 

1656 

0-378 

206 

0-951 

338 

0-905 

553 

0-752  j 

993 

0-529 

1747 

0-364 

Kohlenoxyd 


p 

PV 

P 

PV 

P 

p,y. 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

77 

1000 

248 

0-955 

381 

0-911 

629 

0-727 

1133 

0-500 

2088 

0-324 

138 

0-993 

259 

0-954 

394 

0-906 

661 

0-707 

1196 

0-484 

2209 

0-311 

149 

0-983 

271 

0-949 

408 

0-900 

695 

0-686 

1264 

0*464 

2339 

0-298 

160 

0-981 

283 

0-944 

424 

0-889 

732 

0-665 

1338 

0-446 

2477 

0-285 

171 

0-977 

295 

0-939 

443 

0-873 

771 

0-645 

1416 

0-428 

2627 

0-273 

182 

0-972 

307 

0-935 

465 

0-854 

814 

0-623 

1498 

0-412 

2790 

0-261 

193 

0-969 

319 

0-931 

489 

0-832 

861 

0-600 

1584 

0-396 

204 

0-965 

331 

0-927 

515 

0-810 

911 

0-578 

1674 

0-380 

215 

0-963 

343 

0-924 

542 

0-788 

962 

0-558 

1767 

0-366 

226 

0*960 

355 

0-921 

570 

0-767 

1016 

0-538 

1867 

0-352 

237 

0-958 

368 

0-916 

j  599 

0-746 

1073 

0-519 

1974 

0-338 

Sauerstoff 


p 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

P 

PV 

n 

1000 

276 

0-967 

382 

0-935 

517 

0-864 

764 

0-703 

1160 

0-514 

188 

0-994 

287 

0-965 

i  394 

0-932 

539 

0-848 

800 

0-684 

1218 

0-523 

199 

0-990 

298 

0-963 

407 

0-926 

563 

0-829 

840 

0-663 

1284 

0-504 

210 

0-986 

310 

0-958 

1  420 

0-921 

588 

0-811 

881 

0-644 

1354 

0-485 

221 

0-982 

322 

0-953 

434 

0-915 

614 

0-793 

923 

0-625 

232 

0-978 

334 

0-949 

448 

0-909 

641 

0-775  1 

966 

0-608 

243 

0-975 

346 

0-945 

'  463 

0-901 

670 

0-757 

1010 

0-590 

254 

0-972 

358 

0-941 

;  479 

0-890 

700 

0-739 

1056 

0-575 

265 

0-970 

370 

0-938 

1  497 

0-879 

731 

0-721 

1106 

0-558 

Es  nimmt  also  bei  allen  untersuchten  Gasen  das  Produkt  PV  bei  diesen  enor- 
men Drucken  äusserst  stark  zu,  die  Gase  verhalten  sich  mithin  bei  hohen  Drucken 
alle  gleich  und  zwar  so,  wie  sich  Wasserstoff  schon  von  Anfang  an  verhält.  Die* 
selbe  Erscheinung  wurde  1870  von  CailletetI)  in  genauerer  Weise  festgestellt. 
Er  brachte  die  Gase  in  eine  Capillare,  welche  innen  vergoldet  war.     Durch  ein 


1)  Cailletet,  Compt.  rcnd.  70,  pag.  1131.  1870. 
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DESGOFFE'scbes  Manometer  wurde  der  Druck  gemessen.  Der  Stand  des  Queck- 
silbers in  der  Capillare,  also  das  Volumen  des  Gases  wurde  durch  die  Ablösung 
des  Goldes  erkannt  So  fand  Cailletet  bei  15°  C.  für  Wasserstoff  und  Luft 
folgende  Resultate,  die  er  in  der  Bezeichnungsweise  von  Regnault  darstellte. 


Druck 
P 

Wasserstoff 
PV 

Luft 
PV 

Druck 
P 

Wasserstoff 
PV 

Luft 
PV 

60  Atm. 

0-9810 

10181 

350  Atm. 

0-8337 

0-9047 

80    ,» 

— 

10118 

400     „ 

0-8347 

0-8672 

90    .. 

— 

1-0106 

450    „ 

0-8136 

0-8265 

100    „ 

0-9552 

1-0098 

500    » 

0-7893 

0-7927 

150    „ 

09372 

1-0047 

550    „ 

0-7701 

0-7502 

200    „ 

0-9158 

0-9990 

605    „ 

0-7580 

0-7215 

250    „ 

09001 

0-9792 

660    „ 

— 

0-6895 

300    „ 

0-8761 

0-9465 

705    „ 

— 

06660 

Hierbei  wurde    also    zum  ersten  Mal    bei  Luft   gezeigt»    dass   der   Quotient 

P  V 
py  bei  gewissem  Druck  ein  Maximum,  also  PFMinimum  hat.  Bei  seinen  späteren 

Untersuchungen  1)  bediente  sich  Cailletet  direkt  eines  Quecksilbermanometers  von 
250  m  Länge  und  3  mm  innerem  Durchmesser  und  arbeitete  in  einem  Schacht  bei 
Buttes-aux-Cailles  von  560  m  Tiefe,  der  mit  stagnirendem  Wasser  gefüllt  war.  Die 
Röhre  mit  dem  zu  untersuchenden  Gase,  das  Piezometer,  war  wieder  innen  ver- 
goldet, und  das  hineinsteigende  Quecksilber  löste  das  Gold  auf,  so  dass  man 
nach  dem  Versuch  das  Volumen  des  comprimirten  Gases  genau  bestimmen  konnte. 
Cailletet  experimentirte  mit  Stickstoff  und  fand  folgende  Werthe  ftir  die  Drucke 
P  (in  Metern  Quecksilber),  und  die  entsprechenden  Volumina  F(in  willkürlichem 
Maass)  bei  den  Temperaturen  15— 17**.  Aus  diesen  Zahlen  ist  das  Produkt  PV 
berechnet. 


Druck  i» 

Volumen  V 

PV 

Dnick  P 

Volumen  V 

1      PV 

39-859 

207-98 

8184 

99-188 

86-06 

8536 

44-264 

184-20 

8153 

109-199 

77-70 

8484 

49-271 

162-82 

8022 

114119 

76-69 

8751 

49-566 

161-85 

8022 

124122 

71-36 

8857 

59462 

132  86 

7900 

144-241 

62-16 

8966 

64-366 

123-53 

7951 

149-205 

59-70 

8907 

69-367 

115-50 

8011 

154-224 

5818 

8973 

74-330 

108-86 

8091 

ir.4-145 

54-97 

9023 

79-234 

10300 

8162 

174100 

52-79 

9191 

84-388 

97-97 

8267 

181-985 

51-27 

9330 

89-231 

93-28 

8323 

Das  Produkt  PV  zeigt  also  ein  Minimum  bei  etwa  Qö  m  Quecksilber.  Bei 
diesem  Druck  ist  also  das  Volumen  V  relativ  am  kleinsten,  ist  das  Gas  relativ 
am  meisten  comprimirt,  bei  höheren  und  niederen  Drucken  ist  die  Compressibi- 
lität  geringer.  Dadurch  sind  die  Resultate  Regnault's  und  Natterer's  in  Ein- 
klang gebracht.  Dieses  Resultat  von  Cailletet  wurde  auch  von  Amagat")  bei 
Stickstoff  gefunden,  indem  er  dieses  Gas  als  Grundlage  für  spätere  Untersuchungen 


*)  Cailletet,  Compt.  rend.  88,  pag.  6i.  1879. 

3)  Amagat,  C.  R.  87,  pag.  432.   1878.  88,  pag.  336.   1879. 
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sorgfältigen  Messungen  unterwarf.  Auch  er  wandte  direkt  eine  Röhre  von  300  m 
Länge  für  den  Druck  an  und  maass  das  vom  Gase  eingenommene  Volumen  direkt 
an  einer  Glasröhre.     Seine  Resultate  filr  Stickstoff  bei  etwa  22**  sind  folgende: 

/'(Atm.)  127-223    168-684    208622    251  157    290*924    332039    332302    420*773 

V  P 

-^^        10000      0-9760      0-9516      0-9238      08927      0  8613      0-8227      0-7885. 

Später  verglich  Amagat*)  eine  Reihe  anderer  Gase,  Sauerstoff,  Luft,  Kohlen- 
oxyd, Sumpfgas  und  Aethylen  nach  der  PouiLLEx'schen  Methode  mit  Stickstoff. 
Die  zu  vergleichenden  Gase  wurden  in  zwei  Manometer  aus  Krystallglas  einge- 
schlossen und  empfingen  den  Druck  gemeinschaftlich  durch  eine  Schraube. 

Die  Röhren  konnten  einen  Druck  bis  zu  500  Atm.  aushalten.  Die  Tempe- 
raturen blieben  zwischen  18  und  22  ^     Es  ergab  sich  für    alle    Gase    ein  Mini- 

P  V 
mum  von -P^  also  ein  Maximum  für -~;^- und  zwar  lag  dieses  Maximum,  welches 

sich  aber  bei  verschiedenen  Temperaturen  wesentlich  verschiebt,  bei  folgenden 
Drucken: 


Stickstoff  . 
Sauerstoff 
Luft      .     . 


50  m  Quecksilber 
100  „ 
65  „  ,, 


Kohlenoxyd  . 
Sumpfgas  .  . 
Aethylen   .     . 


50  m  Quecksilber 
120  „ 
65  „  „ 


Bei  Aethylen  schwankt  das  Verhältniss -^-~,  zwischen  2'213  um  0^337,  so- 
dass Aethylen  3  mal  stärker  oder  weniger  stark  comprimirbar  ist,  als  es  nach 
dem  Marioti'e' sehen  Gesetz  sein  sollte. 


IV.  Die  Abweichungen  vom  MARioxTE'schen  Gesetz  in  verschiedenen 

Temperaturen. 

Die  Frage,  wie  sich  die  Abweichungen  der  Gase  vom  MARioxxE'schen  Gesetz 

bei  verschiedenen  Temperaturen  verhalten,  ist   ebenfalls  von  Amagax  in  einigen 

Arbeiten  studirt  worden.     Seine   ersten  Versuche»)  bezogen  sich  auf  schweflige 

Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure  und  Luft  und  ergaben  im  Intervall  von  1—3  Atm. 

P  V 
folgende    Werthe    für    -pJF-    bei    verschiedenen    Temperaturen,     aber    nahezu 

gleichem  Anfangsdruck  P^: 


p.y. 

PV 

niedere  Tcmp. 

höhere  Temp. 

Schweflige  Säure,   1.  Versuch  .     . 

15-3°  1-0188 

98-4*»   1-0067 

II                     n           «•            II           •       • 

15-5°  10182 

97-8°   1-0051 

Ammoniak,   1.  Versuch  .... 

T'T*»   10125 

980°   1-0048 

II           *•        II        .... 

61^    10129 

98-4°   1-0051 

KohleDsäure,  1.  Versuch      .     .     . 

8-5°   10061 

98-1°   1-0026 

II            ^.        ,,           ... 

90°   10064 

98-4°  1-0021 

Luft,  1.  Versuch 

7-2°   lOOlO 

98-8°   lOOOl 

„2.        , 

— 

97-5°  0-9998 

Es  geht  aus  diesen  Zahlen  hervor,  dass  die  Abweichungen  vom  Marioxxe- 
schen  Gesetz  um  so  geringer  werden,  je  höher  die  Temperatur  ist    Später  unter- 


0  Amagat,  C.  R.  89,  pag.  437.  1879. 

3)  Amagat,  Compt.  rend.  68,  pag.  1170.  1869;  71,  pag.  67.  1870;  73,  pag.  14^.  187a. 
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suchte  Amagat  *)  direkt  nach  der  REONAULT'schen  Methode  die  Abweichungen  bei 

Luft  und  Wasserstoff  t 
gende  Zahlen.    Es  ist 


F  V 
Luft  und  Wasserstoffbis  320°  im  Intervall  von  1—2  Atm.  und  fand  ftir-^T^  fol- 


ftlr  Luft 

für  Wasserstoff 

bei 

PV 

bei 

PV 

0° 
100° 
250° 
320° 

1-0015 
1-00011 
1-00025 
100018 

250° 

0-99986 

In  einer  Zusammenfassung  seiner  Resultate  giebt  er^)  noch  folgende  Zahlen 
ftir  schweflige  Säure  und  Kohlensäure: 


Werthe  von  ^-^^ 


für  schweflige  Säure 


Werthe  von  ^^ 


für  Kohlensäure 


bei  15° 
M  50° 
M    100° 


1-0185 
l-OllO 
10054 


bei  150*» 
»  200° 
„  250° 


1-0032 
1-0021 
1-0016 


bei  8° 
„  50° 
M    100° 


1-0065 
1-0036 
1-0023 


bei  150° 
„  200° 
„    250° 


1-0014 
10008 
1-0006 


Aus   diesen  Versuchen  geht    hervor,    dass   alle   betrachteten  Gase  sich  mit 

steigender  Temperatur  dem  idealen  Gaszustand  nähern.     Im  Intervall  von  100° 

bis  320°  zeigt  die  Luft  durchaus  keine  über  die  Beobachtungsfehler  hinausgehende 

P  V 
Abweichung  des  Werthes  —p^r-  von  1.  Insbesondere  ist  keine  Tendenz  vorhanden, 

dass  dieser  Quotient  kleiner  als  1  wird.  Auch  bei  Wasserstoff  nährt  sich  der 
Quotient  bei  höherer  Temperatur  dem  Werth  1.  Es  hat  also  eine  Erhöhung 
der  Temperatur  nicht  denselben  Effekt  wie  eine  Erhöhung  des  Druckes;  letztere 
bringt  Abweichungen  hervor,  wie  sie  beim  Wasserstoff  von  Anfang  an  existiren, 
erstere  macht  alle  Abweichungen  verschwinden. 

Dasselbe  Resultat  fand  auch  Winkelmann  ^  für  Aethylen,  welches  er  im  In- 
tervall von  1  bis  3  Atm.  bei  Temperaturen  von  0°  und  100°  untersuchte  und 
wobei  er,  um  mit  kleinen  Apparaten  genau  arbeiten  zu  können,  die  Volumen- 
änderung durch  eine  Bestimmung  des  Gewichtes  von  ausgeflossenem  Quecksilber 
scharf  messbar  machte.  Das  Nähere  über  seine  Methode  übergehend,  sind  im 
Folgenden  seine  Resultate  angegeben.     Es  ergab  sich  für: 


Aethylen  bei  0° 

Aethylen  bei  ca.  100*» 

Aethylen  bei  0° 

Aethylen  bei  ca.   100° 

P 

PV 

P 

PV 

Temp. 

P 

PV 

P 

PV 

Temp. 

731-941 
1406-97  J 

748-701 
1424-2  J 

714-291 
1481-61/ 

1-00545 
1-00538 
1-00589 

746-651 
1451-32/ 

746-651 
145 1-79  J 

733-521 
1456-691 

100265 
1-00281 
100285 

99*537° 
L9-537° 
99-18r 

714-291 
2067-821 

714-291 
2067-95/ 

724-231 
2078-45/ 

1-0139 

1-00965 

101026 

746-66  \ 
2083-93/ 

746-651 
2084  40. 

733-521 
2078021 

1-00381 
1-00373 
1-00428 

99-537° 
99-537° 
99-181° 

^)  Amagat,  Annal.  d.  chim.  et  de  phys.  (4).  28,  pag.  274.  1873. 
^  Amagat,  Ann.  d.  chim.  et  de  phys.  (4)  29,  pag.  246.  1873. 
3)  WiNKKLMANN,  WiKD.  Ann.  5.  pag.  92.   1878.  Digitized  by 

Winkelmaß,  Physik,    l.  33 
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In  allen  Fällen  weicht  also  bei  höherer  Temperatur  das  Aethylen  weniger 
vom  MARiOTTE*schen  Gesetz  ab  als  bei  niedriger. 

In  jüngster  Zeit  hat  Roth^)  eine  Reihe  von  Versuchen  über  die  Zusammen- 

drückbarkeit  von  Gasen  bei  verschiedenen  Temperaturen  publicirt.  Er  füllte  eine 

Röhre  mit  Stickstoff,  eine  andere  mit  dem  zu  untersuchenden  Gase,  setzte  beide 

demselben  Druck  aus  und  maass    die  Volumina.     Das    reciproke  Volumen   des 

Stickstoffs  diente  ihm  direkt  als  Maass  für  den  Druck,  da  Stickstoff  verhältniss- 

massig   geringe  Abweichungen    vom  MARiOTTE'schen  Gesetz    zeigt.     Es  ergaben 

sich  für  die  untersuchten  Gase  starke  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz, 

die  aber  durchweg    bei  höheren  Temperaturen  geringer  wurden.     Aus  den  von 

Roth  aufgezeichneten  Interpolationstabellen    ergaben    sich  folgende  Werthe  von 

F  V 
py    ftir  die  einzelnen  Gase  bei  verschiedenen  Temperaturen. 


1.  Kohlensäure. 
18-5''  49-5'* 


/;,=  20  Atm. 
i^  =  50    „ 


1-3653 


11795 


1-0822 


183-8° 
1-0274. 


2.  Schweflige  Säure, 

99-6' 
/;,=  10  Atm 

i'  =  14 

/^o=28 
Z'  =40 


"} 


580° 
15134 


183-2" 


10503 


1-3430        10912. 


^^0=  25  Atm. 
i'  =  50     „ 


•  3.  Aethylen. 
180°  50-2° 


1-2222 


1-1146 


4.  Ammoniak. 
99-6° 


,  =  20  Atm.   \ 
=  60    „      / 


1-5880 


99-6° 
10878 

1830° 
1-1207. 


183-2° 
10451. 


Im  Uebrigen  zeigen  die  von  Roth  untersuchten  Gase  bis  zu  den  angewendeten 
Drucken  (im  Maximum  160  Atm.)  nicht  das  von  Cailletet  beobachtete  Minimum 
von  PV,  Im  Gegentheil  nehmen  die  Werthe  von  i'F  regelmässig  ab.  Es  er- 
gaben sich  zum  Beispiel  für  Kohlensäure  bei  183*2°  folgende  zusammengehörige 
Werthe  von  P  und  PV\ 

Kohlensäure  bei   183-2° 


P  (Atm.) 

PV 

P  {K\m.) 

PV 

P  (Atm.) 

PV 

13-06 

9939 

20-64 

9761 

45-81 

9341 

14-23 

9934 

23-12 

9738 

68-59 

9136 

15-55 

9893 

26-73 

9658 

87-94 

8741 

17-07 

9849 

3209 

9553 

106-33 

87-27 

18-73 

9815 

88-14 

9504 

130-55 

8400 

Dieser  scheinbare  Widerspruch  wurde  jedoch  durch  eine  neuere  Untersuchung 
von  Amagat^)    aufgeklärt,    in    welcher    die  Abweichungen   vom   MARiOTTE'schen 

^)  Roth,  Wied.  Ann.  ii,  pag.  i.   i88o. 

3)  Amagat,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  (5)  22,  pag.  353.   iSSoigitized  by  CjOOQIC 
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Gesetz  bei  verschiedenen  Temperaturen  zwischen  0°  und  100°  aber  bis  zu  Drucken 
von  320  m  Quecksilber  gemessen  wurden.  Und  zwar  wurden  dabei  die  Gase : 
Stickstoff,  Wasserstoff,  Sumpfgas,  Aethylen  und  Kohlensäure  untersucht.  Der 
Apparat  war  ähnlich  eingerichtet  wie  derjenige,  welcher  zu  seinen  oben  er- 
wähnten Versuchen  mit  höheren  Drucken  gedient  hatte,  die  Drucke  wurden 
mit  Stickstoffmanometern  gemessen.  In  ausführlichen  Tabellen  und  in  Curven 
wurde  der  Gang  des  Produktes  PV  mit  wachsendem  Druck  und  zwar  bei  5  bis 
10  verschiedenen  Temperaturen  dargestellt.  Einige  Zahlen  dieser  Tabellen  sind 
folgende. 

Stickstoff. 


p 

17.70 

301° 

50-4° 

75-5° 

100-1° 

30  m 

2745 

2875 

3080 

3330 

3575 

60  „ 

2740 

2875 

3100 

3360 

3610 

J00„ 

2790 

2930 

3170 

3445 

3695 

200  „ 

3075 

3220 

3465 

3750 

4020 

320,, 

3525 

3675 

3915 

4210 

4475. 

Wasserstoff. 

P 

17.70 

40-4° 

60-4° 

81-1° 

1001° 

30  m 

2830 

3045 

3235 

3430 

3610 

100,, 

2985 

3200 

3400 

3620 

3780 

200,, 

3240 

3465 

3685 

3870 

4055 

320,, 

3550 

3780 

3890 

4200 

4385. 

Sumpfgas. 

P        14-7° 

29-5° 

40-6° 

601° 

79-8° 

1001° 

40  m    2515 

2685 

2830 

3060 

3290 

3505 

100,,  2275 

2480 

2640 

2935 

3180 

3435 

140,,  2260 

2480 

2655 

2940 

3190 

3460 

230,,  2560 

2730 

2880 

3150 

3385 

3650. 

Aethylen. 

3°  20-3°  30-1 ''  400°  500° 

600°  700°  79S 

1°  89-9° 

i' 16-3°  20-3°  30'r  400°  500°  600°  700°  799°  899°  1000° 

SOm  1950  2055  2220  2410  2580  2715  2865  2970  3090  3225 

70  „  880  945  1110  1340  1675  1920  2150  2365  2560  2740 

100  „1150  1200  1275  1380  1535  1690  1895  2105  2335  2515 

130  „1415  1455  1525  1620  1725  1840  2000  2150  2320  2480 

200  „2030  2065  2115  2200  2290  2390  2490  2600  2715  2835 

320  „  3035  3065  ,  3125  3200  3285  3375  3470  3545  3625  3710. 

Kohlensäure. 

P    18-2°  351°  40-2°  500°  60-0°  700°  800°  90'2°  100° 

30»!  flüssig  2360  2460  2590  2730  2870  2995  3120  3225 

70  „   „    725  950  1530  1890  2155  2380  2570  2750 

100  „  760   870  920  1065  1315  1630  1940  2200  2425 

130  „  955  1060  1115  1190  1315  1505  1735  1980  2190 

170  „  1210  1310  1360  1430  1520  1645  1780  1975  2135 

200,,  1405  1500  1550  1615  1705  1810  1930  2075  2215 

320  „  2135  2240  2280  2360  2440  2525  2620  2725  2830. 

Aus  der  Diskussion  dieser  Zahlen  findet  Amagat,  dass  diese  Gase  zwei  ver- 
schiedenen Typen  und  einem  Zwischentypus  angehören.  Den  einen  Typus  bildef 

33* 
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der  Wasserstoff,  bei  welchem  der  Werth  von  PV  beständig  und  fast  gradlinig 
mit  P  wächst  bei  allen  Temperaturen.  Den  entgegengesetzten  Typus  bilden 
Aethylen  und  Kohlensäure.  Bei  diesen  nimmt  /T  zuerst  rasch  ab,  um  ein 
Minimum  zu  erreichen,  welches  bei  verschiedenen  Temperaturen  an  ver- 
schiedenen Stellen  liegt,  und  dann  weiter  zu  steigen.  Dieses  Minimum  rückt 
bei  höheren  Temperaturen  zu  höheren  Drucken  vor,  wird  aber  dabei  immer 
weniger  scharf.  Folgende  Tabelle  giebt  die  Lage  des  Minimums  von  PV  ^x 
Aethylen  und  Kohlensäure  bei  verschiedenen  Temperaturen: 

Aethylen. 
Temperatur  16.3°  20  3°  301°  400°  50'0°  600°  700°  79-9°    89-9°  J00° 
Druck  55  m  60  m     70  /n  80  m  88  m  95  m  100  m  105  m  Wh  m  120  m 

Kohlensäure. 

Temperatur  35 1°  402°  500°  6000    700°      8000      902°       100-0°. 

Druck  70  /w  80  w  98  «  Wh  m  1.^0  m  140  m  150  m  160  m. 
Die  dem  Zwischentypus  angehörenden  Gase,  Sumpfgas  und  Stickstoff,  zeigen 
durch  den  Verlauf  der  Werthe  von  PV  Kt\,  dass  sie  bei  genügend  niedrigen 
Temperaturen  ebensolche  tiefe  Minima  aufweisen  werden,  wie  Aethylen  und 
Kohlensäure.  Das  Endergebniss  dieser  sorgfältigen  Versuche  ist  wieder,  dass 
in  jedem  Falle  die  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  —  nach  der 
einen  oder  andern  Richtung  hin  —  um  so  geringer  werden,  je  höher  die  Tem- 
peratur steigt. 

V.  Das  Verhalten  ungesättigter  Dämpfe  gegen  das  Boyle-Mariotte- 

sehe  Gesetz. 
Dass  im  Allgemeinen  die  Dämpfe  um  so  grössere  Abweichungen  vom  Mariotte- 
sehen  Gesetz  zeigen,  je  leichter  sie  coercibel  sind,  war  von  vornherein  zu  erwarten 
und  wurde  auch  durch  Versuche  an  einzelnen  Dämpfen  von  BineauI),  Cahours*), 
erkannt.  Versuche,  welche  jedoch  nicht  entscheidend  waren.  Recnault»),  dann 
Fairbatrn  und  Täte*)  endlich  Hirn*)  stellten  Versuche  über  Wasserdampf  an, 
Horstmann^)  für  Schwefelkohlenstoff  und  Aetherdaropf,  Herwig')  für  Alkohol, 
Chloroform,  Schwefelkohlenstoff  (bei  Drucken  unter  1  Atm,)  Troost  und  Haute- 
FEUiLLE®)  für  Chlorsilicium,  Chlorkohlenstoff  und  Phosphorchlorür.  Diese  Frage 
erhielt  eine  überraschende  Beantwortung  durch  die  Versuche  von  Andrews*), 
welcher  an  der  Kohlensäure  zeigte,  dass  der  Uebergang  von  dem  gasförmigen 
Zustand  zum  flüssigen  nur  möglich  ist  unter  geeigneten  Drucken,  bei  Tempera- 
turen, welche  unterhalb  einer  bestimmten  Grenztemperatur  liegen.  Diese,  die 
kritische  Temperatur,  scheidet  die  Dämpfe  von  den  Gasen.  Oberhalb  der 
kritischen  Temperatur  verhalten  sich  die  Dämpfe  wie  Gase.  Dass  aber  auch  in 
diesem  gasförmigen  Bereich  starke  Abweichungen  von  dem  MARiOTTE'schen  Ge- 


>)  BiNEAu,  C.  R.  19,  pag.  767.   1844. 

2)  Cahours,  C.  R.  20,  pag.  51.  1845. 

^  Rbgnault,  Mem.  de  l'acad.  fran^.     Bd.  26,  pag.  700.  1847. 

*)  Fairbain  und  Täte,  Phil.  Mag.  (4)  21  pag.  230.   1861. 

^)  Hirn,  Theorie  mec.  de  la  chaleur. 

^)  Horstmann,  Liebig.  Ann.  Supplementb.  6,  pag.  51.  1868. 

')  Herwig,  Pogg.  Ann.  157,  pag.  19,  1869. 

®)  Trogst  u.  Hautefeuille,  C.  R.  83,  pag.  333.  1886.  ^^  j 

®)  Andrews,  Pogg.  Ann.  Erg.  V.  pag.  64.  187 1.  Phil.  Mag.  (5)  i,  pag.  78.  i87^.9lC 
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setz  stattfinden,  in  dem  Sinne  einer  zunehmenden  Compressibilität,  zeigen  schon 
die  Versuche  von  Andrew's  selbst,  ferner  die  von  Janssen*)  am  Stickstoflfoxydul 
und  endlich  die  oben  erwähnten  Versuche  von  Roth  und  Amagat.  Die  durch 
die  ANDREws'schen  Versuche  gewonnene  Aufklärung  ist  deswegen  von  besonderer 
Wichtigkeit,  weil  sie  eine  Formel  in  schlagender  Weise  bestätigte,  welche  van  Der 
Waals  zur  Zusammenfassung  der  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz 
aufgestellt  hatte.  Das  sonstige  Verhalten  der  Dämpfe  s.  unter  mechanische 
Wärmetheorie. 


VI,  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  bei  Drucken  unter- 
halb 1  Atmosphäre. 

Es  bleibt  noch  die  Frage,  ob  sich  die  Luft  und  die  ihr  ähnlichen 
Gase  bei  Drucken  unter  einer  Atmosphäre  so  verhalten,  wie  es  das  MARioTTE'sche 
Gesetz  verlangt,  oder  ob  sie  auch  da  Abweichungen  zeigen  und  in  welchem  Sinne. 
Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  besonders  schwierig  und  hat  noch  zu  keiner 
sicheren  Entscheidung  geführt.  Es  liegen  eine  Anzahl  Arbeiten  über  sie  vor,  welche 
zu  genau  entgegengesetzten  Resultaten  führen.  Siljeström^)  fand  1874,  dass  bei 
niederen  Drucken  die  Luft  dieselben  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz 
zeigt,  wie  sieREGNAULT  bei  höheren  Drucken  gefunden  hat,  d.  h.  bei  wachsen- 
den Drucken  nimmt  PF  ab.  Dagegen  fanden  Mendelejeff  und  Kirpitscheff^), 
dass  umgekehrt  mit  wachsendem  Drucke  (unterhalb  einer  Atmosphäre)  FV 
grösser  wird.  Die  Kritik,  die  Mendelejeff  an  Siljeström's  Versuchen  vorge- 
nommen hat,  lässt  dessen  Angaben  unsicher  erscheinen.  Aber  auch  Mendele- 
jeff's  Versuche  sind  von  Amagat  scharfer  Kritik  unterworfen  worden. 

Die  Abweichungen  sind  nach  Mendelejefe  nicht  unbeträchtlich.  Es  ergaben 
sich  z.  B.  folgende  Zahlen  für  Luft,  wobei  in  der  Berechnung  von  PV  der  Werth 
für  646*19  mm  gleich  1  gesetzt  ist. 


Druck 

Volumen 

PV     1 

Druck 

Volumen 

py 

646185 

1027-29 

l  00000 

104-805 

6315-75 

0-99730 

486-285 

1364-73 

0-99960 

51-628 

12769-20 

0-99300 

207-403 

3195-89 

0-99867 

16-395 

393-20-71 

0  97114 

155-645 

4258-84 

0-99856 

14-554 

44034-87 

0-96551 

Amagat*)  hat  diese  Frage  in  zwei  Arbeiten  zu  beantworten  gesucht.  Er 
kommt  auf  Grund  sehr  umsichtiger  und  sorgfältiger  Kritik  zu  dem  Schluss,  dass 
mit  der  angewendeten  Methode  ein  sicheres  Urtheil  darüber,  in  welchem  Sinne 
die  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  stattfinden,  nicht  zu  finden  ist. 
Die  Abweichungen  nach  der  einen  und  anderen  Seite  hin  folgen  entweder  pro- 
miscue  durcheinander,  oder  sie  sind,  wenn  sie  auch  immer  nach  derselben  Seite 
gehen,  von  der  Ordnung  der  Beobachtungsfehler.  So  bekam  er  für  Luft  bei 
Antangsdrucken  /*,  die  von  12-296  mm  bis  0*295  mm  abnahmen  und  höheren  End- 

py 

drucken  F'  folgende  Reihe  für  -pryt 


1)  Janssen,  Beibl.  2,  pag.  136.  1878. 

>)  SiLjESTKÖM,  PoGG.  Ann.  151,  pag.  451.  1874;    Chem.  fier.  8,  pag.  576.   1875. 
^  Mendelejeff  und  Kirpitscheff,  Bull,  de  l'Academie  de  St.  Petersbourg  Bd.  9,  pag.  466. 
1874;    Chem.  Ber.  7,  pag.  1339.   1878.  8,  pag.  744.  1875. 

^)  Amagat,  Ann.  de  chin.  et  de  phys.  (5)  8,  1876.  (5)  28  pag.  480.  1883.  .  t 
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Entsprechende  schwankende  Werthe  fand  er  für  Kohlensäure  und  Wasser- 
stoff) so  dass  nach  ihm  die  Frage  nicht  entschieden  ist. 

Endlich  hat  in  der  jüngsten  Zeit  Fr.  Fuchs  i)  diese  Untersuchungen  wieder 
aufgenommen  und  eine  geschickte  Methode  angewendet,  welche  ihm  fUr  einige 
Gase  positive  Resultate  zu  finden  gestattete.  Nur  für  Wasserstoff*  war  die  Ab- 
weichung vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  so  gering,  dass  es  nicht  gelang,  ihren 
Sinn  festzustellen.  Für  Luft,  Kohlensäure  und  schweflige  Säure  dagegen  ergaben 
sich  folgende  Werthe  von  P  V  bei  verschiedenen  Drucken 


Druck  in 

PV 

mm 

Luft 

Kohlensäure 

Schweflige  Säure 

1000 

10000 

10000 

10000 

900 

10000-4 

10011 

10033-6 

800 

10000-8 

10022-4 

10067 

700 

10001 

10033 

10100 

600 

10000 

10042-4 

10133 

500 

9998-3 

10052 

10166-4 

400 

9996 

10057 

10198 

300 

9991 

10061 

10225 

250 

9988 

10068 

10251. 

Bildet  man,  entsprechend  der  Regkault' sehen  Darstellungsweise,  die  Quotienten 

PV 
'pf-yit  indem  man  für  -PF den  Werth  bei  dem   niedrigsten  Druck  (250 mm)  und 

fllr  P*  V^  solche  bei  höherem  Druck  nimmt,  so  sieht  man,  dass  für  Kohlensäure 

PV 
und  schweflige  Säure  die  Quotienten  -pTT^,  grösser  als  1  sind,  so  dass  also  diese 

Gase  schon  von  250  mm  an  Abweichungen  nach  derselben  Richtung  vom 
MARiOTTE'schen  Gesetz  zeigen,  wie  sie  Regnault  für  Drucke  über  1  Atm.  gefunden 
hatte.  Diese  beiden  Gase  sind  also  auch  bei  niedrigen  Drucken  stärker  comprimirbar, 
als  es  nach  dem  MARiOTTE'schen  Gesetze  der  Fall  wäre.  Dagegen  werden  diese 
Quotienten  für  die  Luft  kleiner  als  1,  also  ist  die  Luft  unterhalb  einer  Atmo- 
sphäre weniger  comprimirbar,  als  es  das  MARiOTTE'sche  Gesetz  verlangt.  Darin 
stimmen  also  die  Resultate  von  Fuchs  mit  denen  von  Mendelejeff  überein  und 
auch  die  Grösse  der  Abweichungen  ergiebt  sich  bei  beiden  angenähert  gleich. 
Es  muss  also,  da  unterhalb  1  Atm.  die  Abweichungen  von  Werthen,  die  >  1  sind, 

PV 
tibergehen  zu  solchen,  die  -^  1  sind,  es  einen  Druck  geben,  bei  dem  "pTT^'^l 

ist.  Bei  diesem  Druck,  der  wenig  unter  1  Atm.  liegt,  ist  die  Luft  danach  ein 
ideales  Gas.  Auch  für  Kohlensäure  zeigt  der  Verlauf  der  Zahlen,  dass  sie  bei 
einem  Druck  unter  200  mm  sich  dem  idealen  Zustande  nähern  wird. 

VIL  Theoretische  Erweiterung  des  BovLE-MARiOTTE'schen  Gesetzes. 
Da  das  MARiOTTE'sche  Gesetz  fiir  kein  Gas  streng  richtig  ist,  so  wurde  viel- 
fach auf  Grund  der  Beobachtungen  versucht,  die  einfache  Formel  PV=  RT  2\x 
ergänzen,   so  dass  sie  das  wirkliche  Verhalten  der  Gase  darstelle. 


1)  Fuchs  Wied.  Ann.  Bd.  35,  pag.  430,   1888.    Jahresbericht    der  Realschule  tu  Kempten 

1886/87. 
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Regnault  selbst  hatte  seine  Beobachtungen  empirisch  dargestellt  durch  eine 
Formel  mit  2  Constanten  von  der  Form 


^=1  +  ^ 


Ci-O^-fö-O- 


Diese  Darstellung  soll  nur  den  Beobachtungen  genügen,  ohne  dass  sie  eine 
theoretische  Unterlage  besitzt.  Eine  theoretische  Ableitung  einer  neuen  Formel 
versuchte  Reye^),  1861  auf  Grund  der  mechanischen  Wärmetheorie  und  den  Ver- 
suchen von  Joule  und  Thomson  über  die  Abkühlung  der  Gase  beim  Ausströmen, 
indem  er  die  Differentialgleichung  aufstellte 

dp    _  Ji 1 g+/    , 

und  diese  integrirte  in 

worin  ic  und  R  und  S  neue  Constante  sind. 

Jedoch  sind  in  dieser  Ableitung  einige  nicht  streng  richtige  Voraussetzungen 
enthalten  und  die  Formel  stimmt  auch,  wie  Schröder  van  dek  Kolk  s)  ausfuhrt, 
nicht  genau  mit  Regnault's  Beobachtungen. 

Duprez  ^)  führte  zuerst  die  Annahme  ein,  dass  statt  des  gesammten  Volumens 
V  des  Gases  vielmehr  dieses  Volumen  abzüglich  einer  Constante,  V —  C,  in  die 
MARiOTTE'sche  Formel  eingesetzt  werden  müsse,  ein  Gedanke,  der  sich  später 
fruchtbar  erwies.     Er  schreibt  die  Formel 

Die  DuPREz'schen  Betrachtungen  wurden  von  Budde*)  weiter  ausgeführt. 

Hirn*)  hat  zuerst  auf  Grund  der  Vorstellungen  der  kinetischen  Gastheorie 
(s.  d.)  die  Abweichungen  vom  MARiOTTE'schen  Gesetz  als  auf  2  Ursachen  beruhend 
angesehen  und  dadurch  eine  Formel  aufgestellt,  welche  nur  geringer  Verände- 
rung bedurfte,  um  überraschende  Resultate  zu  geben.  Er  machte  darauf  auf- 
merksam, dass  von  dem  ganzen  Raum,  welchen  ein  Gas  einnimmt,  ein  gewisser 
constanter  Theil  von  den  Molekülen  selbst  erfüllt  ist.  Die  Zusammendrückung  kann 
sich  aber  nur  auf  den  von  den  Molekülen  freien  Raum  erstrecken,  d.  h.  von 
dem  Volumen  Kder  MARiOTTE*schen  Formel  ist  ein  constanter  Abzug  ^  zu  machen. 
Einen  ähnlichen  Gedanken  hatte  schon  D.  Bernoülli  ausgesprochen®).  Anderer- 
seits werden  die  Gase  nicht  bloss  durch  einen  äussern  Druck  F  zusammengedrückt, 
sondern  auch  noch  durch  innere  Molekülanziehung,  so  dass  zu  dem  Druck  P 
in  der  Formel  noch  eine  Constante  S  zu  addiren  ist.  Die  Verallgemeinerung  des 
MARiOTTE'schen  Gesetzes  wäre  demnach 

(i>-4-5)(F-+)  =  i?r 
wo  S  und  ^  zwei  Constanten  sind. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  nur  die  Annahme  unbegründet,  dass  5  eine  Con- 
stante ist.    Die  Anziehung  zwischen  den  Molekülen  muss  ja  um  so  grösser  sein, 


1)  Reye,  die   mech.  Wärmetheorie   und   das  Spannungsgesetz  der  Gase.     Göttingen  1861. 
POGG.  Ann.,  Bd.  116.  pag.  424.  1861. 

S)  Schröder  van  der  Kolk,  Pogg.  Ann.  116,  pag.  429.  1862  u.  126,  pag.  333.  1865. 

>)  DuPREZ,  Ann.  d.  chim.  et  de  phys.  (4)  i,  pag.  168.  1864. 

^)  BUDDE,  Kolbe's  Journal  9,  pag.  39.  1874. 

^)  Hirn,  Theorie  mec.  de  la  chaleur  2  pag.  21$.  1864. 

^  s.  DÜHRING,  Neue  Grundges.  zur  rationellen  Physik  und  Chemie.     Leipzig  1878. 
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je  näher  die  Moleküle  an  einander  liegen,  d.  h.  je  kleiner  Fist.  Diese  Ver- 
besserung wurde  von  van  derWaals^)  vorgenommen,  weicherzeigte,  dass  der  innere 
Druck  dem  Quadrat  des  Volumens  umgekehrt  proportional  sei,  so  dass  die  ver- 
besserte MARiOTTE'sche  Formel  lautet  (die  van  der  WAALS'sche  Formel) 


[p-^^)i^-^)  =  -^T. 


worin  a  und  d  zwei  Constanten  sind.  Dje  Constante  d  hat  die  Bedeutung,  dass  sie  das 
4  fache  des  Molekularvolumens  ist.  Die  van  der  WAALS^sche  Formel  stellt  nun  in 
überraschend  schöner  Weise  die  bisher  beobachteten  Abweichungen  vom  Mariotte'- 
schen  Gesetz  qualitativ  und  quantitativ  dar.  Clausius'"^)  hat  zwar  wahrscheinlich  zu 
machen  gesucht,  dass  die  Grösse  a  nicht  constant,  sondern  eine  Temperaturfunktion 

a  a 

dass  ferner  statt -^  eingesetzt  werden  müsste  .  .  Q\t>  ^^  P  ^*"^  dritte  neue  Con- 
stante ist,  und  war  so  zu  der  Formel  gelangt 

mit  drei  Constanten  aßr;  indess  stellt  diese  Formel  die  Beobachtungen  nicht 
viel  besser  dar,  als  die  von  van  der  Waals  mit  2  Consta nten,  so  dass  bis  jetzt 
die  letztere  als  einfachster  Ausdruck  der  Thatsachen  gelten  kann. 

Bevor  die  Uebereinstimmung  dieser  Formel  mit  den  Beobachtungen  gezeigt 
werde,  sei  noch  erwähnt,  dass  Recknagel')  ebenfalls  eine  Erweiterung  des 
MARiOTTE*schen  Gesetzes  aufgestellt  hat,  die  mit  Regnault*s  Beobachtungen  über 
Kohlensäure  sehr  gut  übereinstimmt,  und  dass  Claüsius*)  später  seine  obener- 
wähnte Formel  durch  Hinzufügung  von  2  weiteren  Constanten  in  die  Form 
brachte 

p     _       1  AT-^'-B 

RT  "  V  —  OL  (p-^^y    ' 

eine  Formel  mit  5  beliebigen  Constanten,  welche  natürlich  zur  Darstellung  aus- 
gedehnter Beobachtungen  leicht  benutzbar  ist,  ohne  dass  sie  jedoch  wesent- 
liche Vorzüge  von  der  zweiconstantigen  Formel  von  van  der  Waals  hätte.  Claü- 
sius  wendete  seine  Formel  an  auf  Kohlensäure,  Aether  und  Wasser.  Er  ergab 
sich  für 

Kohlensäure  «  =  2  ^  =  2870      ^=0  a=0000426     ß  =  0000494 

Aether  «^M9233  A=    15-607  ^=^0-0044968  a=OOO1087e  p  =  00O06476 

Wasser  «=124        A^  45-17     ^  =  0'00737       «=0-000754     p  =  0-001815. 

Es  ist  dabei  die  Volumeneinheit  1  Kubikmeter,  die  Druckeinheit  1  kgr  auf 
1  Quadratmeter  und  als  Masse  des  betrachteten  Dampfes  ist  1  kgr  angenommen. 

VAN  DER  Waals  hat  seine  Formel  zuerst  an  Regnault's  Resultaten  geprüft. 
Da  Regnault  seine  Zahlen  durch  eine  Formel  mit  2  Constanten  A  und  B  dar- 
stellte, die  umgeformt  sich  schreiben  lässt 

^H-2^        B 


pv  =  {l-hA-^B)' 


V  V 


1  > 


und  da  andererseits  die  van  der  WAALs'sche  Formel  sich  schreiben  lässt 


1)  van  der  Waals,    Ueber  die  Continuität  des  flüssigen  und  Gaszustandes.     Deutsch  von 
F.  Roth  (das  Original  1873). 

3)  Clausiüs,  Wied.  Ann.  9,  pag.  337.   1880. 

3)  Recknagbl,  Pogg.  Ann.  Erg.  V.,  pag.  563.  1871. 

*)  Clausiüs,  Wied.  Ann.  14,  pag.  701.  1881.  ^  t 
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b 
wobei  für  bp  gesetzt  werden  kann  —     so    stimmen   diese  Formeln  überein,    die 

REGNAüLT'schen  Beobachtungen  werden  also  durch  die  Formel  von  van  der 
Waals  direkt  dargestellt  und  die  Constanten  a  und  ^  lassen  sich  aus  Regnault's 
A  und  B  berechnen.  So  ergab  sich  bei  den  von  Regnault  gewählten  Einheiten 
—  Dnickeinheit  1  m  Quecksilber,  Volumeneinheit  das  Volumen  von  1  Kilo  bei 
0°  C.  und  1  m  Druck  für 

Luft ^=:  0-0037        ^  =  00026 

Kohlensäure a  =  00115        ^  =  0003 

Wasserstoff a  =  0  ^  =  000069 

Schweflige  Säure  ....  dr  =  00395. 
Noch  vorzüglicher  zeigt  sich  die  Gültigkeit  dieser  Formel,  indem  van  der 
Waals  im  Stande  war,  mit  den  so  aus  Regnault's  Beobachtungen  ermittelten 
Constanten  a  und  b  für  Kohlensäure  auch  die  ANDREws'schen  Versuche  vollständig 
darzustellen.  Es  war  dazu  nur  nöthig,  die  Constanten  auf  die  von  Andrews  be- 
nützten Einheiten  umzurechnen.  Zwar  zeigt  sich  der  Werth  von  b  ein  wenig  mit 
der  Temperatur  veränderlich,  indess  doch  in  so  geringem  Grade,  dass  nur  eine 
geringe  Correktion  daran  anzubringen  wäre,  die  vielleicht,  nach  der  Ableitung 
der  van  der  WAALs'schen  Formel,  ihren  Grund  in  einer  Dissociation  der  Mole- 
küle hat.  Auch  Roth*)  hat  seine  Beobachtungen  für  Kohlensäure  (zwischen  18-5° 
undl83*8°)  nach  der  van  der  WAALs'schen  Formel  dargestellt  und  sehr  guten 
Anschluss  gefunden.  Es  ergab  sich,  wenn  als  Volumeinheit  das  Volumen  des 
Gases  bei  0^  und  1  Atm.  Druck  gewählt  wurde,  in  der  Formel 

für  Kohlensäure    ä  =  000874        ^=000228  bei  18-5° 

^  =  000269     „    49-5° 
^  =  0-0029       „     99-6*'  und  183-8^ 
Aus  den  Versuchen  von  Jannsen^)  mit  Stickoxydul  berechnete  Roth 
«  =  0-00742        ^  =  000189  bei  25*15° 
^  =  000179     „    32-2° 
^  =  000192    „    38-40°  und  43-8°. 
Ferner  finden  van  der  Waals  und  Roth  für  schweflige  Säure 
Ä  =  003002        ^  =  00062  für     580° 
^  =  0-0094    „      96-6° 

^==0-0084    „    183  2°, 
und  Roth  für  Ammoniak 

a  =  0-0169        b  =  0-00602  für  46-6° 

^  =  0-00631    „    99-6°  und  1830°. 
Endlich  für  Aethylen 

Ä  =  0-0142        ^  =  000698  für     18° 
i^  =  000666    „      50-2° 
^==0-00608    „      99-6° 
^  =  0-00587    „    182-8°. 
Die  Anwendung  der  van  der  WAALs'schen  Formel  auf  den   kritischen  Zu- 
stand der  Dämpfe  wird  bei  der  Behandlung  der  Dämpfe  gegeben  werden. 


^)  Roth,  Wibd.  Ann.  11,  pag.  28.   1880. 
^  Janmssm,  Beibl.  2,  pag.  136.   1878. 
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VAN  DER  Waals  zeigte  ferner,  wie  durch  seine  Formel  auch  die  Beobachtungen 
von  Cailletet   und  Amagat  dargestellt  werden,    welche    ein  Minimum  von  PV 
für  gewissen  Druck  ergeben.    Cailletet  findet  bei  Luft  zwischen  60  und  80  Atm. 
ein  Minimum  für  FV.    Nun  folgt  aus  der  van  der  WAALs'schen  Formel 

(1  '^a){\  —  b){\  -htt/)        a 


P^ 


V  —  b 


v>' 


indem  man  mit  v  multiplicirt, 


a/) 


v-'b 


a 

V 


Damit  das  Minimum  von  pv  gefunden  werde,  bei  der  Veränderung  von  v  (oder,  p) 

d(pv) 
muss      jf      =B  0  gesetzt  werden,  welches  ergiebt 


(t,  _  by  "  ^(1  -h  ä)  (1  -  b)  (1  H-  a/) 

Aus  den  Werthen  von  a  und  b  ergiebt  sich  v  =  0*014326  und  der  zugehörige 
Werth  von  p  ist  72  Atm.  Das  Minimum  von  pv  findet  also  bei  72  Atm.  statt, 
wobei  j  =  0002812,  ^  =  000197  gesetzt  ist. 

Bei  noch  höherem  Druck  wird  pv  nach  Cailletet  einmal  gleich  1.  Nach 
der  Formel  musste  dieser  Druck  140  Atm.  betragen,  nach  Cailletet*s  Beobach- 
tungen ist  er  ungefähr  180  Atm.,  doch  ist  dieser  Unterschied  vielleicht  auf  die 
Schwierigkeit  der  Volumenmessung  bei  hohen  Drucken  zurückzuführen. 

Auch  die  Versuche  von  Amagat  über  Luft  stellt  van  der  Waals  mit  seiner 
Formel  dar.     Die  Uebereinstimmung  ist  aus  folgenden  Tabellen  zu  ersehen. 


Luft 


Druck 

P  V  beobachtet 

/Tbcrechn.  von 

Druck 

P  V  beobachtet 

/^Fberechn.  von 

P  (in  m  Hg) 

von  Amagat 

VAN  DER  Waals 

P  (in  m  Hg) 

von  Amagat 

VAN  DER  Waals 

1 

1000 

1000 

64-00 

— 

977 

9-94 

994 

— 

68-55 

979 

— 

19-77 

998 

— 

72-16 

— 

978 

24-07 

— 

984 

78-67 

984 

— 

29-53 

984 

— 

84-22 

— 

980 

34-90 

— 

982 

89-03 

989 

— 

39-25 

981 

— 

99-85 

998 

— 

45-24 

— 

978 

101-47 

— 

990 

48-86 

977 

— 

111-09 

1009 

— 

55-50 

— 

977 

133-89 

— 

1009 

58-64 

977 

— 

Für  Wasserstoff  kann,  da  a  viel  kleiner  als  b  ist,  kein  Minimalwerth  von 
/Texistiren.  Die  Constante  b  ergiebt  sich  bis  zum  Druck  von  605  Atm.  für 
Wasserstoff  fast  constant  gleich  =  000047. 

Auch  bei  Aethylen  fand  BavnesI)  mittelst  der  van  der  WAALs'schen  Formel 
vorzügliche  Uebereinstimmung  mit  Amagat's  Beobachtungen  und  insbesondere 
das  Minimum  von  PV.  Die  Zahlen werthe  ergeben  sich,  wenn  p  in  Atmosphären 
ausgedrückt  ist,  so,  dass  die  van  dfr  WAALs'schen  Formel  lautet 


0-0037 


t^ 


(i^Lo: 


00786 


V  —  00024 


1)  Baynes,  Nature  22,  pag.  186.   1880. 
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Die  Zusammenstellung   von  Beobachtung    und  Berechnung   ist  in  folgenden 
Tabellen  enthalten 

Aethylen 


Druck 

/»F  beobachtet 

P  V  berechnet 

Druck 

iT  beobachtet 

P  V  berechnet 

P  (in  Atm.) 

von  Amagat 

von  Baynes 

P  (in  Atm.) 

von  Amagat 

von  BAYNiiS 

31-58 

914 

895 

133-26 

520 

520 

45-80 

781 

782 

176-01 

643 

642 

59-38 

522») 

624 

233-58 

807 

805 

72-86 

416 

387 

282-21 

941 

940 

84-16 

399 

392 

•  329- 14 

1067 

1067 

94-53 

413 

413 

398-71 

1248 

1254 

110-47 

454 

456 

Es  ist  also  bisher  die  van  der  WAALs'sche  Formel  als  die  einfachste  und 
gut  bestätigte  Erweiterung  des  MARiOTTE'schen  Gesetzes  anzusehen.  Gewisse  noch 
übrig  bleibende  Unterschiede  gegen  die  Beobachtungen  sind  durch  die  Annahme 
einer  geringen  Veränderlichkeit  des  Molekularvolumens  mit  der  Temperatur  zu 
beseitigen,  eine  Veränderlichkeit,  welche  durch  das  Eintreten  von  Dissociationen 
leicht  erklärbar  ist.  L.  Graetz. 


Aeromechanik. 


Einleitung.  Die  Aeromechanik  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes,  um- 
fasst  alle  Erscheinungen,  welche  die  Gase  darbieten.  Da  nun  bei  diesen  die 
Dichte  nicht,  wie  bei  Flüssigkeiten,  nahezu  unabhängig  von  Druck  und  Tem- 
peratur, sondern  nach  dem  BovLE'schen  Gesetz  (s.  o.)  dem  Drucke  annähernd 
proportional  und  auch  mit  der  Temperatur  (s.  w.  u.)  stark  veränderlich  ist,  so 
folgt,  dass  die  Erscheinungen  an  Gasen  complicirter  und  mannigfaltiger  sein 
werden  als  die  Erscheinungen,  welche  tropfbare  Flüssigkeiten  darbieten.  Das 
ist  auch  thatsäclilich  der  Fall;  wenn  trotzdem  der  vorliegende  Artikel  von  ver- 
gleichsweise geringem  Umfange  ist,  so  hat  dies  einen  doppelten  Grund.  Der 
eine  ist  dieser,  dass  zahlreiche  Betrachtungen  und  Ergebnisse,  die  in  den  hydro- 
statischen und  hydrodynamischen  Artikeln  aufgeführt  worden  sind,  auch  für  Gase 
gelten,  nämlich  einerseits  alle  diejenigen,  bei  welchen  die  Gleichung  der  Incompres- 
sibilität  (pag.  373,  Gleichung  8)  nicht  mit  zu  Grunde  gelegt  ist,  und  andererseits 
solche  Erscheinungen,  bei  denen  dies  zwar  der  Fall  ist,  die  Compressibilität  aber, 
auch  wenn  es  sich  um  Gase  handelt,  sich  nicht  geltend  macht;  es  kann  daher  im 
allgemeinen  auf  jene  Angaben  zurückverwiesen,  und  es  brauchen  hier  zu  den- 
selben nur  einzelne  Ergänzungen  gemacht  zu  werden.  Zweitens  aber  müssen 
gerade  von  denjenigen  Erscheinungen,  welche  den  Gasen  eigentümlich  sind,  die 
meisten  besonderen  Artikeln  resp.  sogar  besonderen  Gebieten  überwiesen  werden. 
Dahin  gehört  zunächst  alles,  wobei  sich  die  Reibung  geltend  macht,  und  das 
ist  hier  viel  häufiger  der  Fall,  als  bei  Flüssigkeiten,  weil  die  Wirkung  der  Gase 
infolge  ihier  geringeren  Masse  überhaupt  geringfügiger  und  im  Verhältnis  zu 
dieser  Masse  ihre  Reibung  weit  grösser  ist  als  bei  Flüssigkeiten  (bei  Luft  z.  B. 
20  Mal  so  gross  wie  bei  Wasser).  Analoge  Erscheinungen  sind  die  der  Absorption 
und    der  Diffusion    von  Gasen   (s.  Art.  Reibung,  Absorption,  Diffusion).     Ferner 


^)  Wohl  ein  Druckfehler  hei  Amagat,  wie  Baynes  zeigt. 
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giebt  es  eine  grosse  Klasse  von  Erscheinungen  an  Gasen  —  alle  diejenigen 
nämlich,  welche  in  raschen  Schwingungen  bestehen,  oder  solche  enthalten  — 
die  man  als  Schall  wahrnimmt,  und  welche  deshalb,  schon  der  experimentellen 
Methodik  wegen,  ebenso  wie  die  Schwingungen  elastischer  fester  Körper,  zweck- 
mässiger Weise  in  der  Akustik  im  Zusammenhange  behandelt  werden.  Drittens 
sollen  hier  nur  diejenigen  Erscheinungen  Platz  finden,  für  deren  Verständniss  die 
Stetigkeitstheorie  der  Materie  als  Grundlage  zunächst  ausreicht;  die  entgegen- 
gesetzte Hypothese,  die  Molekulartheorie,  hat  grade  für  die  Gase  zu  einer 
Disciplin  geführt,  welche  ausgebildet  genug  ist,  um  ein  Ganzes  für  sich  zu  bilden 
(s.  Art.  Kinetische  Gastheorie).  Viertens  endlich  machen  sich  bei  sehr  vielen 
Erscheinungen  an  Gasen  die  Einflüsse  der  Temperatur  in  so  erheblichem 
Maasse  geltend,  dass  es  selbst  in  erster  Annäherung  nicht  möglich  ist,  sie  ohne 
Rücksicht  auf  dieselben  zu  verfolgen,  und  dass  es  somit  nothwendig  wird,  die 
Betrachtung  derselben  bis  zur  Untersuchung  der  Wärmeerscheinungen  zu  ver- 
schieben; namentlich  gilt  dies  von  fast  allen  Erscheinungen,  welche  eine  be- 
stimmte Varietät  der  Gase,  die  sog.  Dämpfe,  darbieten,  d.  h.  Gase,  die  nicht  weit 
vom  Zustande  der  Verflüssigung  entfernt  sind.  Hier  sollen  Temperatureinflüsse 
nur  da,  wo  sie  als  nothwendige  Correktionsglieder  auftreten,  Berücksichtigung 
finden,  und  es  wird  zu  diesem  Behufe  ein  wichtiges  Gesetz  der  Wärmelehre,  das 
Gesetz  von  Gay-Lussac,  vorgreifend  benutzt  werden;  ein  Gesetz,  welches  dem 
BoYLE'schen  zur  Seite  steht,  und  für  Gase  aussagt,  dass  der  Druck,  resp.  das 
Volumen  irgend  einer  Temperatur  d  durch  Druck  resp.  Volumen  bei  0°  sich 
annähernd  mittelst  der  Formeln  /  =^^(1  -H  ad)  und  v=^Vq{\  -+•  aft)  ausdrückt, 
wo  die  Grösse  a  sowohl  für  em  und  dasselbe  Gas  als  auch  für  verschiedene 
Gase  als  endlich  auch  in  beiden  obigen  Gleichungen  mit  derselben  Annäherung 
einen  und  denselben  Werth  hat,  mit  welcher  das  BovLE'sche  Gesetz  (s.  oben) 
erfüllt  ist. 

Aerostatik. 

Gleichgewicht  eines  Gases.  Für  das  Gleichgewicht  eines  Gases  gelten, 
wenn  X  YZ  die  Componenten  der  wirkenden  Kräfte,  p  der  Druck  und  p  die 
Dichte  ist,   dieselben  Gleichungen  (4),  pag.  365,  wie  Hir  Flüssigkeiten: 

X^-^        K=l  !^        Z  =  i^.  (1) 

^  dx  9    ^y  9   dz  ' 

Hiernach  sind  auch  bei  Gasen  XYZ  stets  die  Differentialquotienten  einer 
und  derselben  Grösse 


-n 


(2) 


nach  den  Coordinaten,  und  es  ergiebt  sich  der  Satz:  Gase  können  nur  unter 
der  Wirkung  von  Kräften,  die  ein  Potential  haben,  im  Gleichgewicht  sein.  Da- 
gegen wird  hier  die  Beziehung  zwischen  /  und  p  eine  andere  wie  bei  Flüssig- 
keiten, nämlich  die  durch  das  BoYLE'sche  Gesetz  gelieferte: 

^  =  ö»  p,  also  dp  =  ö»  </p,  (3) 

wo  a  eine  Constante  ist;  und  folglich  wird  das  Potential  V^  im  Gegensatz  zur 
Gleichung  (5),  pag.  365 

entweder:     V=a^  1  -^=2  a^logp  -|-  const 
oder:  F=  a^  j  —  =  a* /ogp  -f-  cons/. 
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Die  Flächen  V=  const,  die  sog.  Niveaufläcben,  haben  also  hier  ausser  ihrer 
Bedeutung  als  Flächen  gleichen  Druckes  auch  noch  die  zweite  Bedeutung  als 
Flächen  gleicher  Dichte. 

Gleichgewicht  eines  schweren  Gases.  Handelt  es  sich  um  eine  der 
Schwere  unterworfene  Gassäule  von  geringen  Querdimensionen,  so  ist  z  die  ein- 
zige Variable  und,  wenn  K  der  Etdradius  ist 

gR^  1   dp  __  a^  gp 

^  "■     (j?  4- «)«  "■  p  a« ""  p  as  * 

Haben  Druck  und  Dichte  an  der  Erdoberfläche,  d.  h.  für  5  =  0,  die  Werthe 
pQ  und  pQ,  so  wird  ö*=^0/p0,  und  die  Lösung  lässt  sich  in  einer  der  beiden 
Formen 

P  =  Po^      >o      Ä-H*  ,. 

p=^pQe     /o     Ä+« 
hinschreiben.     Kann  man   selbst  fUr  die  höchsten  Punkte  der  Säule  z  gegen  JR 
vernachlässigen  oder  will  man  nur  den  unteren  Theil  untersuchen,  so  erhält  man 
einfacher 

und  umgekehrt 

z==-^lognaf^^mO\iog^,  (6a) 

letzteres  für  atmosphärische  Luft^). 

Wenn  also  die  Höhe  arithmetisch  zunimmt,  nehmen  Dichte  und  Druck  geo- 
metrisch ab;  oder:  Die  Abnahme  der  Logarithmen  des  Druckes  und  der  Dichte 
ist  der  Zunahme  der  Höhe  über  dem  Erdboden  proportional.  Wie  man  femer 
siehty  ist  die  Abnahme  des  Druckes  und  der  Dichte  mit  der  Höhe  eine  desto 
stärkere,  je  grösser  die  Schwerkraft  und  je  grösser  das  Verhältnis  Po/^o*  ^^^^  J^ 
kleiner  die  Constante  a  (Gleichung  3)  filr  das  betreffende  Gas  ist  Ueber  die 
experimentelle  Messung  des  Luftdrucks  in  verschiedenen  Höhen  s.  w.  u.  Hier 
sei  nur  der  einfache  Versuch  angeführt,  bei  welchem  ein  an  der  Erdoberfläche 
verschlossenes  Gefäss  mit  Luft,  in  der  Höhe  plötzlich  geöffnet,  einen  Theil  seines 
Inhalts  unter  Zischen  nach  aussen  abgiebt. 

Ist  die  Gassäule  von  so  grossem  Querschnitt,  dass  die  Krümmung  der 
Erdoberfläche  in  Betracht  kommt,  so  muss  man  z  durch  den  Radiusvector  r 
ersetzen  und  erhält 

P  =  Po^       ^0    \       ^! 

p^p^r^i^^^y  (7) 

Diese  Formeln  haben  ebenso  wie  die  entsprechenden  Formeln  (5)  die  Eigen- 
schaft, dass  für  wachsende  z  rerp.  r  Druck  und  Dichte  sich  einer  bestimmten 
endlichen  Grenze  nähern,  nämlich 

^oo  =  ^0  ^      ^0  p«,  =  Po  ^      >o  . 

Setzt  man  abgerundet  po  =  0-0013,  />o  =  9'8  X  13-6  X  0-76,  ^  =  9*8, 
J?=  6366200  (in  Metern),  so  findet  man  etwa 

Poo^p^'  lO-««        poc  =  Po •  lO-«^. 
Wären    die    Voraussetzungen    der  Rechnung  alle  zutreffend,  so  könnte  man 
hierin  ein  ungefähres  Maass  für  Druck  und  Dichte  des  den  Weltraum  erfüllenden 


>)  Ueber  den  Zahlcnfactor  s.  m.  w.  u.  Digitized  by  GoOglc 
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Aethers  erblicken.  Um  ferner  eine  Vorstellung  von  der  Vertheilung  der  Luft 
auf  die  einzelnen  Höhenschichten  zu  gewinnen,  braucht  man  nur  zu  erwägen, 
dass  nach  Gleichung  (6  a)  bis  zur  Höhe  von  18401  m  schon  rfi^,  bis  zu  der  von 
36802  m  schon  3^  u.  s.  w.  der  ganzen  Luftmasse  enthalten  sind. 

Gasgemische;  Zusammensetzung  der  Atmosphäre.  Auf  die  die 
Atmosphäre  bildende  Luft  sind  die  vorstehenden  Betrachtungen  ohne  weiteres 
nur  anwendbar,  wenn  eine  von  den  beiden  folgenden  Annahmen  gemacht  wird: 
Entweder  die,  dass  die  Luft,  obgleich  ein  Gemenge  von  Gasen  (namentlich  Sauer- 
stoff und  StickstofT,  in  geringen  Mengen  aber  auch  Wasserdampf,  Kohlensäure 
und  Wasserstoff),  sich  wie  ein  einheitliches  Gas  verhalte;  oder  die  entgegen- 
gesetzte, dass  sich  jeder  der  Bestandtheile  des  Gemisches  so  verhalte,  als  ob 
die  übrigen  nicht  vorhanden  wären.  Nach  den  Anschauungen  und  Untersuchungen 
von  Dalton^),  Maxwell 3),  Stefan')  u.  A.  ist  das  letztere  nahezu  erlaubt,  und 
folglich  hat  man  fllr  ein  Gemisch  zweier  Gase: 


p=  Po  ^      ^0'   ^-^'^-  Po 

Da  ^q'  und  ^q",  p^'  und  p^"  verschiedene  Grössen  sind,  so  folgt,  dass  das 
Mengungsverhältniss  der  Gase  nach  der  Höhe  hin  sich  ändert,  und  zwar  in  dem 
Sinne,  dass  der  schwerere  Bestandtheil  immer  spärlicher,  der  leichtere  immer 
vorwiegender  wird.  Für  die  Atmosphäre  ergeben  sich  z.  B.,  wenn  man  von  den 
übrigen  Bestandtheilen  absieht,  nach  Hann's  Berechnung*)  folgende  Volumprocente 
an  Sauerstoff  und  Stickstoff: 


Höhe  in  m 

0 

1000 

10000 

20000 

40C00 

60000 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Gesammtdruck      .     . 

21-00 
78-96 
7600 
7600 

20-71 
79-25 
670-7 
670-6 

18-35 
81-63 
2180 
217-4 

15-92 
8407 
G2-8 
62-2 

11-54 
88-46 

5-2 

51 

8-89 

9111 

0-4 

0-4 

Der  Gesammtdruck  ist  einmal  aus  den  Theildrucken  berechnet,  das  andere 
Mal  unter  der  Annahme,  dasa  die  Luft  sich  wie  ein  einheitliches  Gas  verhalte; 
die  Unterschiede  sind,  wie  man  sieht,  verschwindend.  Dagegen  sind  die  Unter- 
schiede in  der  Zusammensetzung  der  Luft  sehr  beträchtlich,  und  es  muss  sich 
daher  die  Atmosphäre  in  grossen  Höhen  einer  reinen  Stickstoffatmosphäre  nähern, 
ferner  muss  der  freie  Wasserstoff,  dessen  Existenz  in  der  Luft  kaum  noch  be- 
zweifelt werden  kann,  nach  oben  hin  immer  stärker  vertreten  sein,  und  es  liegt 
der  Schluss  nahe,  dass  er  es  sei,  welcher  den  Weltraum  erfüllt.  Die  bisher  aus- 
geführten Untersuchungen  von  Luftproben,  welche  von  Ballonfahrten  mitgebracht 
waren,  haben  freilich  eine  deutliche  Abnahme  des  Sauerstoffs  nicht  erkennen 
lassen,  was  theils  der  verhältnismässigen  Geringfügigkeit  der  erreichten  Höhen, 
theils  dem  durch  die  Bewegungen  der  Atmosphäre  bewirkten  Ausgleich  zuzu- 
schreiben sein  mag. 

Gleichgewicht  eines  rotirenden  Gases;  Gestalt  und  Grenze  der 
Atmosphäre.  Unter  den  Fällen  von  Bewegungen,  welche  Körper  ausführen 
können,  befindet  sich  einer,  nämlich  der  der  stationären  Rotation  um  eine  Axe,  den 


>)  Dalton,  Mem.  Manch.  Soc.  5  Th.  i.  1798. 
>)  Maxwell,  Rep.  Brit  Ass.  1873,  pag.  29. 
3)  Stefan,  Wien.  Ber.  63  (2);    1871. 
*)  Hann,  Oesterr.  Z.  f.  Meteor.  10,  pag.  25. 


—  {2)  I ,-    1805  u.  s.  w. 
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man  durch  Einführung  der  Centrifugalkraft  (pag.  75)  als  Gleichgewichtsproblem 
bebandeln  kann,  wie  dies  bei  Flüssigkeiten  denn  auch  mit  Erfolg  geschehen  ist 
(pag.  366  ff).  Führt  man  für  die  die  Erde  umgebende  Atmosphäre  die  entsprechen- 
de Rechnung  aus,  so  könnte  man  sich  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  die  Grenze 
dieser  Atmosphäre  als  diejenige  Oberfläche  zu  bestimmen,  in  welcher  Schwerkraft 
und  Centrifugalkralt  sich  das  Gleichgewicht  halten ;  man  erhielte  alsdann  eine  Um- 
drehungsfläche, deren  Meridiancurve,  wenn  r  der  Radiusvector  und,  die  geo- 
graphische Breite  7  ist,  die  Gleichung 

_       const 

^9  — — 

hätte.  Diese  Formel  zeigt  aber  schon  in  den  einfachsten  Anwendungen,  z.  B. 
durch  die  Erwägung,  dass  dann  die  Höhe  der  Atmosphäre  von  dem  Aequator 
nach  den  Polen  bin  bis  zu  unendlicher  Grösse  zunehmen  würde,  die  Unrichtig- 
keit der  Grundlagen.  In  der  That  ist  die  Dichte  als  variable  Grösse  gänzlich 
unberücksichtigt  geblieben.  Diesen  Fehler  vermeidet  man,  wenn  man  das  um 
das  Centrifugalglied  vergrösserte  Potential  in  die  Gleichung  (4)  einsetzt: 

F=  ^  4-  ^Cy«  +  z^)  =  ^logp  +  const 

(m  Winkelgeschwindigkeit)  und  mittelst  der  Formel  ^3H-j8f2= /-^^(^^^^  die  geo- 
graphische Breite  einführt;  setzt  man  dann  zur  Bestimmung  der  Constanten  fest, 
dass  die  Wertbe  /q,  po  und  ^  =  ^^,  für  die  Pole  gelten,  so  erhält  man 

Die  Meridiancurve  der  Flächen  gleichen  Druckes  und  gleicher  Dichte  wird  also 

f\lr  grössere  Werthe  des  Parameters  c  erhält  man  in's  unendliche  verlaufende, 
also  hier  unbrauchbare,  für  kleinere  c  ellipsenähnliche  Curven,  und  die  Grenzcurve, 
für  welche  der  Parameter,  der  Aequatorialradius  r«  und  der  Polarradius  rp  die 
Werthe 

haben,  giebt  alsdann  die  äusserste  mögliche  Grenze  der  Atmosphäre^).  Die 
Abplattung  hätte  also  den  gewaltigen  Werth  von  \,  und  die  Höhe  der  Atmosphäre 
würde  am  Aequator  57000,  am  Pole  38000  km  betragen.  Für  den  Druck  am 
Erdboden  selbst  erhielte  man  {r=--R) 

so  dass  der  Druck  am  Aequator  fast  das  Vierfache  vom  Druck  am  Pole  sein 
würde.  Alle  diese  Ergebnisse  zeigen  die  Unhaltbarkeit  auch  dieser  Theorie  aufs 
Deutlichste,  ganz  besonders  das  letzte  Resultat,  da  die  Beobachtungen  nicht  ent- 
fernt derartige  Verhältnisse  festgestellt  haben.  Es  folgt  also,  dass  die  Annahme, 
die  Lufthülle  nehme  vollständig  an  der  Erdrotation  theil,  nicht  zulässig  ist;  in 
der  That  würde,  sobald  vom  Aequator  nach  den  Polen  hin  unmittelbar  über  dem 
Erdboden  eine  der  obigen  auch  nur  annähernd  ähnliche  Druckabnahme  stattfände, 
ein  entsprechender,  die  Drucke  wieder  ausgleichender  Aequatorialstrom  entstehen 
und  somit  das  Problem  zu  einem  entschieden  dynamischen  werden.  Damit  ist  zu- 
gleich bei  dem  Mangel  der  betreffenden  Daten  jede  Berechnung  der  wahren  Grenze 
der    Atmosphäre,    soweit  eine  solche  überhaupt  vorhanden,  unmöglich.    Jedoch 

1)  Voigt,  Elementare  Mechanik,  Lpz.  1889,  P«g-  3^5  oigitized  by  GoOglc  


5^8  Ai^rostatik. 

kann  man  dieser  Berechnung  eine  praktische  Fassung  geben,  indem  man  fragt, 
bis  zu  welcher  Höhe  sich  die  Atmosphäre  bei  den  verschiedenen  Erscheinungen 
geltend  mache,  und  jede  derartige  Erscheinung  wird  ein  Mittel  für  die  Berechnung 
an  die  Hand  geben;  insbesondere  sei  hier  auf  die  verschiedenen  optischen,  thermo- 
dynamischen  und  astronomischen  Methoden  hingewiesen,  die  naturgemäss  zu  sehr 
verschiedenen  Werthen,  im  Mittel  aber  etwa  zu  einer  Höhe  von  300  km  führend- 
Atmosphärische  Fluth  und  Ebbe.  Ohne  die  Untersuchung  für  Gase 
selbständig  ausziführen,  kann  man  das  der  statischen  Theorie  entsprechende 
Resultat  aus  der  entsprechenden  Untersuchung  für  Flüssigkeiten  (pag.  391)  ableiten; 
dort  ergab  sich  ein  Niveauunterschied  des  Wassers  zu  den  Zeiten  von  Fluth 
und  Ebbe,  hier  ergeben  sich  analoge  Differenzen  für  den  Luftdruck  zur  Zeit  der 
Culminationen  und  Quadraturen  von  Mond  resp.  Sonne.  Da  nämlich  zur  Zeit  der 
Fluth  das  Wasser  0'55  m  resp.  0*24  m  höher  steht  als  bei  Ebbe,  so  ist  der  Luft- 
druck in  gleicher  Höhenschicht  zur  Fluthzeit  um  den  Druck  einer  Luftschicht 
von  055  f«  resp.  0-24»!  grösser  als  bei  Ebbe;  in  Quecksilberhöhe  (s.  u.)  giebt 
dies  nur  0*052 /«M  resp.  0  023  mm,  also  weniger,  als  durch  Messung  genau  nach- 
gewiesen werden  kann.  Indessen  erhält  man  auch  hier,  wie  bei  den  Gezeiten  des 
Wassers,  nicht  unerheblich  grössere  Werthe,  wenn  man  einmal  von  der  statischen 
zur  dynamischen  Theorie  übergeht  und  zweitens  die  Wirkung  der  Continente,  der 
Bodenreibung,  der  Stauung  der  Luft  in  den  Gebirgen  u.  s.  w.  berücksichtigt.  Ein  Zu- 
sammenhang zwischen  Fluthen  und  Witterungserscheinungen  erscheint  daher, 
wenn  auch  experimentell  nicht  sicher  nachgewiesen,  doch  im  Princip  nicht  aus- 
geschlossen. 

Gewicht  der  Gase.  In  allen  Fällen,  wo  die  Expansivkraft  der  Gase  nach 
einer  bestimmten  Richtung  zur  Wirksamkeit  gelangt,  darf  die  Wirkung  der  Schwere 
auf  sie,  also  ihr  Gewicht,  demgegenüber  vernachlässigt  werden.  Bei  der  Dampf- 
maschine z.  B.  ist  es  absolut  gleichgültig,  ob  der  Dampf  den  Kolben  nach  oben, 
nach  der  Seite  oder  nach  unten  treiben  soll.  Dagegen  macht  sich,  wenn  die 
Spannungsverhältnisse  durch  Anordnung  und  Festigkeit  der  Wandungen  gleich- 
massig  nach  allen  Seiten  vertheilt  werden,  das  Gewicht  der  Gase  sehr  wohl 
geltend  und  kann  leicht  gemessen  werden.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur 
einen  Ballon  von  Metall  oder  Glas  einmal  mit  Gas  gefüllt,  das  andere  Mal  leer 
zu  wägen;  die  Differenz  beider  Grössen  ist  das  Gewicht  der  benutzten  Gasmenge, 
natürlich  bezogen  auf  den  gleichzeitig  beobachteten  Druck  und  Temperatur;  soll 
der  Druck  z.  B.  der  normale,  d.  h.  der  der  Atmosphäre  sein,  so  braucht  man 
nur  die  zur  Füllung  dienende  Ballonöffnung,  je  nachdem  das  Gas  schwerer  oder 
leichter  als  Luft  ist,  nach  oben  oder  nach  unten  bringen  und  kann  sie  dann  für 
die  kurze  Zeit  der  Wägung  offen  lassen.  Bei  Anwendung  eines  hinreichend 
grossen  Ballons  und  Benutzung  einer  hinreichend  empfindlichen  Waage  —  frei- 
lich Anforderungen,  welche  sich  gegenseitig  erschweren  —  erhält  man  verhält- 
nissmässig  genaue  Werthe.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  natürlich  auch  zeigen, 
dass  sich  die  verschiedenen  Gase  durch  ihre  Gewichte  unterscheiden.  Sehr  ein- 
fach und  anschaulich  ist  in  dieser  Hinsicht  der  folgende,  von  Faraday  angegebene 
Vorlesungsversuch.  Hängt  man  an  eine  Waage  zwei  Bechergläser,  das  eine  auf- 
recht, das  andere  verkehrt,  und  giesst  man  in  jenes  ein  schweres  Gas,  z.  B. 
Kohlensäure  von  oben,  oder  in  dieses  ein  leichtes,  z.  B.  Wasserstoff,  von  unten 
ein  (was  man  nach  der  optischen  Schlieren  -  Methode  auch  dem  Auge  sichtbar 
machen  kann),  so  schlägt  die  Waage  beide  Mal  nach  jener  Seite  um. 

»)  S.  I.  B.  Günther,  Geophysik,  Bd.  2,  pag.  85.  Digitized  bydOOQlC 
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Auftrieb.  Die  Differenzen  der  eben  gemachten  Wägungen  liefern  zwar  die 
wahren  Werthe  der  Gewichte  der  betreffenden  Gase,  die  einzelnen  Wägungen 
selbst  geben  aber  nicht  die  wahren  Gewichte  des  Ballons  mit  und  ohne  Gas, 
sondern,  in  Folge  des  Auftriebes  (pag.  351),  den  die  Luft  ausübt,  die  scheinbaren 
Gewichte  in  Luft.  Durch  einfache  Experimente  kann  man  den  Auftrieb  in  der 
Lufl  demonstriren  und  nachweisen,  dass  er  dem  Gewichte  der  verdrängten  Luft 
gleich  ist.  Man  hängt  z.  B.  an  das  eine  Ende  eines  Waagebalkens  einen  grossen, 
specifisch  leichten  Körper,  z.  B.  eine  grosse  Hohlkuget,  an  das  andere  Ende 
einen  kleinen,  aber  specifisch  schweren  Körper,  z.  B.  ein  Schälchen  mit  Schrot, 
und  regulirt  letzteres  durch  wiederholtes  Probiren  derart,  dass  die  Waage  im 
luftleeren  Räume  im  Gleichgewichte  ist.  In  der  freien  Luft  wird  sie  alsdann 
nicht  im  Gleichgewichte  sein,  und  sie  wird  dasselbe  erst  wiedererlangen,  wenn 
man  an  die  Hohlkugel  ein  bestimmtes  Gewicht  anhängt.  Handelt  es  sich  nur 
um  den  qualitativen  Nachweis,  so  ist  es  natürlich  bequemer,  die  Waage  in  der 
freien  Luft  zu  äquilibriren  und  zu  zeigen,  dass  unter  der  Glocke  der  Luftpumpe 
die  Hohlkugel  herabsinkt.  Bei  Wägungen  in  Luft  operirt  man  also  stets  mit 
dem  scheinbaren,  nicht  mit  dem  wahren  Gewichte,  d.  h.  mit  der  Grösse  G{1  — 
//p),  wo  G  das  wahre  Gewicht,  /  die  Dichte  der  Luft  und  p  einerseits  die  Dichte 
des  gewogenen  Körpers,  andererseits  die  Dichte  der  Gewichtsstücke  ist;  man  muss 
also  entweder  hiernach  auf  den  leeren  Raum  reduciren  (s.  Art.  Waage  pag.  131) 
oder  direkt  Vacuumwaagen  (pag.  133)  benutzen.  Ebenso  ist  das  Drehungsmoment 
der  Schwere  auf  ein  Pendel,  wie  es  in  Luft  beobachtet  wird,  I>=  —  Gssm(f[l  — 
{^s')/{ps)],  wenn  7  den  Ablenkungswinkel,  s  und  5'  die  Abstände  des  Massen- 
schwerpunktes resp.  des  Volumenschwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  bedeuten ; 
im  übrigen  sehe  man  Art.  Pendel  pag.  176. 

Dichte  der  Gase.  In  dieser  Hinsicht  kann  einfach  auf  den  Art.  Dichte, 
pag.  146  ff.  verwiesen  werden,  insbesondere  sei  auf  die  für  Luft  giltige  Tabelle 
1,  pag.  154  aufmerksam  gemacht.  Die  Dichte  der  Gase  wird  im  allgemeinen  auf 
die  Dichte  der  Lufl  als  Einheit  bezogen ;  soll  sie  auf  die  Dichte  des  Wassers 
als  Einheit  bezogen  werden,  so  muss  das  Verhältniss  von  Luft  zu  Wasser  bekannt 
sein;  wie  die  gedachte  Tabelle  resp.  die  ihr  voranstehende  Formel  zeigt,  ist 
dieses  Verhältniss  von  zahlreichen  Momenten  abhängig;  als  gewöhnlich  benutzter 
Normalwerth  kann  der  REGNAULT*sche  gelten,  wonach  1  ccm  trockene  Luft  bei 
0°  und  normalem  Druck,  unter  45°  Breite  und  am  Meeresspiegel  000129277  ^r 
und  somit  773*533  Mal  so  viel  wiegt,  wie  Wasser  von  4°  C. 

Schwimmen.  Auch  in  Gasen  kann  es  sich  ereignen,  dass  der  Auftrieb, 
den  ein  in  demselben  befindlicher  Körper  erfährt,  gleich  oder  grösser  wird  als 
sein  Gewicht;  er  wird  dann  in  dem  Gase  schweben  resp.  aufsteigen.  In  der 
Luft  gestalten  sich  aber  diese  Verhältnisse  insofern  verwickelter,  als  der  aufsteigende 
Körper  fortwährend  in  Luftschichten  gelangt,  die  weniger  dicht  als  die  vorher- 
gehenden sind,  und  dass  folglich  der  Auftrieb  immer  schwächer  wird,  bis  er 
eventuell  nur  noch  dem  Körpergewichte  gleich  ist  und  somit  Gleichgewicht  ein- 
tritt. Das  spielt  z.  B.  eine  grosse  Rolle  bei  den  Luftballons  (s.  w.  u.);  es  lässt 
sich  sogar  in  den  Dimensionen  eines  Zimmers  schon  ganz  gut  demonstriren,  da 
in  einem  solchen  die  Temperatur  nach  oben  hin  wächst,  die  Dichte  also  ab- 
nimmt Schwimmt  ein  Körper  an  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit,  in  die  er 
nur  zum  Theil  eintaucht,  so  wirkt  streng  genommen  der  Druck  der  über  der 
Flüssigkeit  befindlichen  Luft  als  drittes  Moment  neben  seinem  Gewicht  und  dem 
Auftrieb,  und  der  Satz  am  Schluss  von  pag.  352  ist  durch  den  genaueren  zu  er- 
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setzen :  Ein  schwimmender  Körper  sinkt  so  tief  ein^  dass  der  Auftrieb,  den  die 
Flüssigkeit  ihm  ertheilt,  also  das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit,  um  den 
Druck  der  Luft  grösser  ist,  als  das  Eigengewicht  des  Körpers.  Denkt  man  sich 
nun  umgekehrt  die  Luft  unten,  das  Wasser  oben  und  wieder  den  Körper  theils 
in  jene,  theils  in  dieses  hineinragend,  so  erzeugt  jetzt  das  Wasser  den  Druck 
nach  unten,  die  Luft  den  Auftrieb,  während  das  Eigengewicht  unverändert  nach 
unten  wirkt.  Bei  sehr  leichten  Körpern  kann  dann  ebenfalls  ein  Gleichgewichts- 
zustand eintreten ,  den  man  durch  Kunstgriffe  experimentell  demonstriren 
kann. 

Communicirende  Röhren.  In  der  Hydrostatik  konnte  bei  Betrachtung 
der  communicirenden  Röhren  (pag.  346)  von  dem  Luftdruck  abgesehen  werden, 
weil  derselbe  auf  beiden  Schenkeln  in  gleicher  Weise  lastet  Die  Versuche, 
welche  dort  mit  Flüssigkeiten  angestellt  wurden ,  können  nun  abc^r  grösstentheils 
auch  bei  Gasen,  wenn  auch  nicht  mit  derselben  experimentellen  Leichtigkeit, 
wiederholt  werden.  So  lässt  sich  z.  B.  nachweisen,  dass  Kohlensäure  in  beiden 
Schenkeln  gleich  hoch  steht,  wobei  es  freilich  auf  grosse  Genauigkeit  nicht  an- 
kommen darf.  Interessanter  ist  der  Nachweis,  dass,  wenn  auf  beiden  Seiten  ver- 
schiedene Gassäulen  sich  befinden,  ihr  Druck  ein  verschiedener  ist  und  folglich 
eine  den  untersten  Theil  der  Röhren  und  ihr  Verbindungsstück  erfüllende  ge- 
färbte Flüssigkeit  beiderseits  verschieden  hoch  steht.  Damit  diese  Niveaudifferenz 
merklich  und  messbar  werde,  muss  man  nur  einerseits  eine  recht  leichte  Flüssig- 
keit, z.  B.  Ligroin,  und  andererseits  Gase  von  sehr  verschiedener  Dichte,  z.  B. 
Luft  und  Wasserstoff,  anwenden.  Den  einen  Schenkel  der  C/'-Röhre  wählt  man 
kurz,  den  anderen  2  bis  3  Meter  lang,  versieht  ihn  dicht  über  dem  Niveau  des 
Ligroins  mit  einem  Seitenrohr  zur  Zufuhr  des  Wasserstoffes  und  biegt  sein  oberes 
Ende  nach  unten  um,  damit  das  Gas  nicht  entweiche;  das  Ligroin  steht  dann 
in  diesem  Schenkel  einige  mm  höher  als  in  dem  anderen;  auch  bei  Anwendung 
von  Leuchtgas  statt  des  Wasserstoffes  ist  die  Niveaudifferenz  noch  deutlich  sicht- 
bar. Unter  den  Begriff  der  communicirenden  Röhren  fallen  auch  Röhren  oder 
unten  offene  (oben  offene  oder  geschlossene)  Gefässe,  welche  in  weitere  Gefässe 
tauchen,  und  ein  Specialfall  ist  der,  wo  dieses  letztere  durch  die  freie  Atmosphäre 
repräsentirt  wird.  Hierauf  beruhen  zahlreiche  Erscheinungen,  von  denen  nur  eine 
als  Beispiel  angeführt  sei.  Gelänge  es  ein  etwa  mit  Wasser  gefülltes,  cylindrisches 
Gefäss  mit  der  Oeffnung  nach  unten  ohne  vorherige  Drehung  so  aufzustellen,  dass 
die  Wassergrenze  genau  horizontal  wäre  und  auch  vor  den  leisesten  Erschütte- 
rungen gezchützt  bliebe,  so  müsste  das  Wasser  vom  Luftdruck  getragen  werden, 
würde  also  nicht  aussfliessen.  Man  kann  diesen  Zustand  in  der  That  herstellen, 
wenn  man  das  Gefäss,  die  Oeffnung  nach  oben,  mit  einem  Maschennetz  (etwa 
aus  Tüll)  bespannt  und  dann  mit  einer  ebenen  Glasplatte  bedeckt,  welche  an 
die  Wasseroberfläche  genau  anschliesst,  nun  umdreht,  das  Gefäss  recht  fest 
aufstellt  und  nun  die  Glasplatte  vorsichtig  wegzieht. 

Barometer  und  Manometer. 

Allgemeines.  Die  Apparate  zur  Messung  des  Druckes  der  Luft  und  der 
Gase  beruhen  theils  auf  dem  Princip  der  communicirenden  Röhren,  d.  h.  sie 
vergleichen  den  Gasdruck  mit  dem  Drucke  einer  Flüssigkeitssäule,  theils  auf  der 
Elasticität  fester  Körper,  d.  h.  sie  messen  den  Gasdruck  durch  die  elastische 
Deformation  einer  Fläche,  welche  einen  Theil  der  Wandung  des  Gasvolumens 
bildet;  jene  sind  einer  weit   grösseren  Genauigkeit    fähi&  und ,  xiaher  fur^ttüßsen- 
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schaftlicbe  Zwecke  meist  allein  brauchbar;  letztere  finden  in  der  Technik  und 
in  solchen  Fällen  Anwendung,  in  denen  sich  die  Benutzung  hydrostatischer  Druck- 
messer aus  äusseren  Gründen  verbietet.  Der  allgemeinere  Begriff  ist  der  des 
Manometers,  ein  SpecialbegrifF,  auf  die  Messung  des  Druckes  der  Atmosphäre 
bezüglich,  ist  das  Barometer.  Dieser  Name  ist  deshalb  nicht  glücklich  gewählt, 
weil  er  eine  falsche  Auffassung  zulässt  oder  gar  nahelegt,  die  Auffassung  nämlich, 
als  ob  das  Barometer  das  Gewicht  der  auf  ihm  lastenden  atmosphärischen  Luft- 
säule messe.  In  Wahrheit  misst  es  die  Spannkraft  derjenigen  Luft,  welche  es 
unmittelbar  umgiebt;  und  wenn  diese  Spannkraft  auch,  in  Anbetracht  der  grossen 
Höhe  der  Atmosphäre,  in  erster  Linie  von  dem  Luftgewicht,  das  sie  zu  tragen 
hat,  bedingt  wird,  so  wirken  doch  auch  zahlreiche  andere  Einflüsse,  namentlich 
Bewegungsvorgänge  mit,  und  sie  können  unter  Umständen  recht  erheblich 
werden. 

Leerer  Raum.  Die  Erfindungsgeschichte  des  Barometers  hat  ein  doppeltes 
Interesse,  nämlich  ein  theoretisches,  auf  die  allgemeine  Naturanschauung  bezüg- 
liches, und  ein  praktisches,  insofern  es  sich  um  einen  der  wichtigsten  Mess- 
apparate der  Physik  und  Meteorologie  dabei  handelte.  Bei  der  Herstellung  des 
Barometers  wurde  nämlich  zum  ersten  Mal  ein  luftleerer  Raum  erzeugt  und  da- 
mit eine  der  der  Entwicklung  der  Physik  schädlichsten  metaphysischen  Vor- 
stellungen, der  sog.  Horror  vacui  beseitigt i).  Wie  tief  eingewurzelt  diese  Vor- 
stellung war,  ergiebt  sich  am  deutlichsten  aus  dem  Verhalten  Galilei's,  also  eines 
Mannes,  der  mit  zahllosen  Vorurtheilen  seiner  Zeit  aufgeräumt  hat.  Dieser  war 
Zeuge  der  Entstehung  eines  Vacuums  in  einem  besonders  tiefen  Brunnen;  aber 
er  schloss  daraus  nur,  dass  der  Horror  vacui  nicht  unbegrenzt,  sondern  von  be- 
stimmtem Zahlenwerthe  sei  2);  und  der  Horror  vacui  fiel  erst,  als  sich  zeigte, 
dass  er,  wenn  er  existirte,  je  nach  dem  Orte  der  Beobachtung,  der  Witterung 
u.  s.  w.  einen  verschiedenen  Werth  haben  müsste,  was  doch  selbst  seinen  zähesten 
Anhängern  nicht  mehr  einleuchtete. 

Luftdruck  und  Barometer.  Der  unbestrittene  Entdecker  des  Luftdruckes 
und  Erfinder  des  Barometers  ist  Torricelli;  er  hatte  einerseits  den  glücklichen 
Gedanken,  den  vermeintlichen  Horror  vacui,  statt  durch  eine  Wassersäule,  wie 
Galilei,  durch  eine  andere  Flüssigkeit,  nämlich  Quecksilber  zu  messen,  und  er 
erkannte  andererseits,  dass  die  Luft,  da  sie  ein  Gewicht  habe  (dies  wusste  schon 
Galilei),  auch  Druck  ausüben  müsse;  und  indem  er  jenen  Versuch  mit  dieser 
Erkenntniss  in  Zusammenhang  brachte,  setzte  er  an  die  Stelle  des  Horror  vacui 
den  Luftdruck.  Der  ToRRicELLi*sche  Versuch,  der  übrigens  zuerst  nach 
seinen  Angaben  von  seinem  Schüler  Viviani  ausgeführt  wurde  3),  wird  am  besten 
in  der  Weise  wiederholt,  dass  man  nach  einander  eine  meterlange  und  eine 
halb  so  lange,  einerseits  zugeschmolzene  Glasröhre  mit  Quecksilber  fiillt,  alle 
Luft  sorgfältig  entfernt,  am  offenen  Ende    mit  dem  Finger  schliesst,  mit  diesem 


*)  Auch  heutzutage  haben  sich  manche  Physiker  von  derartigen  metaphysischen  Vorstellungen 
noch  nicht  ru  befreien  vermocht,  und  das  jetzige  allgemeine  Urtheil  über  den  Horror  vaan  ist 
eine  Mahnung  an  alle  die,  welche  z.  B.  die  Gravitation  als  die  Ursache  gewisser  Bewegungen 
auffassen,  während  sie  doch  nur  ein  sprachliches  und  anschauliches  Hilfsmittel  zur  Darstellung 
jener  Bewegungen  ist. 

^  Galilef,  Discorsi  e  Dimostrazioni  matematiche.  Leyden  1638.  Deutsche  Ausgabe  v. 
A.  V.  Oettingen,  in  Ostwald's  »Klassikern  d.  exakten  Wissensch.«,  No.  11,  Lpz.  1890. 

^  Torricelli  hat  seine  Entdeckung  und  Versuche  nur  in  Briefen  an  Freunde  mitgetheilt, 
die  später  in  die  Ausgabe  seiner  Werke  aufgenommen  worden  sind. 
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Ende  nach  unten  in  ein  GeiKss  mit  Quecksilber  taucht  und  vertikal  aufstellt. 
Nimmt  man  nun  den  Finger  weg,  so  bietet  die  kurze  Röhre  keine  weitere  Er- 
scheinung dar,  sie  bleibt  mit  Quecksilber  gefüllt;  dagegen  sinkt  in  der  längeren 
Röhre  das  Quecksilber  herab,  bis  nur  noch  eine  Säule  von  etwa  76  cm  übrig 
bleibt;  das  somit  über  der  Säule  entstandene  Vacuum  heisst  die  ToRRiCELLfsche 
Leere.  Dass  wirklich  die  vertikale  Säulenhöhe  das  maasgebende  ist,  sieht  man 
am  einfachsten  daran,  dass,  wenn  man  die  lange  Röhre  neigt,  das  Niveau  stets 
in  derselben  Höhe  bleibt,  sich  also  dem  Ende  der  Röhre  immer  mehr  nähert, 
bis  die  Flüssigkeit  die  Röhre  schliesslich  ganz  erfüllt.  Alle  Aenderungen,  welche 
der  Luftdruck  erßlhtf,  geben  sich  durch  Aenderungen  in  der  Höhe  der  Quecksilber- 
säule zu  erkennen,  und  damit  ist  das  Barometer  im  Princip  hergestellt.  Zugleich 
ergiebt  sich  der  mittlere  absolute  Betrag  des  Luftdruckes  auf  1  qcm  gleich  dem 
Gewichte  von  76  ccm  Quecksilber,  also 

>>o=  13-596  X  76  =  1033-2983  ^r, 
und  allgemein  beim  Barometerstande  b 

^=13-596^. 

Man  ist  übereingekommen,  den  Druck  von  1^  cm  Quecksilber  als  »eine 
Atmosphäre«  zu  bezeichnen  und  drückt  häufig  starke  Drucke  durch  ihn  als  Ein- 
heit, also  in  Atmosphären,  aus.  Wenn  hiemach  die  Lufl,  in  der  wir  leben, 
auf  unsere  Körperoberfläche  einen  Druck  von  etwa  10000  kgr  ausübt,  so  em- 
pfinden wir  denselben  doch  nicht,  weil  er  auch  das  Innere  des  Körpers  durch- 
dringt und  seine  Wirkungen  dabei  theils  durch  Vertheilung  auf  eine  kolossale 
Oberfläche  sich  abschwächen,  theils  durch  Erzeugung  von  Gegenwirkungen  sich 
ausgleichen.  Ueberhaupt  verbreitet  sich  der  Druck  der  Atmosphäre,  fast  ohne 
eine  Aenderung  zu  erleiden,  in  alle  nicht  völlig  luftdicht  abgeschlossenen  Räume, 
z.  B.  in  die  Zimmer,  und  es  ist  daher  nahezu  gleichgültig,  wo  man  ein  Barometer 
aufstellt  (was  beim  Thermometer  bekanntlich  durchaus  nicht  der  Fall  ist). 

Gefässbarometer.  Diese  Form  hat  sich  unmittelbar  aus  dem  Torricelli- 
schen  Apparate  durch  Einführung  von  für  die  Messung  günstigen  Verhältnissen 
entwickelt.  Zunächst  ist  zu  beachten,  dass  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  vom 
Spiegel  im  GefKsse  auszurechnen  ist;  soll  dies  ein  constanter  Nullpunkt  sein,  so 
muss  man  das  Gefäss  so  weit  wählen,  dass  das  in  die  Röhre  mehr  eintretende 
oder  in  das  Gefäss  zurücktretende  Quecksilber  den  Spiegel  nicht  merklich,  nicht 
mehr  als  etwa  um  005  mm  verändere.  Da  sich  nun  die  Schwankungen  des 
Barometerstandes  hb  und  des  Gef^sspiegels  S  5  umgekehrt  wie  die  Querschnitte, 
also  umgekehrt  wie  die  Durchmesserquadrate  d^  und  D^  verhalten,  so  bedarf 
es  eines  Gefasses  vom  Durchmesser 


--^m- 


also,  da  ^b  nicht  selten  auf  40  mm  ansteigt  und  d  nicht  unter  5  mm  betragen 
soll,  Z?=  141  mm.  So  grosse  GefUsse  sind  schon  für  Standbarometer,  die  stets 
an  demselben  Orte  aufgestellt  werden,  misslich,  und  man  wird  zum  mindesten 
ein  Gefäss  wählen,  das  von  der  Mitte  aus,  wo  der  Spiegel  sich  befindet  und  wo  es 
die  obige  Breite  hat,  nach  oben  und  unten  sich  stark  verjüngt  (Fig.  197  a).  Zu 
Reisebarometern  sind  aber  auch  solche  Gefasse  des  grossen  Gewichtes  und 
der  leichten  Zerbrechlichkeit  halber  unbrauchbar,  und  man  muss  dann  auf  andere 
Weise  für  Constanterhaltung  des  Spiegels  sorgen.  Hier  ist  namentlich  das  in  der 
originalen  Form  wie  in  vielen  Nachbildungen  ausserordentlich  verbreitete  Fortin- 
sche  Barometer  zu  erwähnen,  dessen  Geßlss  unten  durch  einen  Beutel  aus  Leder 
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oder  Kautschuk  a  abgeschlossen  ist,  sodass  man  mit  Hilfe  der  Schraube  b  den 
Spiegel  stets  zur  genauen  Berührung  mit  der  Elfenbeinspitze  c  bringen  kann. 
(Fig.  197  b).  Man 
könnte  auch  die  Aen- 
derungen  im  Gefasse 
messen,  wird  aber  da- 
bei in  Anbetracht  der 
Dimensionen,  die  das 
Gefass  immerhin  ha- 
ben muss,  keine  grosse 
Genauigkeit  erzielen. 
Dagegen  ist  für  ge- 
wöhnliche Barometer 
ein  andrer  Kunstgriff, 
die  sogen,  reducirte 
Skale,  ganz  wohl  ge- 
eignet. Steigt  z.  B. 
das  Quecksilber  im 
Gefäss  um  ^  seiner 


j 


a  b  c  d  e 

(Ph.  197.) 

Senkung  im  Rohre,  so  ist  die  wahre  Aenderung  des  Luftdrucks  im  Verhältniss 
3^  kleiner  als  die  am  oberen  Niveau  abgelesene;  und  man  braucht  nur  eine  in 
demselben  Verhältniss  fehlerhafte  Skale  anzuwenden,  um  ohne  jede  Rechnung  das 
wahre  Resultat  zu  finden. 

Heberbarometer.*)  Für  Zwecke  genauer  Messungen  finden  fast  stets  Heber- 
barometer Anwendung,  deren  Name  sich  lediglich  auf  die  äussere,  ungleich- 
schenklig ü  förmige  Gestalt  der  Röhre  bezieht.  Die  Schwankungen  des  Queck- 
silberstandes sind  hier  in  dem  langen,  geschlossenen  und  in  dem  kurzen, 
offenen  Schenkel  genau  resp.  nahezu  die  gleichen  (je  nachdem  die  Röhre  genau 
kalibrisch  ist  oder  nicht),  und  man  wird  die  Berücksichtigung  beider  nicht  um- 
gehen können.  Ist  die  Skale  an  dem  Barometer  fest  angebracht,  so  muss  man 
den  unteren  und  den  oberen  Stand  ablesen  und  ersteren  von  letzterem  abziehen; 
zu  diesem  Zwecke  muss  also  die  Skale  unterhalb  des  tiefsten  Standes  des 
unteren  Spiegels  beginnen  und  bis  über  den  höchsten  Stand  des  oberen  Spiegels 
hinausreichen;  um  ferner  die  Ableitung  leichter  und  sicherer  zu  machen,  biegt 
man  das  lange  Rohr  derartig  um  (Fig.  197  r),  dass  beide  Niveaus  in  dieselbe  Ver- 
ticale  kommen  und  an  derselben  Skale  abgelesen  werden  können.  Bequemer 
ist  es,  wenn  entweder  das  Rohr  oder,  was  der  grösseren  Sicherheit  halber  und 
auch  sonst  vorzuziehen  ist,  die  Skale,  etwa  mittelst  Schraube  und  Zahnstange, 
verschiebbar  ist;  man  stellt  alsdann  den  Nullpunkt  der  Skale  auf  das  untere 
Niveau  ein  und  hat  einfach  das  obere  Niveau  an  der  Skale  abzulesen,  deren 
Eintheilung  hier  erst  bei  etwa  700  mm  anzufangen  braucht,  wenn  nur  der  Abstand 
0  bis  700  genau  richtig  ist.  Natürlich  erfolgt  die  Einstellung  sowohl  wie  die 
Ablesung  bei  irgendwie  feineren  Apparaten  mit  Hilfe  von  Lupen  oder  mit 
Fadenkreuzen  versehenen  Mikroskopen  und  Nonien,  sodass  man  mindestens 
zehntel,  womöglich  aber  auch  noch  zwanzigstel  mm  mit  Sicherheit  erhält.  Handelt 
es    sich    um  Heberbarometer   für   die  Reise,    so  sind  wieder   einige  Vorsichts- 


*)  Während  früher  HooKE,  Borelli,  Boyle  u.  s.  w.  als  Erfinder  dieser  Barometerform  an- 
gesehen zu  werden  pflegten,  ist  jetzt,  namentlich  durch  Govi  (Rend.  R.  Acc.  Nap.  25,  pag.  286, 
1886)  nachgewiesen  worden,  dass  auch  diese  schon  von  Torricelu  (i644^j(f|]^Qi|fjr!V3^(3MftC 
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einrichtungen  erforderlich.  So  muss  die  Oeffnung  des  kurzen  Schenkels  durch  einen 
die  Wirkung  des  Luftdruckes  nicht  beeinträchtigenden  Pfropfen,  etwa  von  Baum- 
wolle, geschützt  sein;  noch  besser  aber  ist  es,  wenn  sie  recht  klein  und  überdies  nicht 
oben,  sondern  an  der  Seite  angebracht  ist  (Fig.  197  d),  sodass  man  das  Barometer 
gefahrlos  neigen  und  selbst  umkehren  kann.  Andere  Vorrichtungen,  wie  die  von 
Greiner  (Fig.  197^),  erfüllen  den  Zweck,  das  Aussfliessen  von  Quecksilber  zu  ver 
hindern,  noch  vollkommner  und  erschweren  zugleich  den  Eintritt  von  Luft; 
wieder  andre  haben  den  Zweck,  das  Eindringen  von  Luft,  die  doch  in  den 
kurzen  Schenkel  getreten  ist,  in  das  Vacuum  zu  verhindern;  bei  der  Einrichtung 
Fig.  197  e  z.  B.,  der  sogen.  BuNXEN'sche  Spitze,  wird  die,  etwa  doch  in  den  kurzen 
Schenkel  eingedrungene  Luft,  die  sich  beim  Aufsteigen  in  dem  langen  Schenkel 
fast  stets  an  die  Wand  hält,  und  auch  sonst  durch  die  kleine  Oeihiung  der 
inneren  Röhre  nicht  gut  hindurchkann,  in  dem  zwischen  den  beiden  Röhren  ge- 
legenen todten  Raum  abgefangen.  Sodann  dient  eine  Reihe  von  Einrichtungen, 
z.  B.  an  passenden  Stellen  angebrachte  Einschnürungen  der  Röhren,  dazu,  das 
Anschlagen  des  Quecksilbers  an  die  Röhre,  wodurch  dieselbe  sehr  leicht  zer- 
brochen wird,  zu  verhindern ;  indessen  ist  es  immer  am  besten,  dies  durch  mög- 
lichste Vorsicht  beim  Transport,  Schräghalten  u.  s.  w.  zu  erreichen.  Beim 
Schiffsbarometer  endlich  (zuerst  von  Adie  im  Jahre  1853  construirt)  ist  der  lange 
Schenkel  nur  oben,  wo  abgelesen  wird,  weit,  im  übrigen  aber  sehr  eng,  wodurch 
die  fortwährenden  Schwankungen  des  Niveaus  (das  sogen.  Pumpen)  vermieden, 
aber  freilich  auch  bewirkt  wird,  dass  dasselbe  nur  langsam  den  Aenderungen  des 
Luftdrucks  folgt;  es  muss  eben  in  der  Construction  die  richtige  Mitte  zwischen 
beiden  Extremen  gewahrt  sein. 

Gefässheberbarometer.  Bei  diesem,  erst  1874  von  Wild^)  und  Füess 
construirten  Apparate  sind  die  Vorzüge  beider  Klassen  von  Barometern  ver- 
einigt und  die  Nachtheile  beider  vermieden.  Die  beiden  Schenkel  des  Heber- 
barometers sind  hier  unten  offen  und  reichen  in  ein  Quecksilbergefäss  mit  be- 
weglichem Lederboden;  man  hebt  vor  jeder  Ablesung  das  Quecksilber  in  beiden 
Schenkeln  ein  wenig  an  und  erreicht  damit  verschiedene  Vortheile  (s.  u.). 

Bedingungen  für  die  Genauigkeit.  Für  alle  diese  Barometer  im  All- 
gemeinen ist  noch  zu  bemerken,  dass  im  Interesse  der  Richtigkeit  und  Genauig- 
keit der  Angaben  eine  Reihe  von  Bedingungen  erfüllt  sein  muss: 

1)  Die  Röhre  muss  möglichst  weit,  jedenfalls  aber  nicht  unter  5  und  für 
feinere  Instrumente  nicht  unter  15  mm  Durchmesser  sein  (s.  u.) 

2)  Das  Quecksilber  muss  absolut  rein  sein,  theils  der  sonst  eintretenden 
Trübungen  der  Röhre  halber,  theils  wegen  der  damit  verbundenen  Aenderungen 
des  specifischen  Gewichtes;  genügt  doch  zur  Erzeugung  eines  Fehlers  von  0*1 
mm  im  Barometerstande  schon  ein  Fehler  in  der  Dichte  von  1/7600  ihres  Werthes, 
also  eine  Dichte  von  13*594  oder  13*598  statt  der  wahren  13*596.  Man  muss  also 
entweder  chemisch  reines,  aus  rothem  Oxyd  bereitetes  Quecksilber  anwenden 
oder  gewöhnliches  Quecksilber  nach  den  besten  Reinigungsmethoden  wiederholt 
behandeln,  bis  man  genügender  Reinheit  sicher  zu  sein  glaubt.  Es  sei  hier  nur 
kurz  auf  die  Destillationsmethoden  (z.  B.  die  von  L.  Weber,  Wright,  Weinhold, 
BosscHA,  Nebel  u.  A.)  hingewiesen  9);  weniger  zeitraubend  ist  es,  wenn  man  sich 
auf  die  wiederholte  Behandlung  mit  verdünnter  Salpetersäure  und  destillirtem 
Wasser,  wiederholte  Filtrirung  und  Trocknung  durch  Erwärmung  beschränkt 


^)  Wild,  Rep.  f.  Meteor.  3,  Heft  i.  1874. 

2)  Nebel,  Z.  f.  lustr.  K.  i887i  pag.  175»'  daselbst  auch  die  ü^PzI^^t^^OOQlc 
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3)  Die  ToRRiCELLi'sche  Leere  darf  auch  keine  Spuren  von  Luft  oder 
Wasserdampf  enthalten.  Da  nun  selbst  beim  vorsichtigsten  Einfüllen  Luft- 
bläschen in  die  Röhre  eindringen,  muss  man  die  Röhre  auskochen,  was  zwar 
die  Gase,  besonders  bei  öfterer  Wiederholung,  beseitigt,  bei  dem  erforderlichen 
hohen  Wärmegrade  aber  ziemlich  gefahrlich  ist.  Zur  Verminderung  dieser  Ge- 
fahr sind  mit  gutem  Erfolge  verschiedene  Modifikationen  dieses  Verfahrens  vor- 
geschlagen worden  und  seither  in  Anwendung ;  z.  B.  giesst  man  das  Quecksilber 
in  mehreren  Partieen  nach  und  nach  ein,  indem  man  jedesmal  das  betreffende 
Röhrenstück  vorsichtig  auskocht;  ferner  kann  man  durch  Verbindung  der  Röhre 
mit  einer  Luftpumpe  und  Auspumpen  die  erforderliche  Siedetemperatur  um  90° 
erniedrigen,  u.  s.  w.^)  Das  Einzige,  was  in  dem  nach  dem  Sinken  der  Queck- 
silbersäule entstehenden  Räume  vorhanden  sein,  resp.  sich  bilden  kann,  sind 
Quecksilberdämpfe,  deren  Spannkraft  aber  bei  gewöhnlichen  Temperaturen  unter 
0'05  mm  bleibt  und  somit  nicht  ins  Gewicht  fallt.  Ob  bei  einem  in  Gebrauch 
befindlichen  Barometer  Luft  im  Vacuum  sei  oder  nicht,  kann  man  an  den  beim 
Neigen  sich  zeigenden  Luftbläschen  oder  auch  daran  erkennen,  dass  das  Queck- 
silber, wenn  man  es  vorsichtig  an  die  Röhre  anschlagen  lässt,  in  jenem  Falle 
einen  schwachen,  weichen,  in  diesem  einen  kräftigen  und  harten  Klang  giebt; 
in  ersterem  Falle  kann  man  die  Luft  durch  festes  Verschliessen  des  offenen 
Endes,  Umkehren  des  Barometers  und  zweckentsprechendes  Klopfen  in  Form 
von  Bläschen  mit  einiger  Mühe  herausbringen.  Andre  Methoden,  um  sich  über 
die  Luftleere  resp.  die  Spannung  der  Luft  im  Torricelli* sehen  Raum  ein  Urtheil 
zn  verschaffen,  sind  die  ARAGo'sche  Hebungsmethode ^)  und  die  GRUNMACH'sche 
elektrische  Methode,  *)  welche  auf  dem  Gange  der  elektrischen  Lichterscheinungen 
in  verschieden  stark  luftverdtinnten  Räumen  beruht. 

4)  Das  Barometer  muss  genau  vertikal  stehen  resp.  hängen,  da  schon 
sehr  kleine  Neigungen  den  vertikalen  Abstand  der  beiden  Spiegel  um  einen  Be- 
trag ändern,  welcher  gegenüber  den  überhaupt  vorkommenden  Schwankungen 
des  Barometerstandes  in  Betracht  kommt.  Ist  nämlich  der  Neigungswinkel  ^, 
so  ist  der  wahre  Barometerstand  b  im  Vergleich  zum  abgelesenen  b^  im  Ver- 
hältniss  von  b  =  b'  cos<^  kleiner,  was  bei  <p  =  1°  und  einem  mittleren  Barometer- 
stande schon  einen  Fehler  von  mehr  als  O'l  mm  bedingt;  man  muss  also  das 
Barometer  mit  einer  genauen  Lothvorrichtung  versehen  oder,  wenn  es  ein  für 
allemal  fest  aufgestellt  werden  soll,  nicht  nur  oben,  sondern  auch  unten,  und 
zwar  in  richtiger  Lage,  mit  der  Wand  u.  s.  w.  verbinden;  am  besten  aber  ist  es, 
insbesondere  ftir  Barometer,  die  man  immer  wieder  neu  aufzustellen  hat,  sie 
ganz  frei,  etwa  in  cardanischer  Aufhängung  herabhängen  zu  lassen,  was  in  freie 
Natur  am  besten  mittelst  eines  oben  einen  Ring  bildenden,  dreifüssigen  Stativs 
geschehen  kann. 

5)  Vor  jeder  Beobachtung  ist  das  Quecksilber  des  Barometers  zur  Ueber- 
windung  etwaiger  Trägheits-  und  anderer  Einflüsse  (s.  auch  w.  u.)  ein  wenig  aus 
dem  Gleichgewichts  zustande  zu  bringen;  es  kann  dies  entweder  bei  unver- 
änderter Lage  des  Barometers  selbst  geschehen  mittelst  Vorrichtungen  zur  Bewegung 
der  Kuppe,  wie  sie  an  manchen  Barometern  angebracht  sind,  (»anheben«,  s.  ob.), 
eventuell  auch  durch  leichtes  Klopfen;  oder  aber  das  Barometer  wird  für  gewöhn- 


1)  S.  auch  Klobukow,  Meteor.  Z.  1884,  pag.  289. 

^  S.  z.  B.  Z.  f.  Instr.    K.  1886,    pag.  380    und  392,    oder  Schkiuber,    Hdb.    d.    barom. 
HöhenmessuDgen,  Weimar  1877,  pag.  82. 

«)  Gri«mach,  WIKD.  Ann.  21,  pag.  698.  1884.  ^.g.,.^^,  ^^  GoOglc 
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lieh  schräg  gestellt  oder  gehängt  und  erst  vor  der  Ablesung  vorsichtig  in  die  verti- 
kale Stellung  gebracht;  bei  Standbarometern  wird  dies  dadurch  bewerkstelligt, 
dass  das  Barometer  oben  drehbar  befestigt  ist  und  unten  je  nach  Wunsch  in 
die  eine  oder  die  andere  von  zwei  Wandschrauben  eingeschraubt  werden  kann. 
Durch  diese  Behandlung  vermeidet  man  gleichzeitig,  dass  in  dem  Theil  der  Skale, 
welcher  den  häufig  vorkommenden  Luftdrucken  entspricht,  also  etwa  zwischen 
740  und  780  mm,  in  Folge  des  ununterbrochenen  Anhaftens  von  Quecksilber  bis 
zu  bestimmten  Stellen  sich  Trübungen  des  Glases  herausstellen  und  die  Ablesung 
erschweren. 

6)  Die  Ablesung  muss  recht  genau  und  namentlich  ohne  parallaktischen 
Fehler  erfolgen;  auch  hierzu  sind  verschiedene  erleichternde  Einrichtungen, 
z.  B.  die  sogen.  Contactablesung,  die  Spiegelungsmethode  von  Pernet  und 
Thiesen^)  u.  s.  w.  angegeben  worden.  Da  femer  das  Quecksilber  einen  Menis- 
kus, d.  h.  eine  gewölbte  Kuppe  bildet  (im  offenen  Schenkel  eine  stark,  im  ge- 
schlossenen eine  schwach  gewölbte),  so  muss  man  genau  darauf  achten,  den 
Meniskus    abzulesen,  d.  h.  den   Nonius   resp.  den  Contakt  auf  ihn  einzustellen. 

7)  Die  Skale  muss  durch  Vergleichung  mit  einem  Normalmaasstab  als  genau 
richtig  erkannt  sein,  eventuell  ist  eine  Correcdonstafel  anzulegen*).  Die  Ein- 
theilung  der  Skale  und  des  Nonius  ist  leider  noch  immer  keine  einheitliche, 
und  es  sei  daher  hier  eine  kurze  Tabelle  zur  Vergleichung  der  drei  üb- 
lichsten Maasse:   Millimeter,  engl.  Zoll,  pariser  Linien  eingeschaltet. 


E.  Z. 

mm 

E.  Z. 

mm 

E.  Z. 

mm 

E.  Z. 

mm 

27-6 

70103 

28-6 

726-42 

29-6 

751-83 

30-6 

777-23 

27-8 

706-11 

28-8 

731-50 

29-8 

756-91 

30-8 

782-31 

280 

71118 

29-0 

736-68 

300 

762-00 

31-0 

787-40 

28-2 

716-26 

29-2 

741-67 

30-2 

767-07 

31-2 

792-48 

28-4 

721-34 

29-4 

746-75 

30-4 

772-15 

31-4 

797-56 

E.  Z. 

0-01 

0-02 

0-03 

0-04 

005 

0-06 

0-07 

0-08 

"  0-09 

mm 

0-25 

0-50 

0-76 

101 

1-27 

1-52 

1-77 

203 

2-28 

Pariser 

mm 

Pariser 

mm 

Pariser 

mm 

26"  0'" 

703-84 

27"  0"' 

730-90 

1  28"  0"' 

757-96 

2 

708-35 

2 

735-40 

2 

762-47 

4 

712-86 

4 

739-91 

4 

766-98 

6 

717-37 

6 

744-42 

6 

771-49 

8 

721-88 

8 

748-94 

8 

776-01 

10 

726-39 

10 

753-45 

10 

780-52 

Par.  Lin. 


Ol 


0-2         0-3 


0-4 


0-5         0-6 


0-7 


0-8 


0-9 


mm     I  0-23    I  0-45    {  068    {  0*90   |   113    |   1*35    |   158   |   1-80   |  203 

Endlich  lässt  die  folgende  Tabelle  erkennen,  wie  gross  in  kgr  auf  1  qm  der 
Druck  der  Luft  bei  verschiedenen  Barometerständen  ist. 


1)  Pernet,  Trav.  et  Mem.  Bur.  int.  Poids  et  Mes.  Bd.  5.  1886.  —  Thiesen,  Z.  f.  Instr. 
K.  1886,  pag.  89.  —  Marek,  Rep.  d.  Phys.  16,  pag.  585,  1880.  —  Bogusbj  u.  Natanson, 
WiED.  Ann.  36,  pag.  761.  1889.  —  Kayser,   Z.  f.  Instr.  K.  1882,  pag.  289. 

')  Schreiber,  a.  a.  O.,  pag.  72. 
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mm 

kgr 

mm 

^ 

mm 

^^ 

mm 

hgr 

500 

6798 

580 

7886 

660 

8974 

740 

10062 

520 

7070 

600 

8158 

680 

9245 

760 

10333 

540 

7342 

620 

8429 

700 

9517 

780 

10605 

560 

7614 

640 

8702 

720 

9789 

800 

10877 

Correktionen.  Auch  wenn  ein  Barometer  in  jedem  der  betrachteten 
Punkte  exakt  construirt  ist  und  exakt  benutzt  wird,  sind  die  Angaben,  welche  es 
in  verschiedenen  Fällen  macht,  resp.  die  Angaben,  welche  verschiedene  derartige 
Barometer  machen,  im  allgemeinen  noch  nicht  unmittelbar  mit  einander  ver- 
gleichbar. Es  müssen  vielmehr  folgende  Correktionen  resp.  Reduktionen  vorge- 
nommen werden: 

1)  Wegender  thermischen  Ausdehnung  des  Quecksilbers;  das 
Volumen  des  Quecksilbers  bei  der  Temperatur  /  lässt  sich  näherungsweise  durch  die 
Formel  z^  =  z^o(l  H- ß/)  darstellen,  wo  ß  =  0*000181  ist;  und  diese  Ausdehnung 
kommt,  da  das  Quecksilber  in  eine  Röhre  eingeschlossen  ist,  fast  ausschliesslich  der 
Höhe  der  Säule  zu  gute.  Die  thermische  Erweiterung  der  Röhre  selbst  kommt 
hier  oifenbar  nicht  in  Betracht. 

2)  Wegen  der  thermischen  Ausdehnung  der  Skale.  Hier  handelt 
es  sich  um  die  Längsdimension  als  Funktion  der  Temperatur,  man  hat  also 
/sss/^  (1  -f-7/),  und  hierin  ist  der  lineare  Ausdehnungscoöfficient: 

für  Messing  für  Glas  für  Platin 

7  =  0000019  7  =  0000009  7  =  0000009. 

Beide  Correktionen  zusammengefasst  ergeben  die  Reduktion  des  Baro- 
meterstandes auf  0°  nach  der  Formel  {V  beobachtet,  b  reduzirt  auf  0°): 


oder  näherungsweise,  da  ß  und  7  sehr  klein  sind: 

*  =  *'[l-(ß-T)4 
Kennt  man  die  Temperatur  von  Quecksilber  und  Skale,  so  kann  man  hier- 
nach b  berechnen.  Zu  diesem  Zwecke  befindet  sich  an  dem  Barometer  ein  Ther- 
mometer (zuweilen  auch  deren  zwei,  je  eines  für  Quecksilber  und  Skale,  wobei 
dann  in  der  ersten  der  obigen  Formeln  möglicher  Weise  /  im  Zähler  und  Nenner 
etwas  verschiedene  Werthe  haben  kann),  und  man  liest  gleichzeitig  mit  dem  Baro- 
meterstande die  Temperatur  ab.  Zur  Erleichterung  der  Berechnung  dienen 
dann  folgende  Tabellen ,  welche  die  für  t^  und  den  Stand  b^  abzuziehende  resp. 
für  Temperaturen  unter  0°  hinzuzufügende  Correktion  enthalten: 

a)  Für  Messingskale. 


/=r 

2« 

■^ 

4« 

5« 

6^ 

r^ 

8*^ 

9*^ 

10® 

11° 

12° 

13° 

14° 

15° 

^'  =  700 

0-1 1 

0-23 

0-34 

0-45 

0-57 

0*68 

0-79 

0-90 

102 

113 

1-24 

1-36 

1-47 

1-58 

1-70 

710 

011 

0-23 

0-34 

0-46 

0-57 

0-69 

0-80 

0-92 

103 

M5 

720 

012 

0-23 

0-35 

0-47 

0-58 

0-70 

0-81 

0-93 

105 

1-16 

1-27 

1-39 

1-51 

1-63 

1-74 

730 

012 

0-24 

0-35 

0-47 

0-59 

0-71 

0-83 

0-94 

1-06 

118 

740 

0-12 

0-24 

0-36 

0-48 

0-60 

0-72 

0-81 

0-96 

108 

119 

1-31 

1*43 

1-55 

1-67 

1-79 

750 

0-12 

0-24 

0-36 

0-48 

0-61 

0-73 

0-85 

0-97 

1-09 

1-21 

760 

012 

0-25 

0-37 

0-49 

0-61 

0-74 

0-86 

0-98 

110 

1-23 

1-35 

1-48 

1-60 

1-72 

1-84 

770 

012 

0-25 

0-37 

0-50 

0-62 

0-75 

0-87 

0-99 

112 

1-24 

780 

013 

0-25 

0-38 

0-50 

0-63 

0-76 

0-88 

101 

113 

1-26 

1-39 

1-51 

1-64 

1-76 

1-89 

790 

0-13 

0-26 

0-38 

0-51 

0-64 

0-77 
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0-41 

0-56 
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(Die  Correction  ist  immer  um  6}  grösser  als  bei  Messingskale.) 

3)  Wegen  der  capillaren  Depression.  In  Folge  seiner,  die  Adhäsion 
an  das  Glas  überwiegenden  Cohäsion  (s.  Art.  Capillarität)  steht  das  Quecksilber 
in  den  Schenkeln  des  Barometers  zu  niedrig,  und  zwar  in  desto  stärkerem  Grade, 
je  enger  die  Röhren  sind.  Bei  einem  Gefössbarometer  ist  hiernach  die  Depression 
im  Gefäss  so  gut  wie  null,  die  im  Rohre  mehr  oder  weniger  beträchtlich,  und 
folglich  die  beobachtete  Barometerhöhe  zu  klein.  Selbst  bei  einem  Heberbaro- 
meter, dessen  beide  Schenkel  gleich  weit  sind,  sind  doch  die  Depressionen  nicht 
gleich,  weil  die  eine  Kuppe  sich  im  lufterflillten,  die  andere  sich  im  luftleeren 
Räume  befindet,  und  weil  hierdurch  die  Depression  in  einer  noch  sehr  unsicher 
bekannten  Weise  beeinflusst  wird.  Für  einen  Randwinkel  von  36°  z.  B.  sind 
nach  Bravais ^)  folgende  Grössen  zum  beobachteten  Stande  hinzuzufügen: 
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Correction .     . 
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007 
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0*03  mm; 

für  andere  Randwinkel  werden  die  Zahlen  abweichende.  Andere,  z.  B.  Schleier- 
macher, Pohl  und  Schabus^)  u.  s.  w.  haben  die  Depression  als  Funktion  der 
Kuppenhöhe  k  und  der  Röhrenweite  d  dargestellt,  wobei  sich  u.  A.  folgende 
Zusatzgrössen  ergeben: 
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1)  Bravais,  Ann.  Chim.  Phys.  (3)  Bd  5. 

8)  Pohl  u.  Schabus,  Wien.  Bcr.  9,  pag.  834.  1852.  —  Delcros,  Pogg.  Ann.  60,  pag.  377, 
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Zu  der  Unsicherheit  dieser  Bestimmungen  kommt  offenbar  noch  die  Müh- 
seligkeit und  Unsicherheit  der  jedes  Mal  auszuführenden  Messungen  der  lichten 
Röhrenweite  und  des  Randwinkels  resp.  der  Kuppenhöhe;  für  erstere  haben  kürz- 
lich Mac£  de  LfiPiNAY  und  Jordan^)  eine  einfache  optische  Methode  angegeben; 
über  letztere  sehe  man  im  Art.  Capillarität').  Jedenfalls  sieht  man  ein,  dass 
man  am  besten  thut,  dem  Barometerrohr  eine  solche  Weite  zu  geben,  dass  die 
Capillarcorrektion  vernachlässigt  werden  darf;  zu  diesem  Zwecke  muss  bei  ganz 
feinen  Standbarometern  die  Weite  mindestens  20  mm^  bei  besseren  Reisebarometem 
wenigstens  nicht  unter  15  frz;»  betragen;  ausserdem  ist  es  wesentlich,  durch  >An- 
hebenc  der.  Niveaus  (s.  ob.)  resp.  Klopfen  für  die  reine  Ausbildung  der  Kuppen 
zu  sorgen. 

4)  Wegen  der  Schwereänderung  mit  der  Höhe.  Beim  Transport  eines 
Barometers  an  einen  anderen  Ort  bleibt  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  deshalb 
nicht  ein  constantes  Maass  des  Luftdruckes,  weil  sich  die  Schwere,  also  ihr  Ge- 
wicht ändert,  sobald  der  neue  Ort  eine  andere  Höhe  über  dem  Meeresspiegel 
hat  (s.  Art  Gravitation,  pag.  199).  Der  Einfluss  der  Höhe  hat,  wie  dort  gezeigt 
wurde,  zwei  verschiedene  Grenzwerthe,  je  nachdem  man  sich  in  freier  Luft,  z.  B. 
im  Luftballon  oder  auf  der  Spitze  eines  Thurmes,  oder  aber  auf  einer  Hoch- 
ebene befindet;  und  demgemäss  hat  in  der  entsprechenden  Barometercorrektion 

^  =  ^•(1  — e/i) 
die  Grösse  e  einen  zwischen  den  beiden  Grenzwerthen  0000000314  und  0000000196 
gelegenen,  nach  den  jedesmaligen  Verhältnissen  abzuschätzenden  Werth.  Für 
die  höchsten,  im  Luftballon  erreichten  Höhen  (h  =  10000  m)  beträgt  dieser  Ab- 
zug immerhin  VE.h^=2'^  mm,  und  schon  für  massige  Berghöhen  beläuft  er  sich 
auf  viertel  bis  halbe  Millimeter'). 

5)  Wegen  der  Schwereänderung  mit  der  geographischen  Breite. 
Analog  wird  die  Correktion  wegen  der  geographischen  Breite  7  (pag.  202): 

^=^'(1  — 0-026  r^j2<p), 
also  für  b'  =  700,  760,  800  (für  <p>  45°  gilt  das  positive,  für  (p<  45°  das  negative 
Zeichen): 

(p=  0^  12^         18°         24°         30°         36°         42°        45° 

9=  90°         78°         72°         66°         60°         54°         48°         45° 

wo  die  Breite  von  45 '^  als  Norm  zu  Grunde  gelegt  ist.  Von  zwei  Beobachtungen, 
die  am  Aequator  und  in  der  Nähe  des  Poles  gemacht  sind,  muss  also  die  eine 
um  fast  4  mm  corrigirt  werden,  um  mit  der  anderen  vergleichbar  zu  werden. 

6)  Reduktion  auf  den  Meeresspiegel.  Mit  der  in  4)  besprochenen 
Reduktion  ist  selbstverständlich  eine  andere  nicht  zu  verwechseln,  welche  für 
meteorologische  Vergleiche  oft  ausgeführt  wird  und  den  Zweck  hat  anzugeben, 
wie  gross  zur  Zeit  der  Beobachtung  der  Luftdruck  an  dem  Beobachtungsorte 
wäre,  wenn  dieser  im  Meeresspiegel  läge  (s.  auch  w.  u.). 


700 

(1-82 

1-66 

1-48 

122 

0-91 

0-56 

018 

760 

^h-97 

1-80 

1-59 

1-31 

0-98 

0-61 

0-21 

800 

2-08 

1-89 

1-68 

1-39 

1-04 

0-64 

0-23 

')  Macä  de  Läpinay,  J.  de  Phys.  (2)  4,  pag.  35.  1886.  Jordan,  Centr.  Z.  f.  Opt.  u. 
Mech.  1888,  pag.  91. 

«)  S.  auch  Pernet,  Z.  f.  Instr.  K.  1886,  pag.  377. 

^  Mascart  (Compt.  R.  95i  pag.  126.  1883)  hat  diese  Beziehung  benutzt,  um  mit  Hilfe 
eines  Barometers  mit  geschlossenem,  mit  Gas  gefülltem  kurzem  Schenkel    die    Veränderung  der 

Intensität  der  Schwere  mit  der  Höhe  zu  messen. 
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7)  Reduktion  auf  trockeneLuft  Ebenfalls  für  meteorologische  Zwecke 
kommt  es  häufig  darauf  an,  den  Druck  der  trockenen  Luft  anzugeben,  zu  welchem 
Zwecke  man  den  (anderweitig  bestimmten)  Druck  des  Wasserdampfes  vom  Ge- 
sammtdruck  abzuziehen  hat. 

Verschiedene  Formen  der  Quecksilberbarometer.  Ein  in  jeder 
Beziehung  den  obigen  Anforderungen  entsprechendes  und  in  Bezug  auf  die  ge- 
nannten Conektionen  untersuchtes  Instrument  heisst  Normalb arometer>  und 
zu  genauen  Messungen  ist  es  erforderlich,  entweder  ein  solches,  oder  aber  ein 
Barometer  zu  benutzen,  für  welches  man  sich  durch  Vergleichung  mit  einem 
Normalbarometer  eine  Tabelle  der  Abweichungen  von  den  Angaben  des  letzteren 
verschafft  hat.  Zu  den  vorzüglichsten  Normalbarometem  gehören  die  nach  den 
Angaben  von  Wild  (s.  ob.  Gefässheberbarometer),  Pernet  und  Thiesen^),  Koppen, 
WiEBE*),  Kavser  u.  A.  von  FuEss,  Grecner  und  andern  Mechanikern  construirten ; 
diese  Apparate  sind  in  Folge  der  Weite  der  Gefässe,  der  Verbindung  mit  Käthe- 
tometem  u.  s.  w.  natürlich  sehr  umfangreich  und  schwer.  Im  übrigen  giebt  es 
eine  grosse  Zahl  von  Barometern  in  bestimmten  Formen  und  zu  bestimmten 
Zwecken;  so  ausser  den  schon  genannten  das  Flaschen-,  Bim-  oder  Kapselbaro- 
meter, das  Kewbarometer,  das  Heberbarometer  von  Diakonoff*),  das  Barometer 
von  Krajewitsch*)  mit  doppeltem  Vacuum  und  zwischengeschaltetem  Queck- 
silbergefass,  das  STOLZE'sche  Reisebarometer  u.  s.  w.  Befestigt  ist  das  Rohr 
entweder  auf  einem  Holzbrett  (für  heisse  Gegenden  ungeeignet),  oder  besser,  es 
ist  in  einen  Holzkasten  oder  eine  Metallröhre  vollständig  eingelassen,  und  nur 
die  Stellen,  an  denen  einzustellen  resp.  abzulesen  ist,  sind  sichtbar.  Eine  be- 
sondere Klasse  bilden  die  Zeigerbarometer.  Da  nämlich  die  Aenderungen 
des  Standes  im  Quecksilberbarometer  nur  klein  sind,  hat  man  sich  vielfach  be- 
müht, sie  durch  mechanische  Uebertragung  auf  einen  Zeiger  und  ein  Zifferblatt, 
das  durch  Vergleichung  mit  einem  anderen  Barometer  graduirt  worden  ist,  deut- 
licher sichtbar  zu  machen.  Am  einfachsten  erreicht  man  dies  mittelst  eines 
Schwimmers,  welcher  auf  den  Spiegel  im  offenen  Schenkel  gesetzt  wird,  und  die 
Uebertragung  kann  entweder  durch  einen  um  die  Welle  des  Zeigers  geschlungenen 
Faden  (HooKE'sches  Radbarometer)  oder  mittelst  Zahnstange  und  Zahnrad  (  Jecker) 
erfolgen;  der  Zeiger  muss  aber  sehr  genau  balancirt  sein,  und  auch  dann  ist 
selbstredend  keine  grosse  Genauigkeit  zu  erzielen,  so  dass  selbst  für  Demon- 
strationszwecke die  optische  Projektion  der  Quecksilberkuppe  vorzuziehen  sein 
dürfte.  Auch  eine  andere  Idee,  die  zuletzt  jedenfalls  relativ  am  vollkommensten 
von  Greiner  ^)  in  seinem  »Diagonalbarometer«  ausgeführt  worden  ist,  nämlich 
die  Schräg-,  resp.  fast  Horizontalstellung  des  obersten  Theiles  der  Barometer- 
röhre, wodurch  allerdings  die  Aenderungen  des  Niveaus  stark  vergrössert  werden, 
scheint  sich  nicht  sonderlich  bewährt  zu  haben.  Dasselbe  gilt  von  den  Baro- 
metern mit  zickzackförmigem  oder  spiralförmigem  Röhrenende. 

Barometer  mit  anderen  Flüssigkeiten.  Schon  in  Erinnerung  an  die 
Vorgeschichte  des  ToRRiCELLi'schen  Versuches  liegt  es  nahe,  nach  dem  Princip 
des  Quecksilberbarometers  auch  Wasserbarometer  zu  construiren,  und  in  der 
That  ist  dies  vielfach,  z.  B.  im  Jahre  1830  von  Daniell  geschehen.  Natürlich 
muss  ein  solches  Barometer,  da  es  höher  als  10  m  ist,  in  fester  Verbindung  mit 

»)  FüESS,  Z.  f.  Instr.  K.   1881,  pag.  2. 

^)  Wiese,  Metronom.  Beitr.  d.  Kais.  Norm.  Aich.  Comm.  1885,  Nr.  4. 

8)  Diakonoff,  J.  de  Phys.  (2)  3,  pag.  27.  1884. 

*)  Krajewitsch,  Rep.  der  Phys.  23,  pag.  339.   1887. 

»)  GRKINER.  Z.  f.  Instr.  K.  .888.  pag.  *53.  ^.^^^^^^  ^^  GoOglc 
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einer  Baulichkeit  aufgestellt  werden,  z.  B.  vom  Keller  durch  die  Mauer  in  ein 
höheres  Stockwerk  geführt  werden.  Dafür  erhält  man  aber  den  Vortheil,  dass 
schon  kleinen  Luftdruckänderungen,  resp.  kleinen  Aenderungen  der  Quecksilber- 
höhe grosse  Aenderungen  der  Wasserhöhe  entsprechen,  z.  B. 


mm  Quecksilber 


0-05 


rOO        500 


2000 


100-00 


760-00 


mm  Wasser . 


0-68    I    2-72    I  13-60  |  6798  |  271-92  |  135960  |  10332-96 


Man  könnte  also  mit  blossem  Auge  den  stündlichen  Gang  des  Barometer- 
standes sehr  deutlich  verfolgen.  Leider  wird  die  Genauigkeit  sehr  beeinträchtigt 
durch  den  Umstand,  dass  über  dem  Wasser  sich  Wasserdämpfe  bilden,  und  dass, 
selbst  wenn  man  die  Skale  hiemach  für  eine  bestimmte  Temperatur  corrigirt, 
sie  doch,  in  Anbetracht  der  starken  Veränderlichkeit  der  Spannkraft  der  Wasser- 
dämpfe mit  der  Temperatur,  für  alle  anderen  Temperaturen  unrichtig  bleiben 
würde.     Diese  Spannkraft  beträgt  nämlich: 


bei  /=0'' 

4'' 

8°          12^ 

16° 

20« 

24° 

28° 

mm  QuecksUber     .     .     . 
mm  Wasser 

4-60 
62-4 

6-10 
82-6 

802 
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10-46 
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13-54 
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17-39 
236 

22-18 
301 

28-19 
381 

Die  durch  die  gewöhnlichen  Schwankungen  der  Temperatur  bewirkte  Druck- 
änderung des  Wasserdampfes  wird  daher  Schwankungen  des  Wasserspiegels  ver- 
ursachen, welche  die  durch  die  Aenderungen  des  Lultdnickes  verursachten 
Schwankungen  desselben  grossentheils,  unter  Umständen  sogar  völlig  verdecken 
würden.  Man  müsste  also,  was  zeitraubend  und  unsicher  wäre,  die  Temperatur 
jedesmal  beobachten  und  danach  die  Correktion  berechnen.  Von  diesem  Uebel- 
stande  fast  frei  ist  das  von  Jordan i)  construirte  Glycerinbarometer.  Der 
Siedepunkt  des  Glycerins  liegt  sehr  hoch  und  seine  Dampfspannung  ist  daher 
bei  gewöhnlichen  Temperaturen  sehr  gering,  und  ihre  Aenderung  mit  der  Tem- 
peratur tritt  daher  ebenso  wie  die  thermische  Ausdehnung  des  Glycerins  als  ver- 
hältnissmässig  unbedeutende  Correktion  auf.  Die  Dichte  des  Glycerins  ist  1*26, 
die  mittlere  Höhe  des  Barometerstandes  wird  also  8*2  m,  und  die  Schwankungen 
des  Niveaus  fast  die  1 1  fachen  wie  beim  Quecksilberbarometer.  Auf  den  Spiegel 
im  offenen  Gefäss  muss  man,  um  die  Absorption  von  Wasserdampf  aus  der  Luft 
zu  verhindern,  etwas  Steinöl  giessen,  das  Glycerin  färbt  man  der  besseren  Sicht- 
barkeit halber  mit  Anilin  roth.  Im  übrigen  sehe  man  über  dieses  Barometer, 
welches  bereits  vielfach  fungirt,  an  der  citirten  Stelle. 

Auch  Barometer  mit  combinirten  Flüssigkeiten  hat  man  construirt, 
um  die  Empfindlichkeit  von  Barometern  mit  leichten  Flüssigkeiten  mit  der  Hand- 
lichkeit von  Quecksilberbarometem  zu  vereinigen.  Hierher  gehört  z.  B.  ein  schon 
von  HüYGENS  ^  construirtes  Barometer.  Der  lange  Schenkel  erweitert  sich  oben 
zu  einem  GefKss,  das  etwa  zur  Hälfte  noch  mit  Queckilber  gefüllt,  zur  Hälfte 
aber  luftleer  ist.  Ebenso  erweitert  sich  der  kurze  Schenkel  zu  einem,  in  eine 
enge  Röhre  auslaufenden  Gefäss,  die  obere  Hälfte  des  Gefasses  und  ein  Theil 
der  Röhre  ist  mit  einer  leichten,  gefärbten  Flüssigkeit  gefüllt,  deren  Niveau  man 
an  einer  empirisch  producirten  Skale  ablesen  kann.  Ist  die  Ansatzröhre  von 
«-mal  so  kleinem  Querschnitt  wie  die  beiden  Gefässe  und  die  Flüssigkeit  j -mal 
so  leicht  wie  Quecksilber,  so  steigt,  wenn  ein  gewöhnliches  Barometer  um  b  fällt, 
das  HuYGENs'sche  um 


*)  Jordan,  Z.  d.  Oest.  Ges.  f.  Mcteror.  i88i,  pag.  25. 
')  HUYGENS,  Journal  des  Savants  1672,  pag.  139. 
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man  erhält  also  leicht  5  bis  10  fache  Vergrösserungen.  Bei  dem  Steinhauser- 
schen  i)  Barometer  ragt  in  das  Vacuum  eines  Quecksilberbarometers  eine  Spitze, 
und  in  einer  an  den  kurzen  Schenkel  angesetzten  weiten  Röhre  regulirt  man  den 
Stand  eingeftlUten  Wassers  derart,  dass  das  Quecksilber  oben  die  Spitze  gerade 
bertlhrt;  aus  den  Aenderungen  der  Wasserhöhe  kann  man  diejenigen  des  Luft- 
druckes berechnen.  Auch  das  Barometer  von  O.  Braun  2)  gehört  in  diese 
Klasse. 

Aneroidbarometer.  Man  fasst  unter  diesem  Namen  alle  Barometer  zu- 
sammen, bei  welchen  der  Luftdruck  durch  Vergleichung  mit  der  Elasdcität  fester 
Körper,  insbesondere  dünner  Platten,  gemessen  wird.  Die  meisten  dieser  In- 
strumente, wie  sie  zum  Gebrauch  im  täglichen  Leben  weit  verbreitet  sind,  können 
auf  Genauigkeit  keinen  Anspruch  machen,  und  zwar  hauptsächlich  aus  drei 
Gründen,  nämlich  1)  weil  die  elastischen  Deformationen  fester  Körper  sich  zeit- 
lich in  sehr  verwickelter  und  schwer  controllirbarer  Weise  abspielen,  d.  h.  der 
Gang  der  elastischen  Nachwirkung  (s.  ob.  pag.  321)  bei  ihnen  noch  sehr  wenig 
bekannt  ist;  neuerdings  liegt  hierüber  freilich  eine  sehr  eingehende  Untersuchung 
von  Reinhertz  vor');  2)  weil  der  thermische  Einfluss  sich  nicht  exakt  angeben 
lässt,  und  3)  weil  die  mechanische  Ausführung  des  Principes  in  Folge  von  Rei- 
bung u.  s.  w.  Fehler  bedingt.  Derartige  Barometer  müssen  daher  möglichst  oft 
mit  Quecksilberbarometem  verglichen  werden,  und  zwar  nicht  bloss  hinsichtlich 
des  Standes,  sondern  auch  hinsichtlich  des  Ganges*).  Die  wichtigsten  Formen 
sind  folgende.  Das  ViDi'sche  Feder-,  Dosen-  oder  Holosteric-Barometer 
(1847)  besteht  aus  einer  luftleeren  Metalldose,  deren  vordere,  dünne,  wellig  ge- 
bogene Wand  vom  Luftdruck  mehr  oder  weniger  stark  nach  innen  gewölbt  wird, 
und  die  Grösse  dieser  Einbiegung  wird  mittelst  Fühlhebelübertragung  an  einem 
Zeiger  und  einem  empirisch  graduirten  Zifferblatt  abgelesen.  Bei  dem  BouRDON'schen 
Metallbarometer  (1854)  (Fig.  198fl)  wirkt  der  Luftdruck  auf  die  gekrümmte, 
bei/  befestigte,  fast  luftleere  Röhre  aa\  krümmt  sie  mehr  oder  weniger  zusammen, 
und  die  dadurch  hervorgerufene  Drehung  des  Hebels  c  überträgt  sich  mittelst 
des  Zahnbogens  d  und  des  Getriebes  e  auf  den  Zeiger  5,  sodass  dieser  bei 
stärkerem  Luftdruck  mehr  rechts,  bei  schwächerem  mehr  links  auf  der  ebenfalls 
empirisch  graduirten  Theilung  s  sich  einstellt. 

Das  BLACKWELL'sche  Aneroid  besteht  aus  einer  eigenthümlichen  Combina- 
tion  luftleerer  Gefässe  mit  Spiralfedern,  und  es  scheint,  dass  die  Zuverlässigkeit 
hierdurch  wesentlich  erhöht  wird. 

Das  LAMBRECHT'sche  Aneroid  hat  statt  der  metallenen  Glaskapseln  und 
statt  der  Gegendruckfedem  Zuggewichte;  zur  Beobachtung  geringer  Lufldruck- 
schwankungen  lässt  es  sich  mit  einer  Vorrichtung  zur  Uebertragung  der  Be- 
wegungen auf  einen  drehbaren  Spiegel  versehen. 

Zu  den  brauchbarsten  und  relativ  genauesten,  übrigens  ftir  die  Reise  äusserst 
handlichen  Apparaten   gehört   aber  jedenfalls    das  Aneroid    von   Goldschmid 


1)  STfeiNHAüSER,  Rep.  d.  Phys.  23,  pag.  377.  1887. 

^  O.  Braun,  Z.  f.  Instr.  K.  1883,  pag.  151. 

^  Reinhertz,  Z.  f.  Instr.  K.  1887,  pag.  153,  daselbst  weitere  Literatur. 

*)  Näheres    über    die  Theorie    der    Aneroidbarometer   s.  u.  a.    bei    Schreiber,    a.  a.  O., 

pag.  III.     Methoden  u.  Apparate    rur  Prüfung  von  Ano^oiden  sind  vielfach  angegeben  worden, 

z.  B.  von  FuEss,  Z.  f.  Instr.  K.  1885,  pag.  297  u.  Schreiber,  ebd.  1886,  pag.  121. 
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(in  Fig.  198  ^  in  innerer  und  äusserer  Ansicht  skizzirt),  bei  welchem  jede  Hebel- 
übertragung vermieden  und  statt  dessen  die  Empfindlichkeit  mittelst  Mikrometer- 
schraube und  Lupe  erzielt  wird,  d  ist  die  Dose,  a  ein  mit  dem  nachgiebigen 
Deckel  derselben  fest 

verbundenes  Stäb- 
chen  mit  der  Spitze     / f  /y^  'i    "^vV^X  ^ 
a,    deren  Einstellung   ////               ^     \\W                   Z^CD  ' 
auf  einer  kleinen  Skale 
mit  der  Lupe  /  abge- 
lesen wird ;  hierdurch 
erhält  man  den  Luft- 
druck in  runder  Zahl, 
etwa  auf  50mm.  Dreht 

man    nun    die    feine  a  (Pb.  196.)  b 

Schraube  s  so  lange,  bis  die  Spitze  p  der  Feder  b  sich  neben  a  auf  denselben  Theil- 
strich  einstellt,  so  erhält  man  in  dem  Stande  der  Marke  m  auf  der  Kreistheilung  k 
die  Millimeter  nnd  Bruchtheile;  eine  beigegebene  Tabelle  gestattet  nach  Ablesung 
des  Thermometers  /  die  Temperaturcorrektion  zu  berücksichtigen.  Neben  dem 
GoLDSCHMiD'schen  Barometer  erfreuen  sich  namentlich  diejenigen  von  Naudet, 
Reitz  und  Weilenmann  (die  sich  mehr  oder  weniger  nur  in  den  Einzelheiten  von 
einander  unterscheiden)  grosser  Anerkennung  und  Verbreitung  i). 

Indirekte  Messung  des  Luftdruckes.  Da  der  Luftdruck  aufzahlreiche 
Erscheinungen  von  mehr  oder  minder  beträchtlichem  Einflüsse  ist,  so  kann  man 
durch  messende  Beobachtung  jeder  dieser  Erscheinungen  im  Princip  auch  den 
Luftdruck  messen.  Von  diesem  Gedanken  ist  namentlich  hinsichtlich  gewisser 
thermischer  Erscheinungen  Gebrauch  gemacht  worden.  Hierhin  gehört  das 
Siedepunkt-Barometer'),  ein  Thermometer,  dessen  Skale  nur  etwa  von  80° — 105° 
reicht,  in  diesem  Intervall  aber  sehr  lang  und  folglich  empfindlich  ist,  sodass  es  den 
Siedepunkt  des  Wassers  sehr  genau  und  folglich  (s.  Wärmelehre)  den  Luftdruck 
einigermaassen  genau  ergiebt;  die  Bestimmung  ist  aber  natürlich  ziemlich  zeitraubend. 
Bei  einem  anderen  Thermo-Barometer  wird  aus  dem  Unterschied  in  den  Angaben 
eines  Quecksilberthermometers  und  eines  eigenthümlichen  Luftthermometers  auf 
den  herrschenden  Luftdruck  geschlossen.  Afs  Beispiel  eines  indireckt  mechani- 
schen Verfahrens  seien  schliesslich  das  Differentialbarometer  von  Kopp^)  und 
das  Umkehrbarometer  von  Blakesley*)  erwähnt. 

Barographen*).  Der  Gedanke,  die  Aenderungen  des  Luftdruckes  zu  regi- 
striren,    d.  h.  durch  Apparate    selbstthätig  aufzeichnen  zu  lassen,    ist  jedenfalls 

0  Vergleichungen  der  Güte  dieser  Instrumente  s.  Z.  f.  Instr.  K.  1881,  pag.  377,  eine  Cor- 
rectionstabelle  fUr  das  NAUDET'sche  ebd.  1886,  pag.  69;  eine  Untersuchung  der  Genauigkeit  des 
REiTZ'schen  ebd.   1887.  pag.  98. 

^  S.  z.  B.  Schreiber,  Hdb.  d.  bar.  Höh.,  pag.  94. 

3)  Kopp,  Pogg.  Ann.  40,  pag.  62.  1836.  Es  beruht  auf  der  Vergleichung  des  Volumens 
und  Drucks  einer  abgeschlossenen  Luftmenge  in  gewöhnlichem  und  comprimirtem  Zustande. 

*)  Blakesley,  Phil.  Mag.  (5)  26,  pag.  458.   1888. 

^)  Die  Literatur  findet  man  grossentheils  in  den  letzten  zehn  Jahrgängen  der  Meteor. 
Zeitschr.  und  der  Zeitschr.  f.  Instr.  K.  Insbesondere:  Sprung,  Met.  Z.  1881,  pag.  i.  — 
Schreiber,  ebd.  pag.  497  und  Z.  f.  Instr.  K.  1881,  pag.  257,  288,  333.  Daselbst  auch  Citate 
der  älteren  Aufsätze  des  Verf.  —  Sprung,  Z.  f.  Instr.  K.  1886,  pag.  189.  —  Eylert,  ebd.  pag.  269. 
—  Sprung,  ebd.  pag.  419.  —  Sprung,  Lehrb.  d.  Meteorologie,  Hamburg  1885,  pag.  393.  — 
FuESs,  Z.  f.  Instr.  K.  1883,  pag.  194.  —  DuFOUR,  Met.  Z.  1882,  pag.  294.  —  Odin,  Z.  f.  Instr. 
1886,   pag.  213.  —  Rüng,  Meteor.  Z.  1884,  pag.  34.  —  Rikli,  Z.  f.  Ing^itiMftTi^  ^ÖSJ^2)y  iC 
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schon  sehr  alt,  denn  schon  vor  mehr  als  hundert  Jahren  sind  solche  Apparate 
thatsächlich  construirt  worden.  Hier  muss  es  genügen,  eine  kurze  Klassifikation 
der  zahlreich  bis  jetzt  construirten  Barographen  zu  geben ;  zum  grösseren  Theil 
eignen  sich  dieselben  nur  zur  Messung  der  Schwankungen  des  Luftdrucks  resp. 
zur  Interpolation  zwischen  von  Zeit  zu  Zeit  am  Barometer  gemachten  Ablesungen, 
zum  kleineren  Theil  aber  wohl  auch  zu  absoluten  Bestimmungen.  Vorangeschickt 
sei  die  Bemerkung,  dass  man  natürlich  die  Angaben  der  meisten  gewöhnlichen 
Barometer  auf  photographischem  Wege  registriren  kann  —  ein  Verfahren,  das 
sich  indess  nicht  bewährt  zu  haben  scheint. 

1)  Aneroidbarographen.  Diese  sind  aus  naheliegenden  Gründen  die 
einfachsten  und  daher  am  meisten  verbreitet;  sie  haben  aber  natürlich  alle  Fehler 
der  Aneroidbarometer  und  meist  ausserdem  noch  eigene,  sodass  ihre  Brauchbar- 
keit sich  auf  Zwecke,  die  keine  grosse  Genauigkeit  verlangen,  oder  bei  feineren 
Untersuchungen  auf  die  Interpolation  beschränkt.  Die  Wirkungsweise  ist  wenigstens 
im  Princip  so  einleuchtend,  dass  eine  Angabe  desselben  überflüssig  erscheint. 
Die  verbreitetsten  Apparate  dieser  Art  sind  die  von  Hottinger  in  Zürich  und 
von  Redier  und  Richard  in  Paris;  ersterer  registrirt  den  Luftdruck  von  Zeit  zu 
Zeit  durch  Punkte,  letzterer  durch  eine  stetige  Linie,  also  in  vollkommnerer 
Weise. 

2)  Schwimmer-Barographen.  Um  ein  Quecksilberbarometer  in  einen 
Barographen  zu  verwandeln,  liegt  es  nach  der  Analogie  anderer  Apparate  nahe, 
auf  das  Quecksilber  im  offenen  Schenkel  einen  Schwimmer  zu  setzen  und  dessen 
Schwankungen  auf  einen  Schreibstift  zu  übertragen;  diese  Apparate  schliessen 
sich  also  unmittelbar  an  die  Quecksilber-Zeigerbarometer  (pag.  540)  an.  Irgend- 
welche Genauigkeit  lässt  sich  aber  nicht  erzielen. 

3)  Vacuum-Schwimmer-Barograph.  Sehr  interessant  ist  die  von  Fuess 
zur  Ausführung  gebrachte  Idee,  den  Schwimmer  auf  den  Spiegel  im  Vacuum  zu 
setzen;  wählt  man  nämlich  für  ihn  einen  Magneten,  so  kann  man  dessen 
Schwankungen  auf  einen  zweiten,  ausserhalb  der  Röhre  angebrachten  Magneten 
und  von  diesem  auf  den  Schreibstift  übertragen. 

4)  Dufour*s  Hebelbarograph.  Das  Heberrohr  ist  so  aufgehängt,  dass  es, 
je  nachdem  bei  Aenderungen  des  Luftdruckes  mehr  Quecksilber  in  den  linken 
oder  rechten  Schenkel  tritt,  sich  etwas  nach  rechts  oder  nach  links  dreht,  bis 
es  jedesmal  im  Gleichgewicht  ist;  an  diesen  Bewegungen  nimmt  der  Schreibstift 
theil. 

5)  Spiralfeder-Barograph  von  Draper.  Das  Rohr  eines  Gefässbarometers 
ist  fest  aufgestellt,  während  das  Gefass  an  zwei  Spiralfedern  hängt  und  folglich 
bei  Aenderungen  des  Luftdruckes  sich  auf-  und  abwärts  bewegt. 

6)  Stanlcy's  Uhrbarometer.  Das  Barometerrohr  bildet  das  Pendel  einer 
Uhr,  deren  Gang  somit  vom  Luftdruck  abhängig  wird  (ein  eigentlicher  Registrir- 
apparat  ist  dies  nicht). 

7)  Waage-Barographen*).  Die  dieser  Klasse  angehörigen  Instrumente 
sind  einerseits  die  ältesten,  andererseits  grade  in  der  letzten  Zeit  bis  zu  einem 
hohen  Grade  von  Vollkommenheit  ausgebildet  worden,  so  dass  sie  für  die  feinsten 
Zwecke  fast  ausschliesslich  in  Betracht  kommen.  Das  Princip,  das  veränderliche 
Gewicht  des  Barometerrohres  zur  Registrierung  zu  benutzen,  ist  einleuchtend, 
die  Ausführung,  resp.  Vervollkommnung  hat  dagegen  ausserordentlich  viel  Scharf- 
sinn  und  Erfindungsgeschick   erfordert.     Die   wichtigsten  Typen  sind  folgende: 

a)  Der  Winkelhebel-Barograph,   insbesondere  die  von  Morelakd   und 
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b)  Der  Rollenbarograph. 

c)  Der  hydrostatische  Barograph  von  Schreiber. 

d)  Der  Laufgewichts-Barograph  von  Sprung,  der  vollkommenste  von  allen 
(neuerdings  in  sinnreicher  Weise  mit  einem  Thermographen  vereinigt).  Hier  werden 
nicht  die  Schwankungen  des  Waagebalkens  zur  Aufzeichnung  benutzt,  sondern  dieHin- 
und Herbewegungen  einer,  den  Wagebalken  stets  im  Gleichgewicht  erhaltenden  Rolle. 

Luftdruckerscheinungen.  Mit  Hilfe  des  Barometers  hat  man  die  Gesetze 
des  Luftdruckes,  d.  h.  seine  Abhängigkeit  von  den  verschiedensten  Einflüssen, 
studiert;  insbesondere  ist  es  die  Abhängigkeit  von  der  Zeit,  von  der  Höhe  und 
von  der  geographischen  Breite,  welche  allgemeines  Interesse  besitzt.  Die  aero- 
statische  Theorie  (s.  o.)  ist  dadurch  wenigstens  insoweit  annähernd  bestätigt  worden, 
als  nicht,  gerade  wie  bei  der  Erscheinung  von  Fluth  und  Ebbe  des  Wassers,  die 
Bewegungen  einerseits  und  die  Gliederung  der  Erdoberfläche  andererseits  wesent- 
liche Abweichungen  bedingen;  die  verwickelte  Untersuchung  letzterer  gehört  in 
die  Meteorologie  (s.  auch  w.  u.). 

Die  zeitlichen  Aenderungen  des  Luftdruckes  sind  theils  unregelmässiger 
und  plötzlicher,  theils  mehr  oder  weniger  regelmässig  periodischer  Natur.  Ins- 
besondere unterscheidet  man  eine  tägliche  Doppelperiode  (Maxima  am  Vormittag 
und  Abend,  Minima  am  Morgen  und  Nachmittag)  und  eine  jährliche  Periode 
(an  continentalen  Orten  Maximum  im  Sommer,  Minimum  im  Winter).  Von  den 
örtlichen  Verschiedenheiten  des  Luftdruckes  verschafft  man  sich  ein  anschauliches 
Bild  durch  Zeichnung  der  sogenannten  Isobaren,  d.  h.  der  Linien,  welche  alle 
Funkte  von  gleichem  mittlerem,  reducirtem  Barometerstande  verbinden.  Diese 
Isobaren  laufen  nur  an  wenigen  Stellen  den  Breitenkreisen  annähernd  parallel 
meistens  bilden  sie  vielmehr  geschlossene  Curven;  auch  läuft  die  Curve  höchsten 
Luftdruckes  nicht  am  Aequator  hin,  sondern  es  giebt  deren  zwei  in  den  Gürteln 
zwischen  20  und  30°  nördlicher  und  südlicher  Breite.  Im  einzelnen  ändert  sich 
aber  das  Isobarenbild  von  Tag  zu  Tag  ganz  wesentlich. 

Abnahme  des  Luftdruckes  mit  der  Höhe.  Dieselbe  ergiebt  sich  unter 
idealen  Verhältnissen,  d.  h.,  wenn  die  Temperatur,  die  Feuchtigkeit  u.  s.  w 
bestimmte  constante  Werthe  haben,  ohne  weiteres  aus  der  Formel  (6);  nur 
wird  der  Zahlenfactor  entsprechend  dem  Werthe  von  pQ  für  die  Temperatur/  im 
Verhältniss  von  (1  H-  000367/)  grösser.  Für  10°  C.  wird  er  z.  B.  19076.  und 
man  erhält  demgemäss  folgende  Zahlen  für  den  Luftdruck  b: 


Höhe  in  m 

' 

Höhe  in  m 

b 

Höhe  in  m 

b 

Höhe  in  m 

b 

0 

760 

700 

699 

1400 

642 

2800 

542 

100 

751 

800 

690 

1600 

627 

3000 

529 

200 

742 

900 

682 

1800 

612 

8200 

516 

300 

733 

1000 

674 

2000 

598 

8600 

493 

400 

724 

1100 

666 

2200 

584 

4000 

470 

500 

716 

1200 

658 

2400 

570 

4400 

449 

600 

707 

1300 

650 

2600 

556 

4800 

428 

m 

b 

7500 

307 

15000 

124 

30000 

20 

55000 

1 

')  Diese  Apparate  sind  in  ihren  einfachsten  Formen  übrigens  auch  als  Ablese-Barometer 
von  verschiedenen  Seiten  empfohlen  worden,  s.  z.  B.  Schreiber,  Rep.  d.  Phys.  8,  pag.  245.  1872. 
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Stellt  man  hiernach  b  als  Funktion  von  h  graphisch  dar,  so  findet  man  eine 
fallende,  von  der  geraden  Linie  bis  zu  A  =  300  m  nur  sehr  wenig  (bis  höchstens 
2J-)  abweichende,  nach  rechts  oben  concave  Curve.  Ferner  giebt  folgende  Ta- 
belle an,  welche  Höhe  in  m  in  verschiedenen  Schichten  der  Atmosphäre  (die  durch 
ihren  Luftdruck  b  charakterisirt  sind)  diejenige  Luftsäule  hat,  deren  Druck  1  mm 
beträgt  und  zwar  bei  verschiedenen  Temperaturen  /;  mit  andern  Worten:  wie 
weit  man,  wenn  man  sich  bei  /°  unter  dem  Luftdruck  b  befindet,  in  die  Höhe 
steigen  muss,  um  in  einen  um  1  mm  geringeren  Luftdruck  7m  gelangen. 

Der  Erste,  welcher  die  Abnahme  des  Luftdruckes  mit  der  Höhe  durch  Be- 
obachtungen constatirte  und  hierdurch,  wenige  Jahre  nach  Torricelli's  Entdeckung, 
jeden  Zweifel  an  der  Lehre  vom  Luftdruck  beseitigte,  war  Pascal  i);  der  Versuch 
selbst  wurde  auf  Pascal's  Veranlassung  von  P£ki£R  auf  dem  Puy  de  Dome  an- 
gestellt. In  neuester  Zeit  hat  man  die  Messungen  mit  Hülfe  der  Luftschiffahrt 
auf  Höhen  bis  Ober  9000  m  ausgedehnt. 
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15-4 

151 

14-8 

14-6 

14-4 

14-2 

140 

13-7 

13-4 

520 

17-2 

17-0 

16*8 

16-5 

161 

15-7 

15-3 

150 

14-8 

14-5 

14-8 

480 

18-8 

18-6 

18-4 

180 

17-6 

17-2 

16-9 

16*6 

16-8 

16-0 

15-7 

440 

20-7 

20*5 

20-2 

19-9 

19-5 

191 

18-7 

18-4 

18-1 

17-8 

17-6 

Reduktion  des  Luftdruckes  auf  andere  Höhe.  Für  viele  Zwecke, 
z.  B.  flir  die  Herstellung  der  Isobaren  ist  es  erforderlich,  einen  beobachteten 
Barometerstand  auf  den  Meeresspiegel  zu  reduciren  (pag.  539);  oder  allgemeiner, 
von  zwei  an  Orten  verschiedener  Seehöhe  beobachteten  Barometerständen 
den  einen  auf  den  andern  zu  reduciren.  Um  dies  mit  Genauigkeit  zu  thun 
muss  man  an  der  Formel  (6),  in  welcher  die  Höhendifferenz  jetzt  mit  ^,  die 
beiden  Barometerstände  mit  B  und  b  bezeichnet  werden  sollen,  einige  Correktionen 
anbringen,  nämlich  1)  die  Breite-Correktion  für  die  Schwere  g,  bezogen  auf  45° 
(pag.  539);  2)  die  Höhencorrektion  für  die  Schwere  (pag.  539);  3)  die  Temperatur- 
correktion  1  +  a/;  4)  die  Correktion  wegen  der  Feuchtigkeit;  ist  nämlich  die 
Luft  mit  Wasserdampf  vom  Druck  e  gemischt,  so  wird  hierdurch  die  Dichte  p 
beeinflusst,  und  zwar  den  Gasgesetzen  zufolge,  nicht  etwa  um  den  relativen  Be- 
trag e/by  sondern  in  Anbetracht  der  im  Verhältnis  0.622 : 1  grösseren  Leichtigkeit 
des  Wasserdampfes  gegenüber  der  Luft,  um  den  Betrag  0.378  e/b.  Bei  allen 
diesen  Correktionen  weiss  man  nun  zwar  nicht,  welche  Werthe  der  Seehöhe  5, 
des  Luftdruckes,  des  Dunstdruckes  und  der  Temperatur  man  ihnen  zu  Grunde 
legen  soll,  da  diese  im  allgemeinen   für  die  beiden  Orte  verschiedene  Werthe 


^)  Pascal,  Recit  de  la  grande  experience  de  l'^quilibre  des  liqueurs.     Paris  1^43^] 
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haben  werden;    es  wird  aber  meist  genügen,  die  Mittelwerthe  einzuführen,  und 
somit  erhält  man  die  folgende  Reduktionsformel: 


[.-.si±-Q][,-o.,7sü;i], 


log  b  =  logB-  ^g^j  1 1  -  «^H,-- 1  1 1  - 0-378  ''•    q  ~'  I (1  -00026  cos 2f) 


(-^)] 


Je  nach  dem  Grade  der  Genauigkeit  und  der  Höhendifferenz  wird  man  diese 
Formel  mehr  oder  weniger  abkürzen  können. 

Barometrische  Höhenmessung^).  Um  mittelst  barometrischer  Beob- 
achtungen Höhendifferenzen  zu  bestimmen,  ein  Gedanke,  den  ebenfalls  schon 
Pascal  hatte  —  braucht  man  nur  die  letzten  Betrachtungen  umzukehren,  und 
erhält  sofort  die  exakte  Höhenformel  (RüHLMANN*sche  Formel ;  die  PERNTER*sche 
ist  ihr  im  wesentlichen  sehr  ähnlich): 

h  =  18401  fl  -h  0-00367  (^^^)1  [l  +  0  378  r/^"^-^/gj1  (j  ^  0*0026  cos  29) 

Indem  man  hierin  lauter  Mittelwerthe  benutzt,  macht  man  Fehler,  und  diese 
werden  am  kleinsten,  wenn  man  zu  bestimmten  Jahres-  und  Tageszeiten  beobachtet, 
nämlich  einerseits  im  Frühjahr  und  Herbst  und  andererseits  zu  folgenden  Stunden: 
Januar  12  U.  M.,  Februar  10  V.  und  4  N.,  März  8  V,  und  6  N.,  April  und  Mai 

7  V.  und  7  N,  Juni  und  Juli  6  V.  und  9  N.,  August  7  V.  und  8  N.,  September 

8  V.  und  6  N.,  Oktober  10  V.  und  4  N.,  November  11  V.  und  2  N.,  December 
1  N.  Vereinfachungen  der  Formel  auf  Grund  angenäherter  Betrachtungen  sind 
die  BRUHNs'sche  Formel 

h  =  18432  (1  H-  0-00390  /)  (1  H-  0*0026  cos'li)  logj, 

wo  /  schon  die  Mitteltemperatur  bezeichnet,  femer  die  KöPPEN'sche  Formel 


:=[l8432  +  71-9(/  +  ^^l2^)]Ä,^f. 


welche  hinreichend  genau  ist  zwischen  10°  und  80°  Breite  und  0°  und  20°  C, 
und  für  welche  Tabellen  herausgegeben  worden  sind;  endlich  die  einfachste 
und  das  Rechnen  mit  Logarithmen  ersparende  Formel  von  Babinet: 

h  =  16002  (1  H-  00039 /) ^^-j (l  -+-  0-0026  C0s  2(p), 

welche  für  kleinere  Höhenunterschiede  (unter  800  m)  bis  auf  1  m  theoretisch 
genau  ist.  Endlich  sei  bemerkt,  dass  Vogler  und  Feld*)  eine  graphische  Methode 
und  entsprechende  Tafeln  zur  Höhenbestimmung  herausgegeben  haben,  und  dass 
Pernter  für  seine  Tafeln  die  Constanten  in  Tabellen  zusammengestellt  hat 

Manometer.  Wie  das  Barometer  zur  Messung  des  Druckes  der  freien 
Atmosphäre,  so  dienen  die  Manometer  zur  Messung  des  Druckes  von  abge- 
schlossener Luft,  Gasen  und  Dämpfen.  Sie  weisen  sehr  verschiedene  Formen 
auf,  je  nachdem  es  sich  um  die  Messung  kleiner,  mittlerer  oder  starker  Drucke 


<)  RÜHLMANN,  Die  barometr.Höhemnessungen,  Lpz.  1870.  —  ScHREIBBR,  Hdb.  d.  barom. 
Höhenmefsungeii,  Weimar  1877.  ~  Köppbn,  Z.  d.  Oest.  Ges.  f.  Met.  17,  pag.  85.  —  Sprung, 
Lehrb.  d.  Met  Hamb.  1885,  pag.  66.  —  Pernter,  Rep.  d.  Phys.  24,  pag.  161.  1888.  —  Schreiber 
Meteor.  Zeit  1886,  pag.  153. 


>)  Vogler  u.  Felo,  Graphische  Barometertafeln,  Braunschweig  1880. 
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Manometer. 


und  je  nachdem  es  sich  um  grössere  oder  geringere  Genauigkeit  handelt    Die 
wichtigsten  Klassen  sind  folgende: 

1)  Das  abgekürzte  Barometer,  auch  Barometerprobe  genannt.  Es  ist 
ein  Barometer  mit  einer  abgekürzten  Röhre,  dessen  GefMss  resp.  offenen  Schenkel 
man  mit  dem  Räume,  dessen  Gasdruck  gemessen  werden  soll,  verbindet; 
es  dient  also  zur  Messung  von  Drucken,  die  kleiner  als  eine  Atmosphäre  sind, 
insbesondere  wird  es  an  Luftpumpen  angebracht,  um,  dem  BovLE'scben  Gesetz 
gemäss,  den  Grad  der  Verdünnung  zu  messen;  vor  dem  Auspumpen  erfüllt  das 
Quecksilber  die  Röhre  gänzlich,  und  erst  nach  Erreichung  eines  bestimmten  Ver- 
dünnungsgrades löst  es  sich  los  und  sinkt  successiv.  Natürlich  kann  man,  wenn 
es  erforderlich  ist,  auch  ein  unverkürztes  Barometer  benutzen. 

2)  Das  offene  Manometer.  Es  hat  statt  des  geschlossenen  Barometer- 
rohres ein  offenes,  kann  aber  sonst  Gefäss-  oder  Hebermanometer  sein.  Für 
gewöhnlich  steht  das  Quecksilber  im  Rohr  und  GefÜss,  resp.  in  beiden  Schenkeln 
gleich  hoch;  verbindet  man  aber  den  Schenkel  oder  das  Gefäss  mit  dem  Gas- 
raum, oder  entwickelt  man  in  dem  Gefäss  selbst,  das  hier  natürlich  von  der 
freien  Atmosphäre  abgeschlossen  sein  muss,  einen  Ueberdruck  oder  Unterdruck, 
so  steigt  oder  sinkt  das  Quecksilber  im  Rohr,  und  der  zu  messende  Druck  er- 
giebt  sich  durch  Hinzufügung  des  Barometerstandes  zur  Steighöhe  resp.  Ver- 
minderung des  ersteren  um  die  Depression.  Handelt  es  sich  um  sehr  kleine 
Drucke,  sodass  die  Depression  beträchtlich  wird,  so  muss  man  beim  Hebermanometer 
beide  Schenkel  genügend  lang  machen,  dem  Gefässmanometer  aber  eine  eigen- 
thümliche  Gestalt  geben. 

3)  Offene  Manometer  für  starke  Drucke.  Für  grosse  Drucke  werden 
beim    offenen  Manometer  sehr  beträchtliche  Rohrlängen  erforderlich,  z.  B.  bei 

3  Atm.  schon  über  2  m,  für  10  Atm.  schon 
7^  m  n.  s.  w.  Solche  Manometer  hat  man  that- 
J  sächlich  ausgeführt  und  geeignet  aufgestellt,  z.  B. 
in  Thürmen  (Regnault),  an  Bergabhängen  und 
in  Brunnen  (Amagat  und  Cailletet).  Auch 
kann  man,  was  bei  Höhen  über  2  m  gewöhnlich 
geschiebt,  das  Glas  durch  Eisen  ersetzen  und  die 
Ablesung  mittelst  eines  Schwimmers  und  Zeiger- 
übertragung vornehmen.  Immerhin  sind  hierzu 
grosse  Höhen  erforderlich,  und  daher  compen- 
diösere  Apparate  oft  von  grossem  Werthe.  Ein 
solcher  ist  das  zusammengesetzte  offene 
(Ph.i99.)  Manometer,    bestehend   aus  einer  Reihe  von 

U-Röhren,  von  denen  jede  folgende  mit  der  vorhergehenden  oben  verbunden  ist, 
deren  erste  mit  dem  Gasraum,  deren  letzte  mit  der  freien  Luft  zusammenhängt; 
die  unteren  Hälften  sind  mit  Quecksilber,  die  oberen  mit  Wasser  gefüllt  Wirkt  jetzt 
der  Druck,  so  wird  in  den  ungraden  Schenkeln  das  Quecksilber  sinken,  in  den 
graden  steigen  und  die  Summe  aller  Niveaudif!erenzen  (d.  h.  das  Sovielfache  einer 
Höhendifferenz,  als  U-Röhren  vorhanden  sind),  vermindert  um  den  entsprechenden 
Wasserdruck  und  vermehrt  um  den  Atmosphärendruck  giebt  den  Gesammtdruck 
Bringt  man  nach  dem  Vorschlage  von  Thiesen^)  abwechselnd  oben  und  unten 


1)  Thuuen,    Z.  f.  Instr.  K.  i88i,  pag.  114.     Daselbst  giebt  TmESBN  dem  an  sich  scban 
alten  Apparat  eine  neue,  sehr  zweckmässige  Form. 
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in  den  Verbindungsstücken  Hähne  an,  so  kann  man  nach  Willkür  einzelne  Röhren 
ausschliessen. 

4)  Das  geschlossene  Manometer,  in  einigen  Formen  früher  auch  Sym- 
piezometer  genannt  Es  besteht,  wie  das  Barometer,  aus  geschlossenem  Rohr  einer- 
seits und  Gewiss  oder  offenem  Schenkel  andererseits.  Das  Rohr  enthält  aber  eine 
gewisse  Menge  Luft  (oder  eines  andern  Gases),  sodass  für  gewöhnlich  das 
Quecksilber  bis  zu  einer  bestimmten,  mit  >1  Atm.c  bezeichneten  Marke  reicht 
Verbindet  man  jetzt  GefUss  oder  Schenkel  mit  dem  Druckraum  und  herrscht 
daselbst  Ueberdruck,  so  wird  das  Quecksilber  steigen,  und  zwar  dem  BoYLE'schen 
Gesetz  gemäss,  jedoch  unter  Berücksichtigung  des  der  Steigung  des  Quecksilbers 
entsprechenden  Druckes.  Bei  2  Atm.  z.  B.  wird  die  Luft  nicht  ganz  auf  die 
Hälfte  comprimirt;  sie  wird  genau  auf  die  Hälfte  comprimirt,  wenn  der  Druck 
im  Gasraum  so  viel  mehr  als  2  Atm.  =  2  x  760  mm  beträgt  als  das  Quecksilber 
über  der  Marke  steht.  Die  Marken,  die  man  theoretisch  oder  empirisch  für  2, 
3  u.  s.  w.  Atm.  aufträgt,  rücken  natürlich  immer  näher  zusammen,  und  somit 
entbehrt  der  Apparat  irgend  welcher  Genauigkeit. 

5)  Das  Mano-Barometer  von  Regnault.  Zwei  gleiche  Röhren  tauchen 
in  die  beiden  durch  eine  Scheidewand  getrennten  Zellen  eines  offenen  Gefässes 
mit  Quecksilber,  das  eine  Rohr  wird  mit  dem  Gasraum  verbunden^  das  andere 
ist  ein  Barometerrohr.  Entsteht  jetzt  in  dem  Gasraum  ein  Ueberdruck,  so  kann 
man  diesen  und  den  Barometerstand  bestimmen,  je  nachdem  man  im  Gefäss 
das  Quecksilber  über  die  Scheidewand  hinweggreifen  lässt  oder  nicht,  zu  welchem 
Zwecke  ein  Abflusshahn  dient. 

6)  Die  Metall-  oder  Federmanometer;  sie  entsprechen  vollständig  den 
Aneroidbarometern,  nur  dass  sie  für  stärkere  Drucke,  oft  bis  zu  30  Atm.,  brauch- 
bar sind.  Sie  sind  namentlich  für  Messung  des  Drucks  in  Dampfkesseln  sehr  ver- 
breitet; für  wissenschaftliche  Zwecke  bedürfen  sie,  ihrer  mit  den  Aneroid- 
barometern gemeinsamen  Mängel  halber,  fortwährender  Controller). 

7)  Die  Pneumatometer,  Variationsbaro-  und  Manometer  u.  s.  w. 
Es  sind  Apparate  zur  Verfolgung  kleiner  Druckschwankungen,  wie  sie  bei  phy- 
sikalischen und  chemischen,  besonders  aber  bei  physiologischen  Versuchen  oft 
von  Wichtigkeit  ist.  Es  sei  z.  B.  auf  die  bezüglichen  Apparate  von  Edelmann') 
hingewiesen. 

8.  Manometer  für  sehr  kleine  Drucke  (Ramsbottom,  Mac  Leod,  Lewis  u.  s.  w.) 
werden  im  Anschluss  an  die  Luftpumpe  Erwähnung  finden. 

Luftpumpen. 
Unter  dem  Namen  Pumpen  begreift  man  zwei  verschiedene  Klassen  von 
Apparaten:  einerseits  solche,  welche  geeignet  sind,  um  Gase,  insbesondere  I^uft, 
aus  Räumen,  die  sie  erfüllen,  theilweise  oder  gänzlich  herauszuschaffen,  also 
luftverdünnte,  resp.  luftleere  Räume  herzustellen,  oder  auch  umgekehrt  Gase  in 
Räume  hineinzupressen,  also  zu  comprimiren  und  eventuell  sogar  zu  condensiren; 
andererseits  Apparate,  um  mittelst  aörostatischer  Saug-  oder  Druckwirkung  Flüssig- 
keiten, insbesondere  Wasser,  emporzuschaffen.  Jene  Apparate  heissen  je  nach 
den  erwähnten  Umständen  Luftpumpen,  Compressionspumpen  oder  Condensations- 
pumpen  —  wobei  gleich  hier  zu  bemerken  ist,  dass  eine  Pumpe  der  einen  Art 


>)  Einen  geeigneten  Apparat  hierzu  hat  neuerdiogs  Gn.TAV,  Z.  f.  Instr.  K.  1885,  pag.  395, 
angegeben. 

>)  Edelmann,  Neuere  Apparate,  Stuttg.  188a. 
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auch  oft  umgekehrt  als  Pumpe  der  anderen  Art  wirken  kann  —  diese  heissen 
Saug-  oder  Druckpumpen  (s.  w.  u.). 

Luftverdünnungspumpen.  Nachdem  durch  Gaulei  und  Torkicelli  die 
Möglichkeit  und  willkürliche  Herstellbarkeit  luftleerer  Räume  dargethan  worden 
war,  lag  es  nahe,  auf  systematische  Methoden  zur  Erzeugung  derartiger  Vacua 
auszugehen.  Es  ist  aber  interessant  zu  constatiren,  dass  die  erste  Luftpumpe, 
welche  in  dieser  Erwägung  construirt  wurde,  die  Luftpumpe  Otto's  v.  Guericke^), 
unabhängig  von  jenen  Entdeckungen  entstand,  und  dass  diese  Luftpumpe  und 
ebenso  alle  Luftpumpen,  welche  in  den  darauf  folgenden  zwei  Jahrhunderten  ge- 
baut wurden  und  in  Gebrauch  kamen,  die  sogen.  Kolbenluftpumpen,  dem  Torri- 
CELu'schen  Experiment  weit  femer  liegen,  als  die  hydrostatischen  Luftpumpen, 
deren  Idee  durch  diese  Experimente  eigentlich  ohne  weiteres,  sogar  bis  in  ge- 
wisse Einzelheiten,  z.  B.  die  Benutzung  des  Quecksilbers,  an  die  Hand  gegeben 
wird,  die  aber,  vermuthlich  vorwiegend  aus  technischen  Gründen,  erst  seit  dem 
Vorangehen  Geissler's  in  die  praktische  Erscheinung  getreten  sind.  Theils  dieser 
historischen  Entwicklung  halber,  theils  weil  sie  ftlr  gewöhnliche  Zwecke  immer  noch 
am  bequemsten  und  empfehlenswerthesten  sind,  mögen  die  Kolbenluftpumpen 
zuerst  betrachtet  werden,  alsdann  die  hydrostatischen  und  zuletzt  die  auf  einer 
dritten  Idee  beruhenden,  die  man  als  hydrodynamische  bezeichnen  kann,  und 
welche  unter  Anwendung  von  Quecksilber  von  Sprengel,  unter  Anwendung  von 
Wasser  von  Bunsen  angegeben  sind. 

Kolbenluft  pumpen").  Diese  Maschinen  beruhen  auf  der  durch  Hin-  und 
Herbewegung  eines  Kolbens  bewirkten  periodischen  Vergrösserung  und  Ver- 
kleinerung eines  oder  mehrerer  Räume,  welche  während  der  Vergrösserung  mit 
dem  auszupumpenden  Räume,  während  der  Verkleinerung  aber  mit  der  freien 
Atmosphäre  in  Verbindung  stehen.  Der  auszupumpende  Raum  heisst  Recipient, 
er  ist  gewöhnlich  durch  einen  abgeschliffenen  Teller  und  eine  mit  abgeschliffe- 
nem, eingefettetem  Rande  luftdicht  auf  ihn  aufgesetzte  Glasglocke  begrenzt; 
durch  ein  in  der  centralen  Oefihung  des  Tellers  mündendes  Rohr,  das  Saug- 
rohr, steht  er  in  Verbindung  mit  dem  Räume,  welcher  abwechselnd  vergrössert 
und  verkleinert  wird,  dem  sogen.  Kolbencylinder  oder  Stiefel,  in  welchem 
sich  der  Kolben  luftdicht  anschliessend  hin  und  her  bewegt  Es  sei  gleich  hier 
bemerkt,  dass  in  neuester  Zeit  Deleuil  *)  eine  Pumpe  construirt  hat,  bei  welcher 
der  Kolben  nicht  dicht  anschliesst,  sondern  eine,  freilich  sehr  dünne,  Luftschicht 
zwischen  sich  und  der  Cylinderwandung  lässt,  wodurch  das  Einfetten  vermieden 
und  der  Kraftaufwand  beim  Pumpen  erheblich  verringert  wird:  bei  schneller  Be- 
wegung nimmt  der  Kolben  die  Luftschicht  mit,  und  diese  wirkt  somit  selbst  als 
luftdichter  Verschluss,  freilich  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze.  Das  Spiel  einer 
Kolbenluftpumpe  ist  also  dies,  dass  während  des  ersten  Theiles  der  Wirkung 
(Herausziehen  des  Kolbens)  die  Luft  aus  dem  Recipienten  sich  mit  in  den  Stiefel 
verbreitet,  während  des  zweiten  Theiles  (Hineinstossen  des  Kolbens)  die  Luft 
des  Stiefels  in  die  freie  Atmosphäre  geschafft  und  zugleich  die  KolbenstAlung 


t)  Otto  v.  GinsRiCKE,  Experimenta  Magdeburgica,  Amst.  1672.  Das  ErfinduDgsjahr  ist 
etwa  1650,  und  erst  1654  (auf  dem  Reichstag  zu  Regensburg)  erfuhr  GU£RICKB  von  dem  Torri- 
CELLi'schen  Versuche. 

^  Nllchst  GuERiCKE  sind  für  die  Bntwickelung  der  Kolbenluftpumpe  zu  nennen:  Boyle 
und  HooKE  (1658),  HuYGBNS  (1661,  TeUer),  Papin  (1687),  Senguerd  (1675,  Zweiweghahn), 
Stürm  (1675,  Kegelvcntile),  Hawksbee  (1705),  's  Gravesande  (1725)  u.  s.  w. 

*)  Deleuil,  Compt.  rend.  60,  pag.  571.  1865.  ^  t 
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zu  Beginn  des  ersten  Theils  der  Wirkung  wieder  hergestellt  wird,  sodass  dasselbe 
Spiel  von  neuem  beginnen  kann.  Die  verschiedenen  Formen,  welche  der  Luft- 
pumpe gegeben  worden  sind,  unterscheiden  sich  theils  hinsichtlich  der  Art  und 
Weise,  wie  die  geschilderte  abwechselnde  Funktion  eingeleitet  wird,  theils  sind 
es  Zusammensetzungen  einfacher  Formen  zum  Zwecke  der  Erleichterung  der 
Handhabung,  der  Steigerung  und  Beschleunigung  der  Wirkung  u.  s.  w.  Ein 
wichtiger  Zusatsbestandtheil  aller  Pumpen  ist  schliesslich  das  Manometer, 
entweder  ein  offenes  Manometer  oder  ein  abgekürztes  Barometer  (pag.  548). 
Es  ist  gewöhnlich  durch  eine  Abzweigung  vom  Saugrohr  mit  dem  Recipienten 
verbunden  und  dient,  ausser  zur  Messung  des  erreichten  Drucks  b,  also  der 
erreichten  Verdünnung  b/B  (wo  B  der  Barometerstand),  auch  zur  Prüfung  der 
Vorfrage,  ob  die  Pumpe  dicht  halte,  oder  ob,  was  sich  an  dem  Stande  des 
Manometers  früher  oder  später,  oft  erst  nach  Stunden  zeigt,  schnell  oder  langsam 
Luft  in  den  Recipienten  einströmt,  in  welchem  Falle  die  Dichtung  zu  vervoll- 
kommnen ist 

Leistungsfähigkeit  der  Kolbenluftpumpen.  Dass  man  mit  solchen 
Pumpen  keinen  wirklich  leeren  Raum  erzeugen  kann,  ist  schon  insofern  ein- 
leuchtend, als  die  Wirkung  eines  Kolbenhubes  nicht  darin  besteht,  eine  bestimmte 
Menge  Luft  zu  entfernen,  also  die  Dichte  der  Luft  im  Recipienten  um  einen  be- 
stimmten Betrag  zu  verringern,  sondern  darin,  sie  auf  einen  bestimmten  Bruch- 
theil  zu  reduciren.  Der  Recipient  habe  das  Volumen  J?,  der  Stiefel  bei  völlig 
herausgezogenem  Kolben  das  Volumen  S,  bei  völlig  hineingestossenem  Kolben 
das  Volumen  null;  dann  hat  man  für  das  Verdünnungsverhältniss  (Verhältniss 
der  Dichte  zur  ursprünglichen)  nach  der  ersten  Periode  v  =  R/{R  -4-  S)^  und 
folglich  nach  n  Perioden 

"*  =  1^"=*=^)  ^  Vi  -H  S/r)  ' 

und  dieser  Ausdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  n  nicht  anders  als  asymp- 
totisch dem  NuUwerthe.  Es  sei  angegeben,  dass,  wenn  man  obige  Gleichung 
nach  n  auflöst,  man  die  theoretische  Zahl  von  Kolbenhüben  erhält,  welche  er- 
forderlich ist,  um  die  Dichte  Vnt  also  den  Druck  bn  bei  äusserem  Barometerstande 
B  zu  erreichen: 

_         jpg  1  /Vh logBfbn 

'"'^logiy  -¥  S/R)  ~  log{\  -h  S/R) 

Soll  z.  B.  ^«  =  5  mm  resp.  ^«  =  1  mm  werden,  so  erhält  man  für  verschie- 
denes Raumverhältniss  von  Stiefel  und  Recipient  folgende  Periodenzahlen  (nach 
oben  abgerundet): 


S=:ZR 

5=2/? 

S  =  R 

S=\R 

S^\jR 

•y=TV^ 

bn=^bmm 
bn^  \  mm 

«  =  4 
5 

5 

7 

8 
10 

18 
17 

23 
80 

52 
70 

In  Wahrheit  ist  die  oben  gemachte  Annahme,  der  Stiefelraum  könne  auf 
null  reducirt  werden,  nicht  erfüllbar,  es  bleibt  immer  ein  kleines  Volumen  s,  der 
sogen,  schädliche  Raum,  übrig.  Es  wird  somit  nach  dem  ersten  Kolbenhube 
zfj  =  (^  -H  s)/{R  H-  5),  die  Verdünnung  also  geringer  als  oben;  die  so  verdünnte 
Luft  mischt  sich  beim  zweiten  Hube  mit  der  im  schädlichen  Raum  beim  Hinein- 
stossen  zurückgebliebenen  Luft  von  natürlicher  Dichte  und  vertheilt  sich,  so  ge- 
mischt, in  alle  drei  Räume;   es  wird  also  ,^  j 
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der  letzte  Ausdruck  zeigt,  dass  eine  weitere  Verdünnung  stattgefunden  hat,  der 
zweite  Ausdruck  zeigt  aber,  dass  sie  noch  kleiner  als  die  erste  ist;  so  geht  das 
fort,  und  schliesslich  findet  man,  dass  der  Werth,  welchem  sich  die  Dichte  asymp- 
totisch nähert,  nicht  null,  sondern  endlich  ist.  Welcher  Werth  es  ist,  ergiebt  sich 
aus  der  Schreibweise: 


z;,=  l 


einfacher  aber  aus  der  Ueberlegung,  dass,  wenn  man  sich  bei  einem  Kolbenhube 
den  Recipienten  abgesperrt  denkt,  die  Luft  des  schädlichen  Raumes  durch  Ver- 
breitung in  den  Stiefel  die  Dichte  s/S  erhält,  dass  also,  wenn  die  Lufl  im  Reci- 
pienten  diese  Dichte  bereits  hat,  keine  Lutt  mehr  aus  ihm  in  den  Stiefel 
treten  wird,  die  Grenze  der  Verdünnung  also  erreicht  ist  Es  ist  dies  aber  nicht, 
wie  es  oft  dargestellt  wird,  so  zu  verstehen,  als  ob  diese  Grenze  bei  einem  be- 
stimmten Kolbenhube  plötzlich  erreicht  würde,  vielmehr  zeigt  das  Obige  ihren 
asymptotischen  Charakter.  Ist  z.  B.  i?  s=  5  =:  1,  ^  =  ^  (absichtlich  grösser  ge- 
wählt, als  es  in  der  Praxis  sein  wird),  so  erhält  man  statt  i,  ^,  i  .  .  .  .  0  der 
Reihe  nach  die  Dichten  ^,  ^},  j^,  ^f^  •  .  •  iV-  £^inige  Construktionen  suchen 
diesem  Uebelstande  wenigstens  theilweise  mit  Erfolg  abzuhelfen  (s.  u.).  Es  bleiben 
aber  immerhin  noch  schädliche  Einflüsse  aus  dieser  und  anderen  Quellen,  z.  B. 
der  mit  'dem  Grade  des  Auspumpens  sich  steigernde  Mangel  an  Dichte,  mit  der 
die  einzelnen  Theile  der  Pumpe  schliessen,  die  Spannung  der  aus  dem  Schmier- 
fett entwickelten  Dämpfe,  in  beträchtlicher  Menge  zurück,  und  es  ist  daher  eine 
Kolbenluftpumpe  schon  als  recht  gut  zu  bezeichnen,  wenn  sie  eine  Verdünnung 
auf  Y^f  also  auf  etwa  }  mm  Quecksilberdruck  gestattet  (s.  w.  u.). 

Einzelheiten.  Die  wichtigsten  Formen  der  Kolbenluftpumpen  und  beson- 
deren Einrichtungen  an  ihnen  sind  folgende: 

1)  Hahnluftpumpen.     Zur    abwechselnden  Verbindung   des  Stiefels    mit 
a  de       dem  Recipienten  und  der  freien  Luft  dienen 

zwei  einfach  durchbohrte  Hähne  oder  ein 
doppelt  durchbohrter,  sogen.  SENGUERD'scher 
Hahn  (Fig.  200a)  in  zwei  um  90^  von  einander 
abweichenden  Stellungen;  in  einer  dritten, 
aus  letzterer  durch  Drehung   um    180°  sich 

r    ergebenden  Stellung  schliesst  er  den  Stiefel 
ganz  ab  und  verbindet  die  Glocke  mit  der 
(Ph.200.)  freien   Luft,    sodass   man   nach    Beendigung 

der  Versuche  die  Luft  in  sie  wieder  eintreten  lassen  kann;  letzterem  Zwecke 
dient  häufig  ein  besonderer,  dicht  unter  dem  Teller  angebrachter,  einfacher  Hahn. 
Die  Hahnluftpumpen  sind  construktiv  am  einlachsten  und  haben  die  hiermit  ver- 
bundenen Vorzüge. 

2)  Ventilluftpumpen.  Hier  sind  die  Hähne,  deren  fortwährendes  Stellen 
immerhin  lästig  ist,  durch  Ventile  ersetzt.  Der  Kolben  ist  durchbohrt,  und  die 
Durchbohrung  durch    ein  nach  oben  (aussen)  sich    öffnendes  Ventil  (Klappen- 

Digitized  by  ^-  ^OQIC 


exi 


m 


i 


Verschiedene  Formen.  553 

Kegel-,  Federventil  u.  s.  w.)  verschlossen;  ebenso  sitzt  ein  in  den  Stiefel  (also 
in  derselben  Richtung)  sich  öfihendes  Ventil  auf  der  vom  Stiefel  zum  Saugrohr 
führenden  Oefinung  (Fig.  200^).  Beim  Herausziehen  des  Kolbens  wird  die  Luft 
zwischen  beiden  Ventilen  verdünnt,  und  folglich  das  Bodenventil  durch  den  Druck 
der  Luft  in  der  Glocke  geöfihet,  das  Kolben ventil  durch  den  Druck  der  äusseren 
Luft  geschlossen,  die  Luft  aus  der  Glocke  verbreitet  sich  also  in  den  Stiefel; 
beim  Hineinstossen  des  Kolbens  verhält  es  sich  gerade  umgekehrt,  und  die  Luft 
aus  dem  Stiefel  entweicht  ins  Freie.  Der  hierin  liegende  Gedanke,  das  Oefihen 
und  Schliessen  der  Ventile  durch  die  Ueberd rucke  besorgen  zu  lassen,  stösst 
hinsichtlich  des  Bodenventils  bei  fortgeschiittener  Verdünnung  auf  die  praktische 
Schwierigkeit,  dass  der  Ueberdruck  im  Recipienten  nicht  mehr  hinreicht,  das 
Bodenventil  zu  heben.  Man  überträgt  daher  die  Bedienung  dieses  Ventils  dem 
Kolben,  indem  man  (Fig.  200 r)  die  Bodenöffnung  etwas  seitlich  anbringt  und  das 
Ventil  an  einer  durch  den  Kolben  hindurchgeführten  Stange  befestigt,  welche 
dieser  bei  seinem  Auf-  und  Niedergange  ein  kleines  Stück  weit  mitnimmt,  gerade 
so  viel,  um  die  Oefifnung  abwechselnd  zu  öffnen  und  zu  schliessen.  Neuerdings 
hat  WoRTH^)  eine  Vorrichtung  zum  elektrischen  Betriebe  der  Ventile  an- 
gegeben. 

3)  Doppelt  wirkende  Luftpumpen.  Es  sind  hier  zu  unterscheiden: 
a)  Einstiefelige').  Das  von  der  Glocke  kommende  Rohr  führt  getheilt  zu  beiden 
Enden  des  Cylinders,  und  beide  Hälften  desselben  dienen  abwechselnd  als  Stiefel; 
damit,  auch  wenn  der  äussere  Theil  als  Stiefel  dient,  die  Luft  aus  dem  inneren 
Theile  entweichen  könne,  ist  die  Kolbenstange  hohl,  und  diese  Höhlung  commu- 
nicirt  mit  der  freien  Luft,  b)  Zweistie feiige  Luftpumpen.  Zwei  gleiche 
Stiefel  stehen  nebeneinander,  die  Kolben  haben  gezahnte  Stangen  und  werden 
mittelst  Zahnrad  und  eines  zweiarmigen  Hebels  so  bewegt,  dass  der  eine  auf- 
steigt, wenn  der  andere  sich  senkt  und  umgekehrt.  Handelt  es  sich  um  eine 
Ventilpumpe,  so  Hihrt  das  getheilte  Saugrohr  einfach  zu  den  beiden  Bodenventilen; 
bei  Hahnpumpen  muss  in  das  ungetheilte  Stück  des  Saugrohrs  ein  Hahn  einge- 
schaltet werden,  welcher  abwechselnd  die  Verbindung  mit  dem  einen  und  dem 
anderen  Stiefel  herstellt.  Die  doppelt  wirkenden  Luftpumpen  haben  nicht  nur 
den  Vortheil  schnelleren  Arbeitens,  sondern  sie  beseitigen  auch  den  Uebelstand, 
den  die  einfach  wirkenden  bei  fortgeschrittener  Verdünnung  zeigen  und  der  darin 
besteht,  dass  zum  Heben  des  Kolbens  ein  beträchtlicher  Kraftaufwand  zur  Ueber- 
windung  des  äusseren  Luftdrucks  erforderlich  ist,  ivährend  hier  in  dieser  Hinsicht 
zwei  entgegenstehende  Wirkungen  einen  fast  völligen  Ausgleich  erzielen  *). 
c)  Rotationspumpen.  Die  Kolbenstange  wird  durch  gleichförmiges  Drehen 
einer  Kurbel  auf-  und  abbewegt.  Diese  Maschinen  sind  am  vollkommensten, 
weil  die  Handhabung  am  günstigsten  und  in  Anbetracht  des  grossen,  mit  der 
Kurbel  verbundenen  Schwungrades  am  leichtesten  ist. 

4)  Hähne  von  Grassmann  und  Babinet.  Dieselben  sind  vielfach  durch- 
bohrt und  dienen  bei  zweistiefligen  Pumpen  dazu,  die  Wirkung  des  schädlichen 
Raumes  herabzumindern,  indem  sie  bei  vorgeschrittener  Verdünnung  gestatten, 
die  beiden  Stiefel  einander  unterzuordnen»  d.  h.  durch  den  einen  den  Recipienten 


«)  WORTH,  Z.  f.  Instr.  1887,  pag.  258. 

*)  Zuerst  von  BiANCHi   mit  Erfolg  eingeführt;    neuere  Construction   von  Redocbr,  Dinol. 
Pol.  J.  237,  pag.  330.  1880. 

^  Eine  sweistieflige  Hahnluftpumpe  mit  selbstthätiger  Umstellung   der  HShne  hat  kttrzlich 
Klbbmann,  Z.  f.  Instr.  K.  1882,  pag.  25,  angegeben. 
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durch  den  anderen  den  schädlichen  Raum  des  ersteren  zu  entleeren.  Der  Grass- 
MANN*sche  Hahn  ist  flir  Hahnluftpumpen  bestimmt  und  wird  anfangs  nur  ab- 
wechselnd in  den  bei-  a 
den  Stellungen  1  und  2 
(Fig.  201  a\  später  aber 
jedes  Mal  auch  noch 
in  der  Zwischenstellung 
3  benutzt.  Der  B abinet- 
sehe  Hahn  (Fig.  201  b) 
dient  für  Ventilluftpum- 
pen und  wird  anfangs 
dauernd  in  der  Stellung 
1,  später  dauernd  in 
der  Stellung  2  benutzt, 
in  einer  dritten  Stellung 
gestattet  er  bei  abge- 
schlossener Glocke,  beide  Stiefel  mit  der  freien  Luft  zu  verbinden,  in  einer  vierten 
mittelst  des  Stiftes  s  Glocke  und  Stiefel  nach  der  freien  Luft  zu  öffnen  oder  von  ihr 
abzuschliessen ;  übrigens  existirt  der  BABiNEx'sche  Hahn  auch  in  andern  Con- 
struktionen.  Durch  derartige  Einrichtungen  wird  die  Leistungsfähigkeit  theoretisch 
fast  auf  das  halbe  Quadrat  der  früheren  gesteigert,  nämlich  von  dem  Verdünnungs- 
verhältniss  s/S  (s.  o.)  fast  auf  s^/'lS^. 

Von  anderen  Einrichtungen  mit  ähnlicher  Wirkung,  die  aber  auch  für  ein- 
stiefelige  Pumpen  brauchbar  sind,  seien  hier  nur  zwei  genannt:  die  von  Staudin* 
GER  und  Stöhrer  eingeführte,  wo  die  Kolbenstange  durch  eine  luftdichte  Stopf- 
büchse geht  und  am  äusseren  Ende  des  Stiefels  ein  Ventil  angebracht  ist,  welches 
sich  beim  Hineinstossen  des  Kolbens  schliesst,  sodass  der  schädliche  Raum  sich 
nur  mit  verdünnter  Luft  füllen  kann;  und  die  Ein-  und  Auspressung  von  Oel 
aus  dem  schädlichen  Raum. 

Hydrostatische  oder  Quecksilberluftpumpen.  Eine  solche  Luftpumpe 
erhält  man,  wenn  man  sich  an  einem  Heberbarometer  drei  Aenderungen  vor- 
genommen denkt:    1)  Am  offenen  sowohl  wie  am  geschlosse- 
nen Ende  erweitert  sich  die  Röhre  zu  geräumigen  Gefassen 
und  ^,  2)  die  beiden  Schenkel  sind  nicht  durch  eine 
röhre,  sondern  durch  einen  lai)gen  Kautschukschlauch 
bunden,    so    dass   man   das   offene  Gefäss  a  nach  Belieben 
senken  und  heben  kann.     8)  das  Gefass  b  ist  nicht  fest  ver- 
schlossen,   sondern   kann  mittelst  des  doppelt  durchbohrten 
Hahns  h  entweder  mit  der  freien  Luft  /  oder  mit  dem  Reci- 
pienten  r,   welcher  ausgepumpt  werden  soll,   verbunden  oder 
gänzlich  abgeschlossen  werden.     Während  b  mit  /  verbunden 
ist,  wird  a  so  hoch  gehoben,  dass  das  —  in  genügender  Menge 
eingefüllte  —  Quecksilber  über  h  hinausreicht;    wird  nun  b 
gänzlich   abgesperrt   und  a  etwa  um  ein  Meter  gesenkt,   so 
entsteht    in   b   das  ToRRiCELu'sche  Vacuum,    und   in    dieses 
strömt,    nachdem  b    mit  r  verbunden  ist  die  Luft  aus  dem 
Recipienten;   schliesslich  wird  b  wieder  mit  /  verbunden  und 
durch  Hebung  von  a  die  Luft  aus  b  in's  Freie  befördert.    Dieses  Spiel  kann  nun 
beliebig  oft  wiederholt  werden.    Die  Quecksilberluftpumpe  arbeitet  zwar,  da^man 
das  Volumen   von  b  nicht   zu  gross  wählen  darf,   langsamer  als  die  Kolbenluft- 
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pumpen,  desto  langsamer,  je  grösser  der  Recipient,  und  sie  eignet  sich  daher 
nur  zur  Auspumpung  kleiner  Räume;  andererseits  leistet  sie  aber,  da  sie  keinen 
schädlichen  Raum  hat,  vollkommener  dicht  hält  und  die  beiden  einzigen  schäd- 
lichen Einflüsse,  die  I.uftbläschen  und  die  Quecksilberdämpfe,  sehr  gering  sind 
fder  Druck  der  Quecksilberdämpfe  beträgt  nach  neueren  Messungen  bei  0°  noch 
nicht  0*001  m  m)  und  überdies  grösstentheils  beseitigt  werden  können,  weit  grössere 
Verdünnungen  (s.  w.  u.),  sodass  sie  flir  alle  wissenschaftlichen  und  technischen 
Zwecke,  die  annähernde  Vacua  verlangen,  z.  B.  Radiometer,  GEissLER'sche  und 
CROOKEs'sche  Röhren,  Glühlampen  u.  s.  w.  eine  grosse  Rolle  spielen. 

Verschiedene  Formen  der  Quecksilberluftpumpe.  Die  GEissLER'sche 
Pumpe  hat  eine  überaus  grosse  Anzahl  von  Abänderungen,  in  denen  zum  Theil 
wesentliche  Verbesserungen  liegen,  erfahren,  theils  zur  Erhöhung,  theils  zur  Be- 
schleunigung der  Wirkung,  theils  zur  Vereinfachung  und  Herabminderung  der 
Zerbrechlichkeit,  theils  endlich  zum  Zwecke  der  Reinerhaltung  resp.  leichteren 
Reinigung;  nur  einige  dieser  Neuerungen  können  hier  angeführt  werden.  Zunächst 
hat  man  die  Aufstellung  der  Pumpe  verbessert,  und  es  hat  sich  namentlich  die 
Form,  welche  G.  Jolly^)  der  Pumpe  gegeben  hat,  allgemeine  Verbreitung  ver- 
schafft; der  ganze  Apparat  ist  in  handlicher  und  geschützter  Weise  auf  und  an 
einem  Holzstativ  befestigt,  und  die  Hebung  und  Senkung  des  Gef^sses  kann 
mittelst  einer  Kurbel  in  bequemer  und  gefahrloser  Weise  erfolgen.  Statt  des 
GEissLER'schen  Hahns  haben  Greiner  und  Friedrichs  >)  bei  ihrer  Pumpe  einen  an- 
dern angebracht,  der  den  Vortheil  hat,  dass  seine  verschiedenen  Stellungen  nicht, 
wie  dort,  um  nur  45^  sondern  um  90®  resp.  180®  abweichen.  A.  Geissler^)  hat  die 
Hähne  überhaupt  durch  Ventile,  de  Romilly*)  durch  ein  Röhrensystem  ersetzt. 
Statt  das  feste  Gefäss  oben  direkt  durch  den  Hahn  in  die  freie  Luft  münden  zu 
lassen,  versieht  man  es  jetzt  meist  mit  einem  Ansatzstück,  jenseits  dessen  sich 
noch  ein  zweiter,  einfacher  Hahn  befindet;  es  kommt  also  das  Gefäss  überhaupt 
nicht  mehr  direkt  mit  der  Luft  in  Verbindung.  Einige  Pumpen,  so  diejenigen  von 
GöBEL  und  KuLENKAMP*)  Und  die  von  Güglielmo*)  haben  eine  doppelte  Schlauch- 
verbindung, und  ihr  Spiel  ist  von  einem  eigenthümlichen,   cyklischen  Charakter. 

Die  Pumpe  von  Serravalle')  hat  statt  eines  beweglichen  Gefässes  deren 
zwei,  die  abwechselnd  herauf  und  heruntergehen  und  durch  besonders  construirte 
Dreiweghähne  automatisch  evacuiren.  Andere  Modificationen  betreffen  technische, 
aber  zum  Theil  sehr  wichtige  Einzelheiten.  So  hat  Narr^  die  Kittungen  zwischen 
Glas  und  Metall  durch  Schrauben  ersetzt.  Mit  der  Zeit  hat  man  es  so  weit  ge- 
bracht, die  Pumpe  incl.  der  Hähne  im  wesentlichen  ganz  aus  Glas  herzustellen, 
wobei  die  einzelnen  Theile  eventuell  durch  Schliffe  verbunden  sind.  Den  Kaut- 
schukschlauch muss  man  recht  dickwandig  wählen  und  im  Innern  besonders  be- 
handeln, damit  er  das  Quecksilber  trage  und  reinerhalte,  am  besten  nimmt  man 
schwarzes  Kautschuk. 

Während  die  übrigen  Pumpen  ihrer  Form   nach  dem  Heberbarometer  ent- 


*)  G.  JOLLY,  Rep.  d.  Phys,  l,  ptg.  144.  1866. 

')  Grbiner  u.  Friedrichs,  Wird.  Ann.  29,  pag.  672.  1886. 

^  Alb.  Gbissler,  Z.  f.  Opt.  u.  Mech.  7,  pag.  12.  1886. 

^)  DB  RoMiLLY,  Soc.  fnuig.  de  Phys.  7,  pag.  4.  1888. 

^)  GÖBBL  u.  KuLBNKAMP,  Z.  f.  Opt.  u.  Mech.  3,  pag.  167.   1882. 

*)  GuGLiBLMO,  Atti  R.  Acc.  di  Torino  19,  (27.  Apr.)  1884. 

^  Sbrravalle,  Riy.  scient-industr.   13,  pag.  205.   1881  u.  14,  pag.  401.  1882. 

•)  Na«.  W,ed.  Ann.  25.  P«g-  54*.  .88$.  ^^^^^  ^^  ^OOglc 
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sprechen,  ist  die  Pumpe  von  Rock^)  dem  Gefiissbarometer  vergleichbar,  es  ist 
nämlich  ein  oben  geschlossenes,  weites  Rohr  von  einem  noch  weiteren  und  unten 
geschlossenen  umgeben  und  beide  mit  Quecksilber  gefüllt;  hebt  man  ersteres 
oder  senkt  man  letzteres,  so  entsteht  das  ToRRiCELLfsche  Vacuum,  das  mit  dem 
Recipienten  verbunden  wird  u.  s.  w. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  in  der  TöPLER'schen  Pumpe*)  dadurch 
gemachte  Fortschritt,  dass  alle  Hähne  vermieden  sind,  Oefifhung  und  Schluss  der 

Verbindungen  vielmehr  durch  Quecksilber,  das  ge- 
wissermaassen  die  Rolle  von  Ventilen  spielt,  be- 
werkstelligt wird.  Die  Einrichtung  der  Pumpe  in 
der  ihr  von  Hagen*)  gegebenen  Form  ist  aus 
Fig.  203  ersichtlich.  Hebt  man  das  Gefässs  a  ge- 
nügend hoch,  so  tritt  das  Quecksilber  gleichzeitig 
in  das  Gefäss  b  und  in  den  Ast  c  mit  seinen  Ver- 
zweigungen d  und  e,  und  hierdurch  wird  ^,  das  vor- 
her oben  und  unten  mit  e  und  durch  dieses  mit 
dem  Recipienten  r  in  Verbindung  steht,  von  diesem 
abgeschlossen.  Es  wird  also  die  Luft  in  b  com- 
/  r  pnmirt  und  schliesslich  in  Bläschenform  durch  das 
V  Barometer  h  hinausgetrieben.  Ist  das  Quecksilber 
bis  über  die  Kugel  hinausgelangt,  so  senkt  man  a 
wieder,  b^  c,  d  und  e  werden  wieder  frei,  und  nun 
kann  die  Luft  aus  r  nach  b  treten.  Hierzu  dient 
statt  einer  gewöhnlichen  Verbindung  die  aus  dem 
übermeterlangen  Rohr  ^,  dem  an  dasselbe  ange- 
setzten, mit  Quecksilber  gefüllten  Gefäss  /  und  der 
umgekehrten,  mit  ihrem  weiten  Schenkel  über  die 
Röhre  e  gestülpten  Heberröhre  /  zusammengesetzte 
Einrichtung,  die  den  Vorteil  hat,  ohne  Schliff  und 
Hahn  jederzeit  die  Verbindung  aufheben  zu  können. 
Treten,  nach  mehrfacher  Wiederholung  des  Hebens 
und  Senkens  von  a,  keine  Luftblasen  mehr  aus  h 
heraus,  so  hebt  man  noch  einmal  und  zwar  (mit 
Vorsicht)  so  hoch,  dass  das  Quecksilber  sich  durch 
Ueberfliessen  mit  dem  im  Barometer  vereinigt,  wodurch  die  Luft  aus  dem  schäd- 
lichen Raum  k  fortgeschaftt  wird,  während  das  übergetretene  Quecksilber  nachher 
beim  Senken  automatisch  wieder  |aus  h  in  die  Pumpe  zurückbefördert  wird.  — 
Modifikationen  der  TöPLER-HAGEN'schen  Pumpe  sind  u.  a.  die  Pumpen  von 
Karavodine*)  (oberhalb  b  noch  eine  kleine  Kugel  angesetzt,  das  Steigrohr  e  durch 
ein  Schwimmerventil  ersetzt),  Sundell*)  (kleine  Kugel  über  ^,  ausserdem  kleines 
iZ-Rohr  mit  Kugel  zwischen  k  und  h)  und  T.  J.  Smith«)  (Betrieb  durch  eine 
hydraulische  Pumpe).  Auch  die  Pumpe  von  Couttolenc  ^)  ist  der  ToEPLER'schen 
in  mancher  Beziehung  ähnlich. 


(Pb.  203.) 


>)  RocK,.Z.  f.  Opt  u.  Mech.  4,  pag.  159.  1883. 

>)  TÖPLER,  DiNGL.  Polyt.  J.  163,  pag.  426.  1862. 

y)  Bbssel-Hagbn,  Wi£D.  Ann.  12,  pag.  425.  188 1. 

*)  Karavodine,  J.  de  Phys.  (2)  2,  pag.  558.  1883 ;  J.  d.  russ.  eh.  phys.  Ges.  14,  pag.  254.  1884. 

5)  SüNDELL,  Acta  Soc.  Scient  Fenn.  14.   1884,  und  15,  1885. 

^  T.  J.  Smith,  Phil.  Mag.  (5)  25,  pag.  313.  1888. 

')  Couttolenc,  C.  R.  91,  pag.  920.  1880.  r^^^^T^ 
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Hydrodynamische  Luftpumpen.  Mit  Anwendung  von  Quecksilber  sind 
sie  von  Sprengel  ^),  mit  Anwendung  von  Wasser  von  Bunsen  angegeben  worden. 
Wenn  Quecksilber  aus  einem  Geföss  durch  ein  barometerhohes  Fallrohr  abfliesst,  so 
ist  oben  der  Druck  gleich  null;  verbindet  man  also  den  Recipienten  mit  dem  Gefäss, 
so  wird  die  Luft  aus  dem  ersteren  angesaugt  und  mit  dem  Quejcksilber  herabgerissen. 
Das  Fallrohr  muss  so  eng  sein,  dass  ein  Tropfen  den  Querschnitt  ganz  ausfüllt;  ein 
Quetschhahn  und  Schlauchstück  dienen  zum  Abschliessen  des  Quecksilbers  vom 
Fallrohr.  Eine  beträchtliche  Vervollkommnung  hat  die  SPRENGSL'sche  Pumpe 
durch  Gimingham')  erfahren,  theils  durch  Anwendung  von  drei  Fallröhren,  theils 
durch  Einführung  des  sog.  Vacuumzapfens,  der  Luftfalle  und  anderer  sinnreicher 
Einrichtungen,  die  u.  a.  das  herabgeflossene  Quecksilber  in  geeigneter  Weise  wieder 
zu  heben  gestatten;  diese  Pumpe  hat  sich  bei  der  Herstellung  der  CROOKEs'schen 
Röhren  und  Radiometer  glänzend  bewährt.  Andere  Modificationen  rühren  von 
Macaluso'),  Joannis^),  Maxwell  und  Hughes^)  u.  A.  her.  Endlich  hat  Hanna y«) 
für  gewisse  Zwecke  das  Quecksilber  durch  leicht  flüssiges  Metall  ersetzt  (50f  Bi, 
25  f  Sn,  25  g-  Pb,  auch  in  der  Hitze  geringe  Verdampfung). 

Die  BuNSEN'sche  Wasserluftpumpe^  ist  ganz  analog  wie  die  Spren- 
GEL'sche  Pumpe  construirt  Sie  kann  übrigens  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen 
einen  hohen  Verdünnungsgrad  nicht  erzielen,  ist  dagegen  als  Apparat  zur  Luft- 
verdünnung in  geringem  Maasse,  zum  Durchsaugen  von  Luft,  zum  Filtriren, 
Trocknen  u.  s.  w.  sehr  wichtig  und  bequem  für  physikalische  und  chemische 
Laboratorien;  durch  Schläuche  kann  sie  direkt  mit  der  Wasserleitung  einerseits 
und  dem  betreffenden  Apparat  andererseits  verbunden  werden.  Auf  zahlreiche 
ähnliche  Apparate,  wie  die  Wasserstrahlpumpe  von  Arzberger  (s.  z.  B.  Schreiber, 
Handb.  d.  bar.  Höhenmess.,  pag.  306),  die  Aspiratoren,  Aeolus,  Wassertrommel- 
gebläse, die  Apparate  von  de  Romillv,  Lux,  Alvergniat  u.  s.  w.  kann  hier  nicht 
eingegangen  werden  (s.  a.  w.  u.). 

Combination  von  Pumpen  verschiedener  Systeme.  Zum  Zwecke 
der  Erhöhung  der  Leistungsfähigheit  oder  Erleichterung  und  Beschleunigung  des 
Betriebes  bat  man  vielfach  Pumpen  construirt,  die  Combinationen  verschiedener 
Pumpen  bilden.  Namentlich  sind  zu  nennen :  1)  Die  PoGGENr)ORFF*sche  Queck- 
silberpumpe ^,  bei  welcher  das  Heben  und  Senken  des  unteren  Gefasses  einer 
Quecksilberluftpumpe  durch  Anwendung  einer  Kolbenluftpumpe  unnöthig  geitaacht 
wird.  Das  obere  Gefäss  reicht  nämlich  mit  einer  Röhre  luftdicht  tief  in  das 
untere  hinab,  die  Lufträume  beider  können  abwechselnd  mit  einer  Kolbenluft- 
pumpe evacuirt  werden;  wird  das  obere  evacuirt^  so  steigt  das  Quecksilber  in 
ihm  auf;  wird  dann  das  untere  evacuirt,  so  sinkt  es  wieder  herab,  und  das 
entstehende  Vacuum  kann  man  mit  dem  Recipienten  verbinden.  Wie  die 
PoGGENDORFF'sche  zur  GEissLER'schen,  so  verhält  sich  die  NEESEN'sche  Luftpumpe ») 
zur  ToEPLER'schen;    die  Verdichtung  resp.  Verdünnung  der  Luft  durch  eine  ge- 


1)  Sprengel,  J.  Chem.  Soc.  (2)  3,  pag.  9.  1865. 

*)  GiMiNGHAM,  Proc.  R.  Soc  25,  pag.  396.  1877. 

^  Macaluso,  Appendice  alle  Mem.  di  Spettr.  It.  8,  pag.  3.  1879;  Bbl.  4,  pag.  516.  1880. 

*)  JOANNis,  Ann.  de  Ch.  Phys.  (6)  11,  pag.  285.  1887. 

^)  Maxwell  und  Hughes,  Z.  f.  Instr.  K.  1887,  pag.  367. 

*)  Hannay,  PhiL  Mag.  (5)  13,  pag.  229.   1882. 

"^  BUNSRN,  DiNGL.  PoL  Joum.  195,  pag.  34.  1870. 

^  PQGGSNDORFF,   POGG.  Ann.  I25.    1864. 

»)  Neesen,  Z.  f.  Inst.  K.  2,  pag.  285.    1882;  u.  3,   pag.  245.    1883;   9,  pag.  343.  1889 
(frUheTe  Mitth.  in  Wied.  Ann.  3,  pag.  608.   1878  u.  11,  pag.  522.    1880).  ^ 
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Wohnliche  Pumpe  braucht  hier  nur  im  unteren  Geföss  zu  erfolgen.  Die  Pumpe 
von  V.  Babo  ^)  ist  eine  Combination  der  SpRSNGEL'schen  mit  einer  Wasserluftpampe. 
Um  femer  das  Mitreissen  von  Luft  aus  dem  Gefäss,  aus  welchem  bei  der 
SpRENGEL'schen  Pumpe  das  Quecksilber  kommt,  zu  verhüten,  pumpt  man  nach 
Rood')  dieses  Gef^s  selbst  mittelst  einer  leistungsfähigen  Pumpe  aus.  In 
ähnlicher  Absicht  ist  die  Pumpe  von  Bottömlby^  construirt  Bei  verschiedenen 
dieser  Pumpen  ist  femer  mit  Erfolg  versucht  worden,  die  Quecksilberdämpfe 
durch  absorbirende  Substanzen  unschädlich  zu  machen.  Endlich  ist  auf  eine 
eigen thümliche  Luftpumpe  von  Kravogl^)  hinzuweisen,  bei  welcher  der  Kolben 
einer  gewöhnlichen  Luftpumpe  von  Quecksilber  umgeben  ist  und  dieses  im 
Stiefel  vor  sich  hertreibt*). 

Vergleichung  von  Verdünnungsgrenzen.  Die  folgende  Tabelle  giebt 
für  verschiedene  Pumpen  die  erreichbare  Grenze  in  milliontel  Atmosphären  Druck 
und  in  mm  Quecksilberhöhe  (beidemal  in  runden  Zahlen);  man  erkennt  aus  ihr 
die  grosse  Ueberlegenheit  der  hydromechanischen  über  die  Kolbenluitpumpen 
und  die  besondere  Vorzüglichkeit  der  Pumpen  von  Toepler-Hagen,  Sprengel- 
GiMiNGHAM  und  Sprekgel-Rood. 


Pampe 


Wasserloftpumpe 

DELKUiL'sche  Kolbenpumpe 

Gewöhnliche  Kolbenpumpe 

Kolbenluftpumpe,  mit  Ventilen  und  BABiNET'schemHahn 
Hahnluftpumpe  mit  Grassmann 'schem  Hahn     .     .     . 

Vollkommenste  Kolbenluftpumpe 

Aeltere  GsisSLER'sche  Pumpe 

Kravogi.'s  Kolben-Quecksilberpumpe 

Neuere  GRissLBR'sche  Pumpe 

SpRENOBL'sche  Luftpumpe 

SPRENGEL-GzMiNGHAM'sche  Pumpe 

TöFLER-HAGEN'sche  Pumpe 

SPRENGBL-RooD'sche  Pumpe 


Milliontel 
Atmosphären 


14000 

7000 

1200 

500 

300 

150 

145 

50 

18 

l 

006 
0016 
0-005 


10 
5 
1 

0-4 
0-2 
0-1 
Ol 
0-04 
001 
0-0008 
0-000045 
0-000012 
0-000004 


Die  Messung  so  überaus  kleiner  Drucke  kann  natürlich  nicht  direct  erfolgen, 
vielmehr  sind  hierzu  besondere  Apparate  construirt  und  mit  den  betreffenden 
Pumpen  verbunden  worden.  Es  sei  hier  beispielsweise  auf  die  Einrichtungen 
von  Mac  Leod^,  Töpler^),  Ramsbottom  und  Lewis*)  hingewiesen. 

Schliesslich  kann  man  die  Frage  aufwerfen,  ob,  wenn  die  Luft  aus  Molekeln 
besteht,  die  leistungsfähigsten  Pumpen  es  dahin  bringen,  dass  in  endlichen,  d.  h. 
sichtbaren  Räumen,  nur  noch  wenige  Molekeln  sich  befinden.  Da  nun  nach  der 
kinetischen  Gastheorie  in  einem  cmm  Luft  sich  etwa  20000  Billionen  Molekeln 
befinden,    erhält    man   für  den   Raum   von   (Ol    mmy,    d.    h.    den    kleinsten. 


*)  V.  Babo,  Ber.  d.  Nat.  Ges.  Freiburg  2.   1879. 
^  RooD,  SUl.  J.  (3)  20,  pag.  57.  1880,  u.  (3)  22,  pag.  90.  1881. 
^  BoTTOMLEY,  Rep.  Brit.  Ass.  1886,  pag.  519. 

4)  V.  Waltbnhofen,  Wien.  Ber.  44  (2),  pag.  603.   1861.   Pogg.  Ann.  117,  pag.  606.  1862. 
^)  Eine  recht  eingehende  Monographie  über  Quecksilberpumpen  ist  die  von  S.  P.  Thomp- 
son (J.  Soc.  of  Arts  1888). 

^)  Mac  Leod,  Phil.  Mag.  (4)  48,  pag.  iio.  1874. 

7)  TöPLKR,  s.  Brssel-Hagsn,  a.  a.  O.,  pag.  434. 

8)  Lewis,  Ghem,  News.  47.  pag-  55-  1883*  C" r^r^r^\r> 
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mit  blossem  Auge  wahrnehmbaren  Raum,  bei  100  Millionen  Verdünnung  immer 
noch  200000  Molekeln,  also  die  Verneinung  obiger  Frage.  Anders  unter  dem 
Mikroskop,  wo  man  ein  cd[>.,  d.  h.  den  Raum  (0*001  mm)*  noch  unterscheiden 
kann,  also  einen  Raum,  von  welchen  erst  fünf  zusammen  eine  Molekel  enthalten. 

Experimente  unter  der  Luftpumpe.  Von  ihren  wissenschaftlichen  und 
technischen  Anwendungen  abgesehen  ist  die  Luftpumpe  zur  Demonstration  zahl- 
reicher, von  der  Luft,  ihrer  Dichte,  ihrem  Druck,  ihrem  Sauerstoffgehalt  u.  s.  w. 
abhängiger  Erscheinungen  geeignet.  Die  Betrachtung  dieser  Erscheinungen  erfolgt 
sachgemäss  am  besten  an  den  betreffenden  Stellen;  es  seien  hier  aber  wenigstens 
einige  der  wichtigeren  genannt:  Magdeburger  Halbkugeln.  Die  originalen, 
von  GuERicKE  1654  in  Regensburg  demonstrirten,  bildeten  eine  Hohlkugel  von 
70  cm  Durchmesser  und  Hessen  sich  erst  durch  je  12  nach  beiden  Seiten  ziehende 
Pferde  trennen,  und  auch  die  weit  kleineren,  jetst  meist  üblichen,  bieten  der 
Trennung  durch  zwei  Menschen  erhebliche  Schwierigkeiten  dar.  Hängt  man  die 
ausgepumpte  Kugel  auf  und  Gewichte  an  sie,  bis  die  untere  Halbkugel  losreisst, 
so  kann  man  den  Luftdruck  bestimmen  und  mit  dem  aus  der  Oberfläche  der 
Kugel  berechneten  vergleichen.  Gewichtsverlust  der  Körper  in  Luft  (s.  ob. 
pag.  529).  —  Zerdrück ung  einer  Membran  oder  einer  Glasscheibe  durch  ein- 
seitigen Luftdruck.  —  Quecksilberreg^n  (Durchpressung  von  Quecksilber 
durch  Holz  unter  einseitigem  Luftdruck).  —  Aufblähung  eines  Luftballons.  — 
Anschwellen  von  Seifenschaum.  —  Der  Heber  (s.  u.)  hört  auf  zu  fliessen;  der 
Heronsball  (s.  u.)  ringt  an  zu  springen.  —  Gleich  schnelles  Fallen  aller  Körper 
im  leeren  Raum  (pag.  108).  —  Lange  Dauer  der  Kreiselbewegung  (bis  zu 
3  Stunden).  —  Ein  in  Schwung  gesetztes  Flügelrädchen  dreht  sich  in  der  Luft 
sehr  viel  länger,  wenn  die  Flügelebenen  in  der  Drehungsebene,  als  wenn  sie 
senkrecht  dazu  stehen ;  unter  der  Luftpumpe  dauert  die  Drehung  in  beiden  Fällen 
gleich  lange.  —  Aus  Selterwasser,  Bier  u.  s.  w.  entweicht  die  Kohlensäure  mit 
Aufschäumen.  —  Laues  Wasser  siedet.  —  Kühles  Wasser,  bei  Anwesenheit  von 
Schwefelsäure,  verdunstet  so  rasch,  dass  es  weit  über  0°  gefriert.  —  Der  Schall 
einer  Glocke  wird  mit  zunehmender  Luftverdünnung  immer  schwächer  und  zu- 
letzt unhörbar.  —  Die  Verbrennung  hört  sofort  auf  u.  s.  w. 

Compressionspumpen.  Die  einfachste  Methode,  um  stark  komprimirte 
Gase  zu  erhalten,  ist  jedenfalls  die,  sie  von  vornherein  in  beschränktem 
Raum  in  grosser  Menge  sich  aus  den  sie  entwickelnden  Substanzen  bilden  zu 
lassen.  Derartige  Apparate,  unter  denen  der  von  Thilorier  der  bekannteste  ist, 
müssen  aber  sehr  widerstandsfähig  gearbeitet  sein  und  mit  grösster  Vorsicht 
gehandhabt  werden  —  eine  Bemerkung,  die  übrigens  mehr  oder  weniger  auch 
für  die  folgenden  Apparate  gilt.  Ein  anderer,  in  gewissen  Fällen  geeigneter  und 
neuerdings  viel  benutzter  Apparat  ist  das  bereits  besprochene  Piezometer 
(pag.  356).  Ferner  sind,  was  ohne  weiteres  einleuchtet,  die  Hahnluftpumpen, 
wenn  man  nur  die  Hähne  jedesmal  umgekehrt  stellt,  als  Compressionspumpen 
zu  gebrauchen.  Bei  den  Ventilpumpen  ist  dies  nicht  der  Fall,  es  muss  viel- 
mehr hier  die  construktive  Aenderung  getroffen  werden,  dass  alle  Ventile  sich 
in  entgegengesetztem  Sinne  wie  dort  öffnen.  Ausserdem  ist  ganz  allgemein 
zu  bemerken,  dass  dem  Zwecke  der  Verdichtung  entsprechend,  Compressions- 
pumpen, die  nur  als  solche  dienen  sollen,  im  einzelnen  anders  gebaut  werden 
müssen  als  Luftpumpen,  wenn  sie  bequem  und  leistungsfähig  sein  sollen.  Als 
Recipient  ist  ein  starkwandiges  Gefäss  zu  wählen,  welches  den  höchsten  zu  er- 
reichenden Druck  noch  gut  auszuhalten  im  Stande  ist,  nicht  nur,  ohne  zu  zer- 
springen, sondern  auch  ohne  wesentlich  deformirt  zu  werden  (was  freilich  fUr  die 
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grössten,  in  neuester  Zeit  erzielten  Drucke  kaum  noch  möglich  ist);  wählt  man 
zu  Demonstrationszwecken  Teller  und  Glocke,  so  genügt  es  nicht,  letztere  auf- 
zusetzen und  mit  Fett  zu  dichten,  sondern  sie  muss  fest,  am  besten  zwischen 
zwei  Platten,  eingeschraubt  sein,  überdies  aber  hinreichende  Wandstärke  haben. 
Der  Stiefel  muss  von  geringem  Querschnitt  sein,  da  die  zu  überwindende  Druck- 
differenz, die  bei  Luftpumpen  höchstens  1  Atm.  beträgt,  hier  sehr  viel  grösser 
wird  und  somit  das  Einstossen  des  Kolbens  nach  den  ersten  Zügen  einen  grossen 
und  immer  wachsenden  Kraftaufwand  erfordert;  da  nun  andererseits,  im  Inter- 
esse raschen  Wirkens,  der  Stiefel  auch  hier  nicht  klein  im  Vergleich  mit  dem 
Recipienten  sein  darf,  so  muss  man  ihn  möglichst  lang  wählen.  Im  übrigen  gilt 
alles  bei  den  Kolbenluft^pumpen  Gesagte  hier  in  umgekehrter  Weise,  be- 
treffend den  schädlichen  Raum,  die  Ueberdrucke,  die  Grenze  der  Verdichtung, 
die  Zahl  und  Wirkungsweise  der  Stiefel  u.  s.  w.;  nur  haben  sich  zweistiefelige 
Compressionspumpen  bisher,  wie  es  scheint,  nicht  sonderlich  bewährt 

Kleine  Compressionspumpen  bestehen  aus  stark  wandigen  Eisen-  oder 
Messingröhren  und  haben  entweder  am  Boden  einen  Hahn  zur  Verbindung  resp. 
Trennung  von  Stiefel  und  Recipient  und  in  der  Nähe  des  anderen  Endes  eine 
Oe£fhung  ins  Freie;  oder  sie  haben  am  Boden  zwei  Ventile,  deren  eines,  mit  der 
freien  Luft  oder  dem  das  zu  comprimirende  Gas  enthaltenden  Reservoir  verbunden, 
nach  oben,  deren  anderes,  mit  dem  Recipienten  communicirendes,  nach  unten 
aufgeht;  sie  werden  mit  der  Hand  hin-  und  hergesteuert.  Grössere  Pumpen  sind 
mit  Schubstange,  Kurbel  und  Schwungrad  versehen  und  können  eventuell  auch 
mechanisch  betrieben  werden;  bei  den  technischen  Zwecken  dienenden  ist 
ftir  eine  praktische  Verbindung  mit  dem  Recipienten  derart,  dass  derselbe  sich 
leicht  lösen  und  sicher  versenden  lässt,  durch  verschiedene  Einrichtungen  gesorgt 
worden.  Einer  der  bekanntesten  unter  den  älteren  Apparaten  ist  die  Com- 
pressionsmaschine  von  Natterer,  neuerdings  von  Stückrath*)  vervollkommnet 
Unter  den  neueren  ist  diejenige  von  Cailletet»)  hervorzuheben;  der  schädliche 
Raum  ist  hier  dadurch  vermieden,  dass  der  Kolben  mit  einer  ziemlich  beträcht- 
lichen Quecksilberschicht  bedeckt  ist,  wodurch  zugleich  ein  besonders  guter 
Verschluss  erzielt  wird;  nur  muss  man  statt  der  gewöhnlichen  Schmierfette  des 
Quecksilbers  halber  Vaseline  anwenden.  Die  Leistungsfähigkeit  dieser  Maschine 
erstrekt  sich  bis  zu  200  Atmosphären. 

Die  meisten  Compressionspumpen  finden  nicht  nur  zur  Erzeugung  stark 
comprimirter  Gase^  sondern  und  ganz  besonders  auch  zu  ihrer  Verflüssigung 
Anwendung  und  heissen  dann  auch  Condensationspumpen;  in  grossem 
Maassstabe  wird  namentlich  flüssige  Kohlensäure  fabricirt.  Für  die  verschiedenen 
Gase  sind  zur  Verflüssigung  sehr  verschiedene  Drucke  erforderlich,  z.  B.  für 
schweflige  Säure  15,  für  Ammoniak  4*4,  für  Schwefelwasserstoff  10,  für  Kohlen- 
säure 37  Atm.  Diese  Zahlen  gelten  überdies  nur  für  die  Temperatur  von  0^, 
für  andere  Temperaturen  gelten  andere  Zahlen,  und  oberhalb  einer  gewissen, 
flir  jedes  Gas  verschiedenen  Temperatur  bringt  kein  noch  so  grosser  Druck  die 
Condensation  hervor;  liegt  jene  Temperatur  wie  bei  Sauerstoff,  Stickstoff,  Wasser- 
stoff u.  s.  w.  sehr  tief,  so  muss  man  zum  Zwecke  der  Condensation  gleichzeitig 
hohe  Drucke  und  tiefe  Temperaturen  wirken  lassen;  die  Unterlassung  des 
letzteren  hat  bis  in  die  neueste  Zeit  zu  der  Annahme  geführt,  dass  diese  Gase 
nicht  condensirbar  seien.    Das  Weitere  gehört,  wie  man  sieht,  in  die  Wärmelehre. 


')  StOckrath,  Z.  f.  Instr.  K.  1882,  pag.  238. 

»)  Cailletet,  Compt.  rcnd.  94,  pag.  623.  1882.  r^r^r^ri]r> 
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Andere  aeromechanische  Apparate  und  Maschinen. 

Von  den  aerostatischen  oder  auch  sog.  pneumatischen  Apparaten  und 
Maschinen,  die  also  ihrer  Grundlage  oder  ihrem  Zwecke  nach  mit  dem  Gleich* 
gewicht,  dem  Druck  und  der  Bewegung  der  Gase  zu  thun  haben,  können  hier 
nur  einige  wenige  und  auch  diese  nur  ganz  kurz  angeführt  werden. 

MARiOTTE'sche  Flasche.  Sie  besteht  aus  einer  grösseren  Theils  mit  einer 
Flüssigkeit  gefüllten  Flasche.  Am  Boden  hat  sie  eine  seitliche  Ausflussöfhiung, 
in  die  OefTnung  am  Halse  ist  luftdicht  eine  Röhre  eingesetzt,  welche  ein  Stück 
weit  in  die  Flüssigkeit  hineinragt.  Fliesst  diese  aus,  so  sinkt  zwar  ihr  Niveau 
im  Gefäss  allmählich,  in  die  Röhre  wird  aber  die  äussere  Luft  bis  ans  Ende 
hineingedrückt,  steigt  in  Blasen  in  die  Flasche  auf,  und  der  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit bestimmende  Druck  ist  stets  der  von  der  Säule  vom  Ende  der 
Röhre  bis  zum  Ausflussniveau  herrührende ;  er,  also  auch  die  Ausflussgeschwindig- 
keit ist  daher  constant,  und  dieser  constante  Werth  kann  durch  Stellung  der  Röhre 
grösser  oder  kleiner  gewählt  werden.  Diese  und  ähnliche  Einrichtungen  werden 
überall  da,  wo  Druck  und  Geschwindigkeit  während  einiger  Zeit  constant  erhalten 
werden  sollen,  in  den  Kreis  der  Versuchsapparate  geeignet  eingeschaltet. 

Gasometer.  Die  grossen,  in  der  Praxis  dienenden  Gasometer  wirken  ganz 
analog  wie  die  MARiOTTE*sche  Flasche,  nur  die  Form  und  Bestimmung  sind  andere. 
In  einen  oben  offenen  Cylinder  taucht  eine  cylindrische  Glocke;  auch  hier  würde 
das  im  Cylinder  enthaltene  Wasser  constant  ausfliessen.  Statt  dessen  führen 
durch  das  Wasser  in  die  Glocke  hinein  zwei  Röhren,  eine  zum  Füllen  mit  Gas, 
die  andere  zur  Fortleitung  desselben;  je  nach  dem  Gasinhalt  steht  die  Glocke 
höher  oder  tiefer,  und  ihr  Gewicht  drückt  das  Gas  zusammen.  Auch  im  kleinen 
werden  derartige  Gasometer  hergestellt  und  benutzt;  üblicher  ist  aber  ein  etwas 
anders  construirter  Apparat.  Auf  den  Deckel  eines  hohen  Cy- 
linders  A  ist  mittelst  Stäben  ein  zweiter,  kürzerer,  oben  oflener,  B^ 
aufgesetzt,'  von  ihm  ragt  eine  Röhre  c  bis  an  das  untere  Gefäss, 
eine  zweite  d  bis  fast  an  seinen  Boden;  sie  können  durch  die 
Hähne  h  und  k  verschlossen  werden;  das  Gefäss  A  hat  oben 
die  Hahnöffnung  e^  unten  die  nach  oben  gerichtete  Pfropfen- 
Oeffhung  /.  Bei  geschlossenem  /,  offenem  eh  und  k  füllt  man 
durch  B  Wasser  ein,  bis  A  gefüllt  ist.  Nun  schliesst  man  h  und  k^ 
füllt  B  mit  Wasser,  und  leitet  bei  /  das  Gas  durch  ein  gebogenes 
Rohr  ein,  welches  dem  verdrängten  Wasser  nebenher  auszufliessen 
gestattet.  Nun  schliesst  man  /,  öffnet  k^  das  aus  B  herunterfliessende  Wasser 
comprimirt  das  Gas,  und  man  kann  es  mit  dem  gewünschten  Druck  bei  c  aus- 
fliessen lassen  oder  durch  h  in  ein  über  B  gestülptes  Gefäss  füllen. 

Druckregulatoren.  Zur  möglichst  exakten  Constanterhaltung  des  Druckes 
sind  noch  zahlreiche  andere  Apparate  construirt  worden,  die  zum  Theil  auch 
mit  den  obigen  oder  unter  einander  combinirt  werden. 

Pneumatische  Wanne.  Wenn  man  ein  Gas  aus  dem  Apparat,  in  welchem 
man  es  entwickelt '  hat,  in  ein  mit  Luft  gefülltes  Gefäss  treten  lässt,  so  erhält 
man  es  nicht  rein,  sondern  mit  Luft  gemischt.  Man  füllt  daher  eine  offene 
Wanne  und  ein  Gefäss  mit  kleiner  Oeffnung,  z.  B.  eine  einseitig  offene  Röhre 
mit  der  sogen.  Sperrflüssigkeit  (Quecksilber,  Wasser  u.  s.  w.),  taucht  die  Röhre» 
sie  mit  dem  Finger  verschliessend,  in  die  Wanne,  nimmt  den  Finger  fort  und 
führt  mittelst  gebogener  Röhre  das  Gas  in  das  obere  Gefäss  in  Bläschenform 
und  unter  allmählicher  Verdrängung  der  Flüssigkeit  ein;  Bedingung  ist,  dass  der 
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Druck  im  Entwickelungsapparat  grösser  ist  als  der  der  emporragenden  Sperr- 
flüssigkeitssäule. 

Heber.  Der  einfachste  dieser  zur  Entnahme  von  Flüssigkeiten  aus  Gelassen 
resp.  Endeerung  derselben  dienenden  Klasse  von  Apparaten  ist  der  Stechheber, 
ein  oben  und  unten  offenes  und  enges,  in  der  Mitte  erweitertes  Geßlss,  das  man 
in  die  Flüssigkeit  taucht,  und,  es  oben  mit  dem  Finger  verschliessend,  wieder 
heraushebt;  die  Flüssigkeit  kann  dann  unten  nicht  ausfliessen.  Wichtiger  ist  der 
Saugheber,  auch  schlechtweg  Heber  genannt.  Es  ist  eine  aus  zwei  ungleichen 
Schenkeln  bestehende,  gebogene  Röhre,  die  mit  dem  kürzeren  Schenkel  in  die 
Flüssigkeit  getaucht  und  an  dem  Ende  des  längeren  angesaugt  wird;  falls  und 
so  lange  dies  Ende  tiefer  steht  als  das  Niveau  der  Flüssigkeit,  fliesst  dieselbe 
aus;  Bedingung  ist,  dass  die  höchste  Stelle,  also  die  Biegung  des  Hebers,  nicht 
höher  über  dem  Flüssigkeitsspiegel  liege,  als  die  Höhe  der  dem  Luftdruck  ent- 
sprechenden Säule  der  betreffenden  Flüssigkeit,  also  bei  Quecksilber  höchstens 
750  mm,  bei  Wasser  höchstens  10  m.  Uro  das  Ansaugen  zu  ersparen,  bringt  man 
kurz  über  dem  Saugende  ein  nach  oben  gehendes,  in  der  Mitte  kugelig  er- 
weitertes Glasrohr  an,  an  dessen  Ende  man  dann  bequemer  und  gefahrloser 
saugen  kann  (Giftheber).  Bei  leichtflüssigen  Flüssigkeiten  setzt  man  dieses  Rohr 
nicht  einfach  an,  sondern  lässt  es  in  den  an  dieser  Stelle  erweiterten  Schenkel 
mit  einer  offenen  Spitze  hineinragen;  man  braucht  dann  am  oberen  Ende  des 
Ansatzrohres  nur  zu  blasen  und  bekommt  keine  Dämpfe  in  den  Mund.  Beim 
französischen  Heber,  der  auch  andere  Namen  hat,  ist  der  Uebelstand,  dass  der 
Heber  beim  Herausheben  nach  beendigter  Thätigkeit  ausläuft,  durch  Umbiegen 
der  Enden  nach  oben  resp.  beim  äusseren  Ende  nach  oben  und  wieder  nach 
unten,  beseitigt. 

Heronsball,  ein  z.  Thl.  mit  Wasser  geftllltes  Gefass  mit  luftdicht  einge- 
setzter Röhre,  aus  welcher  bei  Erhöhung  des  inneren  oder  Herabminderung  des 
äusseren  Luftdrucks  das  Wasser  als  Strahl  emporspritzt.  Die  Verdünnung  der 
äusseren  Luft  findet  statt,  wenn  man  den  Heronsball  unter  die  Luftpumpe  bringt. 
Die  Compression  der  inneren  Luft  kann  auf  verschiedene  Weise  erfolgen;  beim 
Heronsbrunnen  z.  B;  erfolgt  sie  durch  den  Druck  einer  Wassersäule. 

Andere  Apparate  dieser  Art  sind  die  Waschflasche,  die  Spritzflasche, 
die  bekannte  Oellampe,  das  verschlossene  Dintenfass,  die  Siphon flasche, 
der  Zauberbecher,  der  intermittirende  Brunnen,  die  verschiedenen  Aspira- 
toren,  der  Aeolus  u.  s.  w. 

Gebläse.  Das  einfachste  ist  der  gewöhnliche  Blasebalg,  dessen  Beschreibung 
sich  erübrigt.  Der  einfache  Blasebalg  giebt  nur  einen  intermittirenden  Luftstrom, 
nämlich  nur  beim  Niedergange  des  Deckels;  um  einen  continuirlichen  zu  erhalten, 
muss  man  zwei  Luftkammem,  und  ausser  dem  Saugventil  am  Boden  noch  ein 
Druck ventil  in  der  Scheidewand  anwenden.  Grössere  derartige  Bälge  sind  an 
Blasetischen  befestigt.  Andere  trockene  Gebläse  sind  die  Cylindergebläse  und 
die  Ventilatoren  oder  Centrifugalgebläse.  Den  trockenen  Gebläsen  stehen  die 
hydraulischen  (Glockengebläse,  Wassertrommelgebläse  u.  s.  w.)  gegenüber.  Ein 
ähnlicher  Apparat  ist  endlich  das  Löthrohr,  bestimmt  zur  Erzeugung  einer  Stich- 
flamme durch  Blasen  mit  dem  Munde. 

Saug-  und  Druckpumpen.  Sie  dienen  zur  Hebung  des  Wassers  aus  der 
Tiefe.  Die  Saugpumpe  besteht  aus  Stiefel  und  Kolben  mit  Druck  ventil,  dem 
mittelst  des  Saugventils  unten  sich  anschliessenden  Saugrohr,  das  in  das  Grund- 
wasser reicht,  der  Ausflussöffnung  und  dem  zur  Bewegung  des  Kolbens  mit  der 
Hand  oder  Dampf  dienenden  Mechanismus.     Beim  Aufsteigen  des  Kolbens  öffnet 
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sich  das  Säugventil,  und  das  Wasser  tritt  in  den  unteren  Stiefelraum:  beim  Sinken 
des  Kolbens  öffnet  sich  das  Druckventil,  das  Wasser  gelangt  in  den  oberen 
Stiefelraum  und  fliesst  aus  der  Oefihung  aus.  Die  aufzuwendende  Kraft  ergiebt 
sich  gleich  dem  Gewicht  einer  Wassersäule  vom  Querschnitt  des  Stiefels  und  der 
Höhe  vom  Grundwasserspiegel  bis  zur  Ausffussöffhung.  Die  ersten  Gänge  bringen 
gewöhnlich  noch  kein  Wasser  zum  Ausfluss,  bei  den  folgenden  ist  die  Ausfluss- 
menge gleich  dem  Produkt  des  Stietelquerschnitts  und  der  Länge  der  Kolben 
bahn.  Das  Bodenventil  darf  theoretisch  höchstens  10  m,  praktisch  aber  meist  nur 
6 — 9  tn  über  dem  Wasserspiegel  liegen.  Bei  der  Druckpumpe  ist  der  erste  Theil 
der  Wirkung  derselbe;  beim  Niedergang  des  Kolbens  aber,  der  hier  massiv  ist, 
wird  das  Wasser  in  ein  vom  unteren  Theil  des  Stiefels  ausgehendes,  mit  Ventil 
versehenes  Steigrohr  gepresst  und  aus  diesem  ins  Freie  gefördert.  Aehnlich  wie 
bei  den  Luftpumpen  giebt  es  auch  doppelt  wirkende  Druckpumpen,  deren  beide 
Hälften  abwechselnd  wirken  und  bei  denen  zur  gleichmässigeren  Gestaltung  der 
Wirkung  ein  als  Heronsball  fungirender  Windkessel  hinzugefügt  ist.  Eine  der- 
artig eingerichtete  Pumpe  ist  z.  B.  die  Feuerspritze.  Eine  sehr  eigenthümliche, 
nämlich  ganz  ohne  Kolben,  nur  durch  Dampfdruck  wirkende  Pumpe  ist  das 
von  Hall  in  Newyork  erfundene  Pulsometer. 

Windbüchse  und  Feuerbüchse.  Der  aus  starkem  Eisenblech  bestehende 
Kolben  der  Windbüchse  wird  mit  einer  Compressionspumpe  geladen  und  dann 
mit  dem  die  Kugel  enthaltenden  Lauf  zusammengeschraubt;  wird  durch  einen 
Drücker  das  trennende  Ventil  geöffnet^  so  fliegt  die  Kugel  heraus.  Beim  Feuer- 
gewehr wird  der  Gasdruck  durcli  Verbrennung  des  Pulvers  erzeugt.  Während 
bei  der  Windbüchse  der  Druck  höchstens  auf  30  Atm.  gesteigert  werden  kann, 
erhält  man  beim  Feuergewehr  mit  Berücksichtigung  der  Temperatur  und  unter 
Abzug  der  unvermeidlichen  Verluste  mit  Leichtigkeit  300  Atm.,  also  das  Zehn- 
fache. 

Bathometer.  Auf  dem  Princip  der  Compression  der  Luft  durch  Wasser- 
druck beruhen  einige  Apparate  zur  Messung  der  Tiefe  von  Gewässern.  Ein  Ge- 
f£lss  hat  unten  eine  Oeflnung  mit  Stöpsel  und  weithineinreichender  Capillare.  Ist 
JP^  das  Gewicht  leer,  F^  das  Gewicht  mit  Wasser,  /^  das  Gewicht  mit  soviel 
Wasser,  als  sich  beim  Emporziehen  aus  der  Tiefe  T  vorfindet,  und  B  der  Stand 

des  Wasserbarometers,  so  hat  man 
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Bei  der  viel  einfacheren  Lothmaschine  von  W.  Thomson  erspart  man  die 
Wägungen  ganz;  das  Gefäss  besteht  in  einer  unten  offenen  Röhre,  die  Höhe,  bis 
zu  welcher  beim  Hinablassen  das  Wasser  in  sie  gedrungen  ist,  wird  durch  Farb- 
änderung der  präparirten  Innenwand  nachgewiesen  und  aus  dieser  die  Tiefe  be- 
rechnet 

Anemometer.  Diese  Apparate  sind  zur  Messung  der  Richtung  und  Stärke 
des  Windes  bestimmt,  können  aber,  eventuell  mit  gewissen  Abänderungen,  unter 
Umständen  auch  für  künstliche  Luft-  oder  Gasströme  Anwendung  finden.  Zur 
Bestimmung  der  Richtung  des  Windes  dient  die  um  die  vertikale  Axe  drehbar  auf- 
gestellte Windfahne,  für  welche  die  Keilform  am  günstigsten  zu  sein  scheint; 
an  derselben  Axe  ist  etwas  tiefer  ein  fester,  die  Himmelsrichtung  angebender 
Kranz  von  Stäben  befestigt  Zur  Messung  der  Windgeschwindigkeit  dient 
am  häufigsten  das  Schalenkreuz,  bestehend  aus  vier  an  den  Enden  von  Stäben 
angebrachten,  in  gleichem  Sinn  gestellten,  hohlen  Halbkugeln,  deren  Umdrehungs- 
zahl für  einen  bestimmten  Zeitraum  von  einem  Zifferblatt  abgelesen  werden  kann.  ^ 
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Sowohl  für  die  Windrichtung,  als  für  die  Windgeschwindigkeit  besitzt  man  gegen- 
wärtig auch  registrirende  Apparate,  Anemographen,  unter  denen  die  von 
Beckley-Casella  und  Hardy  die  verbreitetsten,  der  von  Siemens^)  der  neueste 
ist.  Zur  Messung  des  Winddrucks  dient  am  einfachsten  die  WiLD*sche  Wind- 
platte, die  mit  der  Windfahne  so  verbunden  ist,  dass  sie  stets  dem  Winde  die 
volle  Fläche  darbietet,  durch  den  Winddruck  aber  um  ihre  obere  Kante  gedreht 
und  somit  mehr  oder  weniger  geneigt  werden  kann;  an  einem  getheilten  Bogen 
liesst  man  den  Winddruck  ab.  Geschwindigkeit  und  Druck  des  Windes  stehen 
offenbar  in  eindeutiger  Beziehung  zu  einander,  und  die  neueste  bezügliche  Formel, 
die  von  Ferrel'),  lautet,  wenn  b  und  /  Luftdruck  und  Temperatur  und  b^  mittleren 

Luftdruck  bedeutet: 
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also  z.  B.  für  b^b^^  760  mm  und  /  =  15°:  />=  0*00255  V^ ;  indessen  ist  dieses 
Problem  noch  nicht  als  endgiltig  gelöst  anzusehen. 

Empirisch  hat  man  für  eine  Windplatte  von  den  günstigsten  Dimensionen, 
nämlich  SO  cm  Länge,  15  ^m  Breite  und  250^  Gewicht  folgende  entsprechende 
Werthe  ermittelt: 

Windgeschwindigk.  in  m/scc    12       3         4         6         8         10      12       14 
Neigungswinkel      ....  20°  7-0°  14*0°  22-8'*  42-3°  62-0'*  69-9*^  74-2**  77-0°. 

Betriebe  durch  Gasdruck.  Die  wichtigsten,  resp.  historisch  interessan- 
testen sind :  1)  Die  Gaskraftmaschine  (Druck  durch  Explosion  resp.  Verbrennung 
eines  Gemisches  von  Leuchtgas  und  Luft  erzeugt).    2)  Atmosphärische  Eisenbahn. 

3)  Rohrpost   (bei   beiden   Bewegung   eines    Kolbens   durch   comprimirte   Lufl). 

4)  Druckluftvertheilung.    5)  Windmühlen  und  andere  Anemomotoren. 

A&odsmamik. 

Ausströmen  der  Gase.  Der  Ausgangspunkt  ist  ganz  derselbe  wie  bei 
Flüssigkeiten  (pag.  404);  nur  ist  hier  p  nicht  von  p  unabhängigi  vielmehr  besteht 
zwischen  ihnen  eine  Beziehung,  die  am  einfachsten,  nämlich  p  =  a^p,  wird,  wenn 
die  Temperatur  sich  soweit  ausgleichen  kann,  dass  sie  überall  dieselbe  ist,  was 
bei  langsamerem  Ausströmen  der  Fall  sein  wird.    An  die  Stelle  des  dortigen 

Gliedes  ^/p  in  Gleichung  (3)   tritt  also    /  —  =  0*  logp.    Dafür  kann  man  hier 

die  Wirkung  der  Schwere  gänzlich  vernachlässigen  und  erhält  für  stationären 
Bewegungszustand  die  der  dortigen  Gleichung  (4)')  entsprechende  Gleichung 
für  die  Ausflussgeschwindigkeit  (in  m): 

2U^^ 


v=a 


und  die  Ausflussmenge 


/' 


wo  ^t^ipi  für  das  Gefäss,  p'g'p*  für  den  Gasstrahl  im  contrahirten  Querschnitt 
(pag.  407)  gelten,  p^'  sich  auf  0^  und  760  mm  Druck  bezieht  und  /  die  Tempe- 

0  W.  Siemens,  s.  A.  Köpsel,  Z.  f.  Instr.  K.  1887,  pag.  14. 

■)  Ferrel,  Amer.  Met.  J.  1887,  pag.  173. 

J)  Daselbst  muss  v»  statt  v^  gelesen  werden.  Digitized  byGoOglc 
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ratur  ist.  Früher  hat  man  hierin  /'=/,,  d.  h.  gleich  dem  Druck  im  äusseren 
Räume  gesetzt;  dass  dies  nicht  zulässig  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  als- 
dann für  p2=0,  also  für  das  Ausströmen  in  den  leeren  Raum,  2;  =  oo  werden 
würde.  Für  rasches  Ausströmen,  wobei  die  Temperatur  sich  überhaupt 
nicht  ausgleicht,  sondern  an  jeder  Stelle  nur  von  den  dortigen  Vorgängen  ab- 
hängt, ergiebt  sich  diese  Folgerung  nicht;  es  wird  nämlich,  wenn  x  das  Verhält- 
niss  der  specifischen  Wärmen  (s.  Wärmelehre)  ist, 

..  ä.j>."-[/>.'-"'- -/-"■] 

und  somit  für  /,=/  =  0 

also  von  endlicher  Grösse.  Flementar  kann  man  v  ableiten,  indem  man  sich  in 
der  Formel  v  =  Y^gh,  wobei  der  meist  kleine  Oefftiungs-  resp.  Strahlquerschnitt 
vernachlässigt  ist,  die  Druckhöhe  h  als  Quotient  des  inneren  Ueberdrucks  durch 
die  Gasdichte  auffasst;  es  wird  hierdurch  v  =  y2(/,  —  P)/9\t  also  speciell  für 
das  Ausströmen  ins  Vacuum  v  =  y2/^7pi  •  ^^'  ^"^  ^^^  ^°»  ^*^  unter  dem 
Druck  von  1  Atm.  stehend,  ins  Vacuum  strömt,  giebt  dies  v  =  ay^=  396  m. 

Das  complicirtere  Problem  des  nicht  stationären,  also  variablen  Aus- 
flusses der  Gase  hat  Haton  de  la  GouPiLUiiiE^)  untersucht,  und  zwar  wiederum 
für  beide  thermischen  Grenzfälle.  Dieses  Problem  gestaltet  sich  ganz  verschieden, 
je  nachdem  das  Gas  aus  einem  Gefäss  von  constantem  Druck  in  ein  Gefslss  strömt, 
in  dem  der  Druck  dadurch  allmählich  bis  zu  demselben  Werthe  steigt,  oder  aber 
aus  einem  Gefäss  ausströmt,  in  welchem  der  Druck  allmählich  bis  auf  den  Werth 
sinkt,  der  dauernd  in  dem  Gefässe  herrscht,  in  welches  das  Gas  einströmt; 
ersterer  Fall  ist  allgemein  lösbar  und  liefert  u.  a.  die  zum  Füllen  eines  Gef^ses 
nöthige  Zeit,  letzteres  ist  nur  in  bestimmten  Fällen  lösbar  und  giebt  dann  die 
zur  Entleerung  eines  Gefässes  erforderliche  Zeit. 

In  neuester  Zeit  hat  sich  über  die  Theorie  des  Ausströmens  der  Gase  und 
insbesondere  über  die  Frage,  wie  sich  der  Druck  /'  im  contrahirten  Quer- 
schnitt zum  inneren  und  äusseren  Druck  p^  und  p^  verhalte,  eine  sehr  ausge- 
dehnte Diskussion  zwischen  Hirn,  Hugoniot,  Parenty,  Sandrucci  u.  A.«)  ent- 
wickelt, welche,  soweit  sie  sich  nicht  auf  die  mechanische  Wärmetheorie  und 
die  kinetische  Gastheorie  bezieht,  von  Hugoniot  im  wesentlichen  durch  den 
Nachweis  erledigt  worden  ist,  dass,  wenn  bei  einem  Falle  stationären  Ausströmens 
^8>P/i  ^st,  die  Gleichung  ^'=/g,  dass  dagegen,  wenn  /j  <  ß/i  ist,  die 
Gleichung  ^'  =ß/i  gilt>  und  hierin  ist  für  die  beiden  thermischen  Grenzfälle 


1  /    2    \»/(«-i) 

p«_  =  0-607     resp.     ^--[^  ^0 


522, 


wo  die  Zahlenwerthc  für  Luft  und  ähnliche  Gase  gelten,  für  die  x  =  1*4  ist  Ist 
der  Ausfluss  variabel,  und  zwar  so,  dass,  bei  constantem  p^,  p^  von  0  auf  p^ 
zunimmt  (Füllung  eines  Gefässes  mit  Gas),  so  fängt  p*  gleich  mit  dem  Werthe 
ß/j  an,   bleibt  zunächst  constant  so  gross,    und  erst  wenn  p^  diesen  Werth  er- 


>)  Haton  de  la  GoupiLLiinE,  Compt.  rend.  103,  pag.  661  u.  709.  1886. 

>)  Hirn,  Mem.  Ac.  Belg.  46.  1886;  Ann.  de  Ch.  Phys.  (6)  9.  1886.  —  Hugoniot, 
Compt.  rend.  102,  pag.  1545  u.  103,  pag.  241.  1886.  —  Reynolds,  Phil.  Mag.  (5)  21,  pag.  185. 
1886.  -—  Parenty,  Compt.  rend.  103,  pag.  125.  1886.  ^  Sandrucci,  N.  Cim.  (3)  20, 
pag.  193.   1886.  p.g.^.^^^  ^y  GOO;^.^ 
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reicht  hat,  nimmt/'  identisch  mit  diesem  bis  auf/j  zu;   ebenso  nimmt,  wenn, 
bei  constantem  p^t  p^  von  einem  hohen  Werth  auf  p^  abnimmt  (Entleerung  eines 

Gefässes),   /'    zunächst    nach    der    Gleichung 
n]  ^'  —  ß^j    mit  p^  ab;   hat  aber  p^  den  Werth 
jj  /§/ß  und  somit  p'  den  Werth  p^  erreicht,  so 
\   bleibt  bei  weiterem  Abnehmen  von  p^  nun/' 
t   constant=/j.    Mit  anderen  Worten:  /'  kann 
nie  kleiner  als    ß/^    sein;   so    weit  diese   Be- 
J  dingung  es  erlaubt,  ist  es  gleich  p^.    Zur  Ver- 
J   anschaulichung    dienen    Fig.  205 a  und  b\   die 
Zeit  ist  die  Abscisse,   die  Curven  fUr  p^  und 
p^  sind  voll  ausgezogen,  die  fiir  p*  (in  beiden 
thermischen  Grenzßlllen)  gestrichelt    Die  hier- 
nach erforderlichen  Modificationen  der  Haton- 
schen  Lösungen  hat  HugoniotI)  ebenfalls  be- 
rechnet.    Schliesslich    ergiebt   sich,    wie    man 
einsieht,    für   die    Ausflussgeschwindigkeit   ein 
analoges  Verhalten. 

Die  obigen  Formeln  enthalten  einige  inte- 
ressante Sätze,  deren  wichtigster  dieser  ist: 
Die  Ausflussgeschwindigkeiten  zweier 
Gase  verhalten  sich  bei  gleichen  Drucken  um- 
gekehrt, die  Ausflussmengen  direkt  wie  die 
Wurzeln  aus  ihren  Dichten.  Dieser  Satz  ist 
von  Graham  und  Bunsen')  experimentell  be- 
stätigt worden.  Während  also  Luft  mit  306  m  Geschwindigkeit  ins  Vacuum 
strömt,  werden  die  entsprechenden  Zahlen  fiir  Wasserdampf  502,  fiir  Leuchtgas 
499,  fiir  Kohlensäure  320  u.  s.  w.  Der  Gegensatz,  in  welchem  hiemach  die 
Gase  zu  den  Flüssigkeiten  stehen,  beruht  darauf,  dass  bei  den  Gasen  der  Druck, 
bei  den  Flüssigkeiten  die  Schwere  meist  die  einzige  treibende  Kraft  ist;  in  Fällen, 
wo  Flüssigkeiten  nicht  durch  die  Schwere,  sondern  durch  den  Ueberdruck  aus- 
fliessen,  gilt  auch  fiir  sie  das  obige  Gesetz  (letzte  Gleichung  auf  pag.  404).  Die 
Beobachtungen  haben  dies  Gesetz  sogar  so  genau  bestätigt,  dass  man  nach 
BuNSEN  aus  den  Ansflussgeschwindigkeiten  der  Gase  ihre  Dichten  in  befriedigen- 
der Weise  berechnen  kann. 

Beobachtungen  über  die  Abhängigkeit  der  Au sfiuss menge  eines  und 
desselben  Gases  vom  Druck  sind  sehr  vielfach  ausgefiihrt  worden,  insbesondere 
von  KocH^,  St.  Venant  und  Wantzel*),  Weisbach*),  Zeüner^),  Hirn^,  Wilde^ 


(Ph.205.) 


*)  Haton  de  LA  GouPiLLiÄRE,  Compt  rend.  103,  pag.  785  und  925.  1886.  —  Hügoniot, 
Compt.  rend.   103,  pag.  922  und  1002.  1886. 

«)  Graham,  Trans.  R.  Soc  Edinb.  1834,  pag.  222;  Phil.  Mag.  2,  pag.  175.  1833; 
Trans.  R.  Soc.  Lond.  1846,  pag.  573  und  1863,  pag.  385.  —  Bünsen,  Gasometr.  Methoden, 
Braunschw.  1857,  pag.  128. 

3)  Koch,  Pogg.  Ann.  2,  pag.  39.   1823. 

*)  St.  Venant  und  Wantzel,  Compt.  rend.  17,   1843. 

5)  Weisbach,  Experim.  Hydraulik,  Freiberg  1855,  P^«  ^^• 

*)  Zeuner,  Civilingenieur,   1874. 

^  Hirn,  a.  a.  O.  (s.  vor.  Seite). 

8)  Wilde,  Phil.  Mag.  (5)  20,  pag.  531.  1885,  u.  21,  pag.  494.  1886.  AusfÜhrl.  Ref.  in 
W«D.  Aon.,  Beibl.  .o.  pag.  749-  «886.  Digimed  by^OUglt: 
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und  für  besonders  grosse  Ueberdrucke  von  Salcher  und  Whitehead^).  Aus 
diesen  Versuchen  folgen  zunächst  ähnliche  Abweichungen  von  der  Theorie  wie 
bei  den  Flüssigkeiten  (Ausflusscoefficient^),  Contraction  des  Strahls  u.  s.  w.) 
Aber  selbst  in  Rücksicht  hierauf  war  es  schwierig,  Formeln  aufzustellen,  und 
selbst  die  beliebteste  derselben,  die  W£iSBACH*sche,  hat  keine  allgemeine  Be- 
deutung. Durch  die  Entdeckung  Hugoniot's  ist  nun  dieser  Widerspruch  gelöst 
worden.  In  der  That  zeigen  alle  diese  Versuchsreihen,  dass,  je  grösser  der 
Ueberdruck  ist,  desto  grösser  die  Ausflussgeschwindigkeit  ist,  aber  nur,  so  lange 
das  Verhältniss  beider  Drucke  den  Grenzwerth  0*5— 0*6  nicht  tibersteigt;  bei 
grösseren  Ueberdrucken  ist  die  Ausfiussgeschwindigkeit  constant.  Für  sehr  grosse 
Ueberdrucke  fanden  Salcher  und  Whithead  überdies,  dass,  je  grösser  der  U.eber- 
druck,  desto  grösser  das  Grenzverhältniss  der  Drucke  ist,  bei  welchem  Constanz 
des  Ausflusses  eintritt. 

Das  Ausströmen  von  Gasen  aus  zwei  übereinander  gelegenen  Oeffnungen 
hat  Nevreneuf^)  untersucht,  er  fand  u.  A.,  dass  bei  vermindertem  Drucke  nur 
noch  durch  die  obere  Oeflhung  Gas  ausströmt,  durch  die  untere  aber  Luft  von 
aussen  einströmt ;  und  diese  Reaction  ist  so  empfindlich,  dass  sie  sich  zur  Con- 
struction  eigenthümlicher  Flammen-Niveauapparate  (»Gaslibellec  u.  s.  w.)  ver- 
wenden liess. 

Den  Ausfluss  von  Flüssigkeiten  aus  geschlossenen  und  zum  Theil  mit 
Gas  gefüllten  Gefässen  hat  v.  Schaewen^)  theoretisch  und  experimentell  be- 
handelt; die  Resultate  sind  z.  B.  für  die  Theorie  der  MARiOTTE'schen  Flasche 
von  Wichtigkeit. 

Abfluss  durch  Röhren.  Auch  hier  haben  die  Beobachtungen  zu  ähn- 
lichen Ergebnissen  und  empirischen  Formeln  wie  bei  Flüssigkeiten  geführt.  Von 
dem  Ueberdrucke  F  geht  ein  Theil  /'  verloren  und  es  bleibt  nur  übrig 

(s  specifisches  Gewicht).  Erfahrungsgemäss  ist  der  Druckverlust  p'  der  Länge 
/  und  dem  inneren  Umfange  der  Röhre  u,  femer  mit  v^  und  s  direkt,  endlich 
dem  Querschnitt  g  der  Röhre  umgekehrt  proportional;  nennt  man  den  Faktor 
a  und  die  Röhrenweite  ä,  so  wird  hiemach 


.  =  ]/ 


8a^  =  e  heisst  der  Widerstandscoefßcient  und  ist  für  Glas  etwa  0*022,  für 
Metall  0'024.  In  neuester  Zeit  hat  Baille^)  interessante  Studien  über  das  Aus- 
strömen durch  ein  langes  Rohr  von  100  m  Länge  veröffentlicht. 

Atmosphärische  Bewegungen.  Auf  diese  der  Meteorologie  angehörigen 
Probleme  kann  hier  nur  kurz  hingewiesen  werden.  Die  Isobaren  (pag.  545)  sind 
die  Linien  gleichen  Drucks,  also  müsste  sich  die  Luft  senkrecht  zu  ihnen,  den 
sogen.  Gradienten  entlang  bewegen.  Das  ist  nicht  der  Fall,  und  zwar  einmal, 
weil  wir  nicht  die  wahre,  sondern  die  scheinbare  Bahn  auf  der  ruhend  gedachten 
Erde  beobachten,    und  sodann,    weil    die  schon  vorhandenen  Bewegungen,    die 


1)  Salcher  und  Whitehead,  Wien.  Ber.  98  (2),  pag.  267.  1889. 

>)  Siehe  z.  B.  BUFF,  Lehrb.  d.  phys.  Mechanik,  2,  pag.  443,  für  verschiedene  Oeffiiungen 
und  Ansatzröhren. 

3)  Nevreneuf,  Compt  rend.  90,  pag.  1487.  1880;  Ann.  de  Chim.  Phys.  (5)  25,  pag.  167. 
1882;   M^m.  Ac.  Caen.  1883,  pag.  i. 

*)  V.  ScHAEWEN,  Rep.  d.  Phys    18,  pag.  141.  1881. 

/Google 


»)  Baille,  Toum.  de  Phys.  (2)  8,  pag.  29.  1889. 
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Schwere,  die  Reibung  u.  s.  w.  ablenkend  wirken.  In  ersterer  Hinsicht  hat  man 
analog  zu  Werke  zu  gehen,  wie  beim  FoucAULx'schen  Pendel  (pag.  178),  und  es 
ist  das  Verdienst  von  Sprung  und  Roth,  theoretisch  abgeleitet  zu  haben,  wie 
sich  ein  Theilchen  auf  der  rotirenden  Erde  scheinbar  bewegen  muss,  wenn  es 
nur  der  Trägheit  unterworfen  ist  und  wenn  Schwere  und  Reibungswiderstände 
es  beeinflussen.  Das  Resultat  Sprung's^)  ist  folgendes:  Die  »Trägheitsbahnc 
ist  in  der  Nähe  des  Nordpols  ein  rechts  herum  (am  Südpol  links  herum)  in 
12  Stunden  beschriebener  Kreis  vom  Radius  p  =  v/2m  (9  Trägheitsgeschwindig- 
keit, iü  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde),  in  der  Breite  -h  ^  ein  nach  rechts  be- 
schriebener Kreis  mit  dem  Radius  p  =  e^/(2o»^i>f 9),  der  sich  aber,  da  sich 
während  der  Bahn  p  mit  9  ändert,  nicht  schliesst,  sodass  die  Bahn  sich  in  eine 
immer  mehr  nach  links  gerathende  Schleifenlinie  verwandelt.  Roth')  untersucht 
allgemeinere  Fälle  und  erhält  daher  auch  complicirtere  Curven:  Kreisevolventen, 
Spiralen  und  deren  Verzerrungen.  In  Wahrheit  beschreiben  die  Winde  nicht 
Trägheitsbahnen  und  folglich  stimmen  die  Beobachtungen  zahlenmässig  nicht 
mit  der  Theorie  überein;  qualitativ  siber  wiid  die  Theorie  bestätigt:  Auf  der 
nördlichen  Halbkugel  werden  die  Winde  nach  rechts  vom  Gradienten  abgelenkt, 
und  zwar  desto  stärker,  je  höher  die  geographische  Breite  und  je  kleiner  die 
Reibung  ist  Dies  ist  das  sogen.  Buys-BALLOT'sche  Gesetz.  Sodann  handelt 
es  sich  darum  zu  verfolgen,  wie  zwei  an  einander  vorbeiziehende  Luftströme 
durch  Reibung  Wirbel  und  diese  wieder  durch  Centriliigalwirkung  Luftverdünnun- 
gen erzeugen.  Man  kommt  so  auf  die  theoretische  Darstellung  der  Cyclonen, 
Tornados,  Minima  u.  s.  w.  Es  erweist  sich  dabei  als  noth wendig,  die  voll- 
ständigen Gleichungen  der  atmosphärischen  Bewegungen  mit  Rücksicht  auf 
Schwere,  Reibung,  Spannungen  und  Temperaturunterschiede  aufzustellen  und  zu 
behandeln.  Am  einfachsten  ist  der  Fall  kreisförmiger  concentrischer  Isobaren 
mit  einem  barometrischen  Minimum  oder  Maximum  als  Centrum  (einfacher 
Cyclon  oder  Anticyclon);  seiner  Lösung  haben  sich  namentlich  Guldberg  und 
Mohn 8),  Ferrel*),  Oberbeck*)  und  Marchi*)  gewidmet.  In  Bezug  auf  die  com- 
plicirteren  Fälle  und  die  atmosphärischen  Bewegungen  im  allgemeinen  muss  hier 
auf  die  hochinteressanten  Abhandlungen  von  Oberbeck'),  v.  Siemens"),  v.  Helm- 
HOLTZ*)  verwiesen  werden.  Nur  sei  noch  bemerkt,  dass  von  verschiedenen  Seiten 
mit  Erfolg  versucht  worden  ist,  die  Luftbewegungen  in  kleinem  Maasstabe  ex- 
perimentell nachzuahmen  "*). 


^)  Sprung,  ADnalen  der  Hydrographie  1880,  pag.  603.  —  Lehrbuch  d.  Meteor.  Hamb.  1885. 

^  F.  Roth,  Rep.  d.  Phys.  22,  pag.  354;  23,  pag.  i,  455,  553;  24,  pag.  90  u.  648.  1886—88. 

3)  Guldberg  und  Mohn,  Oester.  Met.  Z.   1877,  pag«  258. 

*)  Ferrbl,  Meteor.  Researches,  Wash.  1877  ff. 

^)  Oberbeck,  Wied.  Ann.  17.  1882.  Der  wesentlichste  Fortschritt  besteht  in  der  Ein- 
führung dei  Bedingung  der  Continuität  der  Erscheinungen  innerhalb  und  ausserhalb  des  Wirbels. 

^)  Marchi,  Ann.  della  Meteor.  1882.  —  Oest.  Met.  Z.  1884,  pag.  278. 

7)  Oberbbck,  Berl.  Sitz.  Her.  1886,  pag.  383  und  1129.  Berechnung  der  Luftströmung 
und  Druckvertheilung. 

^)  V.  Siemens,  Berl.  Sitz.  Ber.  1886,  pag.  261.     (Erhaltung  der  Energie  im  Luftmeere.) 

^)  V.  Helmholtz,  Berl.  Sitz.  Ber.  1888,  pag.  647;  1889,  pag.  761.  Discontinuitätsflächen 
an  der  Grenze  verschiedener  Gebiete  und  dadurch  bedingte  Entstehung  atmosphärischer  Wirbel 
und  atmosphärischer  Wogen. 

10)  Vettin,  Pogg.  Ann.  102,  pag.  246.  1857;  Met.  Z.  l,  pag.  227  u.  271.  1884.  — 
Weyher,  Compt.  rend.  1041  pag-  494-  1887.  —  Ueber  Strudel,  Tromben,  Wirbelstürme  u.  s.  w. 
Paris  1887.  —  Femer  Colladon,  Faye,  Dechevrkns  u.  A.,  Compt  rend.  1886—87.  — 
Schwedow,  J.  d.  russ.  phys.-chem.  Ges.  (8;  18,  pag.  279.  1886.  ^^  , 
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Bewegung  fester  Körper  in  Gasen.  Von  Erscheinungen  dieser  Artist 
schon  mehrfach  die  Rede  gewesen.  So  sind  Formeln  für  den  Wurf  mit  Rück- 
sicht auf  den  Luftwiderstand  im  Art.  Fall  und  Wurf  pag.  120,  Formeln  für  den 
Einfluss  der  Luft  auf  das  Pendel  daselbst  pag.  176  angegeben.  Einer  allgemeinen 
Untersuchung  des  hydrodynamischen  Widerstandes,  deren  Ergebnisse  zum  Theil, 
wie  dort  bereits  bemerkt,  auch  für  Gase  giltig  sind,  ist  der  Art.  »Gemeinschaft- 
liche Bewegung  fester  und  flüssiger  Körper c  (pag.  432)  gewidmet.  Den  Gasen 
eigenthümlich  sind  namentlich  solche  Fälle,  in  welchen  sich  die  Variabilität  der 
Dichte  des  umgebenden  Mediums  in  ihrem  Einflüsse  auf  die  Bewegung  des  festen 
Körpers  in  hervorragendem  Grade  geltend  macht,  was  insbesondere  bei  grossen 
Geschwindigkeiten  des  festen  Körpers  der  Fall  ist,  weil  die  Theile  des  Gases 
alsdann  nicht  Zeit  haben,  vollständig  auszuweichen.  Eine  hierher  gehörige  Klasse 
von  Erscheinungen  ist  die  der  raschen  Schwingungen  eines  festen  Körpers 
in  Luft.  Von  welcher  Wichtigkeit  dieselbe  ist,  erhellt  schon  daraus,  dass  die 
Verdichtungen  •  und  Verdünnungen  der  Luft  es  sind,  welche  die  Schwingungen 
des  festen  Körpers  fortpflanzen  und  somit  eigentlich  erst  den  Schall  erzeugen; 
gleichzeitig  aber  ergiebt  sich  aber  auch  die  Zugehörigkeit  dieser  Erscheinungen 
zur  Akustik.  Hier  sei  nur  der  Vergleichung  halber  bemerkt,  dass,  wenn  man  in 
ähnlicher  Weise  wie  bei  Flüssigkeiten  die  Geschwindigkeitspotentiale  bildet,  diese 
hier  complicirter  als  dort  werden. 

Ein  anderer  Fall  ist  die  Verdichtung  der  Luft,  welche  durch  ein 
Geschoss   in    seiner  Umgebung   erzeugt   wird.    Diese   theoretisch   inter- 


(Ph.  206.) 

essante  und  praktisch  wichtige  Erscheinung  hat  ihrer  experimentellen  Schwierig- 
keiten halber  die  Physiker  lange  vergeblich  beschäftigt,  bis  es  kürzlich  Mach 
und  SalcherI)  gelungen  ist,  das  Problem  theoretisch  und  experimentell  in  über- 
raschend befriedigender  Weise  zu  lösen.  Denkt  man  sich  einen  Cylinder  seiner 
Axe  entlang  durch  die  Luft  fortschreitend,  so  wird  seine  Spitze  unausgesetzt  Ver- 
dichtungswellen erzeugen.  Diese  werden,  wenn  die  Geschossgeschwindigkeit  der 
Schallgeschwindigkeit  nachsteht,  sich  zerstreuen  (Fig.  206  a),  dagegen  wenn  jene 
diese  übertrifit,  sich  kreuzen  und  einen  Verdichtungskegel  erzeugen  (Fig.  206  ^). 
Ein  begrenztes  Verdichtungsgebiet  wird  man  also  nur  erhalten,  wenn  man  Ge- 
schossgeschwindigkeiten von  mehr  als  340  m  anwendet,  und  in  dem  Sinus  des 
halben  Oefihungswinkels  des  Kegels  wird  man  alsdann  das  Verhältniss  der  Schall- 
geschwindigkeit zur  Geschossgeschwindigkeit  haben.    Dieses  theoretische  Resultat 


*)  Mach  und  Salcher,  Wien.  Ber.  95  (2),  pag.  764.  1887;    97  (2),  pag.  41.  1889;   s.Ta. 
Die  baDistischen  Experimente  von  Melsens,  Ann.  de  Chim.  Phys.  (5)  25.  1882.  i' ^^^^^3 1^^ 
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wurde  nun  durch  Versuche  mit  Gewehr-  und  Kanonenkugeln  bestätigt,  bei  welchen 
die  nach  der  Schlierenmethode  sichtbar  gemachte  Luftverdichtung  durch  elektrische 
Momentphotographie  üxirt  wurde;  nur  zeigte  sich,  in  Folge  der  abweichenden 
Geschossgestalt,  statt  des  Kegels  ein  Hyperboloid,  femer  traten  ähnliche,  aber 
schwächere  Grenzen  auch  am  Rande  und  Boden  des  Geschosses  auf,  und  schliess- 
lich zeigte  sich  der  Kanal  hinter  dem  Geschoss  von  Wirbeln  nachströmender 
Luft  erfüllt  (Fig.  206  r).  Im  übrigen,  namentlich  hinsichtlich  der  Berechnung  und 
der  »elektrochemischen«  Darstellung  der  Linien  gleichen  Drucks,  sei  auf  die  ge- 
nannten Abhandlungen  verwiesen. 

Von  anderen  Problemen  des  Luftwiderstandes  hat  namentlich  eines  seit 
Newton  unausgesetzte  Behandlung  erfahren  und  ist  kürzlich,  mit  Hilfe  eines  von 
Schellbach  construirten  Apparates,  durch  von  Thiesen^)  aufgestellte  Formeln  zu 
einem  gewissen  praktischen  Abschluss  gebracht  worden:  Der  Luftwiderstand 
gegen  einen  senkrecht  zu  seiner  Axe  fortschreitenden  oder  um  eine  auf  seiner 
Axe  senkrechte  Mittellinie  rotirenden  Cylinder.  Sind  /  und  d  Länge  und  Dicke 
des  Cylinders,  so  hat  man  im  ersten  Falle,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  ist,  den 
Luftwiderstand 

W^  10"-«/(7-2ö«^  4-  0-486 dv^  -h  00000698  d^v^), 

im  zweiten,  wenn  /  die  Umdrehungszeit    ist,  das  Moment  des  Luftwiderstandes: 
M^  10-«  /«  (3-80  y  -+-  0-599  /^  4-  0000216  fl  ~i , 

alles  in  gr^  cm,  sec  ausgedrückt. 

Von  Apparaten,  welche  in  Folge  des  Luftwiderstandes  eigen thümliche  Bahnen 
beschreiben,  seien  hier  erwähnt:  der  Bumarang  (eigenthümlich  gekrümmtes 
und  gewölbtes,  bei  Wilden  als  Wurfwaffe  dienendes  Holz),  dessen  Theorie  u.  A. 
von  Gerlach«)  behandelt  ist;  der  Tennis -Ball,  welchem  Lord  Rayleigh*)  eine 
Studie  gewidmet  hat;  der  der  Schiffsschraube  in  der  Wirkung  ähnliche  »Fliegerc, 
der  neuerdings  auch  zu  wissenschaftlichen  Zwecken  vielfach  benutzte  Drachen, 
der  Fallschirm,  bestimmt  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  in  Gleichförmig- 
keit oder  gar  Verzögerung  zu  verwandeln  u.  s.  w. 

Reaction  der  Gase.  Wie  Flüssigkeiten  (pag.  400),  so  können  auch  Gase, 
ausser  durch  Druck  und  Widerstand,  auch  durch  Reaction  Wirkungen  ausüben 
und  Bewegungen  hervorrufen.  Ein  hierauf  beruhender  Apparat  ist  die  Aeolipile; 
in  einem  um  eine  vertikale  Axe  drehbaren  Gefäss  wird  durch  eine  untergestellte 
Flamme  Wasser  in  Dampf  verwandelt,  welcher  durch  einige  strahlenförmig  vom 
Gefäss  auslaufende,  am  Ende  in  horizontaler  Ebene  rechtwinkelig  umgebogene 
Röhren  ausströmt;  der  ganze  Apparat  fängt  dann  an,  in  entgegengesetzter 
Richtung  zu  rotiren.  Während  diese  Wirkung  ziemlich  schwach  ist,  erhält  man 
sehr  kräftige  bei  Entwickelung  von  Gasen  aus  der  Verbrennung  von  Schiesspulver 
und  ähnlichen  Mischungen;  hierauf  beruht  die  Feuerwerkerei  und  insbesondere 
die  Bewegung  der  Raketen.  Auf  die  überaus  mannigfaltigen  Formen,  die  man 
den  Feuerwerkskörpem  für  Kriegs-,  Schau-  und  andere  Zwecke  gegeben,  und  auf 
die  Flugbahnen,  die  man  dadurch  erzielt  hat,  kann  hier  nicht  eingegangen 
werden;  es  sei  nur  bemerkt,  dass  die  Steighöhe  mit  zunehmendem  Gewichte 
der  Füllung  stark  anwächst  (einpftindige  Raketen  gehen  unter  Umständen  2  bis 
3  km  hoch),  und  dass  die  Form  der  Bahn  sich  wesentlich  von  der  gewöhnlichen 


1)  TmsSEN,  WiKD.  Ann.  26,  pag.  309.   1885.     Daselbst  die  ältere  Literatur. 

>)  Gkrlach,  Z.  d.  Ver.  i.  Ford.  d.  Luftsch.  5.  1886. 

8)  Lord  Rayleigh,  Mess.  of  Math.  1877;   Beibl.  1879,  pag.  iSfegitized  byGoOQlc 
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Wurfbahn  unterscheidet,  theils  weil  statt  des  dortigen  Impulses  hier  eine  dauernde, 
allerdings  abnehmende  Kraft  wirkt,  theils,  weil  die  jedesmalige  Richtung  der  Be- 
wegung durch  die  Form  der  Patrone  mitbestimmt  wird,  wie  denn  z.  B.  eine 
winkelig  gebogene  Patrone  sogar  eine  eckige  Flugbahn  zur  Folge  hat.  Anderer- 
seits kann  man  bestimmte  Flugbahnen  erzielen,  indem  man,  wie  bei  den  Kriegs- 
raketen vielfach  geschehen,  der  Patrone  eine  Rotation  um  die  Axe  giebt  und 
die  Ausflusslöcher  in  bestimmter  Weise  anordnet. 

Luftschifffahrt. 

Allgemeines.  Nachrichten  über  Ideen  und  Versuche,  in  der  Luft  auf- 
steigende Apparate  zu  bauen,  reichen  sehr  weit  zurück,  sind  aber  theils  unbe- 
glaubigt, theils  sachlich  verfehlt.  Letzteres  gilt  auch  noch  von  dem  naheliegen- 
den Gedanken,  aus  Ballons  die  Luft  auszupumpen,  weil  solche  Ballons  durch 
die  äussere  Luft  zerdrückt  werden  müssen.  Einen  wesentlichen  Fortschritt 
machte  Galien  mit  dem  Vorschlage,  den  Ballon  mit  leichterer  Luft  zu  füllen, 
ohne  dass  er  jedoch  hierzu  Rath  gewusst  hätte.  Der  Erste,  der  einen  Ballon 
zum  Steigen  brachte,  durch  die  Inquisition  aber  an  der  Fortsetzung  seiner  Ver- 
suche verhindert  wurde,  war  der  Portugiese  Gusman  (1736).  So  kam  es,  dass 
nicht  er,  sondern  die  Brüder  Montgolfier  (1783)  als  Begründer  der  Luftschiff- 
fahrt zu  nennen  sind.  Eine  Montgolfi^re  enthält  Luft,  die  aber  durch  ein  unter 
ihr  unterhaltenes  Feuer  auf  hoher  Temperatur,  also  geringer  Dichte  erhalten 
wird.  In  demselben  Jahre  1783  wandte  Charles  das  Wasseistoffgas  an,  welches 
1766  entdeckt  und  1782  von  Cavallo  bereits  benutzt  worden  war,  um  damit 
gefüllte  Seifenblasen  emporsteigen  zu  lassen.  Solche  Ballons  heissen  Charli^ren. 
Endlich  ersetzte  Grenier  (1836)  den  Wasserstoff  durch  Leuchtgas. 

Bestandtheile.  Der  Ballon  wird  aus  leichtem  Seidenstoff  hergestellt,  mit 
Leinölfirniss  oder  ähnlichem  Material  luftdicht  gemacht  und,  theils  zur  Erhöhung 
der  Widerstandsfähigkeit,  theils  zur  Befestigung  der  Gondel  mit  einem  Netzwerk 
dünner  Stricke  umgeben.  Ausserdem  gehört  zu  seiner  Ausrüstung  noch  eine 
genügende  Quantität  Ballast  (Säcke  mit  Sand  u.  s.  w.),  (bei  der  Charli^re)  ein 
von  der  Gondel  aus  zu  regierendes  Ventil  zum  Oeffnen  und  Schliessen  des 
Ballons,  und  der  Anker  zum  Landen;  endlich  hat  Green  ein  „LeitseiU  ange- 
geben, welches,  wie  die  Federn  bei  Wagen,  der  Gondel  einen  ruhigeren  Gang 
verleiht.  Die  beliebteste  Form  ist  stets  die  einer  Kugel,  eventuell  mit  schlauch- 
förmigem Ansatz  nach  unten,  geblieben  (s.  jedoch  w.  u.);  von  der  Vereinigung 
mehrerer  Ballons  und  selbst  von  Charli^ren  und  Montgolfi^ren  zu  einem  einzigen 
Luftschiff  und  ähnlichen  Abänderungen  ist  man  schliesslich  wieder  zurückgekommen. 
Da  das  Gas  in  grösseren  Höhen  sich  auszudehnen  strebt,  darf  man  Charli^ren 
anfangs  nicht  vollständig  füllen.  Zu  Demonstrationszwecken  stellt  man  kleine 
Ballons  aus  Collodium  her. 

Vergleichung  der  drei  Arten  von  Luftballons.  Es  sei  v  das  Volumen 
des  Ballons,  s'  das  specifische  Gewicht  seine?  gasformigen  Inhaltes,  s  das  der 
äusseren  Luft,  m  das  Gewicht  aller  festen  Bestandtheile  des  Ballons;  dann  muss, 
damit  überhaupt  ein  Aufstieg  erfolge,  m-hvs'  <:vs  sein.  Die  Steigkraft  des 
Ballons  ist  also 

S  =  v(s  —  s')  —  m, 

und  seine  Tragkraft,  d.  h.  das  Gewicht,  welches  er  ausser  dem  Gewicht  seiner 
nothwendigen  Theile  m^  noch  emporheben  kann,  ist, 

r  <  zf  (5 — y)  -  Wo-  p.g.^.^^^  ^y  Google 
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In  diesen  Formeln  ist  zu  beachten,  dass  s  keine  Constante  ist,  sondern  mit 
der  Höhe,  die  der  Ballon  erreicht,  abnimmt  (pag.  545),  und  dass  folglich  die 
Steigkraft  eines  Ballons  nach  oben  hin  ebenfalls  abnimmt,  während  für  T  sich 
die  Vorsichtsmaassregel  ergiebt,  es  um  einen  solchen  Betrag  unter  der  obigen 
Grenze  zu  wählen,  dass  es  auch  beim  Aufstieg  stets  unter  dieser  Grenze  bleibt. 
'\j — I  In  Fig.  207  sind  die  Tragkräfte  der  drei  Arten  von 
— '  Ballons  für  verschiedene  Grössen,  kuglige  Gestalt 
und  den  der  Erdoberfläche  entsprechenden  Werth 
von  s  dargestellt,  sodass  eine  Tabelle  sich  erübrigt ; 
unter  Mq  ist  dabei  nur  das  Gewicht  der  Hülle 
verstanden  und  dieses  für  die  Montgolfi^re  zu 
600  gr,  für  die  beiden  anderen  Ballons  zu  200  gr 
auf  das  gm  angenommen;  s'  ist  gleich  ^s  für  die 
Montgolfi^re,  \s  (in  Rücksicht  auf  die  Unreinheit 
des  gewöhnlich  benutzten  Wasserstoffs)  für  den 
Wasserstoflballon,  ^s  für  den  Leuchtgasballon  ge- 
setzt. Wie  man  sieht,  steht  die  Montgolfidre  an 
Steigkraft  erheblich  zurück,  bei  kleinerer  Grösse 
""^hat  sie  überhaupt  keine  Steigkraft,  und  ebenso 
ist  die  Höhengrenze,  welche  ihr  gesteckt  ist,  eine 
niedrige;  da  sie  überdies  feuergefährlich  ist,  darf 
man  sich  nicht  wundern,  dass  sie  längst  veraltet  ist  Die  Entscheidung  zwischen 
den  beiden  anderen  Arten  wird  durch  die  grössere  Wohlfeilheit  und  bequemere 
EinfÜUung  des  Leuchtgases  einerseits,  durch  die  fast  doppelt  so  grosse  Tragkraft 
des  Wasserstoffballons  andererseits  in  jedem  einzelnen  Falle  bedingt  werden. 

Exakte  Formeln^).  Sind  d^  und  d^  die  Barometerstände  am  Erdboden  und 
in  der  Grenzhöhe  ä,  c  eine  Constante  (etwa  8000  m)  und  v  die  Geschwindigkeit 
des  Aufsteigens  in  der  vertikalen  Richtung  z^  so  hat  man  die  Gleichung 

,dv {^^e-"'-\\idx 
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und  ihr  Integral 
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filr  z  =  Q   erhält  man   eine   entsprechende  Gleichang  fllr  Vg ,   und  wenn  man 
mittelst  der  Gleichung  v^  =  Igh,^,  also 

c        b^  d^ 

die  Grösse  Aq  einführt,  erhält  man  als  Zeit  des  Steigens  bis  zur  Höhe  z 


-^■h 


d'- 
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also  als  Zeit  des  Steigens  bis  zum  höchsten  Punkte 
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Lenkung  des  Luftballons.  Dieses  Problem  hat  die  Experimentatoren 
im  letzten  Jahrhundert  fast  unausgesetzt  beschäftigt,  und  es  sind  dabei  zahlreiche, 
theils  im  Princip,  theils  hinsichtlich  der  Ausführbarkeit  verfehlte  Vorschläge  aufge- 
taucht. Ernstlich  in  Betracht  kann  nur  eine  Methode  gezogen  werden,  nämlich  der 
Betrieb  mittelst  Schraube  oder  Ruder,  letztere,  wie  es  ja  auch  bei  Wasserrudem 
vorzugsweise  geschieht,  in  breitseitiger  Lage  hin,  in  flachseitiger  herbewegt.  Eine 
strenge  theoretische  Behandlung  dieses  Problems  auf  Grund  der  a^rodjmamischen 
Gleichungen  würde  auf  grosse  Schwierigkeiten  stossen,  und  man  bedient  sich 
daher  mit  vielem  Erfolg  einer  sinnreichen  Methode,  welche  v.  Helmholtz^)  an- 
gegeben und  als  Methode  der  geometrisch  ähnlichen  Flüssigkeitsbewegungen  be- 
zeichnet hat.  Die  hydrodynamischen  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf  Reibung 
haben  nämlich  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  sie  durch  das  Werthsystem  xy  z 
(Coordinaten),  u,  v,  w  (Geschwindigkeiten),  /(Zeit), /(Druck),  p (Dichte),  i^Reibungs- 
constante)  erfüllt  werden,  sie  auch  durch  ein  zweites  Werthsystem  -Y,  Y,  Z,  U, 
V,  JV,  T,  P,  R,  K  erfüllt  werden,  welches  sich  ergiebt,  wenn  man,  unter  n,  q,  r 
Constanten  verstanden,  setzt 

X^^x  U=nu  T^^t  K^qk 

n  ' 

q  und  r  sind   ihrer  Bedeutung   nach    von   selbst  klar,    n  erweist  sich  leicht  als 

Verhältniss  der  Schallgeschwindigkeiten. 

Kennt   man   nun  die  erstere  Flüssigkeitsbewegung,    sei  es  theoretisch  oder 

aus  der  Erfahrung,   so  kann  man  sich  auch  von  der  anderen  ein  Bild  machen. 

Auf  unseren  Fall   angewandt   heisst  das:    man  kann  aus  den  Verhältnissen  bei 

Schiffen  auf  die  Verhältnisse  bei  Luftschiffen  schliessen;   nur  muss  man  sich  ein 

ganz  in  Wasser  gehendes  Schiff  vorstellen,   dessen  Form  man  erhält,  wenn  man 

auf  den   eingetauchten  Theil    eines   gewöhnlichen  Schiffes   diesen   noch  einmal 

umgekehrt  aufsetzt.    Man  erhält  dann  für  Luft  und  Wasser: 

1  q 

—  =  773  i  (Verhältniss  der  Lineardimensionen)  =  3*4928 

/*  fi 

q  =  0-8082        ( -  )  (Verhältniss  der  Volumina)  =  42-61 

n  =  0-2314        q'^nr  (Verhältniss  der  Arbeitsaufwände)  =  ,,,  .,^  . 

0114*0 

Femer  ergiebt  sich  aus  dem  archimedischen  Princip  das  entsprechende  Ge- 
wicht für  einen  Wasserstoffballon  zu  42'6/837  =  1/19*6,  für  einen  Leuchtgas- 
ballon zu  42*6/2208-5  =  1/01*83  von  dem  des  Schiffes.  Man  findet  also:  Ein 
Luftschiff  von  3^  mal  so  grossen  Lineardimensionen  und  dem  20.  resp.  52.  Theil 
des  Gewichts  bewegt  sich  durch  die  Kraft  seiner  Maschine  nicht  ganz  \  so 
schnell  wie  ein  Schiff,  erfordert  aber  auch  nur  den  5000.  Theil  der  Arbeit.  Man 
kann  nun .  freilich,  da  hiemach  die  dem  Gewichte  des  Luftschiffes  entsprechende 
Arbeitsfähigkeit  desselben  bei  weitem  nicht  ausgenutzt  ist,  das  Verhältniss 
zwischen  Arbeit  und  Gewicht,  also  «',  noch  erheblich,  etwa  auf  das  Hundertfache 
(für  Leuchtgas)  steigern,  aber  auch  dann  wird  n  selbst,  also  auch  die  Geschwindig- 
keit  nur  auf  das  4*62  fache  sich  erhöhen,   d.  h.  sie  wird  etwa  107  von  der  des 


^  V.  Hblmholtz,  Berl.  Mon.  Ber.  1873,  P^'  5oi;    Wiss.  Abh.  i,  pag. 
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Schiffes.  Damit  also  ein  Luftballon  die  Schnelligkeit  eines  grossen  Schiffes  er- 
reiche (für  Leuchtgas)  oder  um  die  Hälfte  übersteige  (für  Wasserstoff),  müsste 
er  das  40  fache  Volumen  desselben  haben.  Für  Ballons,  wie  sie  sich  selbst  mit 
grossen  Mitteln  wirklich  ausführen  lassen,  würde  man  dagegen  hinter  der  Ge- 
schwindigkeit der  Kriegsschiffe  nicht  unerheblich  zurückbleiben.  Noch  un- 
günstiger wird  das  Resultat,  wenn  man  auf  die  bei  der  Ausführung  der  betreffen- 
den Maschine  sich  einstellenden  Anforderungen  an  Gestalt,  Festigkeit  u.  s.  w. 
Rücksicht  nimmt.  In  der  That  haben  alle  wirklich  ausgeführten,  lenkbaren  Luft- 
schiffe und  selbst  noch  die  neuesten  und  sinnreichsten  von  Dupuy  de  Löbie, 
Kkebs  und  Renard,  Wolff  u.  s.  w.  dies  Resultat  bestätigt,  indem  es  nicht  ge- 
lang, mehr  als  10 — 12  km  in  der  Stunde  in  ruhiger  Luft  zurückzulegen,  resp. 
gegen  einen  annähernd  so  starken  Wind  mit  Erfolg  anzukämpfen.  Es  braucht 
daher  auch  auf  die  Einzelheiten  dieser  Constructionen,  als:  Gestalt  (EUipsoi'd, 
Cigarrenform,  segeiförmige  Anhänge  u.  s.  w.)  und  Motor  (insbesondere  elektrische 
Motoren)  nicht  näher  eingegangen  zu  werden. 

Ein  gewisses  Interesse  beansprucht  femer  der  Gedanke,  bei  Luftfahrten  die 
verschiedenen,  in  den  einzelnen  Höhenschichten  herrschenden  Luft- 
stömungen  zu  benutzen.  Seine  Ausführung  setzt  zunächst  voraus,  dass  man 
zum  beliebigen  steigen-  und  fallenlassen  bessere  Mittel  besitze,  als  der  sich  rasch 
erschöpfende  Gebrauch  von  Ballast  und  Ventil  es  ist;  in  der  That  sind  solche 
Mittel  vielfach  angegeben  worden,  z.  B.  der  im  Innern  des  Balloit^  angebrachte 
Luftbeutel  Meusnier's,  die  in  der  Gondel  anzubringende  I^uftpumpe  Joulie's  u.  s.  w. 
Dagegen  ist  die  zweite  Bedingung,  die  Kenntnissder  verschiedenen  Luftströmungen, 
nicht  annähernd  erfüllt,  ja  es  ist  gar  nicht  anzunehmen,  dass,  selbst  bei  ihrer 
Kenntniss  ein  irgendwie  regelmässiger  Betrieb  sich  auf  sie  gründen  liesse. 

Endlich  sei  noch  auf  den  Vorschlag  Emsmann's  u.  A.  hingewiesen,  die  Trieb- 
kraft von,  etwa  mit  fester  Kohlensäure  gefüllten  Raketen  zur  Lenkung  des  Luft- 
ballons zu  benutzen. 

Flug  und  Flugmaschinen.  Fast  noch  mehr  als  der  Luftballon  hat  die 
Idee  der  Flugmaschine  die  Menschen  beschäftigt,  also  der  Gedanke,  nicht  durch 
leichtes  Gewicht,  sondern  nach  Art  der  Vögel  und  Insekten  oder  nach  Art  des 
im  Wasser  schwimmenden  Menschen,  trotz  grossen  Gewichtes,  sich  durch  Be- 
wegungen in  die  Luft  zu  erheben  und  in  ihr  zu  erhalten  und  fortzubewegen. 
Der  Hinweis  auf  das  Schwimmen  des  Menschen  im  Wasser  erledigt  sich  ohne 
weiteres  als  verfehlt,  weil  hier  beide  specifischen  Gewichte  (des  Menschen  und 
des  Wassers)  nahezu  gleich,  das  der  Luft  aber  im  Vergleich  zu  dem  des  Menschen 
so  gut  wie  null  ist.  Dass  auch  der  Hinweis  auf  den  Flug  der  Vögel  durchaus 
nicht  zu  irgend  welchen  Hoffnungen  berechtigt,  hat  v.  Helmholtz^)  nach  der 
obigen  Methode  gezeigt;  der  Arbeitsaufwand  wächst  eben  bedeutend  schneller 
als  das  Volumen  des  Körpers  und  der  arbeitenden  Muskeln,  und  es  scheint, 
dass  die  Natur  mit  den  Werthen,  welche  diese  Grössen  bei  den  grössten  Vögeln 
haben,  schon  die  äusserste  Grenze  erreicht  habe.  Thatsächlich  sind  die  überaus 
zahlreichen  Flugmaschinen,  über  die  man  sich  u.  a.  bei  Pettigrew*)  orientiren 
kann,  ohne  praktischen  Nutzen  geblieben. 

Wissenschaftliche  Anwendung  des  Luftballons.  Es  genüge  ein 
kurzes  Verzeichniss:     1)   Abnahme    des   Luftdrucks    mit   der   Höhe   (pag.  545). 


>)  V.  Helmholtz,  a.  a.  O. 

^  Pettigrew,    Die    Ortsbewegung   der    Thiere    nebst   Bemerkungen    über   Luftschifiahrt. 
Leipz.   1875,  P*ß-  '79  ff-  Digitized  by  V^jOU^  iC 
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2)  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Höhe  (pag.  199).  3)  Ermittelung  der  Luft- 
strömungen in  verschiedenen  Höhen.  4)  Abnahme  der  Temperatur  mit  der  Höhe. 
5)  Aenderung  der  Feuchtigkeit  mit  der  Höhe.  6)  Schallfortpflanzung.  7)  Optische 
Erscheinungen.  8)  Wolkenstudien.  9)  Elektrischer  Zustand  der  Atmosphäre. 
10)  Physiologische  Wirkung  auf  Menschen  und  Thiere.  11)  Chemische  Unter- 
suchung der  Atmosphäre  u.  s.  w.  F.  Auerbach. 


Reibung. 


A.  Reibung  von  Flüssigkeiten  und  Gasen. 

Eine  in  ihren  Theilen  bewegte  Flüssigkeit  (tropfbare  oder  gasförmige)  kommt 
wenn  ihre  Bewegung  nicht  durch  Kräfte  unterhalten  wird,  in  längerer  oder  kürzerer 
Zeit  in  Ruhe.  Femer  bringt  eine  Schicht  einer  Flüssigkeit,  die  in  Bewegung  ver- 
setzt ist,  die  benachbarten  vorher  ruhenden  Schichten  ebenfalls  in  Bewegung. 
Diese  Erscheinungen  legen  die  Annahme  nahe,  dass  die  Moleküle  der  Flüssigkeiten 
auf  einander  mit  gewissen  Kräften  wirken,  vermöge  welcher  eben  eine  Schicht 
der  benachbarten  einen  Theil  ihrer  Bewegungsenergie  überträgt.  Diese  Annahme 
ist  übrigens  nicht  nothwendig,  da  die  kinetische  Gastheorie  derartige  Vorgänge  auch 
ohne  Zuhilfenahme  von  Molekularkräften  erklärt  (s.  kinetische  Gastheorie).  Man 
nennt  die  angeführte  Erscheinung  Reibung,  oder  speciell  innereReibung  von 
Flüssigkeiten  und  Gasen  und  nennt  die  Kräfte,  durchweiche  Reibung  hervorgebracht 
wird,  Reibungskräfte,  wobei  man  jetzt  bei  Gasen  diese  Kräfte  als  kinetischen 
Ursprungs  ansieht,  während  man  sie  bei  Flüssigkeiten  noch  als  besonderen  Fall  der 
Molekularkräfte  betrachtet.  Die  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten,  innere  Reibung  zu 
besitzen,  nennt  man  auch  Zähigkeit,  oder  wenn  sie  sehr  stark  ist,  Klebrigkeit 
In  jedem  Fall  bewirkt  die  Reibung  einer  Flüssigkeit,  dass  eine  gewisse  Kraft  er- 
forderlich ist,  um  eine  Flüssigkeitsschicht  mit  bestimmter  Geschwindigkeit  an  einer 
anderen  vorbei  zu  schieben  und  diese  Kraft  bezeichnet  man  eben  als  Reibungs- 
kraft, aber  auch  häufig  bloss  als  Reibung  oder  Zähigkeit.  Femer  aber  zeigt 
die  Erfahrung  auch,  dass  eine  gewisse  Kraft  dazu  gehört,  um  eine  Flüssigkeit  an 
einer  festen  Wand  vorbei  zu  schieben,  ja  dass  in  den  meisten  Fällen  sogar  die 
Flüssigkeiten  an  festen  Wänden  mit  ihrer  Grenzschicht  haften.  Diese  Erscheinung 
bezeichnet  man  als  äussere  Reibung  und  ebenso  bezeichnet  man  die  Kraft,  die 
dazu  gehört,  um  eine  Schicht  Flüssigkeit  mit  bestimmer  Geschwindigkeit  an  einer 
festen  Wand  vorüber  zu  schieben.  Haftet  die  Flüssigkeit  an  der  Wand,  so  ist 
die  äussere  Reibung  unendlich  gross. 

Ueber  die  Grösse  der  inneren  Reibung  hat  zunächst  Newton^)  die  Hypo- 
these aufgestellt,  dass  die  Reibung  zwischen  zwei  benachbarten  Schichten  erstens 
vom  Druck  der  Flüssigkeiten  unabhängig  ist  (was  auch  später  durch  Versuche 
von  Coulomb»),  Darcy^  u.  A.  bewiesen  wurde),  dass  sie  femer  der  Grösse  der 
reibenden  Schicht  proportional  ist  und  dass  sie  endlich  dem  Geschwindigkeits- 
unterschied der  Schichten  proportional  ist 

Haben  also  eine  Reihe  paralleler  Schichten  von  der  Grösse/ die  Geschwindig- 

»)  Nrwton,  Phü.  nat.  princ.  math.  Lib.  n,  Sect.  IX.  1687. 

^  Coulomb,  Mem.  de  Tlnstitut  m,  pag.  287.  ^  j 

^  Darcy,  Mem.  des  divers,  sarants  XV,  pag.  141.  1857.  Digitized  by  VjOOQIC 
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keiten  »,  »j,  ly,  .  .  .  so  wird  pro  Flächeneinheit  die  Kraft,  die  die  Schicht  nsit  u 
auf  die  mit  u^  ausübt  (positiv  im  Sinne  der  Bewegung  gerechnet),  gegeben  sein 
durch 

wenn  k  eine  Constante  ist  Da  die  Geschwindigkeiten  in  der  Flüssigkeit  sich 
stetig  ändern,    so  ist,    wenn   die  Normale  der  Schichten  die  jr-Axe  ist 

du 

Ty' 

und   wenn   man   fllr  die  Constante  kdy  ^t  neue  Constante  i)  einftihrt,   so  wird 

die  Kraft 

du 

-^Ty-- 

Die  Constante  y}  nennt  man  den  Reibungscoefficienten  der  Flüssigkeit. 

Von  der  Schicht  mit  u^   wirkt  auf  die  Schicht  mit  u^  die  entgegengesetzt 

gerichtete  Kraft  ^ 

Die  gesammte  Kraft  auf  einer  Schicht  von  der  Grösse  /  ist  daher 

f^äyi^y- 

du 
Diese  Kraft  ist  gleich  der  Beschleunigung  -jz^  die  die  Schicht  erfllhrt,  mul- 

dplicirt  mit  der  Masse  derselben.  Wenn  also  p  die  Dichtigkeit,  also  ^f  dy  die 
Masse  dieser  Schicht  ist,  so  ist 

du  d^u 

^  dt  ^^^d^' 
Dieses  Resultat  für  den  einfachsten  Fall  lässt  sich  sofort  auf  den  allge- 
meinen Fall  übertragen,  dass  die  Flüssigkeitsschichten  nicht  alle  parallel  strömen 
und  dass  ausserdem  noch  Druckkräfte  und  äussere  Kräfte  auf  die  Theile  der 
Flüssigkeit  wirken.  Herrscht  an  emem  Punkt  xy  z  des  Raumes,  den  die  Flüssig- 
keit einnimmt,  die  Geschwindigkeit  F  mit  den  Componenten  u,  v,  w  und  ist  p  der 
Druck  der  Flüssigkeit,  so  ergeben  sich,  wenn  X^  Y,  Z  die  äusseren  Kräfte  sind, 
die  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  die  Differentialgleichungen  ^). 

^Tt-'^'^'^-iy-^^ 

^«^  A  ^P     .      -7 

worin   A=  ^g^  -4-  g^  +  ^  ist. 

du       dv       dw 
Dazu  kommt  die  Continuitätsgleichung  ^ — *"  ^  "^  "T"  "^  ^• 

An  der  Grenze  zwischen  einem  festen  Körper  und  einer  Flüssigkeit  resp. 
zwischen  zwei  Flüssigkeiten  muss,  aus  derselben  Grundhypothese,  die  Bedingung 
erfüllt  sein,  dass,  wenn  9^  und  v,  die  Geschwindigkeitscomponenten  nach  zwei  auf 
einander  senkrechten  Richtungen  in  der  Oberfläche  und  N  die  Normale  ist,  dass 


'n-^-^K^i—^i) 


1)  O.  E.  Meyer,  Crelle's  Joum.,  Bd.  59,  pag.  237.  l86i.       Digitized  by 
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Öff«  s    /  IN 

Darin  sind  a^    und  a^'  die  Geschwindigkeiten  des  festen  Körpers. 

Die  Constante  X  ist  der  äussere  Reibungscoefficient.    Ist  X  =  00,   wie 

es  bei  der  Berührung  einer  Flüssigkeit  mit  einer  festen  Wand  meistens  der  Fall 

ist,  so  kommt  ^  ^ 

^j  =  aj  ,     ffj^  ^2 

als  Grenzbedingung. 

Die  Grösse  T  =  -t  nennt  man   den  Gleitungscoefficienten.     Ist  y  =  0, 

so  haftet  die  Flüssigkeit  an  der  Wand.  Hat  7  von  0  verschiedene  Werthe,  so  gleitet 
die  Flüssigkeit  längs  der  Wand. 

Die  Grösse  t),  die  Reibungsconstante,  hängt  nur  von  der  Flüssigkeit  allein 
ab,    während  X  oder  7   von  der  Natur  der  beiden  sich  berührenden  Substanzen 

abhängt.     Den  Werth  9  =—  bezeichnet  man  als  den  Fluiditätscoefficienten. 

Eine  Flüssigkeit  mit  geringer  Reibung  hat  grosse  Fluidität 

Die  Reibungsconstante  t)  lässt  sich  nach  Poisson*)  und  Maxwell  ")  noch  in 
anderer  Weise  auffassen,  welche  Betrachtung  sowohl  für  feste,  als  für  flüssige  und 
gasförmige  Körper  gilt 

Es  sei  in  einem  Körper  irgend  eine  Deformation  S  vorhanden  und  die  da- 
durch entstehende  elastische  Kraft  sei  jF,  dann  ist  F=  J£S,  wo  £  der  Coefficient 
der  Elasticität   für   die   betreffende  Deformation    ist.    Ist   der  Körper   frei   von 

dF  dS 

Reibung,  so  hltiht  F=  ES  und  also  auch  "37  =-^'^-  Hat  dagegen  der  Körper 

die  Eigenschaft  der  Zähigkeit,  so  strebt  F  abzunehmen  und  zu  verschwinden,  in 
einem  Verhältniss,  das  von  F  und  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängt.  Man  kann 
daher  ftlr  einen  solchen  Körper  setzen 

dt  ^^  dt        T' 
wo  T  eine  Constante  ist,  von  den  Dimensionen  einer  Zeit    Ist  daher  .S  constant, 
so  ist 

F^ESe~T, 

dS 
was  anzeigt,  dass  die  innere  Spannung  allmählich  verschwindet     Ist  --rj   con- 

stant,  also  eine  stationäre  Bewegung  in  dem  Körper  vorhanden,  so  wird 

F^ET-jj-Jf  Ce    T, 

welches    zeigt,    dass   die   Kraft   mit   wachsender   Zeit   sich    einem    Grenzwerth 

dS 
^^^  nähert.     Die  Grösse  ET^  mit  welcher  die  Verschiebungsgeschwindigkeit 

multiplicirt  werden  muss,  um  die  Kraft  zu  geben,  ist  der  Coefficient  der  Zähigkeit  t\. 
Es  ist  also  die  Zähigkeit  aufzufassen  als  das  Produkt  aus  einem  Elasticitätsmodul 
E  und  einer  Zeit,  welche  Maxwell  die  Relaxationszeit  nennt. 

Wenn  man  mehr  auf  molekulare  Verhältnisse  eingeht,  so  lässt  sich  der 
Reibungscoefficient  tj  nach  Hagenbach 8)  definiren  als  diejenige  Kraft,  welche 
nöthig  ist,    um  zwei  Flüssigkeitsschichten  von  der   Einheit   der    Oberfläche    mit 


*)  PoissON,  Joum.  de  l'ecole  polytechn.     Bd.  13,  pag.  139.  1831. 
^  Maxwell,  Phil.  Mag.  (4),  Bd.  35,  pag.  133  u,  210.  1868. 

»)  Hagknbach,  Pogg.  Ann.  Bd.  109,  pag.  401.  1860.  ömze6  byGoOQlc 
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einer  solchen  Geschwindigkeit  an  einander  zu  verschieben,  dass  die  eine  in  Be- 
zug auf  die  andere  in  der  Sekunde  um  die  Entfernung  zweier  Moleküle  vor- 
rückt. Die  Kraft,  welche  diese  Schichten  mit  der  Einheit  der  Greschwindig- 
keit  an  einander  vorbeiführte,  wäre  umal  so  gross,  wo  n  die  Anzahl  Moleküle 
auf  der  Längeneinheit  ist. 

Die  Dimensionen  wo  i)  ergeben  sich  aus  der  Definition 

'=n/g.  -»,-(Ä)-(^)- 

Bestimmung  der  Reibungscoäfficienten  für  Flüssigkeiten. 

Es  ist  die  nächste  Aufgabe,  die  Reibungscoefficienten  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  und  Gase  zu  bestimmen  und  zu  sehen,  ob  und  in  welcher  Weise 
sie  von  anderen  Grössen,  insbesondere  der  Temperatur,  dann  von  der  chemi- 
schen Zusammensetzung  derselben  abhängen. 

Die  Methoden  nun,  die  Grösse  t)  zu  bestimmen,  sind  bisher  im  Wesentlichen 
dreifacher  Art,  da  es  nur  in  drei  Fällen  gelungen  ist,  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  ziemlich  vollständig  aufzulösen.  Die  erste  und  am  meisten  ange- 
wendete Methode  besteht  darin,  dass  man  die  Flüssigkeiten  unter  constantem 
Druck  durch  enge  Capillarröhren  fliessen  lässt.  Die  zweite  Methode  besteht 
darin,  dass  man  eine  Scheibe  oder  eine  Kugel  in  der  Flüssigkeit  Schwingungen 
ausführen  lässt  und  die  Dämpfung  beobachtet,  welche  diese  erleiden.  Die  dritte 
endlich  besteht  darin,  dass  man  eine  mit  der  Flüssigkeit  erfüllte  Kugel  Drehungen 
machen  lässt  und  die  Kraft  bestimmt,  welche  die  Flüssigkeit  auf  die  Wände  des 
Gefässes  ausübt. 

Statt  die  direkten  Werthe  der  Reibung  von  Flüssigkeiten  anzugebeui  hat  es 
sich  eingebürgert,  die  >specifische  Zähigkeitc  oder  specifische  Reibung  der 
Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  d.  i.  die  Reibung  einer  Flüssigkeit  bei  irgend  einer 
Temperatur  /,  bezogen  auf  die  Reibung  des  Wassers  bei  0^  letztere  =s  100  ge- 
setzt. Die  zahlreichsten  Versuche  sind  nach  der  Methode  des  Durchflusses  durch 
Röhren  angestellt.    Sie  mögen  zuletzt  besprochen  werden. 

a)  Methode  von  v.  Helmholtz  und  Piotrowski. 

Die  Methode  der  Schwingungen  einer  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Kugel  ist  von 
V.  Helmholtz  und  Piotrowski^)  ausgearbeitet  und  benutzt  worden. 

Eine  hohle  Metallkugel,  deren  Innenfläche  vergoldet  war,  war  an  einem 
Draht  aufgehängt  und  wurde  um  diesen  in  drehende  Schwingungen  versetzt,  nach- 
dem die  Kugel  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt  war.  Es  wurde 
die  Schwingungsdauer  dieser  Drehungen  und  ihr  logarithmisches  Dekrement  ge- 
messen. Aus  diesen  kann  man  direkt  ableiten  einen  Werth  von  K,  welcher  das 
Verhältniss  des  Maximums  der  Reibungskraft  zum  Maximum  der  Drehungs- 
geschwindigkeit angiebt  und  femer  einen  Winkel  ft,  welcher  den  Phasenunter- 
schied zwischen  Geschwindigkeit  und  Kraft  bestimmt.  Es  ergab  sich  so  für 
diese  Grössen  bei 

Brunnenwasser 99-860  27 *"  58'  37" 

Ausgekochtes  Wasser     .     .    .  90-7087  7^  38'  26" 

ClNa-Lösung    I,  gesättigt  .     .  184-89  45^  38'    0" 

n,        „        .     .  150-61  40°  50' 33" 


1)  Helmholtz  und  Piotrowski,  Wien.  Ber.  Bd.  50,  pag.  107.  1860.    Abgedr.  in  v.  Helm- 
holtz Wissensch.  Abh.  I,  pag.  17a.  Digitized  by^^OOgle 
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K  h 

ClNa-Lösungm,  gesättigt  .    .  138-93  40^*25'  12" 

„       IV,        „        .    .  112-3Ö  32°  42'    8" 

Schwefelkohlenstoff    ....      80*242  34°  58' 43" 

Aether 60-284  44°  54' 26" 

Alkohol 156-39  53°    4'    4" 

Glycerin 339-17  81°  31' 49" 

Olivenöl 31358  84°  56' 41" 

Zuckersyrup 10217  88°  31' 34" 

Eiweisslösung 137-51  44°  18'  17" 

Eiweissölemulsion 216*13  52°  14'  48" 

Defibrinirtes  Blut 24886  48°    9'  10" 

Milch 162-35  45°  38' 48". 

Diese  Werthe  gelten  nur  für  das  benutzte  Gefäss  mit  Goldwandung  und  für 
mittlere  Sommertemperatur. 

Helmholtz  hat  nun  durch  mathematische  Analyse  diesen  Vorgang  verfolgt 
und  die  Gleichungen  entwickelt,  durch  welche  aus  diesen  Werthen  von  K  und 
d  sich   sowohl   die  innere    Reibung   t)   als   die  äussere  Reibung  X,   resp.     der 

Gleitungsco^fficient    T  =  ^  berechnen  lassen.  Die  Gleichungen  sind  so  complicirt, 

dass  auf  die  Abhandlung  verwiesen  werden  muss  und  nur  das  Resultat  angegeben 
werden  kann.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Gleitung  an  dieser  Metall  wand  nicht 
gleich  0  ist,  wie  man  es  aus  früheren  Versuchen  vermuthen  konnte,  sondern 
zum  Theil  recht  beträchtliche  Werthe  hat  und  dass  aus  diesem  Grunde  die  beob- 
achteten Schwingungsdauem  nicht  genügend  genau  sind,  um  sichere  Resultate  zu 
erhalten.    Es  ergab  sich  für  Brunnenwasser 

T)  =  0-011858  (    ^    \ 

7  =  0-23534  cm. 
Aus  Foiseuille's  Versuchen  für  dieselbe  Temperatur  24-5°  (s.  u.)  ergab  sich 

T) SB 0*0095206  ( — ^^i,   also  nahe  im  Verhältniss   4:5   kleiner.     Die  Phasen- 

y^ÄI  •  S€Cj 

diiferenz  zwischen  der  Bewegung  des  Gefässes  und  der  anliegenden  Flüssigkeit 
beträgt  25°  15'  oder  1-6 16 Zeitsekunden  für  Wasser.  Für  Alkohol,  Aether,  Schwefel- 
kohlenstoff ergaben  sich  dagegen  so  kleine  Werthe  von  7,  dass  es  vielleicht  gleich  0 
gesetzt  werden  kann.    Doch  ist  auch  bei  ihnen  t)  zu  gross.    Es  fand  sich 

Alkohol  Aether  Schwefelkohlenstoff 

T) 0-013754      00059213      00053401  f-^^) 

\cm '  secj 

t 001096  001243  0-04430  m 

Phasenunterschied  zwischen  \  .  o  07,  . o  «r  . ,0  onr  .^1. 

Flüssigkeit  und  Gefäss     /  ^    ^^  *   ^  13    39  10 

Temperatur 24-05°  21-6°  21-83°. 

b)  Methode  der  schwingenden  Scheiben. 
Die  zweite  Methode  besteht  darin,  die  Schwingungsdauer  und  das  logarith- 
mische Dekrement   einer  Scheibe   zu    bestimmen,   welche   in   einer  Flüssigkeit 
drehende  Schwingungen   macht.    Diese  Methode   wurde  von  Coulomb^)  zuerst 

0  Coulomb,  M^.  de  l'Institut  nationa]  m,  pag.  a6i.  oigitized  byGoOQlc 
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angewendet,  dann  von  O.  £.  Meyer  i)  theoretisch  und  experimentell  ausgearbeitet, 
Meyer  brachte  auf  eine  Axe  zwei  Scheiben  parallel  an,  von  denen  die  untere 
in  einem  mit  der  Flüssigkeit  gefüllten  Gefässe  Schwingungen  ausführte,  während 
die  obere,  die  sich  in  Luft  drehte,  eine  Theilung  trägt,  welche  durch  ein  Fem 
röhr  beobachtet  wurde.  Die  Axe  war  an  einem  langen  Messingdraht  befestigt 
Die  Theorie  der  Versuche  ist  von  Meyer  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
kann  natürlich  nur  in  mehr  oder  minder  grosser  Annäherung  entwickelt  werden, 
da  die  Difierentialgleichungen  sich  nicht  exakt  integriren  lassen.  Es  konnte  nur 
diejenige  Reibung  berücksichtigt  werden,  welche  zwischen  den  horizontalen 
Schichten  der  Flüssigkeit  stattfindet,  nicht  aber  diejenige,  durch  welche  die  Be- 
wegung über  den  Rand  der  Scheibe  hinaus  übertragen  wird.  In  Folge  dessen 
ergaben  sich  zu  grosse  Werthe  für  die  Reibungscoefücienten,  im  Vergleich  zu 
den  mittelst  Strömung  durch  Capillarröhren  ermittelten.  Die  Beobachtungen 
selbst  liefern  unmittelbar  nicht  t]  selbst,  sondern  ^/t).  Es  ergab  sich  z.  B.  für 
destillirtes  Wasser  bei  8*7°  der  Reibungscoefiicient  0*01689,  während  er  nach 
den  Strömungsversuchen  für  diese  Temperatur  ist  0  0136,  also  etwa  im  Verhältniss 
6:5  zu  gross.  In  der  jüngsten  Zeit  hat  O.  E.  Meyer ^  nach  dem  Vorgang  von 
W.  König  eine  Correction  an  seinen  Formeln  angebracht,  durch  welche  die  Zahlen 
seiner  Versuche  in  viel  bessere  Uebereinstimmung  mit  den  aus  Strömungs- 
versuchen erhaltenen  gebracht  sind.  Die  Flüssigkeiten,  welche  Meyer  untersucht 
hatte,  gaben  folgende  Werthe  der  ReibungscoefBcienten. 

2)  Kali-Alaunlösung. 
3-650  Thle.  Alaun  in  100  TMn.  Wasser. 


1)  Destillirtes  Wasser. 


Teinp. 

1 

101 

00129 

21-6 

001Ö2 

33-7 

0-0081 

Temp. 

1 

10-4 

00164 

1215 

00150 

22-3 

0-0120 

Die  Reibungscoöflßcienten  nehmen  hier  und  bei  allen  anderen  Flüssigkeiten 
sehr  erheblich  mit  steigender  Temperatur  ab.  In  dem  Intervall  von  10  bis 
20  Graden  lassen  sich  die  erhaltenen  Werthe  darstellen  durch  Formeln  von  der 
Gestalt 

^0 


^  = 


IH-I 


wo  d  die  Temperatur  in  Celsius-Graden,  tj^  der  Werth  der  Reibung  für  0^  ist 
So  ist  für  destillirtes  Wasser  t]o  =  0-0183,  p  =  0-0369.    Es  ergab  sich  weiter  für 


3)  Lösung  von  schwefelsaurem  Natron. 


Salzgehalt 

1» 

? 

10-425 

0-0296 

00680 

7-780 

0-0253 

0-0502 

5-160 

0-0230 

00459 

2-567 

0-0205 

0-0412 

5)  Lösung  von  salpetersaurem  Natron. 
Salzgehalt  t^^  ß 

57-11  00291  00233 

35-26  00233         00280 

16-31  00191         00306 


4)  Lösung  von  schwefelsaurem  Kali. 

Sakgehalt        ij     für  17—18'' 

13-80  00133 

8-865  0-0123 

4-43  0-0124 

6)  Lösung  von  salpetersaurem  Kali. 


Salzgehalt 

76-76 

11-81 

9-70 

4-79 


^0 

00155 
00166 
00169 
00179 


P 
00279 

00307 

00322 

00349 


^)  O.  E.  Meybr,  Crelle's  Journal  Bd.  59,  pag.  229.  1861;  Pogg.  Ann.  113,  pag.  85.  1861. 
^  O.  £.  MeV£R,  Wied.  Ann.  Bd.  32,  pag.  642.  1887.  t 
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Die  Versuche  an  Salzlösungen  zeigen  also  eine  wesentliche  Abhängigkeit 
der  Reibung  vom  Salzgehalt.  Meyer  versuchte  diese  Abhängigkeit  dadurch  dar- 
zustellen, dass  er  annahm;  die  Reibung  einer  solchen  Lösung  bestehe  aus  drei 
Theilen,  der  Reibung  der  Wassertheilchen  an  einander,  der  Salztheilchen  anein- 
ander und  der  Wasser-  und  Salztheile  gegen  einander.  Je  dichter  der  reibende 
und  der  geriebene  Bestandtheil  ist,  um  so  grösser  muss  die  Reibung  sein.  Daraus 
ergab  sich  für  ij  die  Formel 


1^  =  [tQw  -H  2ar^s  -h  <J*»|, 


..i(rb)'. 


worin  p  die  Dichtigkeit  der  Lösung,  a  der  Salzgehalt  in  1  Thl.  Wasser,  t)«;,  t;^ 
7)  w,  die  drei  Reibungscoefficienten  sind.  Diese  müssen  natürlich  bei  dieser  An- 
nahme positiv  sein.  Indess  zeigen  die  Versuche  von  Sprung  u.  A.,  die  unten 
angeführt  worden,  dass  t)  für  viele  Salze  kleiner  als  Wasser  ist,  bei  anderen  ein 
Minimum  bei  bestimmtem  Salzgehalt  hat,  so  dass  t),  oder  y^g  negativ  würde. 
Daher  ist  diese  Darstellung,  wenn  überhaupt,  so  jedenfalls  nicht  aUgemein  zu- 
lässig. Bei  den  von  O.  £.  Meyer  untersuchten  Stoffen  ist  für  die  Temperatur 
von  17°  7|«,=  0'0110,  femer  bei 


Na,S04 0-186  0-0112 

KjSO^ 0000  00127 

NaNO, 0033  0-0078 

KNO3 0000  00029. 


\cm  •  secj 


Ausserdem  hat  Meyer  noch  gemischte  Salzlösungen  und  Rüböl  auf  ihre 
innere  Reibung  untersucht. 

Lässt  man  die  Scheibe  in  der  Grenzfläche  zwischen  zwei  Flüssigkeiten 
schwingen,  so  erhält  man  die  äussere  Reibung  der  beiden  Flüssigkeiten  gegen 
einander.     Dies  hat  Meyer  für  Oel  und  Wasser  gethan. 

Nach  derselben  Methode  hat  Grotrian^)  Wasser  und  einige  Salzlösungen 
untersucht,  namentlich  zu  dem  Zweck,  um  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von 
der  Temperatur  zu  ermitteln,  für  welche  Grösse  nämlich  ein  naher  Zusammen- 
hang zwischen  Fluidität  und  elektrischem  Leitungsvermögen  sich  ergiebt.     Als 

Temperaturcoefficienten    der   Fluidität  <p  1  ==  —  1  für  eine  bestimmte  Temperatur 


(18°)  bezeichnet  Grotian  die  Grösse  — 


1  //<p 


,    .     Sind  also  /^  und  /j  zwei  Tempera- 
turen, T]i,  T)2  die  dabei  beobachteten  Reibungsco^fficienten,  so  ist 


der  Temperaturcoefficient  ß^g  der  Fluidität.  Es  ergaben  sich  so  bei  den  ein- 
zelnen Lösungen  vom  Procentgehalt  p  {p  Gramm  Salz  in  100  gr  Lösung)  folgende 
Zahlen  für  ß,8 


ßl8 

0-0291 
0-0326 
00333 
0-0370 
00373 
00516 


NaCl       1 

KCl 

CaCl, 

MgCl,      1 

BaCl, 

Zn! 

/ 

ßi. 

/ 

ßi. 

/ 

ß.. 

P 

ßi. 

P 

ßi. 

/ 

4-97 

00309 

9-93 

00225 

5-00 

0-0264 

4-51 

0-0318 

5-25 

00247 

7-41 

1500 

00276 

20-95 

0-0206 

9-98 

0-0282 

19-83 

0-0336 

1508 

0-0204 

1108 

23-86 

00359 

19-93 

0-0245 

33-6 

0-0406 

23-56 

0-0213 

14-85 

25-38 

0-0257 

19-61 

29-81 

0-0277 

22-61 

35-2 

0-0293 

1 

29-75 

1)  Grotrian,  Pogg.  Ann.  Bd.  157,  pag.  130.  1876. 
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Der  Gang  von  ß  mit  wachsendem  /  stimmt  zuweilen  sehr  auffallend  überein 
mit  dem  Gang  der  entsprechenden  Co^fficienten  für  die  galvanische  Leitungs- 
fähigkeit. 

Abänderungen  der  MEVER'schen  Versuchsmetbode  durch  Th«  S.  ScmoDT^) 
und  der  Berechnungsweise  durch  Grossmann*)  seien  nur  erwähnt  Dagegen  hat 
W.  König*)  diese  Versuche  zweckmässig  in  der  Weise  modificirt,  dass  er  statt 
drehender  Scheiben  drehende  Kugeln  anwendete^).  Es  ergab  sich,  mittelst  emer 
auch  von  O.  E.  Meyer  acceptirten  Correktur  der  Berechnung,  für  den  Reibungs- 
coäfiicienten  des  Wassers  ein  Werth,  der  mit  dem  aus  Ausflussversuchen  be- 
stimmten bis  auf  1%  übereinstimmt,  nämlich  für  17^ 

11  =  001112, 
während  die  Ausflussversuche  von  Poiseutlle   .    .    .    0*01089 
„  „  „  „    Grotrian    .    .    .    0-01106 

„         „  „  „    König     ....    001105 

ergaben 

König's  Versuche  mit  schwingenden  Scheiben')  ergaben  mit  dieser  Correktur  bei 

Aethyläther 0*00256  15** 

Schwefelkohlenstoff     .    .    .  0-00388  15" 

Leichtes  Benzol      ....  0*00523  19*3^ 

Schweres  Benzol    ....  0-00688  165° 

Terpentinöl 0001865  11-9° 

c)  Methode  der  Strömung  durch  Capillaren. 

Bei  weitem  die  meisten  Untersuchungen  über  die  innere  Reibung  sind  je- 
doch mittelst  der  Methode  des  Durchflusses  durch  capillare  Röhren  gemacht 
worden,  da  einerseits  hierbei  die  Theorie  vollständig  exakt  zu  entwickeln  ist, 
andererseits  die  Beobachtungen  leicht  mit  grosser  Genauigkeit  und  ohne  grosse 
Mühe  anzustellen  sind. 

Rein  empirisch  hatte  schon  Poiseuille  im  Jahre  1842  gezeigt^  dass  die  Ge- 
setze der  Strömung  von  Flüssigkeiten  durch  capillare  Röhren  von  nicht  zu  ge- 
ringer Länge  und  unter  nicht  zu  hohem  Drucke  sehr  einfache  seien.  Er  hatte 
aus  seinen  Versuchen  die  Formel  aufgestellt: 


worin  Q  die  pro  Zeiteinheit  ausgeflossene  Flüssigkeitsmenge,  H  der  Druck  Qn 
Millimetern  Quecksilber),  D  der  Durchmesser,  Z  die  Länge  der  Röhre  und  k  ein 
Coefhcient  ist,  der  nur  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  Temperatur  ab- 
hängt Es  gelang  dann  Hagenbach ^,  F.  Neumann ^,  Helmholtz')  u.a.,  dieses 
Gesetz  auch  aus  den  Grundgleichungen  der  Hydrod3mamik  reibender  Flüssigkeiten 


^)  Th.  S.  Schmidt,  Wied.  Ann.  16,  pag.  633.  1882. 
^  Grossmann,  Inaug.-Diss.  BresUu  i88a 
»)  W.  KöNio,  WiKD.  Ann.  3a,  pag.  194.  1887. 

*')  Eine  andere  Modifikation  dieser  Methode  s.  MARGtnjEs,  Wien.  Ber.  83»  pag.  588.  1881; 
CoUETTE,  Compt  rend.  107,  pag.  388.  1888. 

6)  W.  König,  Wied.  Ann.  25,  pag.  618.  1885. 

«)  Poiseuille,  Compt  rend.  Bd.  15,  pag.  1167.  1842. 

^  Hagenbach,  Pogo.  Ann.  Bd.  109,  pag.  385.  1860. 

«)  F.  Neumann,  Einl.  in  d.  theor.  Physik,  pag.  246.  1883  (1858/59).        ^  j 

•)  Helmholtz,  Wien.  Ber.  Bd.  40»  pag.  607.   1868.  Digitized  by  VjOOglC 
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abzuleiten.  Die  Grundvoraussetzung  ist  dabei  nur,  dass  alle  einzelnen  Flüssig- 
keitsfäden in  der  Röhre  parallel  sind,  d.  h.  dass  jedes  einzelne  Tbeilchen  nur 
eine  fortschreitende  Bewegung  in  Richtung  der  Axe  der  Röhre  hat,  keine  Be- 
wegung in  einem  Querschnitt.  Aus  dieser  Annahme  ergiebt  sich,  dass  das  Ge- 
setz erst  für  einigermaassen  lange  und  enge  Röhren  gelten  kann,  da  an  der  Ein- 
strömungsöffhung  innere  Wirbelbewegungen  stattfinden  müssen,  die  sich  erst 
innerhalb  der  Röhre  verlieren^}.  Die  Röhre  muss  also  so  lang  sein,  dass  dieser 
störende  Theil  nichts  am  Resultate  ändert  Ist  diese  Annahme  aber  erfüllt,  so  ist 
in  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  einzuführen  u^sO,  v^s^O,  wenn  die 
Röhrenaxe  als  z-Axt  genommen  wird. 

dw 
Dann   ergiebt   sich   aus   dem   Princip   der  Continuität  -^  =  0  und  weiter 

d^  dp 

^  =s  0,     -5^  «  0.    Es  wird  dann 

dx        '      dy 

dw       dp         (d^w       d^w\     ^ 

Da  w  also  nur  von  x  und  y,  dagegen  p  nur  von  z  abhängig  ist,  so    ist 
Fi' 


-^— :r  und 


dw        (d^w       d^w\ 


c. 


dw 

Wenn  die  Bewegung  eine  stationäre  ist,  so  ist  -^--  =  0  und 

et 


(d^w       d^w\ 
^\dx^'^  dy^J-^' 


Die  Grenzbedingungen,   die  an  der  Grenze  der  Flüssigkeit,   d.  h.  an  der 
Röhrenwand,  zu  erfüllen  sind,  reduciren  sich  auf 

dw        \ 

wenn  X  der  Coefiicient  der   äusseren  Reibung,  N  die  Normale  der  Röhre  ist 
Für  kreisförmige  Röhren  vom  Radius  R  wird 


W' 


-^[^*-+-T^-(-*+H 


Da   ^  =  ^   also  p^^cz^   ist    d.  h.  der  Druck   sich   linear   in    der   Röhre 

ändert,  so  lässt  sich  c  aus  der  Druckhöhe,  d.  i.  der  Differenz  von  Anfangs-  und 
Enddruck  pa  —  p,  und  der  Länge  Z,  ausdrücken  durch 

,_P'-P-  L 

also 

Das  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  ausfliessende  Volumen  V  ist 
Wenn  die  Flüssigkeit  an  der  Wand  haftet,  also  X  =  eo  ist,  so  ergiebt  sich 


>)  LoDWio  und  Stefan,  Wien.  Ber.  3a.  1858.  ^^^^^^  byGoOglc 
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Diese  Formel  stimmt  genau  mit  der  PoiSEUiLLB'schen  überein.  Man  nennt 
das  durch  diese  Formel  ausgedrückte  Gesetz  das  PoiSEUiiXE'sche  Gesetz. 

IC 

Die  Constante  k  der  PoiSEUiLLE*schen  Formel  ist  also  gleich  töo"  »  wenn  man 

alle  Grössen  in  den  von  Poiseuille  gewählten  Einheiten  ausdrückt 

Das  PoiSEUiLLE'sche  Gesetz  gilt  nur  für  Röhren,  deren  Länge  mehr  als  ein 
gewisses  Vielfaches  des  Querschnitts  ist.  Je  enger  die  Röhre,  uro  so  kürzer  darf 
sie  sein. 

Für  weite  oder  für  verhältnissmässig  kurze  Röhren  gelten  andere  Gesetze, 
die  experimentell  vielfach  studirt  und  auch  von  Hagenbach,  O.  £.  Meyer  ^)  u.  A. 
in  Formeln  gefasst  wurden.      (Weiteres    darüber  s.  Hydrodynamik.) 

Uebrigens  lassen  sich  nicht  nur  für  kreisförmige,  sondern  für  Röhren  mit 
einer  Menge  anderer  Querschnitte  die  betreffenden  Bewegungen  vollständig  er- 
mittelt?'). Die  Grenze  für  die  Länge  einer  Röhre,  die  noch  dem  PoiSEUiLLE'schen 
Gesetz  genügen  soll,  ist  nach  F.  Neumann  dann  gegeben,  wenn  die  Geschwmdig- 
keit  des  centralen  Fadens  gleich  der  freien  Fallgeschwindigkeit  wäre').  Diese 
Bedingung  führt  auf  die  Formel  für  die  Grenzlänge 

'•-"  81) 

worin  H  die  Höhe  der  drückenden  Flüssigkeitssäule,  p  ihre  Dichtigkeit  ist.    Die 
Versuche  von  Hagen*)  ergeben  in  der  That  diesen  Grenzwerth. 

Was  nun  die  Versuche  anbetrifil,  so  sind  diese  mit  geringen  Modificationen 
gewöhnlich  so  angestellt  worden*),  dass  die  Capillarröhre  in  einem  Bade  von  be- 
stimmter Temperatur  sich  befand,  und  einerseits  in  einem  Rohr  befestigt  war, 
welches  die  Flüssigkeit  enthielt  und  das  oben  in  ein  weites  GefUss  auslief.  Das 
Volumen  dieses  Gefasses  wird  bestimmt  und  die  Zeit  gemessen,  in  welcher  dieses 
Volumen  sich  durch  die  Capillare  entleert.  Die  grösste  Schwierigkeit  bei 
diesen  Versuchen  besteht  in  der  Abhaltung  der  Staubtheiichen  in  der  Capillare. 

Nach  den  erwähnten  Versuchen  von  Poiseuille,  die  sich  auf  Wasser,  Ge- 
mische von  Alkohol  und  Wasser,  stark  verdünnte  Salzlösungen  bezogen,  unter- 
suchte Graham®)  Gemische  von  Säuren  und  Wasser,  Rellstab')  eine  Reihe  von 
organischen  Flüssigkeiten,  Hübener^  einige  Salzlösungen,  Sprung^)  eine  grosse 
Reihe  von  Salzlösungen,  femer  Guerout  *''),  dann  Pribram  und  Handl")  in  drei 
Abhandlungen  eine  sehr  grosse  Menge  organischer  Verbindungen,  Rosencranz  ") 
Wasser  und  Glycerin,    Grotrian^'),    Wijk ander")    Schwefelsäure,  Natronlauge^ 


>)  O.  E.  MsYER,  PoGG.  Ann.  Jubelband  pag.  i   1874. 

')  Grabtz,  Schlömilch's  Zeitschrift  für  Mathematik.  Bd.  25.  pag.  316   1879. 

^  F.  Nbumann,  EinL  in  d.  theor.  Physik,  pag.  257.  1883  (1859). 

^)  Hagen,  Berl.  Akad.  1854. 

B)  G.  Wiedemann,  Pogg.  Ann.  Bd.  99,  pag.  221.   1856. 

^)  Graham,  Phil.  Mag.  (4),  Bd.  24.  1862. 

^  Rellstab,  Transpir.  homol.  FlUssigk.  Diss.  Bonn.  1868. 

^)  HüBBNER,  Pogg.  Ann.  Bd.  150,  pag.  248.  1873. 

^)  Sprung,  Pogg.  Ann.  Bd.  159,  pag.  i.  1876. 

>0)  GüKROüT,  Compt.  rend,  Bd.  81,  pag.  1027.   1875;    83,  pag.  129 1.  1876. 
")  Pribram  u.   Handl,    Wien.  Ber.  Bd.  78  (2),   pag.  113.    1878;   Bd.  80,   pag.  i.    1879. 
Bd.  84,  pag.  I,   1881. 

i>)  O.  E.  Mkyer,  Wied.  Ann.  2,  pag.  387.  1877. 

")  Grotrian,  Pogg.  Ann.  160,  pag.  238,   1877;   Wied.  Ann.  8,  pag.  529.  1879. 

-)  W«K««,«,  Beibl.  m,  pag.  8,  .879.  ^^^^  ^^  GoOglc 
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Slotte*),  Wagner«),  König 3)  Arrhenius*)  Reyher*)  eine  Reihe  von  Lösungen, 
von  Salzen  und  organischen  Stoffen.  Endlich  wurde  von  Warburg*)  die  Reibung 
des  Quecksilbers  und  von  Warburg  und  Babo')  diejenige  der  flüssigen  Kohlen- 
säure untersucht. 

Bei  allen  diesen  Substanzen  zeigte  es  sich,  dass  die  Reibung  ausserordent- 
hch  stark  mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  pro  Grad  oft  um  3— 6J.  In 
Bezug  auf  die  Temperaturabhängigkeit  der  Reibung  hat  Graetz^)  aus  Be- 
trachtungen über  die  Art,  wie  die  Reibung  zu  Stande  kommt,  (nämlich  aus- 
gehend von  den  oben  pag.  577  angeführten  MAXWELL'schen  Erörterungen  ge- 
schlossen, dass  für  homogene  Flüssigkeiten  (nicht  für  Lösungen)  die  Reibung 
sich  in  erster  Annäherung  darstellen  lassen  muss  durch 

worin  /^  die  kritische  Temperatur  der  Substanz,  /,  eine  Temperatur  unterhalb 
des  Erstarrungspunktes,  die  absolute  Erstarrungstemperatur  ist.  Bei  55  von  61 
untersuchten  Flüssigkeiten  zeigt  sich  diese  Formel  in  guter  Uebereinstimmung 
mit  den  Beobachtungen. 

Ich  gebe  im  Folgenden  in  der  Tabelle  eine  Zusammenstellung  der  unter- 
suchten Flüssigkeiten  und  zwar  erstens  der  homogenen  Flüssigkeiten,  zweitens 
der  Lösungen  von  Salzen  und  Säuren.  Bei  allen  ist  die  speci fische  Zähig- 
keit angegeben,  d.  h.  die  Zähigkeit  x  100,  dividirt  durch  die  Zähigkeit  des 
Wassers  bei  0°.  Es  sind  ausser  bei  Wasser  die  Werthe  von  z  für  drei  Tempera- 
turen aufgeführt,  femer,  wo  die  Berechnung  möglich  war,  die  Constanten  A  und 
/j  angegeben,  die  in  obiger  Formel  auftreten. 

R.  bedeutet  Rellstab.  P.  H.  I.,  P.  H.  II.,  P.  H.  III.  bedeuten  die  drei  Ab- 
handlungen von  Pribram  und  Handl. 


I.  Tabelle  der  specifischen  Zähigkeiten  z  homogener  Flüssigkeiten. 

A.    Wasser. 


0« 

10° 

20° 

30° 

40° 

50° 

60° 

70° 

Beobachter 

A 

'1 

100 

73-5 

56'7 

45-2 

37-0 

30-8 

— 

— 

POISEUILLE 

100 

73-57 

55-95 

44-70 

36-84 

3107 

2714 

— 

Graham   I. 

100 

•  72-93 

5604 

4501 

36-95 

31-00 

26-89 

— 

Graham  II. 

100 

73-5 

55-5 

450 

37-2 

31-2 

— 

— 

Rellstab 

17-838 

1-28-619 

100 

73-18 

56-23 

4514 

37-08 

31-245 

26-76 

— 

Sprung 

100 

— 

56-43 

45-25 

36-93 

— 

— 

— 

Slotte 

100 

56-2 

44-6 

36-7 

31-7 

— 

— 

Wagner 

*)  Slofte,  WmD.  Ann.  14,  pag.  13.  188 1. 

^  Wagner,  Wied.  Ann.  18,  pag.  259.  1883. 

»)  KÖNIG,  WiED.  Ann.  25,  pap.  618.   1885. 

*)  Arrhenius,  Ostwald  Zeitschr.  i,  p€ig.  285.  1887. 

^)  Keyher  Ostwald,  SWtschr.  2,  pag.  744.  1888. 

•)  Warburg,  Pogg.  Ann.  140,  pag.  367.  1870. 

')  Warburg  u.  Babo,  Wied.  Ann.  17,  pag.  390.  1882. 

^  Graetz,  Wied.  Ann.  34,  pag.  25.  1888. 
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Reibung  von  Flüasigkeiten. 


B.   Fettsäuren. 

Name 

Formel 

«10 

«so 

'»0 

Beobachter 

A 

^ 

Ameisensäure      .     .     . 

CH,0, 

1235 

81-7 

570 

Relwtab  (R.) 

19-881 

—  86-72 

Essigsäure       .... 

C,H,0, 

1  84-4 
l  84 

61-4 

46-8 
46 

R. 

p.  a  m. 

1 18-416 

—  5819 

Propionsäure  .... 

C,H.O, 

r  70-3 
l  78 

51-5 
57 

40-9 
45 

R. 

p.  H.  m. 

}  18-078 

-66-46 

Gähmngsbuttersäure 

C*H,0, 

f  110-2 
1114 

77-4 
79 

57-6 
57 

R. 
P.  H.  I. 

}  17-333 

—  4419 

Isobnttersäure     .     .     . 

C.H.O, 

— 

651 

48-5 

p.  a  I. 

16-015 

-49-43 

Isovaleriansäure  .     •     . 

C,H„0, 

152-4 

103-3 

71-5 

R. 

19-168 

—  35-51 

Isocapronsäure    . 

C.H„0, 

222-2 

139-7 

97-8 

R. 

21-939 

-27-94 

C.   Alkohole  und  Glycole 

Name 

Formel 

«10             «10 

«*o 

Beobachter 

MethyUlkohol      .    .    . 

CH^O 

39 

31-7 

23-8 

R. 

Methylalkohol      .     .     . 

C,H,0 

86*2 

58-8 

40-7 

R. 

»t                ... 

f» 

83-8 

55-7 

395 

Gkabam  I. 

II                ... 

ti 

82*3 

56-2 

39-6 

GftAHAIlIL 

NormalpropyUdkohol    . 

C,H,0 

170 

100 

63 

P.  H.   IL 

M                            • 

fi 

175 

105 

68 

p.  H.m. 

Isopropylalkohol .    ,    . 

C,H,0 

111-8 

76-8 

50-6 

R. 

II              ... 

»1 

170 

98 

58 

p.  H.  m. 

II              ... 

II 

184 

103 

60 

p.  am. 

Normalbutylalkohol  .     . 

C,H,,0 

212 

121 

77 

p.  H.  m. 

Isobutylalkohol   .     .     . 

C.Hj.O 

2131 

125^ 

78-0 

R. 

primär(?) 

n 

325 

169 

94 

p.  a  ra. 

Isoamylalkohol    .    .    • 

C.H„0 

— 

188-2 

103-5 

R. 

it              ... 

II 

366 

193 

HO 

p.  am. 

Allylalkohol    .... 

CjHjOH 

116 

72 

47 

p.  a  ra. 

Aethylenglycol    .     .    . 

C,H,(OH), 

— 

— 

s,,«350 

p.  am. 

D.   Aether  und  Fettsäureester. 


Namen 

Formel 

«10 

«10 

«»0 

Beobachter 

A 

t 

Aethyläther 

C^HxoO 

19-3 

18-9 

— 

R. 

11           ... 

It 

14-5 

11-7 

— 

p.  a  IL 

Methylacctat . 

C,H.O, 

26-3 

21-4 

16-4 

R. 

\  13-896 

-108-5 

II          ... 

11 

26 

20 

17 

p.  a  n. 

C«H,0, 

31 

24-5 

20 

p.  H.  ra. 

13-62 

—   96-5 

Methylnormalbutirflit    . 

C.H,.0, 

35-5 

28-6 

21-7 

R. 

13-44 

—   90-96 

MethylUobutirat      .     . 

C,H„0, 

35 

27-5 

23 

p.  a  ra. 

16-37 

-113-0 

Methylisovalerat     . 

C,H„0, 

40-8 

83 -7 

26-7 

R. 

1815 

— 117-2 

Aethylformiat    .     . 

C,H.O, 

27-8 

22-7 

17-7 

R. 

1 18-94 

-114-8 

II                •     • 

II 

25-5 

201 

161 

p.  a  I. 

Aethylacetat .... 

C.H,0, 

29-9 

250 

20-3 

R. 

j  13-05 

-  102-4 

II          •    •    •    • 

'• 

28-8 

22-2 

17-9 

p.  a  L 

Aethylpropionat 

C.H„0, 

36-5 

28 

24 

P.  H.  HL 

13-75 

—  89-59 

Aethylnormalbutirat 

C.H„0, 

38-2 

31-0 

23-8 

R. 

}  13-18 

—  80*38 

II               • 

II 

42-9 

32-9 

25-7 

p.  a  I. 

Aethylisobutyiat     . 

C,H„0, 

41 

31 

25 

p.  a  .ra. 

Digitizec 
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Namen 

Fonnel 

«10 

'10 

'5  0 

Beobachter 

A 

/ 

Aethyllsovtlerat 

»1 

.     .     .    C,Hj,0, 

480 
50-2 

88-4 
87-2 

29-9 
28-5 

R. 
P.  H.  I. 

1 12-85 

-   65-81 

Nonnupropyiioniii 

it  .     .     C4H1O, 

83-5 

26 

21 

P.  H.  n. 

15-22 

- 107-6 

Nonnalpropylacetftt 

.     .     C.H.,0, 

87 

29 

22 

P.  H.  n. 

14-57 

-   98-05 

Nonnalpropylpropi 

Doat   .     C.Hj.O, 

48 

86 

29 

P.  H.  in. 

15-18 

-   81-74 

NomialpropylnoTnii 

ilbatiiat  C^H^^O, 

58 

48 

88 

p.  H.  n. 

12-24 

-   57-17 

Nonnalpropylisobul 

irat    .     CyHj^O, 

58 

40 

81-5 

p.  H.  ni. 

14-98 

-    76-97 

bopropylfonniat 

.    .     C,H,0, 

82 

25 

20 

p.  Rin. 

1524 

-  105-45 

Isopropylacetat . 

.     .     C,H,,0, 

86 

28 

22 

p.  am. 

14-67 

-   97-14 

bopropylpropionat 

.     .     C.H,,0, 

42 

88 

26 

p.  H.  m. 

15-85 

-   93-89 

Isopropylnormalbul 

irat    .     C^Hj^O, 

52 

88-5 

80 

p.  H.  ra. 

14-39 

-   76-18 

IsopropylisobntiTat 

.    •     C,H,,0, 

47-5 

86 

28 

p.  am. 

18-31 

-   75-79 

Nonnalbatylfonniat 

.     .     C.H^.O, 

46 

84-5 

27-5 

p.  a  m. 

15-82 

-   82-57 

Nonnalbutylacetat 

.    .    C.H„0, 

52 

40 

80-5 

p.  am. 

18*49 

-   6704 

bobntylfoimiat  . 

.     .     .     C.H,,0, 

44 

88 

26 

p.  a  n. 

14-64 

—   79-44 

Isobutylacetat    . 

,     .    .     C^HjjO, 

45-5 

84-1 

26-8 

p.  a  i. 

18-81 

-   76-19 

Isobatylpropionat 

.    .     .     C,H,,0, 

55-5 

41-5 

82 

p.  a  ra. 

14-29 

-  69-56 

AmyUicetat   .     . 

.     .     C,H,,0, 

59-4 

48-0 

82-7 

p.  a  L 

Isoamylfonniat  . 

.     .     C.H,,0, 

51-4 

40-7 

811 

R. 

Isoamylacetat 

.     .     C,H,,0, 

89-4 

63-0 

44-1 

R. 

Isoamylvalerat  .    . 

•     •    Ci,H„0, 

94-1 

65-4 

48-4 

R. 

AUyIacetat    .     .    . 

.     .     C.H,0, 

88-5 

80-5 

25 

p.  a  ra. 

E.  Halogenverbindung  der  Fettgnippe. 


Namen 


Aethylenchlorid . 
Aethylidenchlorid 
Aethylenbromid 
Jodmethyl     .     . 
Bromathyl     .     . 
Jodäthyl  .    .     . 
Chlomormalpropyl 
Bromnormalpropyl 
Jodnormalpropyl 
Chlorisopropyl  . 
Bromisopropyl    . 
Jodisopropyl 
Normalbutyljodid 
Isobntylchlorid  . 
Isobutylbromid . 
Isobntyljodid 
Isoamylchlorid  . 
boamylbromid  . 
Isoamyljodid 
Chloroform  .     . 


Cblorkohlenstoff 


Cblorpikrin  .  . 
AUylchlorid  .  . 
AUylbromid  .  . 
AUyljodid  .  . 
Aethyhnonochloracetat 


Formel 


CjH^Cl, 
CjH^a, 
CjH^Br, 

CHJ 
C,H,Br 

C,HJ 
C.HtCI 
C,H,Br 

C.HJ 

CjH^Cl 

CiHfBr 

C.HJ 

C,HJ 
C^H.Cl 
C^HjBr 

C4HJ 

c,Hj,a 

CjHjjBr 


CHQ, 
CCI4 

ca.NO, 

CjHjCl 

CjHjBr 

C.HJ 


82 

81-5 

24 

86 

21-5 

81-8 

47-2 

22 

82 

47 

58 

80 

89 

55*5 

35 

80 

67 

86 

61 

65 

76 

22 

84 

45 

84-5 


40-5 

26 

83-5 

27 

19-5 

29 

17-7 

26*2 

87-7 

18 

27 

87 

46 

28-5 

81 

48 

27-5 

55-5 

51 

29 

46 

48 

57 

18-5 

27 

86-5 

61 


81-7 
22 


25 


28*1 

22 

29 

88 

19 

25-5 

84-5 

22 

40-3 

40 

24 

35 

87 

45 


80 
46 


Beobachter 


P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 
P. 


a  L 
ara. 
a  i. 
ara. 
a  n. 
a  a 
a  I. 
a  L 
a  L 
ara. 
ara. 
ara. 
ara. 
a  n. 
a  TL 
a  a 
a  a 
aia 
a  a 
a  a 
a  a 
a  a 
H.  a 
am. 
ara. 
ara. 
a  npjgiti 


18-85 
2417 


16-45 

18-088 
20-99 

22-494 
28*278 


16*548 
16-87 

15*854 
14-647 

20-65 
19-45 

[26-56 


84-89 
147-7 


—  148*8 

164-5 
168-65 

192-42 
171*65 


118-75 
102*14 

104-95 
45-84 

182-8Ö 

7009 

-*  268*5 
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Reibung  von  Flüssigkeiten. 


F.  Aldehyde  und  Ketone. 


Namen 

Formel 

M« 

'zo 

«5ß     Beobachter 

A 

1       '1 

Aceton      .     ,     .     .     p     - 

C,HeCO 

220 
24 

20-3 
20 

18-6 
16 

R. 

p,  H.  in. 

17-915 

- 155-45 

Acetaldehvd  .     .     . 

CHgCOH 

20-7 

R. 

1 23-715 

—  244-5 

• 

16 



«^ 

p.  H.  m. 

Propylaldehyd    .     . 

CjHsCOH 

26 

20-5 

— 

p.  am. 

1809 

-  127-2 

Normalbutylaldehyd 

C3H7COH 

45 

31 

23 

p.  H.  m. 

12-61 

-54-75 

Isobutylaldehyd .     . 

CjHyCOH 

36-5 

26 

21 

p.  H.  in. 

16-79 

-  87-52 

Isoamyladehyd  .     .     . 

C^H^COH 

39-7 

32-4 

251 

R. 

M                                .          .          • 

tt 

89-5 

30-5 

24-5 

p.  H.  ni. 

G.  Mercaptane. 

Namen 

Formel 

«10 

«so 

'40 

Beobachter 

Aethylsulfid 

Aethylsulfhydrat      .... 

(C,H,),S 
C^HjSH 

27 
24 

22 
19-5 

18 

P.  H.  IL 
P.  R  n. 

H.  Nitroverbindungen  der  Fettreihe. 


Namen 


Formel 


«10 

«10 

«so 

45 

36 

29 

55-5 

43 

34-5 

47 

3C-5 

28 

67 

50 

39 

72 

54 

41 

25 

21 

17 

47-5 

35-5 

26 

Beobachter 


NitroKtban 

Nitropropan 

Isonitropropan 

Nitrobutan  (norm.)     .... 

Isonitrobutan 

Salpetrigsäurenonnalpropylester 
Salpetrigsäureisobutylester    .     . 


CjHjNOj 
CjHjNOa 

CgUyNOa 

C4H9NO3 
C4H9NOJ 
C3H7NO, 
C4H9NO, 


P.  H.  in. 
P.  H.  m. 

p.  H.  m. 
p.  H.  m. 
p.  H.m. 
p.  H.  m. 
p.  H.  ni. 


I.  Aromatische  Stoffe. 


Namen 


Formel 


«80 


»50 


Beobachter 


Bensol       

Toluol 

Xylol  (Meta) 

Bensoesaurer  Methyläther 
Benzoesaurer  AethylSther 
Benzoes.  Normalpropyläther 
Methylsalicylsäure  .     .     . 
Bittermandelöl  (Bensaldehyd) 
Salicylaldehyd     . 
Monochlorbenzol 
Monobrombenzol 
Nitrobenzol    .     . 
Chlortoluol     .     . 
Benzylchlorid 
Orthonitrotoluol 


CeHßCHa 
C6H,(CH3), 


CeHgOj 
CßHsCHO 

::eH50.CH0 

CßHjCl 

CßHsBr 

CeHjNO, 

CßH^ClCHg 

CßHsClCH, 

CeH.NOjCHg 


42-4 
38-2 
42-4 

103-3 

148-8 

206 

1921 
961 

179-8 
531 
78 

62-8 


31-5 
29-3 
32-7 
90-1 
98-0 

126 

119-8 
71-9 

1251 
41-2 
59 
95-3 
47-5 
65-5 

1070 


24-4 

23-8 

26-4 

64-8 

69-6 

88 

80-5 

53-8 

84-2 

33-2 

48 

69-8 

371 

49-5 

76-5 


P.  H.  I. 
P.  H.  I. 
P.  H.  I. 

R. 

R. 
P.  H.  m 

R. 

R. 

R. 
P.  H.  I. 
P.  H.  ni. 
P.  H.  I. 
P.  H.  I. 
P.  H.  I. 
P.  H.  I. 

Digitized  by 


13-71 
12-11 


-  78-35 

—  89-02 


Google 


Spedfische  Zähigkeit. 


589 


n.  Tabelle   der  specifischen  Zähigkeiten  der  Lösungen  von   Salzen 

und  Säuren  in  Wasser. 

Es  bedeutet  /die  Anzahl  Gramme  des  gelösten  Stoffes  (im  wasserfreiem  Zastand)  in  100  Gramm 

Lösung.     «jQ,  «jQ,  1^  die  specifische  Zähigkeit  bei  10®,  30°,  50°.     Bei  einigen  Lösungen  sind 

die  Grössen  «45,  2^5,  z^  fUr  die  Temperaturen  15°,  25°,  40°  angegeben. 

L  Chloride. 


Nam 

en           / 

«10 

«3» 

^so 

1    Beobachter 

NH^C 

1     .       3-67 

71-46 

44-98 

31-90 

Sprung 

II 

.     .      8-671 

69-07 

45-33 

82-62 

II 

II 

.    .     15-678 

67-30 

46-23 

34-01 

II 

» 

.    .     23-37 

67-45 

47-66 

36-06 

II 

KCl 

.     .     10-230 

7005 

46-06 

3313 

Sprung 

11 

.    .     22-215 

70-05 

48-60 

36-38 

II 

NaQ 

.     .      7-955 

82-39 

52-03 

31-82 

Sprung 

fi 

.    .     14-312 

94-76 

60-07 

36-91 

II 

II 

.     .     23-219 

128-30 

79-44 

47-38 

II 

LiCl 

.    .      7-757 

96-1 

59-7 

41-2 

Sprung 

II 

.     .     13-91 

121-3 

75-9 

52-6 

}f 

f) 

.    .    26-93 

229-4 

142-1 

98-0 

II 

BaClj 

.    .      7-605 

77-9 

44-0 

35-2 

Sprung 

II 

.    .     15-402 

86-4 

56-0 

39-6 

tt 

II 

.    .    24-34 

100-7 

66-2 

47-7* 

II 

SrCL, 

.     .      7-18 

81-6 

51-3 

36-4 

Sprung 

11 

.    .     12-53 

90-4 

580 

41-1 

II 

II 

.    .    21-45 

112-8 

73-5 

52-5 

11 

u 

.    .    31-62 

170-4 

113-7 

81-2 

»1 

CaCl, 

.    .     15-17 

110-9 

71-3 

50-3 

Sprung 

II 

.    .    81-60 

272-5 

177-0 

124-0 

II 

11 

.    .    39-75 

6701 

3790 

245-5 

II 

f» 

.    .    44087 

— 

593-1 

363-2 

if 

Nam< 

in          p 

hb 

«95 

«46 

HCl 

.    .      814 

70-97 

57-94 

40-10 

Wagner 

t»      r 

.    .     16-125 

79-98 

66-54 

48-09 

1) 

II      • 

.    .    23-045 

91-84 

76-92 

56-37 

>» 

HgO, 

.      0-226 

«80=46-78 

«40="  38-29 

Wagner 

»» 

.      3-55 

«,0=76-75 

46-57 

38-29 

II 

CdClj 

.     1109 

77-46 

60-53 

40-73 

Wagner 

ft 

.     16-30 

88-94 

70-47 

47-21 

II 

.    24-786 

104-02 

80-37 

53-58 

II 

C0C13 . 

7-970 

83-01 

65-07 

44-86 

Wagner 

II         • 

.     14-858 

111-60 

8511 

58-76 

II         • 

.     22-270 

161-60 

126-60 

82-58 

II 

ZnCl,  . 

.     15-334 

93-61 

72-74 

48-21 

Wagner 

1»      • 

.    23-487 

111-50 

86-62 

57-49 

»> 

.    33-752 

151-70 

117-90 

72-64 

II 

NiClj   . 

.     11-449 

90-40 

70-03 

48-25 

Wagner 

II       • 

.     22-690 

140-20 

109-70 

72-71 

II 

.    30-400 

229-50 

171-80 

111-94 

,1 

MnCl,. 

.      8-007 

92-81 

71-12 

48-11 

Wagner 

II       • 

.     15-650 

130-90 

104-20 

68-69 

II       • 

.    30-33 

256-30 

193-20 

123-70 

II 

.    40-132 

537-30 

393-40 

246-50 

ft 

CuCla  . 

.     12-006 

87-18 

67-82 

45-58 

Wagner 

if       • 

•    21-349 

117-40-124-50 

95-85 

63-25 

»       • 

.    33-027 

178-40 

137-40 

87-08 

.1»   1       r^r 
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Reibttiig  Ton  FlttttigiBeiteD. 
n.  Bromide. 


Namen 

P 

*10 

Ho 

«50 

Beobachter 

NH^Br     . 

15-97 

65-2 

48-2 

81-5 

Sprung 

fi          • 

85-83 

62-6 

48-8 

82*2 

I» 

#t          • 

86-883 

62-4 

44*6 

84-8 

II 

Kfir     .     . 

U-088 

67-6 

44-8 

821 

Sprung 

M              •         • 

28164 

66-2 

44-7 

88-2 

w 

II               •         • 

84-689 

66-6 

47-0 

85*7 

II 

NaBr   .    . 

9-775 

75-6 

48-7 

84*4 

Sprung 

II       •     • 

18-579 

82*6 

58-5 

88*2 

II 

11       •    • 

97-266 

95-9 

61-7 

48*8 

11 

m.  Jodide. 


Name 

n           p 

*10 

«so 

*» 

Beobachter 

KJ. 

.     8*419 

69*5 

44-0 

31*3 

Sprung 

II       • 

.    .    17-015 

65-3 

42*9 

81*4 

II 

11      • 

.   38-085 

61-8 

42-9 

32-4 

II 

»       • 

.    .   45*98 

68*0 

45-2 

35*8 

II 

II      • 

.   540     . 

68*8 

48-5 

87*6 

>i 

NaJ 

.     8-829 

73-1 

46-0 

82*4 

Sprung 

II 

.    1715 

73-8 

47-4 

33*7 

M 

II 

.   35*686 

86-0 

55-7 

40*6 

II 

1»               • 

.   55*47 

157-2 

96*4 

66-9 

II 

IV. 

Chlorate. 

Namen 

P 

*10 

«so 

«so 

Beobachter 

KQO,     . 

3-506 

71-7 

44-7 

81*5 

Sprung 

II          • 

5-687 

— 

45-0 

81-4 

II 

Na  CIO,    . 

11-50 

78*7 

500 

35*3 

Sprung 

•1          • 

20-59 

88-9 

56-8 

40*4 

•1 

II 

33-543 

121-0 

75-7 

53*0 

»1 

V. 

Nitrate. 

Namen 

P 

'10 

«so 

«60 

Beobachter 

NH^NOj. 

5-975 

69*6 

44-3 

81-6 

Sprung 

tf         • 

12-19 

66-8 

44-3 

31-9 

II 

II         • 

27-08 

67-0 

47-7 

84-9 

M 

II        • 

37-22 

71-7 

51-2 

38-8 

•  1 

II         • 

49*83 

88-1 

63-3 

48-9 

l# 

KNO,.    . 

6-316 

70-8 

44*6 

81-8 

Sprung 

II      •     • 

1219 

68-7 

44-8 

32-3 

II 

II      •     • 

17-60 

68-8 

46-0 

33-4 

II 

NaNO,    . 

7-25 

75-6 

47-9 

33-8 

Sprung 

»1 

12-35 

81-2 

51*0 

36-1 

11 

II          • 

18-20 

87-0 

55-9 

39*8 

II 

ik 

31*547 

121-2 

76*2 

53-4 

II 
1      r\r\r\ 

Digitized  by  ^ 


Specifische  Zähigkeit. 


591 


Namen 

/ 

«15 

«15 

«45 

Beobachter 

B.(NO^ 

2-98 

62-01 

51-14 

34-82 

Waonbil 

II 

h'U 

6806 

54-24 

36-86 

II 

HNO3.        . 

8-37 

66-41 

54-83 

37-59 

Waghkr 

fl            •        • 

18-20 

69-55 

57-29 

40-68 

ff 

1»            •        • 

28-31 

80-35 

65-47 

46-25 

»» 

Cd(NO,), 

7-81 

61-95 

50-13 

34-04 

Wagnbr 

ff               • 

16-71 

71-80 

58-75 

41-31 

11 

1*               • 

22-36 

85-11 

69-03 

47-53 

ft 

Sf(NO,),. 

10-29 

69-35 

55-98 

39-08 

Wagmsr 

If 

2119 

87-30 

69-18 

48-08 

ff 

II 

32-61 

116-90 

93-33 

62-38 

II 

Pb(NO,), 

17-93 

74-04 

59-13 

40-33 

Wagnbr 

II 

32-22 

91-85 

72-49 

50*56 

II 

Co(NO^ 

8*280 

74-66 

57-95 

39-84 

Wagnsr 

fl 

15-960 

86-96 

69-21 

44-95 

i» 

n 

24-528 

110-40 

88-02 

59-06 

fl 

Ni(NO,),. 

16-493 

90-72 

70-13 

48-87 

Wagnbr 

II 

30-006 

135-60 

105-90 

70-69 

fl 

•t                • 

40-953 

222-60 

169-70 

108-30 

»# 

ZnCNO^ 

15-955 

80-73 

64-28 

43-76 

Wagnbr 

II 

30-626 

104-72 

85-72 

57-69 

f* 

II 

44-500 

167-90 

130-60 

87-91 

11 

Ca(NO,), 

17-55 

93-76 

74-59 

49-91 

Wagnbr 

II 

30-10 

14410 

112-70 

75-15 

II 

II 

40-13 

242-60 

21710 

128-10 

»% 

Mii(NO,), 

18-309 

95-96 

76-38 

55-60 

Wagnbr 

/# 

29-602 

167-50 

126-00 

88-65 

ft 

II 

49-309 

396-85 

301-10 

188-80 

f/ 

Cu(NO,)| 

18-99 

97-28 

76-04 

51-29 

Wagnbr 

II 

26-68 

126-21 

98-83 

68-56 

if 

II 

46-71 

382-88 

283-83 

172-24 

II 

Mg(NO,), 

18*62 

99-79 

81-29 

56-23 

Wagnbr 

It 

34-19 

21332 

164-40 

109-90 

II 

II 

39-77 

317-05 

250*05 

158-13 

If 

VI 

.  Sulfate. 

Namen 

P 

«10 

^ 

«50 

Beobachter 

(NHJ,SO« 

8-1 

107-9 

52-3 

37-0 

Sprung 

If 

15-94 

120-2 

60-4 

43-2 

II 

f« 

25-51 

148-4 

74-8 

54-1 

II 

K,SO,     . 

5173 

77-4 

48-6 

34-3 

Sprung 

II                   • 

9-769 

81-0 

52-0 

36-9 

II 

Na^SO«    . 

3-352 

80-4 

50-0 

— 

Sprung 

II 

6-626 

88-9 

55-8 

38-9 

11 

fl         • 

12-71 

— 

70-0 

48-1 

II 

MgS04     • 

4-984 

96*2 

59-0 

40-9 

Sprung 

II          • 

9-497 

130-9 

77-7 

53-0 

I» 

1»          • 

14-031 

187-9 

107-4 

711 

II 

If          • 

19-825 

802-2 

166-4 

106-0      ^ 

gitizedbyLjO 
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Reibung  von  Flüssigkeiten. 


Namen 

/ 

^16 

«85 

«45 

Beobachter 

CuSO^      . 

6-79 

79-63 

61-81 

41-40 

Wagner 

1» 

12\^7 

98-18 

73-98 

52-00 

1* 

M 

17-49 

124-52 

96-85 

61-80 

tt 

HjSO^      . 

7-875 

77-81 

60-96 

41-69 

Wagnbr 

f» 

15W)3 

95-07 

74-99 

49-77 

tt 

it 

23-429 

122-71 

95-50 

64-27 

tt 

CdSO^     . 

7- 140 

78-90 

61-81 

41-31 

Wagner 

11 

14-660 

96-17 

72-36 

48-78 

t» 

tt 

22011 

120-81 

91-85 

60-13 

t» 

C0SO4      . 

7-239 

86-72 

68-72 

45-08 

Wagner 

tt           • 

14166 

117-81 

95-51 

61-66 

tt 

tt           • 

21-167 

193-60 

146-20 

89-95 

tt 

MnSO^     . 

11-45 

129-42 

98-64 

63-39 

Wagner 

1» 

18-80 

228-63 

172-21 

107-42 

tt 

u 

2208 

661-80 

474-30  . 

266-80 

ft 

ZnS04      . 

7-12 

9706 

79-26 

51-53 

Wagner 

ft 

16-64 

156-03 

118-61 

73-46 

tt 

tt 

23-09 

232-82 

177-41 

108-11 

tt 

NiSO^ 

1062 

94-63 

73-46 

49-78 

Wagner 

>t 

18-19 

154-93 

119-91 

75-70 

tt 

>»           • 

25-35 

298-55 

224-93 

152-43 

't 

Vn.  Chromate. 

Namen 

/ 

'10 

^0 

«40 

Beobachter 

(NH,),CrO«  . 

10-52 

7906 

62-20 

42-2 

Slotte 

tt                        • 

19-75 

87-6 

69-7 

48-7 

tt 

»t                       • 

28-04 

100-7 

80-3 

55-1 

n 

(NH,),Cr,0, 

6-85 

72-2 

55-1 

37-9 

Slotte 

n 

13-00 

72-3 

56-9 

38-3 

tt 

tt 

19-93 

73-5 

58-4 

40-7 

ti 

KaCrO^      .     . 

11-93 

75-84 

62-54 

40-97 

Sprung 

tt 

19-61 

85-29 

68-70 

47-95 

tt 

tt 

24-26 

97-30 

77-4 

53-24 

Sloite 

tt 

32-78 

109-5 

88-88 

62-61 

Sprung 

KjCrjO, 

4-71 

72-2 

55-0 

72-7 

Slotte 

tt 

6-97 

72-1 

55-1 

72-8 

tt 

Na^CrO^ 

5-76 

85-2 

660 

43-7 

Slotte 

ti- 

10-62 

102-9 

79-06 

520 

tt 

tt 

14-81 

127-0 

97-2 

62-3 

tt 

MgCrO^ 

12-31 

110-8 

84-0 

54-7 

Slotte 

tt 

21-86 

166-3 

125-2 

79-1 

»I 

tt 

27-71 

231-9 

172-0 

106-7 

tt 

Um  alle  diese  Zahlen  in  absolutem  C-  G '  5-Maass  auszudrücken,  muss  man 
sie  mit  dem  hundertsten  Theil  des  Werthes  des  Reibungscoefficienten  des  Wassers 

bei  0°  multipliciren,  also  mit  -~ ,  wenn  t)^  diesen  Coefficienten  bedeutet.   Die  ein- 

wurffreiesten  Bestimmungen  dieses  Coefficienten  sind  die  durch  Ausflussversuche. 
Aus  Poiseuille's  Versuchen  berechnet  sich  nach  v.  Helmholtz  für  Wasser 

Digitized  byV^jOOy  ItT 
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;n  ^ 0017790 

p  ~  1  -h  0-0336793  r-h  0*0002209936  r«  ' 
woraus  für  0^  sich  ergeben  würde 

Tio  =  Po  •  0-017790  =  0-017788  (-f^)  • 
O.  E.  Meyer  berechnet  aus  Poiseuilles  Beobachtungen 

0-01775 (    ^    \ 

•  "^  ""  (1  -l-001104)7^(H-  2  .  0-01104 r)  \cm  •  sec)  ' 
woraus  t)o  =  0'01775  sich  ergiebt. 

Für  17°  ergaben  die  Versuche  von  Grotrian  0*01106,  von  König  001101, 
während  nach  dieser  Formel  sich  berechnet  001089.  Der  Werth  von  tj^  ist  also 
nur  bis  auf  1 — 2^  bekannt,  wenn  man  auch  die  Ausilussversuche  allein  berücksichtigt. 
Die  in  den  Tabellen  angeführten  Zahlen  stellen  also  absolute 
I^eibungscogfficienten  in  CGS  dar,  wenn  man  sie  mit  0*000178  multi- 
plicirt. 

Einige  andere  absolute  Werthe  sind  von  König ^)  angegeben: 
Schwefelkohlenstoflf .     .*    .     .    tj  =  0-00383  bei  176'' 

Aethyläther tj  =  090256    „    17*7° 

Leichtes  Benzol tj  =  0-00523    „    17*7°     (     ^^     V 

Schweres  Benzol t)  =  000689    „    17-1°     V^'^^O 

Auch  für  Quecksilber  zeigte  Warburg*)  entgegen  der  Beobachtung  von 
Poiseuille,  dass  die  äussere  Reibung  gegen  Glas  unendlich  gross  ist  Es  ergab 
sich  der  Reibungscoefficient  bei  17-2° 

T)  =  0-016329  {    ^^    \  • 

Beziehungen  zwischen  Reibung  und  chemischer  Constitution  sind  sowohl  bei 
homogenen  Flüssigkeiten  als  auch  bei  Salzlösungen  zu  erkennen,  namentlich,  wenn 
man  die  Zahlen  umrechnet  auf  äquivalente  Mengen,  d.  h.  durch  die  relative  Zahl 
der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit  dividirt.  Indess  sind  diese  Beziehungen 
bisher  doch  noch  ziemlich  unsicher. 

Von  Interesse  ist,  dass  sich  die  vom  Temperatureinfluss  befreiten  Zähig- 
keiten, nach  der  oben  pag.  585  angegebenen  Formel  von  Graetz'),  für  die  ver- 
schiedensten organischen  Flüssigkeiten  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  bewegen, 
nämlich  fast  durchweg  zwischen  den  Werthen  00028  und  0*0038  liegen.  Eben- 
solche geringe  Verschiedenheiten  wurden  nämlich  bei  der  Reibung  der  Dämpfe 
organischer  Substanzen  gefunden  (s.  weiter  unten). 

Bei  Mischungen  von  Alkohol  und  Wasser  beobachtete  Poiseuille,  dass  der 
Mischung  C2HgO-|-3H20  ein  Maximum  der  Ausflusszeit  entspricht  und  später 
fand  Graham  ebenfalls  bei  Mischungen  Maximalwerthe  der  Reibung  tür  bestimmt 
charakterisirte  Hydrate*). 

Die  Frage,  ob  Magnetisiren  oder  Elektrisiren  einer  Flüssigkeit  einen  Einfluss 
auf  ihre  Reibung  hat,  ist  negativ  zu  beantworten*).  Ob  die  Zähigkeit  der  Flüssig- 
keiten auch  eine  »additivec  Eigenschaft^)  ist,  ist  noch  nicht  zu  entscheiden.  * 

1)  KÖNIG,  WnsD.  Ann.  25,  pag.  621.  1885. 
')  Warburg,  Fogg.  Ann.  140.  1870. 
*)  Graetz,  Wird.  Ann.  34  pag.  25.  1888. 
^)  König,  Wird.  Ann.  25,  pag.  622.  1885. 

*)  Weiter  darüber  8.  Paguani,  Ac.  Torino  20,  pag.  615.  1885;  22,  pag.  i.  1887;  Noack, 
Wird.  Ann.  27,  pag.  289.  1886. 

«)  Arhrniüs,  Ostwald,  Ztschr.  i,  pag.  285. 1887;  Rrvhrr,  Ostwald.  '^^^^-^^^X^fiJ^^ 
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594  Reibung. 

Endlich  haben  Warbukg  und  Babo  die  Zähigkeit  der  Kohlensäure  sowohl 
im  flüssigen,  wie  im  gasförmigen  Zustand  untersucht  i),  indem  sie  ebenfalls  die 
Methode  der  Strömung  durch  Capillare  anwendeten.  In  Bezug  auf  die  Einzel- 
heiten der  schwierigen  Versuche  muss  auf  die  Abhandlung  verwiesen  werden. 
Es  ergaben  sich  für  flüssige  Kohlensäure  unter  dem  Druck  ihres  gesättigten 
Dampfes  folgende  Reibungscoefficienten  t),  die  zugleich  mit  der  Dichtigkeit  p  zu- 
sammengestellt sind 

Die  Reibung  von  Flüssigkeiten  ändert  sich  etwas  bei  höheren  Drucken. 
Bersuche  darüber,  nach  der  Ausflussmethode  angestellt,  liegen  vor  von  Röntgen^) 
und  Warburg  und  Sachs  ö).  Uebereinstimmend  fanden  sie,  dass  die  Reibungs- 
constante  des  Wassers  bei  höherem  Drucke  kleiner  wird.  Setzt  man  die  Reibungs- 
constante  bei  der  bestimmten  Temperatur  /  und  dem  Druck  1  Atmosphäre  =  i)q  , 

so  ist  bei  derselben  Temperatur  und  einem  Ueberdruck  von  /  — ^  nach  War- 


BUKG  und  Sachs 

'      1 

="lo(H-«/), 

wobei  sich  fUr  a  folgende  ^ 

(Verthe 

ergaben 

Kohlensäure      Aether 

Benzol       Wasser 

«•10« 

7470 

730 

930          —170 

/ 

251 

20 

20               20 

Die  Drucke  gingen  dabei  bis 

zu  150  Atmosphären. 

5° 

0-922 

0-000925 

lO» 

0-895 

0-000852 

15° 

0-864 

0000784 

20° 

0-827 

0-000712 

25° 

0-783 

0-000625 

29° 

— 

0-000539. 

Die  flüssige  Kohlensäure  hat  also  bei  weitem  die  geringste  Zähigkeit  von  allen 
untersuchten  Flüssigkeiten,  bei  15°  ist  ihre  Zähigkeit  der  14'6.  Thl.  von  der  des 
Wassers.  Allerdings  ist  auch  noch  keine  andere  Flüssigkeit  so  nahe  bei  ihrer 
kritischen  Temperatur  untersucht  worden. 

11.  Gesetze  der  Reibung  und  Bestimmung  der  Reibungscoefficienten 

für  Gase. 
Auch  Gase  und  Dämpfe  zeigen  innere  Reibung  und  diese  Eigenschaft  er- 
giebt  sich  sogar  mit  Nothwendigkeit  aus  den  Vorstellungen  über  die  Natur  der 
Gase,  welche  die  kinetische  Gastheorie  giebt.  Nach  dieser  Theorie  besteht  die 
Reibung  bei  Gasen  nicht  in  einer  Wirkung  von  Molekularkräften,  sondern  viel- 
mehr darin,  dass  von  zwei  ungleich  rasch  bewegten  Schichten  eines  Gases  aus 
der  Schicht  mit  grösserer  Geschwindigkeit  durch  die  Stösse,  die  die  nach  allen 
Seiten  fliegenden  Moleküle  ausüben,  ein  gewisses  positives  Rewegungsmoment 
auf  die  langsamere  Schicht  übertragen  wird.  Die  auf  die  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeitsdiflerenz  bezogene  Grösse  dieses  übertragenen  Momentes  ist  gleich 
dem  Reibungscoefficienten  (s.  kinetische  Gastherie).  Aus  dieser  Auffassung  hat 
zuerst  Maxwell  entwickelt,  dass  der  Reibungsco^fficient  eines  Gases  vom  Druck 
unabhängig   sein    muss,  und  diese  Forderung  wurde  durch  Vereuche  von  O.  E. 


1)  Wauurg  und  Babo,  Wied.  Ann.,  Bd«  17.  pag.  290.  1882. 

9)  RÖNTGEN,  WiED.  Ann.  22,  pag.  510.   1884. 

3)  Waeburg  und  Sachs,  Wied.  Ann.  22,  pag«  518.  1884. 
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Meyer,  Maxwell  u.  A.  bestätigt.  Diese  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Druck 
(das  MAxwELL'sche  Gesetz)  gilt  aber  nur  bis  zu  einer  gewissen,  sehr  niedri- 
gen unteren  Grenze,  bis  zu  welcher  die  allgemeinen  Voraussetzungen  der  Gas- 
theorie gültig  sind.  Unterhalb  dieser  Grenze  muss  der  Reibungscoefficient  ab- 
nehmen, wie  es  auch  Kundt  und  Warburg  experimentell  gezeigt  haben.  Eben- 
so gilt  dasselbe  nicht  mehr  bei  sehr  hohen  Drucken,  wie  Warburg  und  Babo 
bewiesen  haben. 

Im  Bereich  einer  Atmosphäre  ist  die  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Druck 
des  Gases  z.  B.  durch  folgende  Zahlen  von  Kundt  und  Warburg  bewiesen, 
welche  das  logarithmische  Dekrement  der  Schwingungen  einer  Scheibe  massen, 
die  sich  in  dem  betreffenden  Gase  befand.  Es  ergaben  sich  für  dieses  logarith- 
mische Dekrement  e,  aus  welchem  die  Reibung  bestimmt  wird,  bei  der  Tempe- 
ratur 15°  unter  den  Drucken  p  folgende  Zahlen  für 


Luft. 

Wasserstofl. 

Kohlensäure. 

/                   « 

P                  « 

/                   « 

750  mm        00580 

750  mm        0-0283 

750  mm        0-0468 

2-4    „          00567 

20    „          00281 

2-4    „          0-0461 

Die  kinetische  Gastheorie  in  der  Entwicklung  von  Clausius  verlangt  ferner, 
dass  der  Reibungscoefficient  der  Gase  mit  wachsender  Temperatur  zunehmen 
(nicht  wie  bei  Flüssigkeiten  abnehmen)  muss  und  dass  er  der  Wurzel  aus  der 
absoluten  Temperatur  proportional,  also  y;  =  t)^  (1  4-  a/)i  sein  soll.  Die  Forderung, 
dass  T)  mit  der  Temperatur  wachsen  soll,  hat  sich  bei  allen  Gasen  erfüllt  gezeigt, 
aber  nicht  das  Gesetz  des  Wachsthums,  vielmehr  wurde  allgemein  ein  stärkeres 
Wachsen  von  y;  mit  der  Temperatur  constatirt.  Es  ist  in  Gebrauch  gekommen, 
die  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur  darzustellen  durch  eine  Formel 

Ti  =  r)o(l  +  a/K 
worin  X  der  aus  den  Beobachtungen  zu  entnehmende  Temperaturexponent  ist. 
Diese  Darstellung  hat  jedoch  gar  keine  rationelle  Bedeutung.    Zweckmässiger  hat 
Schumann  1)  vorgeschlagen,  diese  Abhängigkeit  darzustellen,  durch 

worin  a  der  Ausdehnungscoefficient  des  Gases^  also  für  Luft  =0'003665    und  y 
der  zu  bestimmende  Tempera turcoefficient  ist. 

Der  Reibungscoefficient  der  Luft  Hess  sich  schon  angenähert  ermitteln  aus 
den  Versuchen  von  Bessel  über  die  Pendelbewegung,  indem  sowohl  die  Ver- 
änderung der  Schwingungsdauer  eines  Pendels  als  namentlich  die  Abnahme  der 
Amplitude  desselben  von  der  Reibung  der  Luft  abhängen.  O.  E.  Meyer  2)  be- 
rechnete aus  Bessel's  Beobachtungen  den  Werth  t)  =  000275,  gültig  für  etwa  12°. 
Ebenso  berechnete  er  aus  Girault's  Pendelmessungen  ^)  den  Werth  y;  =  0*0003842 
und  stellte  dann  selbst  *)  Pendelbeobachtungen  zu  diesem  Zweck  mit  3  Pendeln 

von  14-5,  9-5  4-5  m  Länge  an,  aus  denen  sich  für  18°  C.  ergab  t)  =  000216  (     ^    \ 

Direkte  Beobachtungen  über  die  Reibung  der  Gase  wurde  sowohl  mittelst 
der  Methode  der  schwingenden  Scheiben,  als  mittelst  der  Methode  des  Durch- 
flusses durch  capillare  Röhren  angestellt. 

Die  Methode  der  schwingenden  Scheiben  wurde  zuerst  von  O.  E.  Meyer  bei 

1)  Schumann,  Wied.  Ann.  23,  pag.  351.  1884. 

*)  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  125,  pag.  177.  1863. 

3)  Girault,  Mem.  de  TAcademie  de  Caisn.   1860. 

*)  O.  E.  ftfcVER,  POGG.  Ann.   ,42.  p-g.  5.3.  .871.  p.g.,.^^,  by  Google 
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Gasen  angewendet^).  Der  Apparat  wurde  so  gegenüber  dem  bei  Flüssigkeiten 
benutzten  verändert,  dass  an  einer  bifilar  aufgehängten  Axe  drei  Scheiben  pa- 
rallel befestigt  waren,  die  nach  Bedarf  zu  einer  einzigen  zusammengeschoben 
werden  konnten.  Die  horizontalen  Schwingungen  des  Apparates  wurden  durch 
Spiegel  und  Skala  beobachtet.  Durch  diese  Versuche  konnte  Mey£R  zuerst  die 
Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Drucke  nachweisen  und  die  ersten  sicheren 
Werthe  fiir  t)  ermitteln.     Es  ergab  sich  flir 

8-3  **  0-000333 

21-5°  0000323     (     ^^     ) . 

34-4°  0  000366     ^"""^  '  ^"^^^ 

Dieselbe  Methode  wurde  von  Maxwell^  i866  angewendet,  aber  insofern 
wesentlich  verbessert,  als  er  zwischen  die  drei  beweglichen  Scheiben  und  auch 
über  und  unter  dieselben  noch  4  feste  Scheiben  in  überall  gleichem,  sehr  ge- 
ringem Abstand  von  ihnen  anbrachte.  Dadurch  wird  erstens  die  Reibungswirkung 
der  Luft  auf  den  Apparat  vergrössert,  die  Beobachtung  also  genauer,  zweitens 
aber  lässt  sich  die  Theorie  strenger  entwickeln.  O.  E.  Meyer*)  acceptirte  dann 
diese  Versuchsabänderung  von  Maxwell.  Maxwell  fand  ilir  trockne  Luft  bei  0° 
Tj  =  00001878,  Meyer  mit  derselben  Anordnung  ij==  0-000200  für  18°  resp.*) 
13  =  0000196  für  19°. 

Eine  sehr  eingehende  Untersuchung  haben  Kundt  und  Warburg*)  über  die 
Reibung  der  Gase  ausgeführt,  indem  sie  die  MAXWELL'sche  Anordnung  so  um- 
formten, dass  sie  nur  eine  sich  drehende  Scheibe  zwischen  zwei  in  genau  er- 
mitteltem Abstände  stehenden  festen  Scheiben  anwendeten.  Sie  bestätigten 
ebenfalls  innerhalb  weiter  Grenzen  die  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Druck, 
erhielten  aber  bei  sehr  geringen  Drucken  eine  nicht  geahnte  Erscheinung,  dass 
nämlich  dann  die  Gase  an  den  festen  Wänden  Gleitung  zeigten.  Diese  letztere 
Eigenschaft  wird  weiter  unten  behandelt  werden.  Als  Resultat  ihrer  Versuche 
über  den  Reibungscoefficienten  ergab  sich  für 

Luft T)  =  0000179    bei  15° 

Wasserstoff     .     .     .     t)  r=  00000923     „    15° 

Kohlensäure.     .     .     i)  =  0000152 

Wasserdampf      .     .     y;  =  00000975     „   ca.  20° 
Den  Apparat  von  Kundt  und  Warburg  benutzte  Püluj*)  um  die  Abhängig- 
keit der  Reibung  von  der  Temperatur  genauer  festzustellen,  als  es  bisher  durch 
Maxwell  und  O.  E.  Meyer  geschah.     Er  experimentirte  zwischen  3  und  30^  und 

fand  für 

Luft 1  =  Tj^^  (14- 0-00265   /)  =  Tj<>ro^ 

Kohlensäure  .     .     .  13  =  ij^^ (l  -f-  0-003378  f)  =  tjo^o« 

Wasserstoff    .     .     .  13  =  li^ (1  +  0002535 /)  =  ri^T^'^. 

Endlich  hat  Schumann  ^)  die  Meyer-Maxwell' sehe  Methode  in  der  Anordnung 
von  Kundt  und  Warburg  benutzt,  und  gezeigt,  dass  die  Versuche  bei  verschie- 


15^       /     ^r    \ 

15°      \cm  •  sec) 


1)  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  Bd.  125,  pag.  177.  1863. 

3)  Maxwell,  Phil.  Trans.  156,  pag.  249..  1866. 

3)  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  143,  pag.  14.  1871. 

*)  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  14S,  pag.  222.  1873. 

*)  Kundt  und  Warbürg,  Pogg.  Ann.  155,  pag.  337.  1875. 

«)  PuLUj,  Wien.  Ber.  73  (2)  pag.  589.   1876. 

7)  Schumann,  Wied.  Ann.  23,  pag.  351.  1884.  Digitized  byGoOglc 
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dener  Anordnung  des  Apparates  einigermaassen  verschiedene  Werthe  für  tj  geben, 
die  er  durch  eine  Correktionsformel  eliminirte.     Er  fand  für 

Luft  riQ  =  00001 679  bei  0° 
Kohlensäure  -ri  12-8  =  00001422        ^  100  =  00001972. 
Die  Abhängigkeit  der  Reibung   von  der  Temperatur  stellt  sich  nach  Schu- 
mann dar  für 

Lufl     ....     ri^ri^yi  4-a/.(i4-Y/)>,     wo    7  =  0000802       a  =  0003665 
Kohlensäure     .     ij  =  r)o>/H-a/.  (1  4-  7/)^  t  =  0-000899      a  =  0003701. 

Schumann  hat  weiter,  wie  vorher  Puluj^)  mittelst  der  Schwingungsmethode 
einige  Dämpfe  untersucht.     So  fand  sich  für  Benzoldampf 
bei    16-8°        tj  =  00000759        Puluj 
„     190°        1)  =  000007915] 
„     70-1°        13  =  00001007    [Schümann 
„     100°         ij  =  00001176   j 
Als  Resultat  seiner  Untersuchungen  mit  Estern  stellt  Schumann  hin,  dass  die 
Abhängigkeit  der  Reibung  mit  der  Temperatur  für  alle  dieselben  zu  sein  scheint, 
nämlich 

71  =  iJoVl-h  0004/(1  -h  000164/)«. 

Die  Werthe  von  -q^  ergaben  sich  für  die  Dämpfe  von 

Methylformiat 0-00008380 

Isobutylformiat 0*00007139 

Propylacetat 000006855 

Isobutylacetat 000007010 

Aethylpropionat 000007079 

Methylisobutirat 0-00007011 

Eine  zweite  Methode  zur  Bestimmung  der  Reibungscoefficienten  der  Gase 
ist,  wie  bei  Flüssigkeiten,  die  Methode  der  Transpiration,  d.  i.  des  Durch- 
strömens  der  Gase  durch  enge  Röhren. 

Schon  Graham')  hatte  in  den  Jahren  1846  und  1849  eine  Reihe  von  sorg- 
fältigen Versuchen  über  das  Durchströmen  von  Gasen  durch  Röhren  von  verschie- 
dener Länge  und  verschiedenem  Durchmesser  angestellt  und  gefunden,  dass  das 
Verhältniss  der  Durchfiusszeiten  unter  gleichen  Umständen  für  2  Gase  dasselbe  ist 
bei  jeder  Art  der  Röhre.  Er  hatte  daraus  für  jedes  Gas  einen  Transpiration  s- 
coefficienten  ermittelt,  bezogen  auf  Sauerstoff  als  Einheit.  Diese  Coefficienten 
sind  den  Reibungscoefficienten  proportional.  O.  E.  Meyer ^)  hat  dann  gezeigt, 
dass  unter  der  Annahme  des  MAXWELL'schen  Gesetzes  von  der  Unabhängigkeit 
der  Reibung  vom  Druck  sich  für  den  Durchfluss  der  Gase  durch  capillare  Röhren 
ebenfalls  das  PoiSEUiLLE'sche  Gesetz  ergiebt.  Ist  /^  der  Druck  am  Anfang,  p^ 
der  Druck  am  Ende  des  Capillarrohres  und  misst  man  das  durchströmte  Gas- 
volumen unter  dem   Druck        9       >    s°  ^s'»    wenn  Vq  dieses  Volumen  bedeutet 

Zur  Ausfuhrung  dieser  Versuche  bediente  sich  O.  E.  Meyer  zweier  kupferner 
Ballons,  die  durch  die  Capillare  miteinander  verbunden   waren.     Der  Druck  in 

J)  PüLüj,  Wien  Ber,  78.  1878. 

•)  Graham,  Phil.  Trans.  1846,  pag.  513.  1849.  ^^ 

3)  O.  E.  Mkykr,  Pogg.  Ann.  127,  pag.  253.  1866;    148,  pag.  i  m^i^^m-b^i^OOQlC 
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beiden  Ballons  konnte  durch  Verbindung  derselben  mit  je  einer  Luftpumpe  ver- 
ändert und  an  je  einem  Manometer  abgelesen  werden.  Diese  Versuche  wurden 
von  V.  Obermayer ^),  v.  Lang'-^,  Puluj*)  weitergeführt     So  fanden  für  Luft 

O.  E.  Meyer tj^^«  0-000171 

T|^  =  0000170 

T)^=  0000174 

V.  Obermayer t)^  =  0*000167 

PuLUj 1)0  =  0-000180 

Mittel riQ  =  00^0172. 

Aus  den  Transpirationscoefficienten  von  Graham  berechnen  sich  nach 
O.  E.  Meyer*)  folgende  Werthe  der  Reibungscoefficicnten,  giltig  für  mittlere 
Temperatur  (15—20'*). 

Wasserstoff,  Hjj     .    .     .     .  0000093 

.  0000120 

.     .  0000108 

.  0-0000975 

.  0-000184 

.  0000109 

.  0000184 

.  0000186 

.  0000212 


\cm  •  secj 


Grubengas,  CH^  . 
Ammoniak,  NH, 
Wasserdampf,  H^O 
Kohlenoxyd,  CO. 
Aethylen,  C2H4  . 
Stickstoff,  N,  .  . 
Stickoxyd,  NO,  . 
Sauerstoff,  O^  .  . 
Schwefelwasserstoff,  H^S  .  0000130 
Chlorwasserstoff,  HCl  .  .  0000156 
Kohlensäure,  CO,  .  .  .  0  000160 
Stickoxydul,  N^O  .  .  .  0000160 
Methyläther,  CgH^O  .  .  0000102 
Chlormethyl,  CHjCl     .     .     0000116 

Cyan,  CjNj, 0-000107 

Schweflige  Säure,  SO»  .  .  00001 38 
Chloräthyl,  CaHj,Cl  .  .  0000105 
Chlor,  Clj 0000141 

Nach  der  Transpirationsmethode  hat  weiter  S.  Koch*)  den  ReibungscoefB- 
cienten  des  Quecksilberdampfes  bestimmt,  insbesondere,  um  zu  untersuchen,  ob 
bei  diesem  einatomigen  Molekül  die  Forderung  der  kinetischen  Gastheorie  erfüllt 
ist,  dass  die  Reibung  wie  die  Wurzel  aus  der  absoluten  Temperatur  varürt  Aber 
auch  hier  zeigt  sich  dieses  Gesetz  durchaus  nicht  erHillt,  vielmehr  ergab  sich  für . 
die  Temperaturabhängigkeit  des  Hg-Dampfes  eine  Formel 

Der  Exponent,  der  ^=  0*5  sein  sollte,  ist  also  1-60.  Es  giebt  keine  genügende 
Erklärung  für  dieses  Verhalten  aus  der  Gastheorie  allein.  Es  scheint,  dass  diese 
erheblichen  Abweichungen  darauf  zurückzuführen  sind,  dass  eben  doch,  was  die 
Gastheorie  ausser  Acht  lässt,  die  Gasmoleküle  mit  Kräften  auf  einander  wirken, 
und   dass  bei  dem  Vorgang  der  Reibung  diese  Kräfte  ganz  wesentlich  ins  Spiel 


1)  v.  Obsrmaykr,  Carl's  Repertorium,  Bd.  12,  pag.  13.  1876. 

^  v.  Lang,  Wien.  Ber.  Bd.  66  (2).  1871. 

3)  PüLUj,  Wien.  Ber.  Bd.  69  (2)  1874.  Bd.  70  (2).  1874. 

^)  O.  E.  Meyer,  Kinet  Theorie  d.  Gase,  pag.  142. 

*)  S.  Koch,  Wikd.  Ann.  19,  pag.  587.  1883.  r^^^^T^ 
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kommen  1).  Bei  den  Versuchen  von  Koch  bestand  die  grösste  Schwierigkeit 
darin,  die  hohen  Temperaturen  constant  zu  erhalten,  bei  denen  y)  gemessen 
wurde.  Die  Einrichtungen  seiner  Apparate  sind  im  Original  nachzulesen.  Es 
wurde  mit  2  Capillaren  t)  zwischen  den  Temperaturen  272°  und  380°  gemessen 
und  es  ergab  sich  bei  300°  und  380^ 

^800  =  0000532     /     ^r    \ 
1], 80  =  0000666     \cm  -  sec)  ' 

Unter  der  Annahme,  dass  noch  bei  0°  das  Maxwell' sehe  Gesetz  bei  Hg- 
Dampf  erfüllt  ist,  berechnet  sich  aus  obiger  Formel 

r|o=  0000 162. 

Eine  Reihe  sehr  ausführlicher  Untersuchungen  sind  von  Lothar  Meyers) 
theils  allein,  theils  in  Verbindung  mit  Schumann  3)  und  Steudel^)  angestellt 
worden  über  Transpiration  von  Dämpfen.  Der  Apparat,  dessen  sie  sich  bei 
diesen  Untersuchungen  bedienten,  bestand  in  der  Hauptsache  aus  einer  spiral- 
förmig gewundenen  Glascapillare,  welche  sich  in  einem  weiten  Glasrohr  befand, 
das  nach  unten  in  das  Siedegefass  auslief.  Die  Flüssigkeiten  wurden  zum  Sieden 
gebracht,  umhüllten  mit  ihren  Dämpfen  die  Capillare,  welche  dabei  also  stets  die 
Siedetemperatur  hatte,  und  strömten  durch  die  Capillare  von  oben  nach  unten 
in  ein  gekühltes  Messrohr.  Die  überschüssigen  Dämpfe  wurden  durch  einen 
Rückflusskühler  verdichtet  und  in  das  Siedegefass  zurückgeleitet.  Die  ersten  Beob- 
achtungen für  Benzoldampf  ergaben  bei  der  Temperatur  85**  r)  =  0*000 152,  bei  der 
Temperatur 72° i)=0000127,  während Puluj bei  16-8°  gefunden  hatte i)= 0*000076. 

Die  Versuche  von  Meyer  und  Schumann  erstreckten  sich  auf  Fettsäuren  und 
ihre  Ester  und  ergaben  folgende  Werthe,  die  alle  gültig  sind  für  die  Siedetempe- 
ratur der  einzelnen  Substanzen  (bei  IQOmm), 


H 

MeÜiyl 

Aethyl 

Propyl 

Isobutyl 

Amyl 

Ameisensäure 

Essigsäure 

Propionsäure 

Normale  Buttersäure      .     . 

Isobuttersäuie 

Valeriansäure 

0000172 
0000106 
0000118 
0000129 
0000121 
0-000136 

0000173 
0-000152 
0000150 
0-000159 
0-000152 
0000163 

0000156 
0000152 
0000158 
0-000160 
0-000151 
0000165 

0-000159 
0-000160 
0-000153 
0-000164 
0-000153 
0-000167 

0-000172 
0-000155 
0000164 
0-000167 
0000158 
0000154 

0000160 

0000158 
0000155 
0-000155 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  alle  Ester  bei  ihrem  Siedepunkt  nur  äusserst 
wenig  verschiedene  Reibungscoefficienten  besitzen. 

Steudel  untersuchte  Alkohole  und  die  entsprechenden  Chloride,  Bromide 
und  Jodide  auf  ihre  Reibung  und  fand  folgende  Zahlen,  die  ebenfalls  für  die  be- 
treffenden normalen  Siedepunkte  gelten: 


Methyl  .  .  . 
Aethyl  .  .  . 
Propyl  .  .  . 
Isopropyl  .  . 
Butyl .... 
Isobutyl  .  .  . 
Tertiäres  Butyl 


Alkohol 


0000135 
0000142 
0000142 
0-000162 
0-000143 
0000144 
0-000160 


Chlorid 


0-000146 
0'000148 
0-000149 
0-000150 
0-000150 


Bromid 


0-000188 
0-000184 
0-000176 

0000179 


Jodid 


0-000245 
0-000216 
0-000210 
0-000201 
0-000202 
0-000204 


>)  Grabtz,  Wird.  Ann,  Bd.  7,  pag.  497.  1879. 

^  Lothar  Meyer,  Wied.  Ann.  Bd.  25,  pag.  340.  1885. 

^  L.  Meykr  und  Schümann,  Wied.  Ann.  13,  pag.  i.  1881. 

^)  Steudel,  Wied.  Ann  16,  pag.  368.  1882;  L.Meyer,  Wied.  Agn.^.i6^  j>j 
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6oo  Reibung. 

Femer  noch  folgende  Stoffe: 

Aethylenchlorid 0000168     (    ^^     \ 

Aethylidenchlorid 0000161     \cm  •  sgc) 

Aethylenchlorobromid O'OOOüOO 

Aethylenbromid 0*000221 

Monochloräthylenchlorid  ....    00001 81 

Trichloräthan 0000190 

Chloroform 0000189 

Tetrachlorkohlenstoff 0*000195 

Bromoform 0*000253. 

Es  zeigt  sich  durch  diese  Untersuchungen,  dass  homologe  Verbindungen 
auch  bei  sehr  verschiedenem  Molekulargewicht  meist  nahezu  die  gleiche  Reibungs- 
constante  haben.  Als  ungefähre  Mittelwerthe  ergeben  sich  —  je  für  die  Siede- 
punkte genommen  —  ttir  die 

Alkohole,  CnHgn^-aO i)  =  0*000142 

Chloride,  C„H2n+iCI i)  =  0000150 

Ester,  CnHsnOa il  =  0000155 

Bromide,  CnHan-t-iBr i)  =  0*000182 

Jodide,  CnH2n+iJ il  =  0*000210. 

Abweichungen  zeigen  dagegen  diejenigen  Verbindungen,  welche  nur  1  Kohlen- 
stoffatom enthalten.  Indess  sind  von  Schumann^)  auf  Grund  seiner  Seh wiogungs- 
beobachtungen  wesentliche  Einwände  gegen  die  Methode  der  Transpiration  über- 
haupt gemacht  worden,  so  dass  diese  Zahlen  nur  als  ungefähr  gelten  können. 
In  der  That  geben  die  oben  angeführten  Zahlen  von  Schumann  viel  kleinere 
Werthe,  die  zum  Theil  über  50^  Abweichungen  gegen  die  hier  angeführten  zeigen. 

Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Dichte. 

In  dem  Intervall  von  einer  Atmosphäre,  d.  h.  von  760  mm  bis  1—10  mm 
Quecksilberdruck  ist  das  MAXWELL'scbe  Gesetz  der  Unabhängigkeit  der  Reibung 
von  der  Dichte  (dem  Druck)  experimentell  bestätigt  worden.  Dagegen  bei  äusserst 
geringen  und  sehr  grossen  Dichten  zeigt  sich  eine  wesentliche  Abhängigkeit  der 
Reibungscoefücienten  von  derselben. 

Für  äusserst  geringe  Dichten  haben  Kundt  und  .Warburg  gezeigt,  dass 
von  einer  gewissen  Grenze  der  Dichtigkeit  an,  die  für  verschiedene  Gase  ver- 
schieden ist,  die  Reibung  sehr  rasch  abnimmt.  Es  Hessen  sich  die  Drucke,  bei 
denen  das  stattfand,  nicht  mehr  in  Zahlen  genau  angeben.  Sie  sind  bezeichnet 
als  1 .  bis  6.  Vacuum.  Es  ergaben  sich  für  das  logarithmische  Dekrement  X  der 
Schwingungen  ihrer  Scheibe  folgende  Werthe,  denen  t)  proprotional  ist: 

Luft. 

X 
750  mm  Druck 00800 

1.  Vacuum 0-0531 

2.  „  00462 

3.  „  0-0416 

4.  „  00374 

5.  „  00353 

6.  „  0-0326 

Das  1.  Vacuum  entsprach  einem  Druck  von  etwa  0*04  mm  Quecksilber. 


»)  Schumann,  Wied.  Ann.  23,  pag.  353.  1884.  r^r^r^n]r> 
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Wasserstoff. 

X 
750  mm  Druck 00387 

1.  Vacuum 00216 

2.  „  00175 

3.  „  0-0169 

4.  „  00181 

Den  entgegengesetzten  Einfluss  hat  eine  starke  Vergrösserung  der  Dichte.  Dies 
ist  von  Warburc  und  B abo  ^)  an  der  Kohlensäure  constatirt  worden.  Sie  haben 
in  der  bereits  oben  erwähnten  Arbeit  die  gasförmige  Kohlensäure  sowohl  unter- 
halb als  oberhalb  als  bei  der  kritischen  Temperatur  sehr  hohen  Drucken  (bis 
über  100  Atmosphären)  unterworfen  und  durch  Transpiration  die  Reibung  bestimmt. 

Während  gasförmige  Kohlensäure  bei  40*3^  unter  Atmosphärendruck,  also  bei 
normaler  Dichte  t)  =  0*000165  hat,  fanden  sie  bei  ca.  45  Atmosphären,  wenn  die 
Dichte  O'l  geworden  ist  (etwa  das  500  fache  der  normalen)  72^=0*000180  also 
nur  ca.  9^  grösser.  Dagegen  wuchs  dann  mit  steigendem  Druck  und  steigender 
Dichte  die  Reibung  kolossal.  Es  ergab  sich  bei  den  Temperaturen  40*3^  und 
32-6°  folgendes: 


Dichtigkeit 

Druck 

40-3 

Druck 

32*6 

0-100 

45-3 

0000180 

431 

— _ 

0170 

64-3 

0-000196 

60-3 

0-000188 

0-240 

75-9 

0000218 

69-9 

0-000213 

0-310 

82-7 

0-000243 

74-6 

0-000239 

0-380 

86-8 

0-000275 

76-6 

0-000270 

0-450 

89-2 

0-000316 

77-2 

0000304 

0-520 

91-7 

0-000366 

77-6 

0-000351 

0-590 

94-9 

0-000426 

78-2 

0-000414 

0-660 

101-6 

0-0Q0499 

80-7 

0000493 

0-730 

114-6 

0-000580 

88-5 

0-000574 

0-800 

— 

— 

107-3 

0-000677 

Da  bei  326°  und  40-3®  die  Werthe  von  ti  für  gleiche  Dichten  wenig  von 
einander  abweichen,  während  die  entsprechenden  Drucke  sehr  verschieden  sind, 
so  schliessen  die  Verfasser,  dass  die  Reibung  mit  der  Dichte  viel  einfacher  als 
mit  dem  Druck  zusammenzuhängen  scheint. 


Gleitung  der  Gase. 
Dass  die  Gase  an  festen  Wänden  nicht  haften,  sondern  an  ihnen  entlang 
gleiten  können,  war  nicht  bemerkt  worden,  so  lange  man  die  Gase  in  nicht  zu 
sehr  verdünntem  Zustand  auf  ihre  Reibung  untersuchte.  Erst  als  Kunbt  und 
Warburg')  bei  ihren  oben  angeführten  Versuchen  zu  sehr  geringen  Drucken, 
zwischen  0*6  mm  und  20  mm  Quecksilber  übergingen,  fanden  sie  Erscheinungen, 
welche  auf  eine  Gleitung  der  Gase  hinwiesen.    Als  Gleitungscoefficient  7  ist  wieder 

das  Verhältniss  der  inneren  Reibung  tj  zur  äussern  X  definirt,  also  7  =  j  .    Ihre 

Versuche  ergaben,  dass  7  der  Dichtigkeit  des  Gases  umgekehrt  proportional  ist. 
Daher  macht  sich  die  Gleitung  eben  nur  bei  verdünnten  Gasen  bemerkbar.    So 


1)  Warbcjrg  und  Babo,  Wied.  Ann.,  Bd.  17,  pag.  390.  1882. 
*)  KuNDT  und  Warburg,  Pogg.  Ann.  155,  pag.  337.  1875. 
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fanden  sie  bei  Luft,  Wasserstoff,  Kohlensäure  Zahlen  für  die  Gleitung,  aus  welchen 
O.  E.  Meyer  1)  die  folgenden  Gleitungscoefficienten  7  berechnet  hat 

Luft   . 


00000108 

Wasserstoff     . 

00000186 

0-0000090 

Kohlensäure  . 

000000652 

00000113 

tt 

000000647 

O.  E.  Meyer  hat  aus  diesen  Zahlen  geschlossen,  dass  der  Gleitungscoeffi- 
cient  gleich  der  mittleren  Weglänge  der  Moleküle  ist.  Die  mittlere  Weglänge  Z 
variirt  ebenfalls  umgekehrt  mit  der  Dichte. 

Da  die  Transpirationszeit  eines  Gases  durch  ein  Capillarrohr  von  dem 
Gleitungscoefücienten  abhängt,  so  hat  Warburg  ^)  das  erhaltene  Resultat  durch 
Transpirationsversuche  geprüft  und  bestätigt.  Bei  Benützung  eines  Capillarrohres 
von  0'15  mm  Radius  bewirkt  die  Gleitung  schon  bei  38  mm  Druck  eine  Abweichung 
(Verkleinerung)  von  der  Transpirationszeit  von  4  bis  5 f  bei  Luft,  von  9#  bei 
Wasserstoff  gegen  die  bei  normalem  Druck.  Die  Werthe  der  Gleitungscoefücienten 
fand  Warburc  bei  diesen  Versuchen  nahezu  ebenso  gross,  wie  früher  bei  den 
Schwingungsversuchen. 

B.  Reibung  fester  Körper. 

Auch  feste  Körper  besitzen  innere  Reibung.  Dass  diese  der  Reibung 
von  Flüssigkeiten  und  Gasen  analog  ist,  ist  vielfach  vermuthet  worden.  Jedoch 
lassen  sich  die  hier  in  Betracht  kommenden  Erscheinungen  nicht  genügend 
von  denen  der  elastischen  Nachwirkung  trennen.  Es  werde  deshalb  auf  diesen 
Artikel  verwiesen  und  hier  nur  einige  Litteratur  erwähnt. 

William  Thomson'*)  hat  den  Begriff  der  Zähigkeit  fester  Körper  eingeführt, 
definirt  und  aus  einigen  Versuchen  diese  Einltihrung  motivirt.  Experimentelle  und 
theoretische  Arbeiten  sind  weiter  geliefert  worden  von  Warkurg*),  Streintz*), 
O.  E.  Meyer ^,  Boltzmann^),  Braun®),  P.  M.  Schmidt*),  Tomiinson*^.  Zu  exakter 
Formulirung  einer  inneren  Reibung,  ihrer  Gesetze  und  ihrer  Constanten,  haben 
diese  Arbeiten  bisher  nicht  geflihrt  (s.  Elastische  Nachwirkung). 

Die  äussere  Reibung  fester  Körper  an  einander,  d.  h.  der  Widerstand, 
welcher  einer  Bewegung  zweier  fester  Körper  auf  einander  sich  entgegensetzt, 
rührt  davon  her,  dass  die  Flächen,  welche  auf  einander  sich  bewegen,  nie 
absolut  glatt,  sondern  stets  mehr  oder  minder  rauh  sind,  wodurch  der  bewegte 
Körper  fortwährend  über  die  Unebenheiten  der  Unterlage  hinweggehoben  werden 
muss.  Ausserdem  kann  auch  die  direkte  Molekularanziehung  der  Theilchen  der 
beiden  Körper,  welche  man  als  Adhäsion  bezeichnet,  der  Bewegung  hindernd 
entgegen  wirken.  Je  glatter  die  Flächen  sind,  die  sich  längs  einander  bewegen, 
um  so  wirksamer  ist  die  Adhäsion,  je  rauher  die  Flächen  sind,  um  so  mehr 


i)  O.  E.  Meyer,  Kinetische  Theorie  d.  Gase,  pag.  152. 
«)  Wakburg,  Pogg.  Ann.,  Bd.  159,  pag.  339.  1876. 

^  W.  Thomson,    Proc.  Roy.  Soc,  Mai  1865,    s.  auch  Artikel  Elasticity    in  EncydopKdia 
Britannica  Section  29—36.  1878. 

*)  Warbürg,  Pogg.  Ann.,  Bd.  139,  pag.  89.  1869. 
*)  Strkintz,  Pogg.  Ann.,  Bd.  153,  pag.  386.  1874. 
•)  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.,  Bd.  151,  pag.  i.  1874. 

7)  BOLTZMANN,  PoGG.  Ann.,  Ergbd.  7,  pag.  653.  1876. 

8)  F.  Braun,  Pogg.  Ann.,  pag.  151.  1874. 

9)  P.  M.  Schmidt,  Wikd.  Ann  2,  pag.  48.  1877. 

«^  ToMUNSON,  Proc.  Lond.  Roy.  Soc.  38,  pag.  42.  1885;   40,  pag.  24a  1886.  t 
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kommt  der  ersterwähnte  Widerstand  der  Reibung  in  Betracht  Es  erhellt  daraus, 
dass  die  Reibung  fester  Körper  auf  einander  keine  einfache  mechanische  Be- 
deutung hat.  Sie  ist  auch  hauptsächlich  für  die  angewandte  Mechanik,  die 
Technik  von  Bedeutung.  Man  unterscheidet  gleitende  Reibung  und  wälzende 
oder  rollende  Reibung.  Bei  der  gleitenden  Reibung  bewegen  sich  alle  Punkte 
der  bewegten  Berührungsfläche  zu  gleich  über  der  ruhenden  Fläche.  Die  ruhende 
Fläche  ist  immer  mit  denselben  Punkten  des  bewegten  Körpers  in  Berührung. 
Bei  der  rollenden  Reibung  kommen  dagegen  immer  andere  Punkte  des  be- 
wegten Körpers  mit  der  ruhenden  Fläche  in  Berührung.  Versuche  über  die  glei- 
tende sowohl  wie  die  rollende  Reibung  sind  namentlich  von  Coulomb  i),  Morin*), 
Brix'),  Rennie*)  u.  A.  angestellt  worden.  Für  die  Untersuchung  der  gleitenden 
Reibung  construirte  Coulomb  einen  Apparat,  Tribometer,  welcher  gestattete, 
direkt  die  Kraft  in  Gewichten  zu  messen,  welche  nöthig  ist,  um  einen  Körper  von 
gewissem  Gewicht  mit  einer  gleitenden  Fläche  von  bestimmtem  Material  auf  einer 
ruhenden  Fläche  von  bestimmtem  Material  in  Bewegung  zu  erhalten.  Es  ergab  sich 
1)  die  Reibung  ist  dem  Druck  proportional,  mit  welchem  die  Flächen,  welche  auf 
einander  gleiten,  aneinander  gedrückt  werden,  2)  die  Reibung  ist  unabhängig  von 
der  Grösse  der  reibenden  Flächen,  3)  die  Reibung  ist  unabhängig  von  der 
Geschwindigkeit  der  bewegten  Flächen.  (Letzteres  Gesetz  nennt  man  das 
CouLOMB'sche  Gesetz  für  die  Reibnng.)  Die  Zahl,  welche  angiebt,  der  wievielte 
Theil  der  Last  zur  Ueberwindung  der  Reibung  verwandt  werden  muss,  heisst  der  . 
Reibungscoefficient.  Allgemein:  bewegt  sich  ein  Körper  auf  einer  Fläche 
l/=Of  so  übt  er  in  Richtung  der  Normale  einen  Druck  iV  auf  dieselbe  aus, 
welcher  bekanntlich  gleich  ist  der  Normalcomponente  der  wirkenden  Kräfte  ab- 
züglich der  Centrifugalkrait.  Den  Widerstand  in  der  Fläche  setzt  man  dann 
=/iV,  worin  /  der  Reibungscoefficient  ist.  Aus  Versuchen  der  Praxis  ergab  sich, 
dass  für  einige  Materialien  /  folgende  Werthe  hat: 

/ 
Schmiedeeisen  auf  Schmiedeeisen 0'14 

Messing  „    Gusseisen 0*19 

Schmiedeeisen  „    Gusseisen 0  20 

Buchenholz  „  Buchenholz  (Fasern  || )     .     .     .  0*36 

Eichenholz  „  Eichenholz  (Fasern  || )     .     .     .  0*48 

„  „  „          (Fasern  4-)     .     .     .  0-32 

Für  Eisen  auf  Eis  (Schlittschuhe)  bestimmte  J.  Müller*)  den  Coefficienten  / 
=  0016  bis  0032. 

Der  Reibungscoefficient  ist  nach  Coulomb  wesentlich  derselbe  für  alle  Ge- 
schwindigkeiten der  reibenden  Flächen.  Nach  Landsberg  ^)  soll  die  äussere 
Reibung  wesentlich  beeinflusst  werden  durch  condensirte  Gasschichten,  die  auf 
den  reibenden  Flächen  stets  vorhanden  sind.  Ob  die  Reibung  herrührt  von 
Molekularattraktion  oder  von  Unebenheiten  der  reibenden  Flächen,  haben  War- 
burg und  Babo^)  durch  eine  optische  Methode  an  bestpolirten  Gläsern  zu  ent- 
scheiden gesucht    Sie  schliessen  sich  der  Annahme  an,  dass  die  Reibung  dadurch 

')  Coulomb,  Mem.  des  savant  etrang.  X,  pag.  254.  1785. 

^  Murin,  Mem.  de  l'Acad.  fran^aise  11  III.   1834.   1835. 

3)  Brix,  Verhandl.  d.  Vereins  fUr  Gei^erbefleiss  in  Preussen  16,  pag.  186.   1850. 

*)  Rennie,  Dingl.  Joum.  34,  pag.  165.  1829. 

*)  J.  MÜLLER,  PoGG.  Ann.   139,  pag.  505.   1870. 

^)  Landsberg,  Pogg.  Ann.  121,  pag.  283.  1864. 

')  Warburg  und  Babo,  Wied.  Ann.  2,  pag.  406.  1877.  C^  r\r\n]o 
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entsteht,  dass  die  kleinen  Unebenheiten  der  Flächen  bei  der  Bewegung  gebogen 
werden,  wodurch  die  reibende  Kraft  ihre  Quelle  in  ElasticitätskrÄften  hätte. 

Auch  für  die  wälzende  Reibung  hat  CouloMb  die  Gesetze  festgestellt,  indem 
er  Walzen  von  Holz  auf  Unterlagen  durch  bestimmte  Gewichte  ins  Rollen  brachte. 
Zugleich  änderte  er  auch  durch  übergehängte  Gewichte  den  Druck,  mit  dem  die 
Walzen  auf  die  Unterlagen  drückten.  Es  ergab  sich,  dass  die  reibende  Kraft  R 
dem  Druck  P  proportional  und  dem  Radius  L  der  Walze  umgekehrt  proportio- 
nal ist: 

^  P 
Den  Faktor  f  nennt  man  den  CoefBcienten  der  rollenden  Reibung.    Er  ist 
unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung.    Es  ergab  sich: 
für  Walzen  aus  Gujakholz  auf  Eichenholz  7  =  0*018 
u        n         n    Elmenholz    „  „  9  =  0-031 

„     gusseiseme  Räder  auf  Gusseisen  f  =  0*018. 

Durch  Schmieren  der  reibenden  Theüe  wird  die  Reibung  kleiner.  Ueber 
diese  technischen  Fragen  sind  die  technischen  Handbücher  nachzusehen. 

L.  Graktz. 


Diffusion^). 

Unter  Diffusion  versteht  man  das  langsame,  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte 
erfolgende  Eindringen  zweier  Körper  (fester,  flüssiger,  gasförmiger)  in  einander, 
das  erst  sein  Ende  erreicht,  wenn  in  allen  Raumtheilen  des  Gemenges  jeder 
einzelne  der  beiden  Körper  in  gleicher  Weise  vertheilt  ist.  Die  Erscheinung 
wird  hervorgerufen  durch  die  Molekularkräfte,  welche  die  Theilchen  der  beiden 
Körper  auf  einander  ausüben.  Genauer  untersucht  sind  bisher  nur  die  Diffusion 
der  Flüssigkeiten  und  der  Gase.     Wir  beginnen  mit  der 

L  Diffusion  der  Flüssigkeiten. 
Bei    ihr   ist   zu    unterscheiden    die    freie  Diffusion    und   die  Diffusion  durch 
Scheidewände. 

a)  Freie  DifiVision. 

Der  Name  rührt  her  (übertragen  von  der  analogen  Erscheinung  für  Gase) 
von  Frankenheim  (1835),  während  die  Existenz  des  Diffusionsvermögens  schon  viel 
früher  (Priestlev,D ALTON,  Berthollet)  bekannt  war.  Eingehendere  Untersuchungen 
lieferte  zuerst  Graham  (1850 — 51),  Fick  suchte  dann  (1855)  die  Theorie  der  Er- 
scheinung unter  der  Annahme  zu  entwickeln,  dass  die  freie  Diffusion  einer  Flüssig- 
keit in  die  andere  (meist  einer  Salzlösung  in  ihr  Lösungsmittel)  nach  demselben  Ge- 
setz geschähe,  wie  die  Verbreitung  der  Wärme  in  den  Leitern.  Nach  dieser  Hypo- 
these berechneten  Simmler  und  Wild  (1857)  einige  einfache  Versuchsanordnungen 
und  schlugen  optische  Methoden  der  Untersuchung  vor.  Derartige  Hülfsmittel 
wandten  später  Hoppe-Skyler,  E.  Voit  (1867)  und  Johannisjanz  (1877)  an, 
aber  schon   im  folgenden  Jahre   zeigte  Stefan    die   grosse  Ungenauigkeit   ihrer 


^)  Die  Zahlen  bei  den  Namen  beziehen  sich,  soweit  sie  nicht  als  Jahreszahlen  leicht  erkenn- 
bar sind,  auf  das  Literaturverzeichniss.  ^.  ,,.^ 
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Methoden.  Eine  scharfe  Prüfung  der  FiCK'schen  Anschauungen  versuchte  (1879) 
H.  F.  Weber  auf  elektrischem  Wege  und  fand  sie  bis  auf  kleine  Correctionen 
richtig.  Dann  haben  noch  Long  (1880),  Lenz  (1882),  J.  D.  R.  Scheffer  (1881  und 
1884)  u.  A.  die  Abhängigkeit  der  Diffusion  von  der  Natur  des  diflundirenden  Stoffs 
und  DE  Heen  (1885)  die  Aenderung  mit  der  Temperatur  festzustellen  sich  be- 
müht. Endlich  hat  in  neuester  Zeit  (1884—87)  van't  Hoff  den  aus  osmotischen 
Versuchen  abgeleiteten  Begriff  des  osmotischen  Drucks  entwickelt  und  seine  Ge- 
setze untersucht,  mit  Hilfe  dessen  es  dann  Nernst  (1887)  gelungen  ist,  zum  ersten- 
mal eine  Molekulartheorie  der  Difiussion  aufzustellen  und  deren  Folgerungen  mit 
der  Erfahrung  zu  vergleichen.  — 

Schichtet  man  von  zwei  mit  einander  mischbaren  Flüssigkeiten  die  leichte  über 
die  schwerere,  so  tritt  Diffusion  ein,  welche  (bei  Ausschluss  von  Temperatur- 
schwankungen) bewirkt,  dass  nach  langer,  streng  genommen  nach  unendlich 
langer  Zeit,  eine  vollständig  gleichförmige  Mischung  der  beiden  Flüssigkeiten  zu 
Stande  kommt  Beim  Studium  dieses  Processes  hat  man  fast  ausschliesslich  die 
Verbreitung  eines  Salzes  in  seinem  Lösungsmittel  (oder  einer  Säure  in  Wasser) 
d.  h.  die  Diffusion  einer  concentrirteren  Lösung  in  eine  verdünntere,  oder  in  eine 
solche  von  der  Concentration  0  betrachtet.  Wir  sprechen  deshalb  der  Ein- 
fachheit halber  im  Folgenden  fast  nur  von  diesem  Falle.  Die  Aufgabe  besteht 
hiemach  darin:  über  eine  Salzlösung  von  bekanntem  Salzgehalt  so  Wasser  zu 
schichten,  dass  dabei  noch  keine  Mischung  eintritt,  dann  die  beiden  Flüssigkeiten 
bei  constanter  Temperatur  sich  selbst  zu  überlassen  und  nach  gemessenen  Zeiten 
den  Fortgang  der  Mischung  festzustellen. 

Die  ersten  Versuche  von  Graham  (2)  wurden  in  folgender  Weise  ange- 
stellt: Kleine  Gläser  mit  kurzem  Halse,  dessen  obere  Oeflnung  eben  geschliffen  war, 
wurden  bis  zu  constantem  Abstand  von  der  Oeffnung  mit  der  zu  untersuchenden 
Salzlösung  gefüllt  und  in  ein  grösseres  Geföss  gestellt.  Indem  man  auf  die  Lösung 
ein  Korkscheibchen  legte  und  langsam  auf  sie  Wasser  tropfen  liess,  füllte  man 
den  übrigen  Theil  des  Halses  vorsichtig  mit  Wasser  und  goss  endlich  in  das 
äusseie  GefKss  so  viel  Wasser,  dass  dasselbe  etwa  einen  Zoll  hoch  über  der 
Mündung  des  Diffusionsgläschens  stand.  Nach  einem  bestimmten  Zeitraum  wurde 
das  Gläschen  mit  einer  Glasplatte  bedeckt,  aus  dem  Wassergefäss  herausgenommen 
und  untersucht,  wie  viel  Salz  in  das  letztere  übergegangen  war.  Graham  fand  so, 
die  übergegangenen  Salzmengen  bei  ganzen  Gruppen  von  Stoffen  für  sehr  geringe 
(1^)  Concentration  einander  gleich,  für  wenig  grössere  (1 — 4J)  Concentrationen 
diesen  merklich  proportional  und  mit  der  Temperatur  zunehmend.  Diese  Re- 
sultate sind  nur  als  annähernd  richtig  zu  betrachten  und  lassen  eine  Verfolgung 
des  Diffusionsvorganges  in  seinen  einzelnen  Stadien  nicht  zu. 

Eine  solche  gelingt  eher  nach  einer  von  William  Thomson^)  angegebenen 
Methode.  Derselbe  legte  in  das  mit  den  beiden  Flüssigkeiten  gefüllte  Gefäss 
eine  Anzahl  von  Glaskügelchen  von  verschiedenem  specifischen  Gewicht,  die 
anfangs  auf  der  Grenzfläche  der  Flüssigkeiten  schwammen.  Im  Verlauf  der  Diffu- 
sion trennten  sie  sich  von  einander  uud  gaben  durch  ihre  Lage  das  specifische 
Gewicht  der  Mischung  und  so  deren  Concentration  in  verschiedenen  Tiefen  an. 
Die  Flüssigkeiten  müssen  bei  diesem  Versuche  sorgfältig  ausgekocht  sein,  damit 
sich  keine  Luftbläschen  an  die  Kügelchen  ansetzen  und  das  Resultat  falschen. 

Die  Theorie  der  Diffusion  von  Fick  (3)  ist  Fourier's  Theorie  der 
Wärmeleitung   nachgebildet.     Sie   nimmt   an,   dass  die  Salzmenge  dS,   die  im 


^)  S.  Maxwell:  Theorie  der  Wanne,  deutsch  von  Nsbsbn,  pag.  311. 
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Zeitelement  dt  von  einer  Horizontalschicht  von  der  Grösse  q  zu  der  nächst  über 
ihr  gelegenen  tritt,  proportional  sei  qdi  und  der  Concentrations-Differenz  der 
beiden  Schichten.  Denken  wir  uns  die  Diffusion  in  einem  Gefass  von  constantem 
Querschnitt  vor  sich  gehend,  rechnen  von  einer  beliebigen  Horizontalschicht  aus, 
die  X  in  veitikaler  Richtung  nennen  u  die  Concentration  (d.  h.  die  Gewichts- 
menge  Salz  in  der  Volumeneinheit  der  Lösung)  und  k  einen  Proportionalitäts- 
faktor, so  heisst  das: 

dS  =  kqy^dt.  (1) 

k  ist  nach  dieser  Theorie  die  sogen.  Diffusionsconstante,  die  nur  von  der 
Natur  des  Salzes  und  Lösungmitteh  abhängt  und  somit  die  Diffusion  für  jeden 
Körper  charakterisirt.  Sie  ist  also  diejenige  Salzmenge,  die  in  der  Zeiteinheit 
durch  den  Querschnitt  eines  Geßlsses  von  der  Querschnittseinheit  geht,  wenn  die 
Concentrationsdifferenz  für  die  Längeneinheit  =  1  ist. 

•  Es  ist  nach  dieser  Hypothese  der  Salzzuwachs,  der  in  der  Schicht   von  der 

Dicke  dx  zwischen  den  zwei  Horizontalebenen  xy  und  x-^-dx  stattfindet,  q^—§dt; 

dieser  Zuwachs  lässt  sich  aber  auch  schreiben  q-^dt^  also  ist  die  Gleichung, 
nach  der  die  Diffusion  vor  sich  geht 

87  =  ^ä^-  (2) 

Um  seine  Theorie  zu  prüfen,  versuchte  Fick  den  stationären  Zustand  herzu- 

9u  d^  u 

stellen,    bei  dem  —  =  0  ist  und  wo  aus  ^-j  =  0  folgt  «  ==  ^  -h  Fx.    Er  kittete 

zu  dem  Zweck  das  oben  und  unten  offene  Difiussionsgefass  in  ein  Reservoir  mit 
Salz  ein,  so  dass  unten  stets  gesättigte  Salzlösung  war  und  brachte  das  Ganze 
in  einen  grossen  Behälter  mit  Wasser,  um  am  oberen  Ende  des  Diffusionsrohrs 
beständig  die  Concentration  0  zu  erhalten.  Ist  u  q  die  Concentration  der  gesättigten 
Salzlösung  und  h  die  Höhe  des  Diffusionsgefässes,  und  rechnet  man  x  von  der 
oberen  Mündung  des  Diffusionsgefässes  positiv  nach  unten,  folglich: 

^■"  h  ' 
d.  h.  die  Concentrationen  müssen  x  proportional  sein.  Durch  hydrostatische 
Wägung  eines  in  die  Salzlösung  gesenkten  Glaskügelchens  wurde,  nachdem  der 
Apparat  längere  Zeit  ruhig  gestanden  hatte,  um  den  stationären  Zustand  herbei- 
zuführen, diese  Beziehung  in  den  Grenzen  der  nicht  grossen  Beobachtungsgenauig- 
keit als  richtig  befunden.  Bestimmte  Fick  die  Salzmenge,  die  bei  diesen  Ver- 
suchen nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes  in  einer  gemessenen  Zeit  in  das 
äussere  Wassergefäss  übergetreten  war,  so  erhielt  er  aus  Gleichung  (1): 

woraus  sich  k  angenähert  für  gesättigte  Kochsalzlösung  berechnete: 


k  =108 


.  .1« 
10-7 

sec 

sec 


bei  15°  C, 
„    20°  C. 


Der  bei  diesen  Versuchen  vorausgesetzte  Eintritt  des  stationären  Zustandes 
lässt  sich  aber  nicht  nachweisen  und  deshalb  bietet  die  angeführte  Untersuchungs- 
methode keine  grosse  Sicherheit.  ^ 
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Bessere  Resultate  lassen  die  späteren  Versuche  von  Graham  (ii)  er- 
warten, die  sich  auf  den  nicht  stationären  Zustand  beziehen  und  die 
dann  nach  der  Fick' sehen  Theorie  von  Stefan  (22)  berechnet  wurden.  Graham  ver- 
fuhr in  folgender  Weise:  In  ein  cylindrisches  Gefass  von  ungefähr  152  mm  Höhe  und 
87  mm  Durchmesser  wurden  0*7  Liter  Wasser  gebracht  und  danach  unter  dasselbe 
mittelst  einer  feinen  Pipette  O'l  Liter  einer  Salzlösung  geschichtet.  Die  ganze 
Flüssigkeitssäule  hatte  dann  127  mm  Höhe.  Das  Gefäss  blieb  ruhig  in  einem 
Zimmer  von  nahezu  constanter  Temperatur  stehen.  Nach  einer  bestimmten  Zeit 
wurde  die  Flüssigkeit  durch  einen  kleinen  Heber  von  oben  ab  in  Portionen  von 
je  50  ccm  oder  ^  des  ganzen  Volums  abgezogen  und  die  Salzmenge  bestimmt, 
die  in  jeder  dieser  gleich  hohen  Schichten  enthalten  war.  Nur  für  die  beiden  untersten 
Schichten  ermittelte  Graham  die  Salzmenge  nicht  für  jede  gesondert,  sondern  für 
beide  zusammen.  Zur  Berechnung  dieser  Versuche  und  Vergleichung  mit  der 
FiCK'schen  Theorie    ist    Gleichung  (2)  unter   folgenden  Bedingungen  zu  lösen: 

du 

—  =  0  für  ^  =  0  und  jc  =  Ä"  für  jedes  /,    wo  x   vom  Boden  des  Gefässes  an 

positiv  nach  oben  gerechnet  ist  und  H  die  Höhe  der  ganzen  Flüssigkeitssäule 
bedeutet.  Bezeichnet  noch  2Ä  die  Höhe  der  Salzlösung  am  Anfang  des  Versuchs 
d.  h.  2^  =  ^/8  und  Uq  deren  Concentration,  so  muss  für  t  =  o:u  =  Uq  für 
alle  X  zwischen  0  und  2A,  und  u  =  0  für  alle  x  zwischen  2A  und  If,  Die  allge- 
meine Lösung  ist: 


nitx  _ 


M9ll%kt 


e      Ht 


1 
Der  von  Graham  bestimmte  Salzgehalt  der  ^ten  Schicht  wird  daraus  gefunden  als 

>§ 

sp^^judx. 

Die  Dauer  ist  aber  nur  für  einen  14  Tage  währenden  Versuch  gross  genug, 
um  ohne  zu  grosse  Umstände  k  mit  Hülfe  der  langsam  convergirenden  Reihe  u  zu 

berechnen.  Es  ergab  sich  für  eine  10 Jproc.  KodiSaldösung  >&=  105 1  10"^ j  bei 

10^  C.  Für  kürzer  dauernde  Versuche,  bei  denen  noch  keine  merkliche  Salzmenge 
in  die  obersten  Schichten  der  Flüssigkeit  gestiegen  ist,  lässt  sich  diese  Wassersäule 
als  unendlich  hoch  betrachten  und  rechnet  man  x  von  der  ursprünglichen 
Trennungsebene  von  Salz  und  Wasser  positiv  nach  oben,  so  wird  die  Concen- 
tration nach  Stefan  gegeben  durch  die  Formel 


*-         0  •  0  "* 


(«+1)A 

Der  Salzgehalt  einer  der  Schichten  von  der  Höhe  h  findet  sich  aus  s  ^=Judx. 

nh 

Stefan  berechnet  nun  Tafeln,   die  den  Salzgehalt  der  16  einzelnen  Schichten 

für  Werthc  von  — j—  zwischen  0*10  und  0*60  geben  und  berücksichtigte  dabei, 

wenn  schon  beträchtliche  Salzmengen  in  die  obersten  Schichten  diffundirt  sind, 
die  vollständigen  Reflexionen,  welche  die  Salztheilchen  an  der  Grenzschicht  er- 
fahren.  Der  hierzu  nöthige  genäherte  Werth  ftir  k  wurde  erhalten  aus  ^^fQM\^)V)^f' 
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WO  S  die  in  das  Gewiss  gebrachte  Salzmenge  und  6  die  Salzmenge  bedeutet, 
die  in  der  Zeit  /  aus  einer  unendlich  langen  Säule  von  Salzlösung  in  eine  darüber 
befindliche  unendlich  hohe  Wassersäule  tritt.  6  ergiebt  sich  aus  den  von  Graham 
gefundenen  Salzgehalten  x,,  s^  etc.  für  die  3.,  4.  etc.  Schicht  vom  Boden  des 
Gefässes  an,  als: 

Auf  diese  Weise  berechnet  geben  Graham's  Versuche,  bei  denen  stets  lOproc. 
Lösungen  in  Wasser  (d.  h.  10  ^  Substanz  in   100  ccm  Lösung)  benutzt  wurden 


nachstehende  Resultate:   Es  ist  die  Diffusionsconstante  k- 
mit  den  folgenden  Zahlen: 


10-^  —  multiplicirt 


Catamel 

Albumin 

Gerbsäure 

Arabisches 
GumiDt 

Schwefels. 
Magnesia 

Rohrsucker 

Kochsalz 

b.  9—10° 

b.lS-lS* 

bei  10" 

bei  10" 

bei  10° 

b.  9—10° 

bei  5° 

b.  9—10° 

5-4 

7-3 

11-7 

160 

41-0 

39-9 

88-5 

107-8 

Saksäure 

bei  5° 
201-6 

Hier  sind  die  Angaben  für  Gerbsäure  und  Arabisches  Gummi  unsicher  und 
gaben  mehr  nur  die  Grössenordnung  an. 

IJod >&  =  61-71 
Essigsaures  Kali  k  =  44*0 
Harz    ....  ^  =  21-5] 
doch  sind  auch  diese  Werthe  nur  rohe  Annäherungen  an  die  Wahrheit. 

Soweit  überhaupt  aus  den  GRAHAM'schen  Beobachtungen  eine 
Prüfung  des  FiCK'schen  Elementargesetzes  möglich  war,  fand  Stefan 
dasselbe  für  die  Diffusion  eines  einzelnen  Salzes  bestätigt  Die  Ver- 
suche, die  zu  demselben  Zweck  £.  Voit  (16)  und  später  Johannisjanz  (20)  mit 
optischen  Methoden  machten,  erreichten,  wie  Stefan  (21)  zeigte,  ihr  Ziel  nicht, 
weil  sie  übersahen,  dass  eine  diffundirende  Flüssigkeit,  deren  Brechungsquotient 
von  unten  nach  oben  abnehmen  muss,  sich  dem  horizontal  einfallenden  Licht- 
strahl gegenüber  verhält  wie  ein  Prisma,  dessen  Kante  nach  oben  gekehrt  ist  und 
also  den  Strahl  nach  unten  ablenken  muss. 

Dagegen  hat  H.F.Weber  (24)  eine  sehr  scharfe  Prüfung  derRichtigkeit 
der  FiCK'schen  Hypothese  mittelst  einer  elektrischen  Beobachtungs- 
methode vorgenommen.  Den  Boden  eines  Glascylinders  bildete  dabei  eine 
ebene,  kreisrunde,  amalgamirte  Zinkplatte  von  etwa  II  cm  Durchmesser,  auf  sie 
wurde  eine  Zinkvitriollösung  (0-25  bis  0-35  gr  in  1  ccm  Lösung)  geschüttet  und  über 
diese  eine  zweite  verdünntere  (0  15—0-20^  im  ccm)  geschichtet,  welche  oben  wieder 
eine  der  ersten  gleiche  amalgamirte  Zinkplatte  berührte.  Die  elektromotorische 
Kraft  zwischen  den  Platten  ändert  sich  mit  der  Zeit  durch  die  Diffusion  der  Lösungen, 
und  da  durch  Vorversuche  diese  elektromotorische  Kraft  bestimmt  war,  als: 

E^  A  («,  -  u^)  [\+B  («,  +  «J], 
wo  die  Concentrationen  u^  und «j  zwischen  Ol 5  und  0-35  liegen  dürfen,  so  gab 
eine  Messung  der  Aenderung  von  E  ein  Maass  für  die  Concentration  an  den  zwei 
Platten    und  dadurch  die  Möglichkeit  Fick's  Gesetz  zu  prüfen.    Die  Lösung  der 
Gleichung 

hat  hier,  wenn  die  x  positiv  von  der  oberen  Elektrode  nach  unten  gerechnet 

Digitized  byV^jOOy  ItT 


Freie  Difiusion  von  Flüssigkeiten;   Theorie.  609 

werden,  wenn  /^  die  Höhe  der  unteren,  /j  die  der  oberen  Lösung  ist  und  /j  -h  /j 
=  L  gesetzt  wird,  den  Grenzbedingungen  zu  genügen : 


du 
mr^  =  0,     g^=0 


ex 


für  alle  /, 


du 

und  den  Anfangsbedingungen 

^  f »  =  tt,  für  alle  x  von  ^  =  0  bis  x^=L 

Die  allgemeine  Lösung  ist 


^  ^   r — ^-^ ^-^ >     -  SM  —jr^  cos  -7-  e     L%  ^\ 


1 
Bestimmt  man  hieraus  die  Concentrationen  «'  und  «"  an  den  Grenzschichten 
jc  =  0  und  X  =  L,  wählt  Z  so  klein  (etwa  3  cm)^  dass  die  vierten  Glieder  der  Reihe 
schon  nach  Verlauf  eines  Tages  (/  =  1)  kleiner  als  ^^  werden  und  macht  /^ 
möglichst  gleich  Z/3,  wodurch  das  dritte  Glied  der  Reihe  verschwindet,  so  er- 
hält man  für  /  >  1  den  Werth: 

E  =  ^(«"—  »')  [l  +  B  («"-h  «')]  =  A  ^^^hUltA  sin  ^  .  ^-I^*' 

IT  u 


[l+2^(?^i^^^^-.?^^ 


WO  y^i  und  Bi  constante  Grössen  bezeichnen.  Nach  den  Versuchen  war  B  sehr 
klein  gegen  A,  also  wird  nach  kurzer  Zeit  schon  der  Ausdruck  für  die  elektro- 
motorische Kraft  sich  reduciren  auf: 

E  wurde  mit  der  DuBOis-REYMOND'schen  Modifikation  der  Compensations- 
methode  bestimmt,  bei  der  die  zu  bestimmende  elektromotorische  Krafl  gegeben 
ist  durch  jS  =  C-  X,  wo  C  eine  Constante  und  X  die  Länge  des  Messdrahtes  ist,  die  als 
beiden  galvanischen  Kreisen  gemeinschaftlicher  Theil  eingeschaltet  werden  muss, 
um  völlige  Compensation  der  zu  messenden  elektromotorischen  Kraft  im  zweiten 
Kreise  herzustellen.     Man  hat  folglich 

für  />  1,  und  für  grössere  Werthe  von  /: 

X  =  CA^e'l^*\ 
Sind  in  gleich  weit  von  einander  abstehenden  Zeitmomenten  Z^,  /,,*/a  etc. 

die  Längen  X©,  Xj  etc.  gefunden  worden,  so  muss  Ig  1  >     '   .  j  ziemlich  bald  con- 

stant  werden  und  zwar,  wenn  /   —  ^0  =  ^s  —  ^1  ^^^'  =  A  /,  wird: 

woraus  die  Diffusionsconstante: 

Die  Beobachtungsmethode  war  so  empfindlich,  dass,  wenn  die  untere  Grenz- 
schicht einen  Salzverlust  von  ^^  m£r  pro  Cubikcentimeter  und  die  obere  Grenz- 
schicht einen  gleichen  Salzgewinn  erlitt,  diese  Dififusionswirkung  noch  deutlich  wahr- 
genommen werden  konnte.    Die  Temperatur  schwankte  während  der  zwölf  Beob- 
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achtungstage  zwischen  9*9  und  9*4°  C  und  es  zeigte  sich  schon  vom  vierten  Tag 
an  die  Grösse  ?)  als  merklich  constant.  Sonach  ist  das  FiCK'sche  Elementargesetz 
für  die  benutzten  Concentrationen  als  richtig  erwiesen.  Die  Difüisionsconstante 
wird  für  die  mittlere  Temperatur  9  5°  und  die  angewandten  Lösungen  von  Zink- 
vitriol (unten  31'82^  und  oben  lö-20#)  >&  =  21-41  10"^  ^1  . 

Die  angeführte  Methode  hat  noch  den  einen  Uebelstand,  dass  die  Zeit  der 
Beobachtung  lang  ist  und  während  derselben  ein  Constanthalten  der  Temperatur 
kaum  möglich  sein  wird.  Wollte  man  die  Höhe  der  Zinkvitriollösung  noch  be- 
trächtlich kleiner  als  bisher  (2*99  cm)  nehmen,  so  würde  sich  die  Beobachtung 
zwar  abkürzen,  der  Anfangszustand  aber  kaum  scharf  definiren  lassen.  Deshalb 
hat  H.  F.  Weber  (24)  noch  folgende  Versuchsanordnung  angewendet,  bei  de  r 
es  möglich  ist  die  Diffusionsconstante  binnen  einigen  Stunden  zu  be- 
stimmen. In  einer  etwa  Obern  hohen,  zu  beiden  Seiten  durch  amalgamirte  Zink- 
platten begrenzten  Säule  von  Zinkvitriol  werden  Concentrationsunterschiede  durch 
einen  elektrischen  Stromhergestellt,  den  man  eine  Zeit  lang  durch  die  Säule  gehen 
lässt.  Dann  unterbricht  man  den  Strom  und  misst  nun  von  Zeit  zu  Zeit  wie  früher 
die  durch  Diffusion  bewirkten  Aenderungen  der  Concentration  an  den  Zinkplatten. 
Da  der  von  unten  nach  oben  durch  die  Lösung  gehende  elektrische  Strom  von 
der  Intensität  J  den  oberen  Grenzschichten  nach  Hittorf  die  Salzmenge  hj  dt 
(wo  h  eine  Constante  ist)  entzieht  und  dieselbe  der  unteren  Grenzschicht  zuftihrt, 
so  werden  die  Grenzbedingungen  andere  als  bei  der  vorigen  Methode.  Macht 
man  die  Annahme,  dass  der  elektrische  Strom  den  Vorgang  der  Diffusion  nicht 
beeinflusste  und  dass  der  stationäre  Zustand  der  Concentrationsvertheilung  ein- 
getreten sei,  so  muss  durch  Diffusion  der  oberen  resp.  unteren  Grenzschicht  so 
viel  Salz  zu  resp.  abgeführt  werden,  als  durch  die  Thätigkeit  des  elektrischen 
Stroms  diesen  Schichten  entzogen  resp.  zugeführt  wird.    Es  muss  folglich  erstens 

du  d^u 

u  der  alten  Gleichung  -gy  =  k «— ^  genügen    und    ferner   muss    an    der   oberen 

Grenzschicht  (x  =  0)  durch  den  Strom  der  Salzverlust  hjdt  und  durch  die  Dif- 
fusion der  Salzgewinn:  ^^  (ä~")  H"  (g"~ä)  ^^\^^  stattfinden,  wo  q  der  Quer- 
schnitt des  Gefasses  ist     Der  gesammte  Salzgewinn  lässt  sich  aber  auch  durch 

(du\ 
^  \  d7 )  ^  ^  ^^  darstellen,  folglich  als  Ausdruck  der  Salzbewegung  in  der  Grenz- 
schicht *  =  0  gilt: 

demnach  muss  für  diese  Grenzschicht  in  jedem  Momente  sein 


<A- 


eine  analoge  Bedingung  gilt  für  die  untere  Grenzschicht.    Rechnet  man  die  Zeit 
von  dem  Moment  an,  wo  der  elektrische  Strom  die  Lösung  zu  durchfliessen  be- 
ginnt und  ist  Uq  die  anfängliche  Concentration,  so  wird  die  allgemeine  Lösung 
du  d^u 
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Unterbricht  man  nach  der  Zeit  T  den  elektrischen  Strom,  so  ist  in  diesem 
Moment  die  Concentration  der  Lösung  gegeben  durch 

Verfolgt  man  von  diesem  Zeitpunkt  /  =  0  an  die  jetzt  noch  allein  bestehende 
Diffusion,  so  hat  man  die  alte  Gleichung  (2)  mit  den  bekannten  Grenzbedingungen 
und  der  Anfangsbedingung  für  /  =  0 :  «  =  C^o  ^^  lösen.  Aus  der  so  sich  er- 
gebenden allgemeinen  Lösung  erhält  man  (wie  früher)  nach  Verlauf  einer  ge- 
wissen Zeit  (1^  Stunde  und  bei  der  Wahl  des  sehr  kleinen  Werthes  von 
Z  =  0-522  m:  ^^  ^j 

_«» 
wo  C  eine  Constante  und  B^  =  e   i^»     . 

Die  Diffusion  lief  jetzt  so  schnell  ab,  dass  E  nur  noch  durch  den  ersten 
Ausschlag  X  eines  Galvanometers  gemessen  werden  konnte  und  man  endlich  erhielt 

welche    Beziehung    die    Beobachtungen    durchaus    bestätigen.      Als    Diffusions- 
coefficient  ergab  sich  bei  18*4®  C.  ^     ^_ 

^  =  27-8.10-'[— J, 
wenn  »o=  31*20 proc.  war. 

DenEinfluss  der  Temperatur  giebt  die  Formel:  ^=  13-7  (1  4-00557  d)  10"^  — 
zwischen  0  und  45°. 

Die  im  FiCK'schen  Gesetz  enthaltene  Annahme,  dass  k  unabhängig  von  der 
Concentration  sei,  erwies  sich  als  nicht  streng  richtig,  denn  eine  Lösung  für  die 


cm 


9 


bei  17'9°C.  «o—  2-114$  war,  gab  k  =  27-8- 10-^ und  eine  Lösung  für  die  bei 


sec 


18-0°  C.  «0  =  31-8*  war   gab  k  =  26-5  TlO-^  ^j  . 

Es  nimmt  also  k  mit  steigender  Concentration  sehr  langsam  ab.  Abweichende 
Resultate  geben  die  Beobachtungen  Schuhmeister's  (23).  Sein  Apparat  bestand 
in  2  gut  auf  einander  geschliffenen  Glas-  oder  Messingplatten,  jede  von  ihnen  war 
in  gleicher  Weise  durchbohrt  und  in  die  Bohrungen  waren  cylindrische,  am  andern 
Ende  geschlossene  Glasröhren  von  möglichst  derselben  Länge  eingekittet.  Nach 
Füllung  der  Röhren  mit  den  Lösungen,  die  gegen  einander  diffundiren  sollten, 
wurden  sie  mittelst  Schrauben  über  einander  geschoben.  Nachdem  1—16  Tage 
lang  die  Diffusion  gedauert,  trennte  man  die  Röhren  wieder  und  untersuchte  sie 
auf  ihren  Salzgehalt  Bei  anderen  Versuchen  wurde  nur  eine  der  Röhren  benutzt, 
über  deren  Mündung  dann  ganz  langsam  stets  reines  Wasser  strömte.  Wegen 
der  relativ  kurzen  Versuchsdauer  und  der  Länge  jeder  Röhre  (9 — 10  cm)  konnte 
man  die  Flüssigkeitssäulen  als  unendlich  hoch  ansehen.  Dann  wird  die  aus  einer 
der  Röhren  vom  Querschnitt  q  in  der  Zeit  /  ausgetretene  Salzmenge  5  durch  den 
Ausdruck  gegeben: 

wo  U  und  u  die  anfänglichen  Concentrationen  in  der  untern  und  oberen  Röhre 
bezeichnen.  Da  die  Temperatur  während  eines  einzelnen  Versuchs  oft  um  2 — 3° 
schwankte  und  auch  die  Beobachtungen  bei  verschiedenen  Temperaturen  und 
nicht  regelmässig  wechselnden  Concentrationen  (Gewicht  des  Salzes  in  100  ccm) 
angestellt  wurden,  so  sind  die  auf  gleiche  Salzgehalte  und  die  Temperatur  von 
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Diffusion. 


Chlorkalium 

Bromkalium 

Jodkalium 

Salpeters. 
Kali 

Kohlens. 
KaU 

Schwefels. 
KaU 

Chlom 

10* 

m 

10* 

30* 

10* 

30* 

90* 

15* 

20* 

13* 

10* 

=  127 

147 

131 

144 

130 

145 

168 

93 

69 

87 

97 

Brom- 
natrium 

JodDatiium 

Salpeters. 
Natron 

Kohlens. 
Natron 

Schwefeb. 
Natron 

Chlor- 
lithium 

Bromlithium 

Jod. 
lithium 

30* 

15* 

30* 

10* 

13* 

10* 

14* 

20* 

38* 

17* 

*  =  99 

93 

100 

69 

45 

76 

81 

93 

100 

93 

Kobalt- 

Chlor- 

Knpfer- 

Zinkvitriol 

Schwefels. 

chlorid 

calcium 

Titriol 

Magnesia 

10* 

10* 

10* 

10* 

10* 

>&==53 

79 

24 

23 

32 

Chlor- 
ammonium 


10®  C.  reducirten  Zahlen  der  folgenden  Tabelle  für  k  in  ihrer  letzten  Stelle  meist 
unsicher.     Sie    sind   alle    mit    10-''  zu  multipliciren  und  im  Maass  gegeben. 


30* 
106 

Kupfer- 
chlorid 

10» 
50 


135 

Hier  zeigen  also,  im  Gegensatz  zum  Verhalten  des  Zinkvitriols  bei  Weber, 
alle  untersuchten  Lösungen  ein  Wachsen  des  k  mit  der  Concentration. 

Die  ausgedehnten  Versuche  J.  D.  R.  Scheffer's  (33)  wurden  nach  beiden 
GRAHAM'schen  Methoden  angestellt.  Bei  Anwendung  der  ersten  stellte  er  das 
Diffusionsglas  nicht  auf  den  Boden  des  grossen  Wassergefässes,  sondern  brachte 
es  so  hoch  wie  möglich  an  diesem  an,  indem  er  so  an  der  Mündung  des  Difiussions^ 
glases  besser  die  Concentration  Null  zu  erreichen  glaubte.  Die  Berechnung  von  ^ 
geschah  nach  den  Formeln  von  Simmler  und  Wild  (9.)  Die  zweite  GRAHAM'sche 
Methode  wurde  mit  einer  cylinderförmigen  Glasflasche  ausgeführt,  die  durch  einen 
weiten  eingeschliffenen  Stöpsel  mit  angeschmolzenem  Abflussrohr  geschlossen  war. 
Durch  den  Stöpsel  ging  eine  eingeschmolzene  Pipette  bis  auf  den  Boden  der 
Flasche.  Der  obere  aus  der  Flasche  herausragende  Theil  der  Pipette  endigte  in 
einer  Kugel,  die  etwa  J  des  Flascheninhalts  fasste,  und  konnte  mit  einem  Hahn 
verschlossen  werden.  J  der  Flasche  füllte  Scheffer  mit  Wasser  und  Hess  dann 
zur  Füllung  des  letzten  Viertels  durch  die  Pipette  vorsichtig  Salzlösung  unter  das 
Wasser  treten.  Nach  einiger  Zeit  wurden  die  3  obersten  Schichten  nach  einander 
durch  die  Abflussröhre  entleert,  indem  man  sie  durch  Wasser  aus  der  Pipette 
verdrängte,  k  wurde  als  Mittel  aus  den  Ergebnissen  für  die  1.  und  2.  und  für 
die  4.  Schicht  nach  den  von  Stefan  für  die  GRAHAM'schen  Beobachtungen  auf- 
gestellten Tabellen  berechnet,  nachdem  man  die  Salzgehalte  der  3  oberen  Schiebten 
direkt  und  den  des  letzten  Viertels  der  Flasche  aus  diesen  und  der  im  ganzen 
benutzten  Salzmenge  bestimmt  hatte.     Die  so  gefundenen  Werthe  von  k  in  der 

folgenden  Tabelle  sind  wieder  mit  10~^  —  zu  multipliciren. 


Salzsäure, 

HCl.n 

HjO. 

Temp. 

n 

k      1  Temp. 

n 

k 

Temp. 

n 

Jk     1  Temp. 

ft 

A 

0« 

5 

267 

0° 

27-1 

176 

9« 

66 

213 

11-5^ 

7-6 

817 

0« 

5 

345») 

0*» 

129-5 

161 

9*» 

70 

213 

11-5° 

9-2 

292 

0° 

6-9 

241 

8-5*' 

8 

233 

ir 

7-2 

309 

11-5° 

69-4 

240 

0« 

9-8 

215 

8ö° 

44 

187 

ll'^ 

27-6 

245 

12° 

11-3 

295 

0*» 

9-8 

322«) 

5° 

130-7 

179 

11*» 

69-4 

234 

120 

69*4 

256 

0*» 

14 

193 

8*» 

22 

240 

n^ 

108-4 

213 

13*» 

5-2») 

480 

0*» 

14*2 

198 

8-5*» 

7-9 

284 

11-5° 

4-6 

389 

15-5*» 

23 

296 

1)  Diffundirt  statt  in  H,0  in  Ha6.9H,0.     >)  Diffundirt  in  HC114-2H,0.     »)  Diflfun- 
diit  in  I1C112-1H,0.  ^  1 
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Stüpetersäure,  NO,H.] 

ttHjO. 

Temp. 

n 

k 

Temp. 

n 

k 

5-5° 

59 

181 

8-5° 

66 

198 

6-5^ 

66 

174 

8-5° 

87 

192 

6° 

16-5 

178 

9*» 

2-9 

225 

6*» 

66 

174 

g*» 

7-3 

234 

7° 

1-9 

241 

9« 

35 

206 

8° 

6 

237 

9*» 

426 

200 

8-5° 

28 

201 

9-5° 

73-5 

205 

Schwefelsäure,  1 

H,SO,. 

nH,0. 

Temp. 

» 

k 

Temp. 

n 

k 

7-5^ 

686 

121 

8*^ 

84 

118 

8° 

18-8 

124 

8-5*^ 

84 

118 

8-5*» 

125 

115 

11-3*» 

71 

130 

9° 

686 

132 

13** 

0-5 

150 

8*> 

36 

117 

13*» 

35 

144 

Essigsäure, 
CjH^Oj.nHjO. 


Oxalsäure,  C^HjO^.nHjO. 


Weinsäure, 
C,HeO,.nH,0. 


Temp. 

n 

k 

8° 

38 

76-4 

13*» 

46 

84-5 

13-3*» 

208 

90-3 

13-5° 

60 

880 

13-5*» 

84 

89-1 

14*» 

128 

93-8 

14-5*» 

38 

90-3 

Temp. 

n 

k     1 

Temp. 

n 

k 

3-5*' 

315 

70-6 

10*» 

720 

97-2 

4*» 

297 

75-2 

13-5*» 

1247 

122 

5*» 

315 

76-4 

14*» 

415 

109 

7-5*» 

135 

82-2 

14*» 

689 

117 

9-5*» 

720 

93-8 

Temp. 

n 

k 

2» 

417 

39-4 

Zh" 

417 

41-7 

b" 

155 

42-8 

6° 

417 

42-8 

9» 

155 

521 

Traubensäure, 
C^HjOe-nHjO. 


Temp. 

n 

k 

5*» 
4-8*» 

155 

487 

451 
44*0 

Bernsteinsäure, 
C^HeO^.nHjO. 
Temp.      n         k 


15° 


125 


Citronensäure,  Kali,  Natron, 

CgHgOy.nHjO.     KOH1665H.^O    NaOH329H,0 
Temp.      n         k       Temp.         k         Temp.         k 


63-7  3-5*» 
4-5*» 
9*» 


516 
516 
150 


37-0     13-5*» 

39-4 

47-5 


192 


8*^ 


123 


Ammon 

f 

NHj.nHjO. 

Temp. 

n 

k 

4-5*» 

16 

123 

4-5*» 

85 

123 

Natriumchlorid, 
NaCl.nHjO. 


Temp. 

n 

k 

5-5*» 

11 

84-5 

5-5*» 

25 

84-5 

5-5*» 

52 

85-6 

5-5*» 

58 

880 

6*» 

107 

86-8 

7*» 

99 

891 

8*» 

IM 

94-9 

Chlorammonium 
NH4CI6IHJO. 
Temp.  k 


17-5*» 


152 


Chlorcalcium, 

CaCl,-nH,0.  • 

Temp. 

n 

k 

8-6° 

191 

81-0 

8-6  " 

191 

86-8») 

9° 

13 

83-3 

9" 

297 

741 

9» 

384 

78-7 

10° 

27-6 

78-7 

10° 

27-6 

82-2») 

Chlorbarium, 

BaClj.nHjC. 

Temp. 

n 

k 

8*» 

46 

76-4 

8*» 

337 

75-2 

Kaliumnitrat, 
KNO,.nH,0. 


Natriumnitrat, 
NaNOj.nHjO. 


Silbemitrat, 
AgNOj.nlijO. 


Temp. 

n 

k 

7*» 
7*» 

32 
107 

98-3 
106 

Temp. 

" 

k 

2-5*» 

7-7 

66-0 

2'5*» 

44 

71-8 

10-5*» 

18 

880 

10-5*» 

95 

961 

11-5^ 

28 

94-9 

11-5*» 

95 

99-6 

13*» 

6-9 

89-1 

13*» 

95 

104 

Temp. 

n 

k 

3-5*» 

435 

93-8 

6-5*» 

10-6 

47-58) 

6-5*» 

10-6 

66-0 

7-5*» 

11-8 

75-2 

7-5*» 

25 

891 

7-5*» 

189 

104 

Bleinitrat, 

PbNjOg.nHjO. 

Temp. 

n 

A 

12*» 

186 

76-4 

12*» 

514 

82-2 

Natriumformiat, 
COjNaHnHjO 


Temp. 

n 

A 

8*» 
9-5*» 

135 
64 

79-9 
84*5 

*)  Diffiindirt    in    CaQ,  30*6H,O.     >)    Diffiindirt    in    CaCl,  111-6H,0.     S)  Diffundirt    in 

AgNO,  14-2H,0.  ^        _  i  ^n]o 

^        '  •  Digitized  by  ^-^OvLC 


6i4 


Diffusion. 


Natriuinacetat,         Bensolsulfonsaures  Natrium,  Natriumoxalat, 

CjHjOjNa.nHjO.        CeH^SOjNa  184H,0,  CjO^Na,  376 H,0. 


Natriumtartrat, 
C^H^Na.O,  483  H,0. 


Temp. 

n 

Jk 

14-5* 

243 
69-161 

60-2 
79-9 

Natriumhyposulfit, 

Na,S,0,.nH,0. 

Temp.       n  k 


Magnesiumsulfat, 
MgSO^.nHjO. 


10-5° 
10-5^ 


49 
245 


62-5 
741 


Natriumcarbonat, 
Na,CO,  224H,0. 
Temp.  k 


4-5*» 


50-9 


Temp. 

n 

k 

6-5" 

45 

32-4 

5-5  0 

184 

37-0 

7° 

98 

34-7 

7° 

430 

370 

10» 

30 

31-2 

10° 

248 

39-4 

Harnstoff, 
CONjH^  llOHjjO. 
Temp.  k 


7-5*^ 


Maonit, 
CeH,^0,220H,0. 
Temp.  k 


98-8 


10* 


44-0 


Choralhydrat, 
CCl.COII  134HjO. 
Temp.  k 


63-7 


Der  Einfluss   der  Concentration    auf    die  Diffusionsgeschwindig> 
keit  ergiebt   sich    nach    den  angeführten  Untersuchungen    als  für   verschiedene 
Stoffe  verschieden.     So  fand  Graham    für  Salzsäure    und  Schwefelsäure  mit  zu- 
nehmender Concentration    steigende,    für  die  meisten  anderen   Stoffe  bei  Con- 
centration     zwischen    1    und    Bf   dagegen    abnehmende     Diffusionscoefücienten. 
H.  F.  Weber  constatirte  zwischen  21  und  32^  Zinkvitriol  eine  kleine  Abnahme  der 
Diffusionsgeschwindigkeit  bei  zunehmender  Concentration,  während  Schuhmeister 
für  alle  von  ihm  untersuchten  Stoffe  das  Gegentheil  beobachtete.    Zu  dem  letzten 
Resultat  kam  auch   von  Wroblewsk(  (30),   als  er  die  Difiusion  von  3  Kochsalz- 
lösungen, deren  Concentrationen  ungefähr  im  Verhältniss  6:58:177  standen,  mit 
einander  verglich   und  ein  Wachsen  der  Diffusionscoefficienten  in  demselben  Ver- 
hältniss wahrnahm.    Nach  den  obigen   Tabellen   Scheffer's  wirkt  in  der  That 
eine  Aenderung   der  Concentration  je  nach    der  Natur  des  gelösten  Stodes  ver- 
schieden auf  die  Diffusionsgeschwindigkeit.     Ein   starkes  Wachsen  derselben  mit 
der  Concentration  zeigt  die  Salzsäure,  ein  viel  geringeres  Salpetersäure,  Schwefel- 
säure, wenig  verändern  sich  Weinsäure,  Traubensäure,  Ammon,  Kochsalz,  Chlor- 
calcium,  Chlorbarium,  und  mit  der  zunehmenden  Concentration  wird  die  Diffiisions- 
geschwindigkeit  kleiner  bei  den  Nitraten,  Natriumhyposulfit  und  Magnesiumsulfat. 
Dies  verschiedene  Verhalten  sucht  Scheffer  durch    die  Annahme  zu  erklären, 
dass  bei  vielen  dieser  Lösungen  (was  auch  aus  anderen  Gründen  wahrscheinlich) 
das  chemische  Molekül  während  der  Lösung  oder  der  Diffusion  mehr  oder  weniger 
zerfallt,  je  nachdem  die  Concentration  kleiner  oder  grösser  ist.    Man  kann  also 
von    einer  Diffusion sconstanten  für  concentrirte  Lösungen  überhaupt  nicht  mehr 
sprechen,  sondern  dürfte,  wie  dies  auch  Ostwald i)  hervorhebt,  die  Prüfung  des 
FiCK'schen  Gesetzes  nur  an  sehr  verdünnten  Lösungen  vornehmen,  in  denen  die 
Molekeln  nach  Arrhenius  schon  als  dissociirt  angesehen  werden  können  und  sich 
demnach  beim  Difiiindiren  nicht  mehr  verändern.  Man  würde  so  aus  Diffusionsbeob- 
achtungen  einen   Schluss    ziehen    können    über    den    Grad   des   Zerfalles    eines 
Salzes  in  der  Lösung. 

Der  Einfluss  des  Stoffes  auf  die  Geschwindigkeit  der  Diffusion, 
wie  er  sich  in  der  Grösse  der  Diffusionscoefficienten  ausdrückt,  ist  schon  von 
Graham  (ii),   Beilstein  (4)  u.  A.   hervorgehoben  worden.      Graham    fand  z.B. 


*)  S.  Ostwald,  Zeitschrift  für  phys.  Chem.  Referat  2, 
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als  Zeiten,  in  denen  der  Diffusionsprocess  für  gleiche   Gewichtsmengen  der  ver- 
schiedenen Substanzen  gleich  weit  vorgeschritten  war,  für 
Salzsäure  =  1 ;  Chlornatrium  =  2*33 ;  Rohrzucker  =  7 ;  Schwefelsaure  Magnesia = 7 ; 

Eiweiss  =  49;  Caramel  =  98 
und  unterschied  danach  Colloide  und  Krystalloide. 

Für  die  ersten  wie  Caramel,  Eiweiss  etc.  war  die  sehr  langsame  Diffusion  ein 
wesentliches  Merkmal  gegenüber  den  schnell  diffundirenden  Krystalloiden.  Aehn- 
liehe  Versuche  hat  Coleman  (37)  mit  der  ein  wenig  abgeänderten  GRAHAM'schen 
Methode  angestellt  und  fand  z.  B.  bei  12*5^  C.  nach  der  Grösse  ihrer  Diffusions- 
geschwindigkeit geordnet:  Salzsäure,  Salpetersäure,  Kalihydrat,  Salmiak,  Schwefel- 
säure, Natronhydrat,  Kochsalz,  schwefelsaure  Magnesia.  Femer  beobachte  Gra- 
ham schon,  dass  die  Kalisalze  schneller  als  die  Natronsalze  difTundirten,  wie  dies 
aus  der  Tabelle  von  Schuhmeister  hervorgeht,  die  auch  zeigt,  dass  die  Diffusion 
der  Lithiumsalze  noch  langsamer  geschieht  als  die  der  Natriumsalze.  Zugleich 
macht  Schuhmeister  die  Bemerkung,  dass  dieselbe  Reihenfolge  für  den  Reibungs- 
coSfficienten  und  die  elektrische  Leitungsf^higkeit  dieser  Salze  besteht. 

Specieller  hat  sich  Long  (29)  mit  dieser  Frage  beschäftigt.  Seine  von  Lothar 
Meyer  angegebene  Methode  war  folgende :  An  eine  der  Biegungen  eines  mehrfach 
^/'förmig  gebogenen,  engen  Glasrohres  war  ein  kurzes  weiteres  Glasrohr  angeblasen, 
so  dass  durch  dasselbe  eine  freie  Communication  des  Innern  der  engen  Röhre  nach 
aussen  stattfand.  Dieser  Theil  der  6^öhre  ragte  tief  in  ein  Becherglas  hinein,  das 
bis  zu  passender  Höhe  mit  der  zu  untersuchenden  Lösung  gefüllt  war.  Durch  die 
enge  Röhre  strömte  sehr  langsam  reines  Wasser.  Dies  fing  man  beim  Ausfliessen 
auf  und  sein  durch  die  Analyse  bestimmter  Salzgehalt  rührte  her  von  der  im 
Becherglas  befindlichen  Salzlösung,  die  durch  das  kurze  Ansatzrohr  in  die  enge 
gebogene  Röhre  diffundirt  war,  und  gab  ein  relatives  Maass  für  die  Schnelligkeit 
dieser  Diffussion.  Man  Hess  mehrere  derartige  gleich  functionirende  Apparate 
zur  selben  Zeit  arbeiten.  Die  benutzten  Lösungen  waren  stets  Normallösungen 
oder  standen  in  einfachen  Verhältnissen  zu  diesen,  d.  h.  es  war  stets  in  einem 
Liter  Wasser  eine  dem  Aequivalentgewicht  gleiche  oder  in  einfachem  Verhältniss 
zu  ihm  stehende  Anzahl  Gramme  der  Substanz  gelöst.  Die  Bestimmung  des 
Salzgehalts  geschah  erst  nach  1 — 2  Tagen,  wenn  pro  Stunde  merklich  die  gleiche 
Salzmenge  ausfloss.  Bestimmte  Long  aus  den  diffundirten  Salzmengen  die  relative 
Anzahl  der  diffundirten   Molekeln,   so  ordnen  sich  die  Stoffe  in  folgende  Reihe: 


Stoff 

Relative 
difiundirte 
Mol.-Zahl 

Stoff 

Relative 
diffundirte 
MoL-Zahl 

Stoff 

Relative 
diffundirte 
MoL-Zahl 

Stoff 

Relative 
diffundirte 
MoL-Zahl 

Stoff 

Relative 
diffundirte 
MoL-Zahl 

KCl 

803 

BaCl, 

450 

KBr 

811 

NH^NOj 

680 

(NIIJ.SO, 

724 

NH^Cl 

689 

SnQ, 

432 

NH^Br 

629 

KNO, 

607 

NajSO^ 

678 

NaCl 

600 

CaC, 

429 

NaBr 

509 

NaNO, 

524 

MgSO^ 

348 

LiCl 

541 

MgCl, 

392 

KJ 

823 

UNO, 

512 

ZnSO^ 

332 

KCy 

767 

CoCl, 

306 

NaJ 

672 

BaNjOe 

656 

CuSO^ 

316 

NiCl, 

804 

SrNjO« 

552 

MnSO^ 

298 

In  dieser  Tabelle  zeigt  sich  dieselbe  Reihenfolge  in  der  Diffusionsgeschwindig- 
keit ftir  die  K,  Na,  Li  Salze  wie  in  Schuhmeister's  Zusammenstellung.  P'emer 
ergaben  sich  noch  folgende  Beziehungen:  Im  Allgemeinen  diffundiren  die  Salze 
am  raschesten,  die  nach  Kohlr)^usch's  Untersuchungen  in  wässrigen  Lösungen 
am  besten  leiten.  Bezeichnet  man  mit  n  die  von  Hittorf  sogen.  Ueberflih- 
rungszahl  bei  der  Wanderung  der  Ionen  während  der  Elektro^se^  (3^^ljf\!^i^^i^ 
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DifFusionsgeschwindigkeit,  wie  sie  die  relative  diffundirte  Molekelzahl  der  obigen 
Tabelle  giebt,  so  ist  für  die  2werthigen  Chloride:  BaCl,,  SrClj,  CaClj,,  MgCl, 
das  Produkt  dn  nahezu  dieselbe  ZAhl.  Das  gleiche  findet  für  die  Sulfate  von 
Mg,  Zn,  Cu  statt  und  für  die  3  Salze  KCl,  Kßr,  KJ.  Endlich  stehen  die  Chlo- 
ride der  Alkalien  für  die  Diffusionsgeschwindigkeit  in  derselben  Reihenfolge  wie 
sie  das  fUr  ihre  Molekularvolumina  und  Lösungswärmen  thun.  Aehnliches  gilt 
fiir  die  2werthigen  Chloride  für  Difiusion  und  Lösungswärme. 

Nach  der  LoNCschen  Methode  hat  auch  R.  Lenz  (32)  Diffusionsversuche  von 
alkoholischen  Lösungen  verschiedener  Salze  angestellt  und  gefunden,  dass  die 
Diffusionsgeschwindigkeiten  dem  galvanischen  Leitungsvermögen  derselben  Lösun- 
gen proportional  sind.  Ferner  soll  sich  das  Verhältniss  der  beiden  Grössen  weder 
mit  der  Natur  des  Salzes  noch  mit  der  Stärke  der  Lösung,  noch  mit  dem  Lösungs- 
mittel oder  der  Temperatur  ändern.  Als  Beleg  für  diese  Sätze  giebt  Lenz  fol- 
gende Tabellen,  in  denen  v  die  Stärke  des  benutzten  Alkohols  in  Volumprocenten 
bei  ca.  15'6^  C,  d  die  Diffusionsgeschwindigkeit,  L  das  Leitungs vermögen  bedeuten. 
Die  letzten  Grössen  sind  für  eine  Lösung  von  \  Molekül,  KJ^,  d.  h.  von  \  des 
Molekulargewichts  von  Jodkalium  in  Grammen  im  Liter  ==  100  gesetzt: 
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Die  Nichtübereinstimmung  der  Zahlen  für  Jodcadmium  sucht  Lenz  daraus 
zu  erklären,  dass  er  bei  stärkeren  Lösungen  dieses  Salzes  eine  Entstehung  von 
Complexmolekülen  annimmt,  die  bei  der  Diffusion  wieder  zerfielen  und  so  die 
Diffusion  mit  der  Leitungsf^higkeit  unvergleichbar  machten. 

Alle  die  im  Vorstehenden  angeführten  Analogien  weisen  auf  eine  Molekular- 
theorie der  verschiedenen,  erwähnten  physikalischen  Vorgänge  hin,  zu  der  für  die 
Diffusion  von  W.  Nernst  mit  Hilfe  des  Begriffs  des  osmotischen  Drucks  ein  be- 
deutsamer Anfang  gemacht  worden  ist. 

Die  Diffusion  von  Salzgemengen  hat  Graham  (ii)  zuerst  untersucht  und 
dabei  schon  frühere  von  ihm  gelegentlich  angestellte  Beobachtungen  bestätigt, 
wonach  Salze  durch  Diffusion  aus  einem  Gemenge  getrennt  werden  können,  und 
zwar  findet  die  Scheidung  der  Salze  in  stärkerem  Maasse  statt  als  man  nach  ihren  re- 
lativen DiÖusionsgesch windigkeiten  erwarten  sollte.  Ein  Gemisch  von  5proc.  Chlor- 
kalium und  5proc.  Chlornatrium-Lösung  folgte  als  Ganzes  dem  einfachen  Diffu- 
sionsgesetz, während  die  einzelnen  Bestandtheile  dies  nicht  mehr  thaten.  Wäh- 
rend Chlorkalium  und  Chlomatrium  einzeln  im  Verhältniss  von  119  zu  1  diffun- 
dirten,  geschah  das  im  Gemisch  nach  dem  Verhältniss  1*47  zu  1  und  zwar  rührte 
das  nur  von  der  schnelleren  Diffusion  des  Chlorkaliums  her,  wogegen  die  Difhi- 
sion  des  Chlornatriums  nicht  geändert  erschien.  Ebenso  ergab  die  Diffusion  einer 
Lösung  von  b%  Chlornatium  und  b%  wasserfreiem,  schwefelsaurem  Natron  eine 
beträchtliche  Steigerung  der  Diffusionsgeschwindigkeit  für  das  Erstere  und  fast 
keine  derartige  Veränderung  für  das  Letztere. 

Marignac  (18)  hat  später  ausgedehnte  und  sorgfältige  Beobachtungen  der  Diffu- 
sion von  Salzgemengen  angestellt,  aber  einfache  Gesetze  aus  ihnen  nicht  ableiten 
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können.  Sein  allgemeinstes  Resultat  ist  eine  Bestätigung  der  GRAHAM'schen  Beob- 
achtung, dass  im  Gemenge  der  Unterschied  der  Diflfusionsgesch windigkeiten  der 
beiden  Salze  immer  grösser  erschien,  als  wenn  jedes  Salz  für  sich  diffundirte  und 
zwar  verminderte  stets  das  weniger  diffusible  der  beiden  Salze  im  Gemisch  seine 
Diflfusibilität. 

Als  Gemenge  diffundiren  nach  Rüdorff  (40)  auch  viele  Doppelsalze,  die  sich  in 
nicht  völlig  concentrirter  Lösung  zersetzen  und  von  denen  dann  sich  die  einzelnen 
Bestandtheile  für  sich  bewegen,  doch  stets  mit  geringerer  Geschwindigkeit  als 
wenn  sie  allein  wären.  Es  zersetzten  sich  z..  B.  in  Lösung  alle  untersuchten 
Sulfatdoppelsalze,  während  die  meisten  Doppelsalze  der  Oxalsäure  und  Weinsäure 
dies  nicht  thaten.  Rüdorff  lässt  bei  seinen  Versuchen  die  Lösungen  durch  eine 
Membran  (Blinddarm  des  Ochsen)  diftundiren,  doch  controllirte  er,  dass  die- 
selben Resultate  bei  freier  Diffusion  erhalten  wurden. 

Auch  über  die  Diffusion  in  CoUoiden  rühren  die  ersten  Beobachtungen 
von  Graham  (i  i)  her.  Er  verglich  die  Geschwindigkeit  der  Diffusion  von  Koch- 
salz in  erstarrter  Gelatine  mit  der  in  Wasser  und  fand  sie  ziemlich  gleich,  so 
dass  also  die  Bewegung  einer  Krystalloidsubstanz  in  einem  Colloid  keine  merk- 
liche Verzögerung  erfährt,  während  ein  Colloid  sich  nur  sehr  langsam  durch  ein 
zweites  hindurchbewegt.  Dieser  Versuch  wurde  in  einer  verticalen  Röhre  ange- 
stellt, dessen  untere  Hälfte  mit  einem  Gemisch  von  Gelatine  und  Kochsalz,  dessen 
obere  Hälfte  nur  mit  Gelatine  gefüllt  war.  de  Vries  (35)  hat  die  Beobachtung 
bestätigt,  indem  er  u.  A.  aus  gesättigter  Lösung  Kupfersulfat  durch  Gelatine  und 
chromsaures  Kali  durch  Kieselsäuregallerte  diffundiren  Hess  und  sie  mit  Diffusion 
durch  Wasser  verglich.  Dass  die  Schwere  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die 
Diffusion  hat,  zeigte  de  Vries,  indem  er  die  farbige  Salzlösung  einmal  über,  das 
anderemal  unter  die  Gelatine  schichtete,  wobei  die  Färbung  derselben  in  beiden 
entgegengesetzten  Richtungen  gleich  schnell  fortschritt.  Ganz  ähnliche  Versuche 
sind  später  von  Detlefsen  (36)  und  von  Chabry  (42)  beschrieben  worden,  welch 
letzterer  bei  Gelatine  und  hyalinem  Knorpel  die  aus  dem  FiCK*schen  Gesetz  fol- 
gende Beziehung   -j=i  s=  Const  {h  =  Wegstrecke,  um  die  in  der  Zeit  /  die  farbige 

Grenze  in  der  Gelatine  etc.  fortgerückt  ist)  im  Ganzen  bestätigt  fand.  Endlich 
mögen  hier  Platz  finden  die  Versuche  von  Tjetzen-Hennig's  (43),  der  mit 
Gelatine  oder  Gyps  gemischte  Zinkvitriollösung  in  von  dem  Salz  freie  Gelatine  etc. 
diffundiren  Hess.  Die  Bestimmung  des  Salzgehalts  in  der  vorher  salzfreien  Gela- 
tine etc.  lieferte  für  den  Diffusionscoefficienten  Werthe,  die  bei  den  einzelnen 
Versuchen  sehr  von  einander  abweichen,  so  dass  der  folgende  Mittelwerth  dem- 
nach nur  die  Grössenordnung  bezeichnet. 
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Den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Diffusion  hat  ausser  H.  F. 
Weber  für  Zinkvitriol  (s.  oben),  Graham  (ii)  nach  seiner  oft  erwähnten  Methode 
für  einige  Substanzen  bestimmt.  Er  fand,  dass  die  diffundirten  Salzmengen,  wenn 
man  sie  bei  15-5°  mit  1  bezeichnete,  bei  48'8°  waren:  für  Chlornatrium  2*515, 
ChlorkaHum  2*426,  Salzsäure  2*181.  Femer  die  diffundirten  Mengen  bei  5*3''=  i 
gesetzt,  erhielt  man  bei  17*4°  für  Kochsalz   1*423,   Salpetersaures  Natxpn  V4475^ 
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Salpetersaures  Silber  1*39 14.  Es  schien  Graham  somit  die  Diffusibilität  der 
Säuren  weniger  mit  der  Temperatur  zuzunehmen  als  die  der  Salze,  und  überhaupt 
je  difTusibler  eine  Substanz  ist,  desto  geringer  sollte  die  Zunahme  ihrer  Diffusibi- 
lität mit  der  Temperatur  sein.  Diese  Sätze  sind  jedoch  durch  zu  wenige  Beob- 
achtungen gestützt,  um  als  richtig  angenommen  zu  werden.  Zu  einem  andern 
freilich  ebensowenig  sicheren  Resultat  kam  de  Heen  (34),  der  die  Diffusion  in 
folgender  Weise  untersuchte:  Flache,  höchstens  5  Millim.  hohe,  breite  Büchsen 
sind  mit  der  Salzlösung  gefüllt,  durch  5  kurze,  enge,  auf  der  oberen  Seite  der 
Büchsen  angebrachte  Tubulaturen  communiciren  diese  nach  aussen.  Ueber  dem 
Ganzen  sitzt  eine  schützende  Glocke,  die  unten  durch  eine  enge  Rille,  oben 
durch  ein  kleines  Loch  Oeffnungen  nach  aussen  hat.  Diese  Apparate  werden 
auf  passenden  Trägem  in  ein  weites  Wassergefäss  gesetzt,  so  dass  die  auch  Salz- 
lösung enthaltenden  Tubulaturen  senkrecht  nach  oben  stehen.  Langsam  dringt 
das  Wasser  durch  die  Rille  der  Glocke  ein,  und  die  Luft  entweicht  durch  das 
obere  Loch.  Diffusion  findet  durch  die  kurzen  Tubuli  statt,  wo  sehr  bald,  wie 
DE  Heen  annimmt,  der  stationäre  Zustand  eingetreten  sein  wird,  da  die  Menge 
der  Lösung  in  der  Büchse  und  des  umgebenden  Wassers  als  sehr  gross  gegen 
den  Inhalt  der  Tubulaturen  angesehen  werden  darf.  Nach  einiger  Zeit  werden 
die  Apparate  herausgenommen  und  der  Salzgehalt  in  ihnen  bestimmt.  Nach  der 
(doch  jedenfalls  nicht  genau  gültigen)  Formel  fiir  den  stationären  Zustand  werden 
die  Diffusionscoefficienten  berechnet.  Um  bei  höheren  Temperaturen  zu  beobachten, 
wird  das  ganze  in  ein  weiteres  Gefass  gesetzt,  in  dem  man  durch  erwärmtes  Wasser 
die  Temperatur  constant  erhält,  de  Heen  findet,  wenn  der  Nullpunkt  der  Tem- 
peratur /  auf  60°  C.  gelegt  und  von  da  ab  nach  abwärts  positiv  gezählt  wird,  für: 

MgSO4:>^/=85(l--0-0119/)ri0-7^1;KNO5:>^/=307(l-00l270-10-''^''''^ 
NaCl:>^/=272(l-0*012l0[10-7^1;Na3HPO4:>^/206(l  — 0-0128/).10- 


see 


sec 
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Hiernach  soll  die  Veränderlichkeit  der  Diffusion  mit  der  Temperatur  unab- 
hängig von  der  Natur  des  Salzes  sein,  und  diese  Ausdrücke  sollen  eine  weitere 
Analogie  zwischen  Diffusion  und  elektrischer  Leitungsfähigkeit  sehr  verdünnter 
Lösungen  begründen,  für  welche  nach  Boutv  die  Abhängigkeit  von  der  Tempe- 
ratur (auf  denselben  Nullpunkt  der  Temperatur  reducirt)  durch  den  Ausdruck 
Ci=  CVo(l  -  0-0111  /)  gegeben  ist. 

Eine  durch  Temperaturverschiedenheiten  hervorgerufene  Dif- 
fusion hat  Ludwig  (5)  und  eingehender  Soret  (25)  beobachteL  Der  Letzte  er- 
wärmte eine  lange  mit  Salzlösung  gefüllte  Röhre  in  ihrem  oberen  Theile  auf 
78—80°  und  kühlte  das  untere  Ende  auf  15—20°  ab.  Wenn  dieser  Zustand 
10 — 56 Tage  gedauert  hatte,  zeigte  sich,  wie  bei  Ludwig  für  Glaubersalz,  der  kühlere 
Theil  der  Lösung  stets  concentrirter  als  das  erwärmte,  und  die  allerdings  stets 
kleine  Concentrationsdifferenz  war  um  so  grösser,  je  concentrirter  die  Lösung  zu 
dem  Versuch  gewählt  wurde.  Nur  wenige  Salze,  (Salpeter,  Chlorkalium,  Chlor- 
natrium, Chlorlithium)  sind  so  untersucht,  und  manche  geben  quantitativ  sehr  ver- 
schiedene Resultate,  wenn  auch  alle  den   angeführten  qualitativen  Effekt  zeigen. 

b)  Diflusion  durch  Scheidewände  (Osmose). 
Die  ältesten    Versuche  stammen  von  Nollet  (1748),  Parrot  (1803),  N.  W. 
Fischer  (18 12)  etc.,  doch  wurden  sie  nur  wenig  beachtet,  bis  g|^f^9gji^^82(retc.) 
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zahlreiche  Arbeiten  über  unsem  Gegenstand  veröffentlichte  und  auch  den  Namen 
Endosmose  und  Exosmose  einführte.  Von  dieser  Zeit  ab  erschienen  zahlreiche 
Untersuchungen,  oft  freilich  mehr  physiologischen  als  physikalischen  Inhalts. 
Brücke  (1842)  suchte  eine  Theorie  der  Erscheinung  zu  geben,  Vierordt  (1845  ""^ 
48)  stellte  als  Erster  genaue  Versuche  an,  Jolly  (1848)  entwickelte  den  Begriff  des 
endosmotischen  Aequivalentes,  der  in  seiner  Bedeutung  von  Ludwig  (1849)  ^^- 
stritten  wird.  Fick  (1855  und  57)  sucht  die  BRüCKE'sche  Theorie  weiter  auszu- 
bilden und  findet  sie  als  unzulänglich,  Graham  (1861)  stellt  die  Unterscheidung 
von  Colloiden  und  Krystalloiden  auf,  Traube  (1867)  lehrt  Niederschlagsmem- 
branen darstellen,  die  dann  Pfeffer  (1878)  zu  eingehenden  experimentellen  Be- 
stimmungen benützt,  denen  sich  die  von  de  Vries  (1884)  und  Tamann  (1888) 
anreihen.  — 

Die  schon  von  N.  W.  Fischer  (3),  Magnus  (8),  Dutrochet  (6)  beobachtete 
Grunderscheinung  ist  die  folgende  :  Trennt  eine  Scheidewand  (die  wir  oft  Mem- 
bran nennen  werden)  2  mit  einander  mischbare  Flüssigkeiten,  von  denen  wenigstens 
die  eine  im  Stande  ist,  in  den  Raum  der  Scheidewand  einzudringen  (zu  imbibiren), 
so  findet  ein  Durchströmen  dieser  Flüssigkeit  durch  die  Membran  und  ein  Mischen 
der  beiden  Flüssigkeiten  statt.  Bis  zu  Traube*s  Entdeckung  der  Niederschlags- 
membranen wandte  man,  abgesehen  von  einigen  Versuchen  Graham's,  stets  solche 
Membranen  an,  welche  von  beiden  Flüssigkeiten  (meist  eine  Salzlösung  und  das 
Lösungsmittel)  durchdrungen  wurden  und  betrachtete  diesen  doppelseitigen  Strom 
als  eine  bei  der  Osmose  nothwendige  Erscheinung.  Da  bei  weitem  die  meisten 
Versuche  mit  Membranen  angestellt  wurden,  für  welche  diese  Ansicht  richtig  ist' 
so  werden  wir  zunächst  nur  die  Osmose  betrachten,  bei  der  zwei  entgegengesetzt 
gerichtete  Flüssigkeitsstöme  durch  die  Scheidewand  gehen,  d.  h.  bei  denen  beide 
Flüssigkeiten  diosmiren. 

Die  älteren  Untersuchungen  sind  meist  mit  Apparaten  angestellt,  die  dem 
von  Dutrochet  (6)  benutzten  Endosmometer  ähnlich  waren.  Dies  einfache  In- 
strument besteht  in  einem  Trichter,  dessen  Ausflussröhre  verlängert  und  mit  einer 
Theilung  versehen  ist,  während  seine  weite  OefTnung  durch  die  Membran  ver- 
schlossen wird.  In  den  mit  der  OefTnung  nach  unten  gekehrten  Trichter  wird 
die  eine  Flüssigkeit  (kurz  die  Salzlösung)  gegossen,  und  er  dann  in  ein  weiteres 
Gefäss  mit  der  anderen  Flüssigkeit  (dem  Wasser)  gesetzt.  Durch  die  Membran 
tritt  die  Osmose  ein,  deren  Stärke  man  an  dem  Stand  der  Flüssigkeit  im  getheilten 
Rohr  ablesen  kann.  Will  man  mit  diesem  Instrument  einigermaassen  genaue  Re- 
sultate haben,  so  muss  man  den  Druck  auf  die  beiden  Seiten  der  Membran  an- 
genähert gleich  d.  h.  die  Flüssigkeiten  in  gleichem  Niveau  erhalten,  was  durch 
Zu-  oder  Abfüllen  bei  der  äusseren  Flüssigkeit  leicht  zu  erreichen  ist.  Die  Osmose 
geht  so  lange  vor  sich,  bis  beide  Flüssigkeiten  gleiche  Zusammensetzung  haben 
und  es  kann,  wenn  z.  B.  die  Osmose  des  Wassers  sehr  viel  stärker  ist  als  die 
der  Salzlösung  bei  Vernachlässigung  der  angeführten  Vorsichtsmaassregel  zu  grossen 
Druckdifferenzen  in  beiden  Gefassen  kommen,  die  dann  einen  Filtrationsstrom 
durch  die  Membran  erzeugen,  der  das  Resultat  vollkommen  falsch  machen  würde. 
Diese  Fehlerquelle  wurde  zuerst  sorgfaltig  vermieden  von  Vierordt  (18),  der  die 
Osmose  von  Zuckerlösung  gegen  Wasser  und  von  Kochsalzlösung  gegen  Wasser 
durch  Stücke  der  Schweinsharnblase  beobachtete.  Sein  Apparat  war  von  dem  oben 
beschriebenen  sehr  verschieden,  indem  die  bei  ihm  vertical  ausgespannte  Membran 
2  horizontale  mit  den  Flüssigkeiten  gefüllte  Glasröhren  trennte.  Vierordt  kam  zu 
dem,  schon  von  Dutrochet  gewonnenen  Resultat,  dass  die  Stärke  der  Endos- 
raose  bei    verschieden    concentrirten  Lösungen   desselben  K^rp^,^  proportional 
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sei  den  Differenzen  zwischen  den  Concentrationen  der  Lösungen.  Freilich  zeigen 
die  Versuche,  aus  denen  dieser  Satz  geschlossen  wurde,  grosse  Unterschiede  unter 
einander. 

Zu  demselben,  nur  anders  formulirten,  Gesetz  wurde  Jolly  (19)  geführt, 
indem  er  eine  unten  mit  der  Blase  zugebundene  und  mit  der  Salzlösung  gefüllte 
Bohre  in  .  oft  erneuertes  Wasser  tauchen  Hess  und  die  Aenderungen  der  Lösung 
in  der  Röhre  durch  Wägung  bestimmte.  Er  bezeichnet  diejenige  Menge  Wasser, 
durch  die  eine  Gewichtseinheit  Stoff  ersetzt  wurde,  als  das  endosmotische 
Aequivalent  des  Stofies  und  schliesst  aus  seinen  Versuchen,  dass  für  dieselbe 
Temperatur  und  Membran  das  endosmotische  Aequivalent  für  einen  Stofi  eine 
constante  Grösse  sei.  Unter  dieser  Annahme  berechnet  Jolly  nach  seinen 
Beobachtungen  die  Zeit,  die  eine  gewisse  Menge  des  Stoffes  braucht,  um  zum 
Wasser  überzugehen,  und  findet  die  Menge  der  in  der  Zeiteinheit  tibertretenden 
Stoffe,  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen,  der  Dichtigkeit  der  Lösung  proportional. 
Alle  Versuche  sind  mit  Schweinsblase  angestellt  und  geben  eigentlich  nur  für 
dieselbe  Blase  vergleichbare  Resultate.  Deshalb  hat  die  folgende  Uebersicht,  bei 
denen  verschiedene  Blasen,  verschiedene  Concentrationen  und  Temperaturen  be- 
nutzt wurden,  nur  einen  orientirenden  Werth. 

Endosmotisches  Aequivalent. 


Kochsalz 

Glauber- 
salz 

Schwefelsaures 
Kali 

Schwefebaure 
Magnesia 

Schwefelsaures 
Kupferoxyd 

Schwefelsäure- 
hydrat 

Kalihydrat 

3-8— 4-  6 

1I0-12-4 

11-4— 12-8 

11-5— 11-8 

9-6 

0-3-0-4 

200-231 

Alkohol 


Zucker 


41— 4-3     70— 7-2 


Saures  schwefel- 
saures Kali 


2-3 


Schon  die  Versuche  von  Jolly  ergaben  aber,  dass  das  endosmotische 
Aequivalent  nicht  unabhängig  von  der  Concentration  der  diosmirenden  Lösungen 
ist,  was  Ludwig  (21),  Cloetia  (23)  u.  A.  hervorgehoben  haben,  doch  ist  diese 
Abhängigkeit  für  die  verschiedenen  Stoffe  und  Membranen  eine  verschiedene  und 
Allgemeines  lässt  sich  nicht  über  sie  sagen.  Eckhard  und  seine  Schüler  (33,  43, 44) 
haben  deshalb  die  Aequivalente  zu  bestimmen  gesucht  für  während  des  Versuchs 
concentrirt  bleibende  Lösungen  und  den  Herzbeutel  der  Kuh,  der  sich  durch 
Dauerhaftigkeit  und  Unveränderlichkeit  während  der  Versuche  auszeichnen  soll. 
Nach  C.  E.  E.  Hoffmann  (45)  sind  diese  endosmotischen  Aequivalente: 


Substanz 


Aequivalent 


Substanz 


Aequivalent 


Salpetersaurer  Baryt.  .  . 
Salpetersaurer  Harnstoff     . 

Jodkalium 

Salpetersaures  Kali  .  .  . 
Schwefels.  Natron  -f-  10  fl^ 
Chlorammonium    .... 

Harnstoff 

Kochsalz 


0-391 
0-842 
1-093 
1-225 
1-863 
1-967 
2-047 
3-293 


Kohlens.  Natron  +  10^^ 
Schwefels.  Magnesia  + 1 0  a  ^ 
Schwefelsaures  Natron  .  . 
Phosphors.  Natron  +  24a^ 
Kohlensaures  Natron 
Schwefelsaures  Magnesia  . 
Phosphorsaures  Natron  .     . 

Zucker     { 


3-292 
4-913 
5-480 
5-869 
10-564 
12-467 

16-292 
Schwankend  f.  ver- 
schiedene Membranen 
zwischen  7  und  20. 


Alle  diese  Versuche  sind  nach  Jolly's  Methode  angestellt  und  beziehen  sich 
auf  die  Osmose  concentrirter  I^ösungen  gegen  reines  Wasser.  Liess  man  Salz- 
lösungen gegen  einander  osmiren    und    hielt  jede  von  ihnen   stets  auf  derselben 


Difiusion  der  Flüssigkeiten  durch  Scheidewände;    Osmose. 


621 


Concentration,  so  änderte  sich  das  Aequivalent  nur  wenig  mit  der  Concentration 
der  einen  Lösung,  wenn  die  andere  gesättigt  war,  und  der  Salzstiom  war  nahezu 
der  ConcentrationsdifTerenz  proportional. 

Sehr  von  diesen  Resultaten  abweichende  Ergebnisse  hat  Harzer  (35)  er- 
halten, der  freilich  mit  Lösungen  arbeitete,  die  allmählich  immer  verdünnter 
wurden.  Seine  stets  viel  länger  als  bei  Hoffmann  dauernden  Versuche  wurden 
so  lange  fortgesetzt,  bis  alles  Salz  aus  dem  durch  die  Membran  verschlossenen 
Gefäss  ausgetreten  war,  so  dass  die  Osmose  also  anfangs  zwischen  concentrirter 
Lösung  und  später  zwischen  immer  verdünnter  werdender  Lösung  und  reinem 
(oft  erneuertem)  Wasser  stattfand.  Er  erhielt  so  folgende  Werthe  flir  die  endosmo- 
ischen  Aequivalente  der  wasserfreien  Salze: 


Substanz  Aequivalent 

Chlorbarium  =  3'382 

Weinsäure  =  2-915 

Saures  schwefelsaures  Kali  =  2*815 
Salpetersaures  Natron  =  2*644 
Salpetersaures  Ammoniak  =  2*496 
Saures  chromsaures  Kali    =  2*268 


Harnstoff 

=  1*551 

Salpetersaures  Kali 

=  1*354 

Schwefelsäurehydrat 

=  1194 

Jodkalium 

=  1*128 

Gallussäure 

=  1101 

Substanz  Aequivalent 

Kohlensaures  Natron  =  32*788 

Phosphorsaures  Natron  =27*915 

Kalihydrat  =  26*603 

Kohlensaures  Kali  =  19*531 

Schwefelsaure  Magnesia  =  16*727 

Schwefels.  Ammoniak  =11*203 

Schwefelsaures  Natron  =    8*866 

Mannit  =    7*122 

Neutrales  chroms.  Kali  =    6*208 

Chlorcalcium  =    5*889 

Chlorammonium  =    3*882 

Chlomatrium  =    3*710 

Nimmt  man  an,  dass  die  von  Hoffmann  und  Harzer  benutzten  Herzbeutel 
der  Kuh  und  des  Rindes  nicht  sehr  verschieden  waren  und  bedenkt,  dass  auch 
die  Versuchstemperaturen  bei  beiden  ungefähr  dieselben  (14 — 20°  C)  waren,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  Vergleich  der  zwei  Tabellen,  dass  mit  abnehmender  Con- 
centration das  endosmotische  Aequivalent  stark  zunimmt  für:  Schwefelsaures 
Natron,  Chlorammonium,  phosphorsaures  Natron,  kohlensaures  Natron  und 
schwefelsaure  Magnesia,  während  es  ziemlich  ungeändert  bleibt  für:  Harnstoff, 
Jodkalium,  salpetersaures  Kali  und  Chlomatrium. 

Aus  eingehenden  Versuchen  mit  Glaubersalz  schloss  W.  Schmtot  (37),  dass 
das  endosmotische  Aequivalent  langsam  für  abnehmende  Werthe  derConcentrations- 
differenz  der  2  osmirenden  Lösungen  steige  und  für  geringe  Differenzen  einen 
grossen  Werth  annähme.  Aus  alledem  geht  hervor,  dass  man  auch  für  die- 
selbe Membran  nur  innerhalb  sehr  massiger  Concentrationsunter- 
schiede  das  endosmotische  Aequivalent  als  nahezu  constant  an- 
sehen darf. 

Ueber  die  Steighöhen  in  einem  dem  DuTROCHET*schen  ähnlichen  Endosmo- 
meter  hat  Graham  (28)  zahlreiche  Versuche  angestellt  und,  wie  zum  Theil 
DüTRocHET  vor  ihm  gefunden,  dass  für  thiefrische  Membran  die  Säuren  negative 
Osmose  zeigen,  d.  h.  dass  sie  stärker  durch  die  Blase  strömen  als  das  Wasser 
und  dass  die  Alkalien  dagegen  die  grösste  positive  Osmose  haben.  Das  ist  neuer- 
dings von  HiNTEREGGER  (71)  bestätigt  worden. 

Der  Einfluss  der  Natur  der  Membran  ist  bei  den  endosmotischen 
Versuchen  der  allerbedeutendste  und  man  hat  nach  ihr  verschiedene  Arten  der 
Membrandif!usion  unterscheiden  wollen.  Brücke  (12)  suchte  zuerst  die  Wirkung 
der  Membran    bei   der  Endosmose   in  einer  Weise  zu  erklären,   die  auch  heute 
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hoch  (Ür  einige  Erscheinungen  richtig  ist.  Er  nahm  an,  dass  eine  thiensche 
Membran  mit  vielen  feinen  Poren  durchzogen  sei,  deren  Wandung  ungleich  an- 
ziehend auf  die  getrennten  Flüssigkeiten,  z.  B.  eine  Salzlösung  und  ihr  Lösungs- 
mittel (Wasser)  wirken.  Das  stärker  angezogene  Wasser  sollte  in  dem  Porus  eine 
Wandschicht  bilden,  an  die  sich  nach  der  Porenaxe  zu  eine  immer  concentrirter 
werdenden  Salzlösung  anschlösse,  die  natürlich  in  der  Axe  höchstens  die  Con- 
centration  der  äusseren  Lösung  haben  könne.  Durch  die  Porenaxe  und  die 
anliegenden  Schichten  sollte  dann  gewöhnliche  Diffusion,  die  gleichviel  Salzlösung 
und  Wasser  nach  entgegengesetzten  Seiten  schafft,  stattfinden,  während  das  Wasser 
der  Wandschicht  von  der  an  der  einen  Seite  der  Membran  befindlichen  Salz- 
lösung beständig  angezogen  würde  und  so  im  Ganzen  durch  die  Membran  hin- 
durch ein  grösserer  Wasser-  als  Salzstrom  gehe,  was  ja  die  Beobachtung  bestätigt 
Dass  für  gewisse  thierische  Membranen  ein  solcher  Vorgang  wenigens  zum  Theil 
die  Endosmose  bewirkt,  hat  Ludwig  (2 1)  dann  wahrscheinlich  zu  machen  gesucht, 
indem  er  zeigte,  dass  eine  solche  Membran,  in  gesättigte  Salzlösung  gelegt  dieser 
Lösung  Wasser  entzieht,  so  dass  Salz  auskrystallisirt,  und  indem  er  die  Concen- 
tration  der  in  eine  Membran  imbibirten  Salzlösung  bestimmte.  Sie  fand  sich 
stets  kleiner  als  die  Concentration  der  Irobibitionsflüssigkeit.  Fick  (36)  wurde  bei 
dem  Versuch,  die  BRÜCKE'sche  Theorie  auszubilden,  zu  der  Unterscheidung  von 
PorendifFusion  und,  wie  er  sagt,  wirklicher  Endosmose,  d.  h.  Diffusion  durch  die 
Zwischenräume  zwischen  den  Molekeln  der  Membran  geführt.  Jene  für  welche 
Brücke's  Ansicht  vielleicht  richtig  sei,  soll  bei  weitporigen  Membranen  z.  B.  Thon- 
zellen  stattfinden,  diese  dagegen  durch  homogene  Membranen  ohne  solche  grössere 
Oeffhungen  z.  B.  Collodiumhäutchen  eintreten.  In  thierischen  Membranen  sind 
nach  Fick  beide  Arten  von  Diffusion  vertreten,  deshalb  hat  man  keine  allgemeinen 
Sätze  für  sie  gefunden  und  so  widersprechende  Resultate  erhalten.  Dass  aber 
auch  die  Collodiumhäutchen  nicht  unveränderlich  sind,  zeigen  Fick's  Versuche 
selbst,  denn  er  fand  zwar  den  Wasserstrom  durch  das  Häutchen  nicht  veränder- 
lich, dagegen  nahm  der  Salzstrom  stetig,  aber  immer  langsamer,  mit  der  Zeit  zu, 
während  deren  die  Membran  mit  der  Kochsalzlösung  in  Berührung  war.  Das 
endosmotische  Aequivalent  würde  also  hier  mit  der  Zeit  abnehmen.  Für  Thon- 
zellen  zeigte  sich  ein  solcher  Einfluss  der  Berührungsdauer  nicht  Schuhmacher 
(41,  49),  der  auch  mit  Collodiumhäutchen  arbeitete,  dessen  einzelne  Versuche  frei- 
lich stets  nur  kurz  dauerten  (1  Stunde  oder  dergl.),  fand  dagegen  keine  Ver- 
änderung seiner  Membranen. 

Wichtig  ist  Graham's^)  Unterscheidung  von  Colloid  und  Krystalloidsubstanzen 
geworden,  von  denen  jene  (s.  oben)  nur  sehr  langsam  frei  diffundiren,  während 
diese  es  beträchtlich  schneller  thun.  Ferner  setzt  eine  Membran  aus  Colloid- 
substanz (Pergamentpapier,  thierischem  Membran  etc.,  der  Diffusion  vonKrystalloid- 
lösungen  so  wenig  Widerstand  entgegen,  dass  diese  fast  mit  derselben  Schnellig- 
keit durch  sie  hindurch  diffundiren,  als  fände  freie  Diffusion  statt,  während  die 
Colloide  selbst  gar  nicht  oder  doch  nur  in  sehr  geringen  Mengen  und  in  sehr  langer 
Zeit  hindurchgehen.  Dadurch  bot  die  Diffusion  vermittelst  der  sogen.  Dialyse  (die 
wir  hier  nicht  weiter  behandeln)  Graham  ein  bequemes  Mittel,  Colloide  undKrystal- 
loide  von  einander  zu  trennen.  Z.  B.  diflfundirten  in  24  Stunden  bei  10 — 15° 
folgende  relativen  Gewichtsmengen  durch  den  Dialysator  mit  Pergamentpapier, 
der  von  Dutrochet's  Endosmometer  sich  nur  wenig  unterscheidet: 


*)  s.  (11)  bei  a)  Freie  Diffusion. 
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Substanz 

Gewichtsmenge 

Substanz 

Gewichtsmenge 

Chlornatrium    .     .     . 

1 

Mannit 

0-349 

Stärkemehlzucker  .     . 

0-284 

Milchzucker      .     .     . 

0-185 

Alkohol  

0-476 

Rohrzucker  .... 

0-214 

Glycerin 

0-440 

Arabisch.  Gummi 

0-004 

D.  h.  Arabisches  Gummi,  das  einzige  Colloid  der  Tabelle,  diflfundirt  bei 
weitem  am  langsamsten.  Diese  Unterscheidung  führte  Graham  zu  einer  Ansicht 
über  die  Osmose,  die  mit  früher  von  Liebig  (20)  ausgesprochenen  Gedanken  (wie 
dieser  selbst  hervorhebt,  (51)  fast  völlig  übereinstimmt.  Es  soll  danach  der 
Wasserstrom  durch  die  Colloid-Membran,  wenn  diese  auf  der  äusseren  Seite  mit 
reinem  Wasser,  auf  der  innem  mit  einer  Salzlösung  in  Berührung  ist,  dadurch  be- 
wirkt werden,  dass  die  Membran  mehr  Wasser  aus  diesem  selbst  als  aus  der 
Lösung  aufzunehmen  im  Stande  ist.  Wenn  die  Membran  dann  durch  ihre  ganze 
Dicke  bis  zur  Innenseite  sich  mit  Wasser  gesättigt  hat,  lo  erleidet  ihr  Aufnahms- 
vermögen eine  Aenderung,  es  wird  vermindert  und  es  muss  von  der  Innenseite 
Wasser  abgegeben  werden.  Die  innere  Oberfläche  der  Membran  schrumpft  bei 
Berührung  mit  der  Salzlösung  zusammen,  während  die  äussere  in  Berührung  mit 
einem  Wasser  sich  ausdehnt.  Die  Diffusion  des  Salzes  durch  das  Wasser  der 
Membran  soll  mit  dieser  Wasserströmung  nichts  anderes  zu  thun  haben,  als  dass 
sie  darauf,  wie  viel  Wasser  in  der  Scheidewand  ist,  einwirkt.  Wenn  auch  dieser 
gewissermaassen  chemische  Process  der  Wasseraufnahme  und  Abgabe  durch  die 
Membran  von  Graham  und  Liebig  nicht  sehr  klar  dargestellt  wird,  ist  doch  jeden- 
falls der  schon  bei  Fick  auftretende  Gedanke  richtig,  dass  bei  der  Osmose  durch 
thierische  Membranen,  neben  der  BRüCKE'schen  Porendiffusion,  noch  ein  Vorgang 
auftritt,  der  mehr  von  der  chemischen  Natur  und  Kraft  der  Moleküle  abhängt, 
welche  die  Membran  und  die  diosmirenden  Flüssigkeiten  bilden.  — 

Alle  bisher  besprochenen  Membranen  ausser  den  weitporigen  Thonzellen 
sind  jedoch  ihrer  Veränderlichkeit  etc.  wegen,  wie  schon  angedeutet,  kein  günstiges 
Material,  um  die  Erscheinungen  der  Osmose  unter  den  einfachsten  Bedingungen 
zu  verfolgen.  Es  war  daher  ein  grosser  Fortschritt,  als  M.  Traube  (61)  die  von 
ihm  sogen.  Niederschlagsmembranen  herstellen  lehrte.  Taucht  man  ein 
mit  einer  Lösung  eines  Colloids  z.  B.  Leim  gefülltes  Glasröhrchen  in  eine  Lösung 
eines  andern,  chemisch  auf  das  Erste  wirkenden,  Colloids,  z.  B.  Gerbsäure,  so 
tiberzieht  sich  unter  bestimmten  umständen  die  Oeflfnung  des  Röhrchens  mit  einer 
Membran  von  gerbsaurem  Leim.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  Membranen 
aus  Krystalloidsubstanzen  erhalten,  z.  B.  eine  Ferrocyankupfermembran  durch  Be- 
rührung von  Lösungen  aus  Blutlaugensalz  und  aus  essigsaurem  Kupferoxyd. 
Solche  Membranen  sind  freilich  sehr  zart  und  leicht  zerreisslich,  doch  wird  dieser 
Schwierigkeit  bei  osmotischen  Versuchen  dadurch  abgeholfen,  dass  man  den  zu 
untersuchenden  Stoffen  auf  jeder  Seite  der  Membran  kleine  Mengen  eines  der 
Membranbildner  beigiebt.  Die  Membranbildner  bessern  jeden  Defekt  in  der  Mem- 
bran sofort  wieder  aus,  indem  sie  chemisch  auf  einander  wirkend  neue  Mem- 
branstücke erzeugen.  Traube  hat  qualitativ  die  Osmose  durch  viele  solcher 
Niederschlagsmembranen  untersucht  und  gefunden,  dass  dieselben  für  ihre  Mem- 
branbildner und  viele  andere  Stoffe  undurchdringlich  sind.  Dies  ist  übrigens,  wie 
DE  Vries  (69),  und  Quincke  (69)  zeigten  nicht  streng  richtig,  vielmehr  kann  man 
nur  sagen,  dass  diese  Membranen  ihre  Bildner  bloss  langsam  und  in  sehr  ge- 
ringem Maasse  hindurchlassen. 

Durch  die  angeführte  Eigenschaft  der  Niederschlagsmcmbrane 
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ist  man  (wie  das  übrigens  schon  mit  Benutzung  von  CoUoiden  und  Colloidmem- 
branen  nach  Graham's  Beobachtungen  möglich  gewesen  wäre  und  wie  es  Hof- 
meister (38)  und  Eckhard  (54)  für  Gummi  bereits  hervorgehoben  hatten  im 
Stande,  den  einfachsten  Fall  der  Osmose,  den  fast  nur  einseitigen 
Flüssigkeitsstrom,  hervorzurufen  und  zu  beobachten.  Dies  hat  Pfeffer 
(68)  mit  einer  aus  Ferrocyankalium  und  Kupfersulfat  hergestellten  Ferio- 
cyankupfer-Membran  gethan.  Er  lagerte  die  Membran  dem  Innern  einer  Thon- 
zelle  auf.  die  mit  ihren  weiten  Poren  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  Osmose 
durch  die  Membran  ausübte  und  zugleich  gestattete,  die  empfindliche  Membran 
in  grosser  Ausdehnung  zu  benutzen.  In  die  in  einem  grossen  WassergefKss  stehende 
Thonzelle  wurde  die  Lösung  des  Stoffes  gethan,  für  den  man  die  einseitige  Os- 
mose des  Wassers,  oder  wie  Pfeffer  sagt,  den  Wassereinstrom  bestimmen  wollte. 
Die  vertikal  gestellte  Thonzelle  trug  ein  langes  nach  oben  gehendes,  calibrirtes 
Maassrohr,  in  dem  nach  bestimmten  Zeiten  die  Steighöhen  der  Flüssigkeiten  abge- 
lesen wurden,  die  durch  den  Wassereinstrom  hevorgerufen  waren  und  als  Maass  für 
dessen  Grösse  dienten.  Natürlich  liessen  sich  dabei  nur  solche  Stoffe  benutzen,  die 
nach  Vorversuchen  gar  nicht  oder  nur  sehr  gering  selbst  durch  die  Membran  osmirten. 
Ausser  dem  Wassereinstrom  wurde  noch  die  Filtration  unter  Druck  beobachtet, 
d.  h.  die  unter  einem  bestimmten  Druck  durch  die  Membran  filtrirende  Flüssigkeits 
menge.  Wegen  der  Details  der  Versuche  muss  auf  die  Abhandlung  selbst  vei- 
wiesen  werden. 

Den  Zusammenhang  zwischen  Wassereinstrom  e  und  Concentration  c  (in 
Gewichtsprocenten)  für  Temperaturen  zwischen  14°  und  18°  zeigt  die  folgende 
Tabelle: 


Rohrzucker 

Arab 

.  Gummi 

Salpeter 

ScWfeis.' 
Kali 

c 

e\c 

c 

./. 

c 

e\c 

c 

e\c 

Für  1  proc.  Lösungen  ist, 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

1 

für  Zucker                      e  =  1       gesetrt, 

2 

0-98 

6 

0-60 

2 

0-89 

4 

0-83 

Gummi                    <r  =  0-14 

6 

0-96 

18 

0-91 

4 

0-85 

schwefeis.  Kali      ^  =  4*39 

10 

116 

8 

0-81 

Salpeter                  ^==4'61 

16 

1-25 

18 

0-66 

20 

1-27 

32 

1-54 

Hiemach  findet  keine  Proportionalität  des  Wassereinstromes  und  der  Con- 
centration statt.  Von  den  benutzten  Stoffen  diosmirte  nur  Salpeter  durch  die 
Membran  in  merklicher  Weise.  Der  Wasserstrom  e  ist  immer  auf  1  Stunde  Versuchs- 
dauer bezogen.  —  Der  Wassereinstrom,  den  Lösungsgemische  bewirken,  ist  nur 
sehr  wenig  von  der  Summe  der  Wasserströme  verschieden,  den  die  Bestandtheile 
der  Gemische  hervorrufen,  wie  folgende  Versuche  zeigen: 


Versuche  m.Membran  v.Pergamentpapier 


Concentration  in 
Gew.  Proc. 


\%  Salpeter 
\h%  Gummi 
IJ  Salpeter -f.  \ 
\h%  Gummi   / 


I.Vers. 

ein  mm 
pro  St 


608 
206 

.7-  9 


2.  Vers. 
ein  mm 
pro  St. 


5-4 
1-8 

70 


Concentration  in 
Gew.-Proc. 


l*5tChlorcalcium 
2f  Arab.   Gummi 
l-5tChlorca]cium| 
+  2%  Ar.  Gummi) 


I.Vers. 
e  in  mm 

pro  St. 


9-9 
1-2 

11-4 
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103 
1-3 
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Hierdurch  sind  Baranetzky's  (65)  Behauptungen,  dass  geringe  Beimengungen 
von  CoUoiden  zu  Krystalloiden  und  umgekehrt  eine  erhebliche  Steigerung  der  Os- 
mose bewirken  sollen,  widerlegt. 

Die  osmotische  Druckhöhe,  d.  h.  die  Druckhöhe  (in  Quecksilber)  welche 
ebensoviel  Wasser  aus  der  Zelle  durch  Filtration  auspresst  als  durch  Osmose  ein- 
strömt, ist  für  6^  Lösungen  der  betreffenden  Stoffe  die  folgende: 


Substanz 


Arab.  Gummi 
Flussiger  Leim 
Rohrzucker 
Salpeter      .     . 


Pergament 


17-9  «w 
21-3  ., 
29-0  „ 
20-4  „ 


Membran  aus 
Thierblase      Ferrocyankupfer 


13-2  cni 

15-4  „ 

14-5  „ 

8-9  „ 


25-9  flw 

23-7  „ 

287-7  „ 

(700)  nicht  direkt 

bestimmt 


Diese  Tabelle  zeigt,  wie  sehr  der  Einfluss  der  doppelseitigen  Osmose  für 
die  Krystalloide  Zucker  und  Salpeter  durch  Pergament  und  Thierblase  die  os- 
motische Druckhöhe  verkleinert  gegenüber  der  fast  einseitigen  Osmose  dieser  Sub- 
stanzen durch  die  Ferrocyankupfermembran. 

Für  1^  Lösungen  giebt  die  folgende  Tabelle  noch  eine  Vergleichung  der 
osmotischen  Druckhöhe  für  eine  andere  Ferrocyankupfermembran: 


Substanz 

Druckhöhe 

Zucker  =1 

Rohrzucker 

471«» 

1 

Arab.  Gummi 

6;5  „ 

0138 

Dextrin 

16-6  „ 

0-352 

Salpeter 

17Ö-8  „ 

3-733 

Schwefelsaures  Kali      .     .     . 

192-3  „ 

4-083 

Die  Abhängigkeit  der  Druckhöhe  von  der  Concentration  stellt  dar  die  Tabelle : 


Concent.  in 
Gew.-Proc. 

€ 

Druckhöhe 
0 

oje 

./. 

Concent.  in 
Gew.-Proc. 

c 

Druckhöhe 
0 

olc 

elc 

1 

1=53-3«» 

1 

1 

1 

1-69«» 

1 

1 

2 

1-90    n 

0-95 

0-97 

6 

3-75  „ 

0-62 

0-60 

2-74 

2-65   „ 

0-97 

18 

17-28  „ 

0-96 

0-91 

4 

3-89   „ 

0-97 

6 

5-71    „ 

0-95 

0-94 

Hiernach  wachsen  osmotische  Druckhöhe  und  Wassereinstrom  nahezu  in 
demselben  Verhältniss. 

Innerhalb  der  kleinen  Temperaturunterschiede  bei  den  Beobachtungen  stieg 
die  Druckhöhe  für  Zucker  und  Gummi  nur  wenig,  dagegen  wurde  der  Wasserein- 
strom durch  Wachsen  der  Temperatur  sehr  beschleunigt,  stieg  aber  für  Zucker  lang- 
samer als  diese,  z.  B. 


Temperatur  / 

e  pro  Stunde 

.// 

71» 

5*9  mm 

0-831 

ire" 

9-4    „ 

0-534 

326» 

13-8    „ 

0-409 
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Eine  fast  vollständig  einseitige  Osmose  hat  auch  dbVries(75  und  79) 
mit  Hilfe  der  Zellen  bestimmter  Blattheile  von  Tradescantia  discolor,  Curcuma 
rubricaulis  und  Begonia  manicata  beobachtet,  die  an  Stelle  der  von  Pfeffer  be- 
nutzten in  eineThonzelle  eingelagerten  Niederschlagsmembran  traten.  Die  Cellulose- 
membran  der  Zelle  ersetzt  dabei  den  Thoncylinder,  und  die  Plasmamembranen 
repräsentiren  die  Ferrocyankupfermembran  Pfeffer's.  Der  Plasmakörper,  oder 
die  beiden  ihn  begrenzenden  Plasmamembranen,  sind  lür  viele  Stoffe  vollständig 
oder  fast  vollständig  undurchlässig  und  diese  Eigenschaft  benutzte  de  Vrucs  um, 
wie  er  sich  ausdrückt,  die  Anziehung  der  Stoffe  zum  Wasser  zu  bestimmen. 
Der  Plasmakörper  liegt  der  Zellmembran  so  lange  fest  an,  als  in  ihm  der  be- 
trächtliche Wasserdruck  (4 — 6  Atm)  besteht,  der  dadurch  hervorgerufen  wird, 
dass  der  Zellinhalt  der  die  Zelle  umgebenden  Flüssigkeit  durch  einseitige  Osmose 
Wasser  entzieht  Bringt  man  nun,  so  schloss  de  Vries,  die  Zelle  in  eine 
Flüssigkeit  (Salzlösung  oder  dergl.)>  welche  die  Zelle  nicht  angreift  und  die  eine 
um  etwas  grössere  Anziehung  auf  das  Wasser  ausübt  als  der  Inhalt  der  Zelle,  so 
kann  keine  Osmose  stattfinden,  die  Spannung  in  der  Zelle  wird  nachlassen,  der 
Plasmakörper  der  Zellhaut  nur  noch  lose  anliegen  oder  sich  von  ihr  loszulösen 
beginnen,  es  wird  Plasmolyse  eintreten,  de  Vries  bestimmte  nun  die  Concen- 
trationen  verschiedener  Flüssigkeiten,  welche  gerade  genügten,  um  ein  solches  Ab- 
lösen des  Plasmakörpers  von  der  Zellmembran  mikroskopisch  zu  beobachten.  Diese 
Concentrationen  nannte  de  Vries  isotonische  Concentrationen  und  schreibt  den 
so  gebildeten  stets  sehr  verdünnten  Lösungen  gleiche  Anziehungskraft  zum  Wasser 
zu.  Ihre  Wirkungen  wurden  für  jede  benutzte  Zelle  mit  der  Wirkung  einer  Lösung 
von  Kalisalpeter  verglichen,  so  dass  bei  verschiedenen  als  Prüfungskörper  be- 
nutzten Zellen  die  isotonischen  Concentrationen  verschiedener  Flüssigkeiten  durch 
die  ihnen  isotonischen  Salpeterlösungen  (ihre  sogen.  Salpeterwerthe)  ausgedrückt 
werden.  Die  Concentration  wird  dabei  durch  die  in  Grammen  ausgedrückte  An- 
zahl der  Salzmoleküle  im  Liter  angegeben,  und  die  Anziehung  eines  Moleküls 
Kalisalpeter  zum  Wasser  in  verdünnter  Lösung,  um  ganze  Zahlen  der  Coeffi- 
cienten  zu  erhalten,  =3  gesetzt.  Als  isotonische  CoSfficienten  bezeichnet 
de  Vries  dann  die  Zahlen,  welche  die  Salpeterwerthe  gleich  concentriiter 
Lösungen  ausdrücken,  sie  geben  demnach  die  relative  Grösse  der  Anziehung 
zum  Wasser  für  je  ein  Molekül  (H  =  1  gr)  an.  Die  Werthe  dieser  Coeffi- 
cienten  sind: 


Isotonische  Coefficienten  nach 

Stoffe 

Formel 

der  plas- 

der Methode 

der  Methode 

Abge- 

molytischen 

der  Gewebe- 

der Blut- 

rundete 

Methode 

spannung 

körperchen 

Werthe 

I.  Gruppe. 

Glycerin 

C,H,0, 

1-78 

— 

— 

■ 

Invertzucker 

CeH,,0, 

1-88 

1-84 

— 

2 

Rohrzucker 

^U^JI^ll 

1-81 

1-84 

1-72 

. 

II.  Gruppe. 

Aepfelsäure 

C4H.O, 

1-98 

— 

— 

' 

Weinsäure 

C^H.O, 

202 

— 

— 

2 

Citronensäure     .... 

CeH^O, 

2-02 

— 

— 

m.  Gruppe. 

Aepfelsaures  Magnesium  . 

MgC,H,0, 

1-88 

163 

— 

1' 

Schwefelsaures  Magnesium 

MgSO^ 

1-96 

1-78 

244 
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Isotonische  Coefficienten  nach 

Stoffe 

Formel 

der  plas- 

der Methode 

der  Methode 

Abge- 

molytischen 

der  Gewebe- 

der Blut- 

rundete 

Methode 

spannung 

körperchen 

Werthe 

IV.  Gruppe. 

Salpeters.  Kalium    .     .     . 

KNO, 

3-0 

— 

30 

,,        Natrium 

NaNO, 

30 



— 

Chlorkalium  .     . 

KCl 

30 

2-84 

— 

Chlomatrium  .     . 

NaCl 

30 

805 

zo 

Chlorammonium 

NH4CI 

30 



— 

JodkaHum      .     . 

KJ 

— 

— 

3-04 

3 

Jodnatrium     .     . 

NaJ 

— 

— 

2-90 

BromkaUum   .     • 

KBr 

— 



3-05 

Bromnatrium  .     . 

NaBr 

— 



303 

Essigs.  Kalium  .     . 

KC,H,0, 

30 

— 

2-85 

Doppeltcitronens.  Kalium  . 

KH.CsHjO^ 

3-05 

— 

— 

V.  Gruppe. 

' 

Oxals.  Kalium    .... 

K,C,0, 

— 

3-93 

407 

Schwefels.  Kalium 

. 

K,SO, 

— 

3-92 

4-7 

Phosphors.  Kalium 

. 

KjHPO^ 

— 

3-96 

— 

4 

Weins.  Kalium  . 

, 

K,C,H,Oe 

— 

3-99 

— 

Aepfels.  Kalium 

. 

K,C,H,0, 

— 

4>11 

— 

Einfach  citronens.  Kahum 

K,HCeH,0, 

4-08 

— 

— 

VI.  Gruppe. 

Chlorcalcium 

CaCl, 

4-33 

— 

4-05 

Chlormagnesium      .     .     . 

MgCl, 

4-33 

— 

3'84 

4 

Chlorbaryum 

BaQ, 

— 

— 

403 

Citronens.  Magnesium  .     . 

Mg,(C.H,0,), 

3-88 

3-58 

— 

VIL  Gruppe. 

Citronens.  Kalium  . 

•1 

K.Cell.O, 

5-01 

— 

— 

5 

Die  in  der  4.  Columne  stehenden  Zahlen  sind  auf  eine  andere  nicht  so  sichere 
und  einfache  Art  von  de  Vries  gewonnen,  während  die  5.  Columne  Zahlen  ent- 
hält, die  von  Donders  und  Hamburger  bei  ihren  Untersuchungen  über  das  Ver- 
halten  von  Blutkörperchen   ermittelt   worden  sind.     Die  Blutkörperchen  setzen 
sich  nämlich  in  Lösungen  von  stärkerer  osmotischer  Kraft  auf  dem  Boden  des 
Gefasses  ab,  in  schwächeren  osmotischen  Concentrationen  tritt  der  rothe  Farb- 
stoff aus  ihnen  heraus  und  nur  in  isotonischen  Lösungen  erhalten  sie  sich  un- 
verändert und  sinken  nur  äusserst  langsam.    Auf  diese  Eigenschaft  gründet  sich 
die  von  Hamburger  benutzte  Methode,  welche  die  angeführten  Werthe  der  Coeffi- 
cienten geliefert  hat.  —  Die  abgerundeten  Zahlen  der  letzten  Verticalreihe  be- 
nützt DE  Vries  um  die  Stoffe  in  Gruppen  zu  ordnen,  die  nahezu  den  gleichen 
isotonischen  Coefficienten  haben  und  um  sie  zu  vergleichen  mit  den  aus  den 
Bestandtheilen    einer   Verbindung   berechneten  Werthen   der  Coefficienten.     Es 
sollen  nämlich  die  einzelnen  Stoffe  in  den  Verbindungen  stets  denselben  Coeffi- 
cienten beibehalten  und  zwar  sind  die  Grössen  dieser  partiellen  Coefficienten  aus 
dem  sich  durch  Addition  der  Coefficient  der  Verbindung  ergiebt: 
für  jede  Atomgruppe  einer  Säure   ...    2, 
„  jedes  Atom  eines  Alkalimetalls  ...     1, 
„       „         „        „      Erdalkalimetalls .     .    0. 
Hieraus  ergiebt  sich  z.  B.  der  isotonische  Coefficient  für  K9SO4  =  2*1  H-  2  =  4 
Vergleicht  man  die  Werthe  der  isotonischen  Coöffidenten  mit  d^nyjl^u-p 
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laren  Erniedrigung  des  Gefrierpunktes  und  der  Dampfspannung,  so  zeigt  sich  oft 
eine  gute  Uebereinstimmung  in  den  Werthen  dieser  3  Grössen  wie  de  Vries 
hervorhebt,  besonders  wenn  man  beachtet,  dass  sie  bei  verschiedenen^Temperaturen 
und  Concentrationen  gewonnen  sind.  Folgende  von  Tammann  (77)  zusammen- 
gestellte Tabelle  zeigt  das: 


Isotonische 

Molekulare  Erniedrigung 

Stoffe 

Cogfficienten 

des  Gefrierpunkts 

der  DampfispuiniiDg 

XlOO 

XlO 

XlOOO 

C.H.O,   .     .     . 

178 

171 

— 

C.Hi.O. 

188 

193 

— 

C.,H„0,. 

188 

185 

— 

C.H.O.   . 

198 

187 

178 

C.H.O.    . 

202 

195 

188 

C.H.O,    . 

202 

193 

197 

MgSO.     . 

196 

192 

156 

KNO, 

300 

308 

267 

NaNO,     . 

300 

337 

296 

Ka     .    . 

300 

336 

313 

NaCl    .     .     . 

305 

351 

330 

NH.a      . 

300 

348 

313 

KC,H,0, 

300 

345 

331 

K,C,0.    . 

393 

450 

372 

K,SO.     . 

392 

390 

351 

K,C.H.O. 

399 

363 

388 

MgCl,      . 

433 

488 

513 

Caa,  .     . 

433 

466 

517 

K.C.H.O, 

501 

— 

499 

Da  die  isotonischen  Lösungen  gleichen  osmotischen  Druck  ausüben,  so  folgt 
nach  DE  Vries  aus  diesen  Beobachtungen  der  Satz:  Lösungen  gleicher 
osmotischer  Kraft  besitzen  denselben  Gefrierpunkt  und  dieselbe 
Dampfspannung. 

Diese  Beziehung  zwischen  osmotischer  Kraft  und  Erniedrigung  der 
Dampfspannung  ist  weiter  von  Tammann  (78)  verfolgt  worden,  der  ausgedehnte 
Versuche  über  die  Tensionen  von  Lösungen  anstellte  und  später  die  Osmose 
durch  Niederschlagsmembranen  auf  nachstehende  Weise  untersuchte.  In  einem 
Glastrog  mit  planparallelen  Wänden  befand  sich  die  Lösung  des  einen  Membran- 
bildners zwischen  Linse-  und  Beleuchtungsspalt  eines  TöPLER'schen  Schlieren- 
apparates und  in  sie  tropfte  die  Lösung  des  andern  Membranogens.  Es 
bildet  sich  dann  eine  Zelle  gefüllt  mit  der  eintropfenden  Lösung,  und  herrscht 
in  ihr  geringerer  resp.  grösserer  osmotischer  Druck  als  in  der  äusseren  Flüssig- 
keit, so  strömt  Lösungsmittel  in  sie  hinein  resp.  aus  ihr  heraus.  Die  so  ent- 
stehende Concentrationsänderung  der  äussern  Flüssigkeit  an  der  Tropfengrenze 
kann  mit  dem  Schlierenapparat  beobachtet  werden.  Aendert  man  die  Concen- 
tration  der  eintropfenden  Lösung  so  lange  ab,  bis  die  Strömung  des  Lösungs- 
mittels sich  gerade  umkehrt,  so  hat  man  in  diesem  Moment  im  Tropfen  eine 
mit  der  äussern  Flüssigkeit  isotonische  (wie  Tammann  sagt  isosmotische)  Lösung. 
Als  die  bei  weitem  geeignetste  Membran  zu  diesen  Versuchen  fand  Tammann, 
wie  Pfeffer,  die  aus  Kupfersulfat  und  Ferrocyankaliumlösung  entstehende  Haut 
von  Ferrocyankupfer;  bei  ihr  war  es  auch  allein  gleichgültig,  welche  von  beiden 
Salzlösungen  die  äussere  Flüssigkeit  bildete.  Auf  die  angegebene  Weise  wurden 
direkt  ermittelt  die  gegenüber  verschieden  concentrirten  Ferrocyankaliumlösungen 
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isotonischen  Lösungen  von:  Kupfersulfat,  Kupferacetat,  Kupferchlorid,  Kupfer- 
nitrat, Zinksulfat,  Zinkchlorid,  Zinknitrat.  Construirt  man  Curven  mit  den  Mole- 
kularconcentrationen  (die  Anzahl  der  in  1000  ^r  Wasser  gelösten  Grammmole- 
kttle)  der  Ferrocyankaliumlösung  als  Abscissen  und  den  entsprechenden  isotoni- 
schen Concentrationen  der  genannten  Stoffe  als  Ordinaten,  so  fallen  sie  zusammen 
mit  den  Curven,  welche  die  Molekularconcentrationen  der  Lösungen  gleicher 
Dampfspannung  flir  die  genannten  Stoffe  und  Ferrocyankaliumlösungen  darstellen. 
Es  ist  somit  für  diese  Lösungen  nicht  flüchtiger  Stoffe  die  obige  Beziehung  be- 
wiesen. Die  isotonische  Concentration  eines  Stoftes  Jf,  der  nicht  so  direct  mit 
Ferrocyankaliumlösung  B  verglichen  werden  konnte,  der  aber  gegen  das  eine 
Membranogen  A  nicht  reagirt,  wurde  bestimmt,  indem  man  X  zw  A  mischte  und 
in  diese  Mischung  B  tropfen  Hess.  Es  bildet  sich  hier  wieder  eine  Haut,  man 
kann  die  isotonische  Concentration  n  der  Mischung  jetzt  bestimmen.  Nimmt 
man  an,  dass  diese  Concentrationen  durch  die  Gleichung  nA'\-nx'=  «5  zu- 
sammenhängen, so  ergiebt  sich  nx*  Auch  hier  fallen  für  nicht  flüchtige  Stoffe 
wie  Rohrzucker,  schwefelsaure  Magnesia  etc.  die  Dampfspannungscurven  wieder 
mit  den  so  bestimmten  isotonischen  Curven  zusammen,  was  dafUr  spricht,  dass 
jene  Gleichung  auch  gültig  ist,  wenn  man  unter  ua  etc.  die  Spannkraftsemiedrigung 
einer  Lösung  von  der  Concentration  A  etc.  versteht. 

Auch  den  Zusammenhang  zwischen  isotonischen  Concentrationen 
und  den  molekularen  Gefrierpunkts-Erniedrigungen  zeigt  Tammann  in 
folgender,  aus  Raoült's  und  seinen  eigenen  Versuchen  zusammengestellter  Tabelle : 


Quotienten  der  mole- 

Quotienten der  isotonischen 

Stoffe 

kularen  Gefrierpunkts- 

Concentrationen 

emiedrigungen 

»=1 

»  =  3 

(NHJ.SO,      .     .     . 

0-8 

0-75 

0-80 

Cu(NO,),  .... 

1*0 

0*82 

0-93 

Cu(C,H,0,),.     .     . 

0-7 

0-69 

0-66 

CuCl, 

1-0 

0-90 

1-00 

MgSO^  

0-4 

0-33 

0-37 

ZnSO^ 

0-4 

0*40 

0-34 

CuSO^    .     .... 

0-4 

0-41 

0-36 

Aelhylalkohol    .     .     . 

0-4 

0-45 

0-45 

Rohrzucker  .... 

0-4 

0-40 

0-40 

Salicin 

0-4 

0-42 

— 

Chloralhydrat    .     .     . 

0-4 

0-46 

0-45 

Acthcr 

0-4 

0-45 

— 

Harnstoff      .... 

0-4 

0-50 

— 

Die  zweite  Columne  enthält  hier  die  molekulare  Gefrierpunktserniedrigung 
des  angeführten  Stoffs,  dividirt  durch  die  Gefrierpunktserniedrigung  des  Ferrocyan- 
kaliums.  In  der  dritten  Spalte  stehen  die  isotonischen  Concentrationen  der 
Stoffe  für  1  resp.  3  Grammmoleküle  in  1000  gr  Wasser  bezogen  auf  Ferrocyan- 
kalium. 

Ueber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Osmose  sind  fast  nur 
gelegentliche  Beobachtungen  angestellt  worden,  die  alle  zeigen,  dass  die  Osmose 
mit  steigender  Temperatur  stärker  wird.  Die  Geschwindigkeit  der  Osmose  durch 
thierische  Membran  wächst  nach  W.  Schmidt  (37)  nach  der  Formel  z^  =  a  -f-  ß/ 
-h  7/*,  wo  die  Coefßcienten  a,  ß,  7  denselben  Werth  haben  sollen  wie  in  dem  Aus- 
druck nir  die  Ausflussgeschwindigkeit  aus  Capillarröhren  nach  Poiseihlle.  Einen 
Ausdruck  derselben  Form  findet  1 


auch  Eckhard  (56)  zwischen  10°  und  33°  C.  für  v.^ 
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Die  relativen  Diffusionsmengen  durch  Pergamentpapier  für  3  Stunden  ergaben 
sich  Graham  (28)  bei  einer  2J  Kochsalzlösung  bei  10°«  1;  ao*"  t=  1-07;  30** 
s  1*20;  40°=  1*37;  die  Zunahme  mit  der  Temperatur  war  also  viel  kleiner 
als  bei  freier  Diffusion.  Auch  das  endosmotische  Aequivalent  soll  nach  Jollv  (19) 
für  Glaubersalz  und  nach  Schuhmacher  (41)  für  Oxalsäure  mit  der  Temperatur 
wachsen,  während  Eckhard  findet,  dass  es  von  der  Temperatur  unabhängig  ist, 
so  lange  durch  letztere  die  Membran  nicht  geändert  wird. 

c)  Der  oamotiache  Druck. 
Die  Entdeckung  Traube's  und  die  Versuche  Pfeffer's,  nach  denen  es  Mem- 
branen giebt,  die  halbdurchlässig  sind,  d.  h.  die  z.  B.  von  einer  Salzlösung  nur 
das  Lösungsmittel  (Wasser)  durchgehen  lassen,  haben  den  Anstoss  gegeben,  den 
Begriff  des  osmotischen  Drucks  in  etwas  anderer  Weise  wie  früher  zu  fassen 
und  mit  seiner  Hilfe  eine  Theorie  der  Lösungen  und  der  Diffusion  aufzustellen, 
die  mehr  die  molekularen  Vorgänge  bei  diesen  Erscheinungen  berücksichtigt  als 
dies  vordem  geschah. 

van't  Hoff,  von  dem  diese  Untersuchungen  ihren  Ausgang  nahmen,  definirt 
den  osmotischen  Druck  in  folgender  Weise:  Denken  wir  uns  ein  mit  Salzlösung 
gefülltes  GefUss,  dessen  Wand  vollkommen  fest  und  nur  für  das  Lösungsmittel 
(Wasser)  durchlässig  ist,  in  Wasser  getaucht,  so  übt  das  Salz  auf  das  äussere 
Wasser  eine  anziehende  Kraft  aus,  dies  tritt  in  minimaler  Menge  so  lange  in  das 
Gefäss,  bis  durch  den  in  diesem  entstehenden  Ueberdruck  der  wasseranziehenden 
Kraft  des  Salzes  das  Gleichgewicht  gehalten  wird.  Die  Druckdifferenz  Innen 
und  Aussen  an  der  Gewässwand  ist  der  osmotische  Druck.  Der  entstandene 
Gleichgewichtszustand  lässt  sich  natürlich  auch  von  vornherein  dadurch  herstellen, 
dass  man  im  Gefässinnem,  etwa  durch  einen  beweglichen  Kolben,  den  betreffen- 
den Ueberdruck  erzeugt.  Man  kann  also  durch  Steigerung  und  Verkleinerung  des 
Kolbendrucks  willkürliche  Concentrationsänderungen  im  Innern  des  Gefässes  be- 
wirken und  so  umkehrbare  Processe  hervorrufen,  die  gestatten,  den  zweiten  Haupt- 
satz der  mechanischen  Wärmetheorie  anzuwenden.  Das  Verhalten  der  Salz- 
moleküle, das  den  osmotischen  Druck  erzeugt,  steht  dabei,  wie  wir  sehen 
werden,  in  vollständiger  Analogie  mit  dem  Verhalten  der  Gase,  für 
beide  gelten  dieselben  Gesetze,  sobald  wir  die  Lösungen  sehr  verdünnt  an- 
nehmen, so  dass  die  einzelnen  Salzmoleküle  auf  einander  keine  Wirkung  mehr 
ausüben,  sondern  nur  der  Einwirkung  der  Wassermoleküle  unterliegen.  Diese 
Bedingung  soll  im  Folgenden  immer  als  erfüllt  angesehen  werden. 

,  In  diesem  Falle  gilt  für  den  osmotischen  Druck,  wie  für  die  Gase,  das 
MARioTTE'sche  Gesetz.  Denn  die  wasseranziehende  Wirkung  der  Salzmoleküle, 
die  ihn  hervorruft,  ist  offenbar  der  Menge  der  anziehenden  Moleküle  pro  Volum- 
einheit, d.  h.  der  Concentration  proportional.  Das  bestätigen  die  Versuche  Pfeffer's 
mit  Rohrzucker  (s.  oben)  und  von  de  Vries  mit  Rohrzucker,  salpetersaurem  und 
schwefelsaurem  Kalium. 

Gay-Lussac's  Gesetz  beweist  van'tHoff,  indem  er  die  in  einem  Cylinder 
mit  halbdurchlässiger  Wand  eingeschlossene  sehr  verdünnte  Lösung  einen  von 
2  isothermischen  und  2  isentropischen  Curven  gebildeten  Kreisprocess  ausführen 
lässt.  Die  erste  isothermische  Aenderung  erzeuge  die  Volumänderung  dv^  Anfangs- 
druck und  Temperatur  seien  P  und  T',  so  wird  die  äussere  Arbeit  PdV  geleistet 
und  diese  ist,  wie  van't  Hoff  bei  der  vorausgesetzten  grossen  Verdünnung  an- 
nimmt gleich  der  ganzen  dabei  aufgenommenen  Wärmemenge.    Bei  der  andern 
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isothennischen  Aetiderung  sei  P —  dP  und  T —  dT  der  Druck  und  die  Tempe- 
ratur, folglich  nach  dem  zweiten  Hauptsatz: 

PdV      {P-^dP)dV     ^      .    ^    P 
ji    —  — y *yi —  =  0,    d.  h.  -^  =  amst 

Die  experimentellen  Daten  aus  Pfeffer's  und  de  Vries'  Beobachtungen 
schliessen  ein  zu  kleines  Temperaturintervall  ein,  um  das  Gesetz  genauer  zu 
prüfen,  doch  scheinen  sie  sowohl  wie  einzelne  Beobachtungen  Soret's  mit  ihm 
im  Einklang  zu  stehen. 

Das  AvooADRo's che  Gesetz  für  verdünnte  Lösungen  heisstnach  van'tHoff: 
Bei  gleichem  osmotischem  Drack  und  gleicher  Temperatur  enthalten  gleiche 
Volumina  der  verschiedensten  Lösungen  gleiche  Molekülzahl  und  zwar  diejenige, 
welche  bei  derselben  Spannkraft  und  Temperatur  im  gleichen  Volum  eines  Gases 
enthalten  ist.  Das  wird  bewiesen,  indem  van't  Hoff  bei  constanter  Temperatur 
die  Lösung  eines  Körpers,  der  auch  als  Gas  besteht,  z.  B.  Sauerstoff  in  Wasser, 
einen  umkehrbaren  Kreisprocess  durchmachen  lässt  und  das  HENRv'sche  Gesetz 
für  ihn  als  gültig  annimmt.  Zu  dem  Zweck  denkt 
sich  van't  Hoff  einen  mit  der  Lösung  gefüllten  Cy- 
linder  oben  und  unten  durch  verschiebbare  Kolben 
(1  und  2)  verschlossen  und  zum  Theil  in  Wasser  If 
getaucht.  Die  äusseren  Wände  des  Cylinders  sollen  ^ 
nur  Wasser  durchlassen  und  in  seinem  Innern  soll  ; 
sich  eine  Scheidewand  w  befinden,  die  nur  den  gelösten  ^^^^:==^^^^ 
Körper  (Sauerstoff)    passiren   lässt.     Das   Volum    der  '^l      ^      ^^ 

Gewichtseinheit  Sauerstoff  in  der  Flüssigkeit  P,  die  den  CPh.  208.) 

Raum  zwischen  w  und  2  ausfüllt,  sei  V  und  Stempel  1  ruhe  bei  Beginn  des  Pro- 
cesses  auf  w.  Der  Druck  des  Gases  resp.  osmotische  Druck,  falls  die  Gewichts- 
einheit Gas  in  der  Volumeinheit  vorhanden  ist,  sei  P  resp.  p]  also  übt  die  Ge- 
wichtseinheit Gas  in  einem  Volum  Fder  Flüssigkeit  nach  Mariotte's  Satz  den  Druck 

p 

—  aus.    Hebt  man  nun  den  Stempel  1  und  2,  indem  man  stets  den  Druck  und 

die  Sättigung  der  Flüssigkeit  mit  Gas  constant  hält,  so  dass  die  Gewichtseinheit 

des  Gases  frei  wird,    so  leistet   es  dabei  eine  Arbeit:  — F«7>-hzr.  — ,  wenn  z^ 

V  V 

das  Volum  des  freien  Gases  ist.     Vergrössert  man  v  noch  um  dv,  so  wird  die 

p 
Arbeit  dv  •—  geleistet.    Senkt  man  jetzt  Kolben  1  und  2  und  führt  das  frei  ge- 
wordene Gas   wieder  in  Lösung  über,    wobei    das  Volum    der  Lösung  V-hdV 

P  p 

werden  soll,  so  ist  der  Ausdruck  der  Arbeit:  —  (g-h^p)  .   H-C^+^F)  y,jy 

und  verkleinert  man  endlich  das  Lösungsvolum  F-h  d  V  auf  seine  anfängliche 
Grösse  V^  so  erhält  man,  wie  oben  bei  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  von 

2.  Ordnung  unendlich  klein  sind,  die  Arbeit  ^dV^,     Durch    Addition    dieser 

6  Posten  ergiebt  sich 

dV'P      dV'P      ^ 
V  V 

Gilt  das  HENRv'sche  Gesetz,    so  ist  aber  v\  F=  (z^  -H  dv)  :  (Fh-  dV),  d.  h. 

P^p. 
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Es  ist  somit  der  osmotische  Druck  der  in  der  Volumeinheit  der  Flüssigkeit 
gelösten  Gewichtseinheit  des  Gases  =  dem  Druck  des  freien  Gases,  das  in  der 
Yolumeinheit  die  Gewichtseinheit  enthält  Es  müssen  also  in  verdünnten  Lösungen, 
die  gleichen  osmotischen  Druck  zeigen»  eine  gleiche  Anzahl  von  Molekeln  ent- 
halten sein. 

Wie  für  Gase  wird  man  jetzt  für  Lösungen  als  Vereinigung  des  MARiOTTE'schen 
und  GAV-LussAC*schen  Gesetzes  haben: 

Denkt  man  sich  die  Concentration  stets  in  Kilogrammmolekeln  ausgedrückt 
und  wählt  Wasserstgff  bei  0°  und  Atmosphärendruck  zum  Ausgang,  so  wird  diese 
Gleichung 

PK«  845 -r, 

wo  P  stets  den  osmotischen  Druck  bezeichnet 

Der  AvoGADRo'sche  Satz  gilt  aber  natürlich  nicht  nur  flir  Lösungen  von 
Körpern,  die  zuföUig  bei  gewöhnlichen  Umständen  Gasform  haben,  sondern  für 
jeden  gelösten  Stoff.  Das  zeigt  z.  B.  Pfeffer's  Bestimmung  des  osmotischen 
Drucks  für  wachsende  Temperaturen  bei  einer  If  Zuckerlösung,  die  also  etwa 
1  gr  Zucker  in  100*6  ccm  Lösung  enthält  Vergleicht  man  den  osmotischen  Druck 
dieser  Lösung  z.  B.  mit  einer  Lösung  von  Wasserstoff,  die  ebensoviel  Moleküle, 
d.  h.  ^^  gr  H  in  100-6  ccm  Lösung  enthält,  so  findet  man  eine  sehr  gute  Ueber- 
einstimmung.  Der  Druck,  den  -^gr  H  im  Liter  bei  0^  ausüben,  beträgt  0*649  Atm., 
also  bei  /^  ist  er  0*649  (1  +  000367  /)  und  dieser  soU  gleich  dem  osmotischen 
Druck  der  1§  Zuckerlösung  sein,  was  die  folgende  Tabelle  bestätigt: 


Tempciatur 

Von  Pfsffer  beob- 
achteter osmotischer 

0-649(1+0-00367  0 

Druck 

in  Atmosphären 

6-8 

0-664 

0-665 

13-7 

0-691 

0-681 

14-2 

0-671 

0-682 

1Ö-5 

0-684 

0-686 

22 

0-721 

0-701 

32 

0-716 

0-725 

36 

0-746 

0-735 

Weitere  Bestätigungen  des  AvooADRo'schen  Satzes  für  Lösungen  ergaben 
sich  dadurch,  dass  aus  ihm  gezogene  thermod3mamische  Folgerungen  zu  den 
experimentell  gefundenen  Gesetzen  Raoult's  über  die  molekulare  Dampfdruck- 
und  Gefrierpunkts-Erniedrigung  von  Lösungen  führen. 

Die  Schlüsse  van't  Hoff's  sind  später  von  Duhem  (4)  auf  anderm  Wege  mit 
Hilfe  des  thermodynamischen  Potentials  bestätigt  worden  und  die  von  beiden 
Forschem  gewonnenen  Sätze,  dass  isotonische  Lösungen  merklich  dieselbe  Dampf- 
spannung und  denselben  Gefrierpunkt  haben,  zeigt  die  oben  angeführte  Tabelle 
von  Tammann  als  richtig.  Nur  bezüglich  der  Beziehungen  zwischen  osmotischem 
Druck  und  Temperatur  weichen  Duhem's  Folgerungen  von  van*t  Hoff's  Ergeb- 
niss,  dass  auch  für  Lösungen  das  GAv-LussAc'sche  Gesetz  gelten  solle,  ab,  indem 
Duhem  einen  complicirteren  Zusammenhang  für  diese  Grössen  findet.  Da  die 
Versuche  gerade  hierüber  noch  sehr  wenig  zahlreich,  so  sind  zur  Entscheidung 
weitere  Untersuchungen  erforderlich. 

Eine  direkte  Ableitung  des  zwischen  2  verschieden  concentrirten  Lösungen 
bestehenden  osmotischen  Drucks  aus  derDampfspannung  der  Lösungen 
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haben  Gouy  und  Chaperon  (6)  auf  folgende  Weise  gegeben:  2  Pumpen  mit 
Kolben  A^  und  A^  communiciren  durch  eine  Röhre,  in  deren  Mitte  sich  die 
nur  für  das  Lösungsmittel  durchlässige  Wand  c  befindet.  Die  Röhre  kann  durch 
je  einen  Hahn  B^  und  B^  von  jeder  Pumpe  abgesperrt  werden.  Die  Pumpen 
werden,  während  die  Hähne  offen  sind,  mit  den  Lösungen  gefüllt  und  zwischen 
diesen  bestehe  bei  den  Drucken  P^  resp.  P^  osmotisches  Gleichgewicht.  Dann 
ist  -Pa  —  -Pj  =/  der  osmotische  Druck.  Jetzt  vollführe  man  bei  constanter 
Temperatur  folgenden  umkehrbaren  Kreisprocess:  Das  Gewicht^«/  des  Lösungs- 
mittels werde  durch  c  von  A^  nach    

A^  getrieben,  dabei  wird  die  Arbeit   ■ 

dw  dw 

P^K^-jy P^K^-^  geleistet,  wo    — ^  g, 

D^    das    specifische    Gewicht    des  (Ph.ao9.) 

Lösungsmittels  und  Ky^  und  K^  die  Contractionscoefficienten  der  beiden  Lösungen 
sind.  Die  Hähne  werden  geschlossen.  Durch  eine  Hiltspumpe  wird  dw  aus  A^ 
verdampft  und  der  Stempel  dabei  stets  nachgeschoben,  so  dass  A^  immer  voll 
bleibt  Das  geschieht  bei  der  Maximaltension  F^  des  Dampfes  in  A^^  und  end- 
lich werde  dw  bei  der  Maximaltension  Fy^  des  Dampfes  in  A^^  condensirt.  Be- 
zeichnet ff{F^,Fy)  die  Arbeit,  welche  geleistet  wird  durch  die  üeberführung  der 
Gewichtseinheit  Dampf  aus  einen  Behälter  mit  Druck  F^  in  einem  Behälter  mit 
dem  Druck  F^,  so  ist  die  in  dem  letzten  Theil  des  angegebenen  Kreisprocesses 

geleistete  Arbeit: 

.  dw  dw 

Die  Summe  aller  angeführten  5  Posten  muss  =0  sein,  d.  h. 

folglich 

Im  Allgemeinen  sind  Ä'j  und  K^  nahe  =  1.  Gilt  das  MARiOTTE-GAY-LussAC*sche 
Gesetz,  so  ist 

ff{F^.F^)  =  RTlog^^, 
und  vernachlässigt  man  noch  F^  — F^^^  so  hat  man  genähert: 

d.  h.  der  Druck  ist  grösser  in  derjenigen  Lösung,  die  die  geringere  Dampf- 
spannung hat. 

d)  Moleculartheorie  der  Diffusion. 
Der  osmotische  Druck  wurde,  wie  wir  sahen,  von  van't  Hoff  u.  A.  als  durch 
die  anziehenden  Kräfte  hervorgerufen  gedacht,  welche  die  Salzmoleküle  einer 
Lösung  auf  die  Wassermoleküle  ausüben.  Wenn  er  auch  nur  mit  Hilfe  halb- 
durchlässiger Wände  gemessen  werden  kann,  so  muss  er  doch  in  jeder  Lösung 
vorhanden  sein  und  wir  können  uns  nach  van't  Hoff  denken,  dass  die  Moleküle 
eines  gelösten  Stoffes  von  Stellen  höheren  osmotischen  Druckes  zu  Stellen 
niederen  Druckes  getrieben  werden,  bis  sie  gleichmässig  in  dem  Lösungsmittel 
vertheilt  sind,  d.  h.  bis  die  Diffusion  vollendet  ist.  Da  aber  der  Process  der 
Diffusion  nur  sehr  langsam  vor  sich  geht,  so  müssen  sich  der  Bewegung  der 
Salzmoleküle  in  dem  Lösungsmittel  grosse  Reibungswiderstände  entgegenstellen, 
die  man  mit  Hilfe  der  Diffusionsversuche  wird  berechnen  können.    Solche  Ueber^, 
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l^ungen  führten  W.  Nernst  (i)  zu  einer  Molekulartheorie  der  Diffusion,  die 
wir  im  Folgenden  wiedergeben  wollen,  und  die  wie  van't  Hoff*s  Schlüsse  nur 
für  verdünnte  Lösungen  gilt. 

Diffusion  der  Nichtelektrolyte.  In  dem  Difiusionscylinder  von  dem 
Constanten  Querschnitt  q  wirke  an  der  Stelle  x  der  osmotische  Druck  /,  dann 
wirkt,  wenn  die  x  in  senkrechter  Richtung  gerechnet  werden,  auf  die  in  der 
Flächenschicht  qdx  vorhandene  Substanz  der  Druck  —  qdp,  Ist  u  die  Concen- 
tration,  d.  h.  die  im  ccm  enthaltene  Anzahl  Grammmolekeln,  so  ist  die  Kraft, 

1  dp 


die  an  der  Stelle  x  auf  jede  ^-Molekel  wirkt 


u  dx' 


Heisst  K  die  Kraft,  die 


cm , 


eine  in  Lösung  befindliche  ^-Molekel  mit  der  Geschwindigkeit  1  —  bewegt,  so  ist 

^-^ K  dx 
die  Salzmenge  in  ^r-Mol ekeln,  die  durch  den  Querschnitt  q  in  der  Zeit  /  hindurch- 
tritt, wenn  zwei  um  1  cm  von  einander  abstehende  Schichten  die  Concentrations- 
diiferenz  1  haben. 

So  lange  der  gelöste  Stoff  mit  zunehmender  Concentration  sich   nicht  poly- 
merisirt,  ist  der  osmotische  Druck  der  Concentration  proportional,  d.  h. 

wo  pQ  den  Druck  in  einer  Lösung  von  der  Concentration  1  bedeutet,  somit  wird: 

qtpo_  du 
K    dx' 


5  = 


0) 


Da  nun  K  für  verdünnte  Lösungen  von   der  Concentration    unabhängig  ist, 

du 
gibt    1)   direkt   das   von    Fick   aufgestellte  Elementargesetz  3=^  —  kqj-/  der 

Difiusion.  Es  ist  dies  für  verdünnte  Lösungen  also  streng  gültig,  für  concen- 
trirte  dagegen  können  Abweichungen  entstehen,  wenn  AT  mit  der  Concentration 
sich  ändert  und  /  nicht  mehr  u  proportional  ist.     Nach  dem  Obigen  wird: 

Po    cm^ 
sec 

pQf  der  Druck  in  einem  Raum,  der  2  f r  H  oder  32  gr  O  in  ccm  enthält, 
ergiebt  sich  (wenn  bis  zu  solchen  Dichtigkeiten  das  MARiOTTE'sche  Gesetz  noch 
gültig  wäre),  nach  den  Zahlen  Regnault's  bei  0""  zu  22380  und  22320  Atmo- 
sphären.    Setzt  man  das  Mittel  dieser  Zahlen  ein,  so  wird 

/o  ==  22350  . 1-033(1  -h  0*00367  /)  =  23080(1  -h  0  00367  /)  ^  .„^    ' ,   d.  h. 


cm^ 


2-3  .  10* (1  4-  000367 /) >^-Gew. 
Damach  berechnete  sich  die  folgende  Tabelle: 


^-^ 


StofT 

/o 

se€ 

bestimmt 
von 

K 

Harnstoff  .... 

7-5 

93-8 

2-5 

Chloralhydrat .     .     . 

9 

63-7 

Scheffer 

8-8 

Mannit 

10 

440 

5-5 

Rohraucker      .     .     . 
Arabisches  Gummi  . 
Gerbsäure  .... 
Albumin     .... 

9-10 

10 

10 
13-15 

36-1 

15-0 

U-7 

7-3 

Graham- 
Stefan 

6-7 
16 
20 
38 

X  10»  ^-Gew. 

Caramel     .... 

9—10 

6-4 

44 

1      r\r\c^ 
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Es  sind  das  also  ganz  enorme  Reibungswiderstände,  die  die  ^-Molekel 
eines  Nichtleiters  bei  der  Diffusion  durch  ihr  Lösungsmittel  erfährt. 

Diffusion  von  Elektrolyten.  Wir  nehmen  nach  Arrhenius  u.  A.  an, 
dass  die  Elektrolyte  in  verdünnten  Lösungen  dissociirt  sind  und  betrachten  nur 
den  Grenzzustand,  dem  sie  sich  mit  zunehmender  Verdünnung  nähern  und  bei 
dem  die  Dissociation  vollständig  sein  soll.  Femer  beschränken  wir  uns  auf  ein- 
basische Säuren  und  deren  Salze,  da  wir  nur  bei  ihnen  wissen,  welches  die  Ionen 
sind  und  wie  weit  die  Molekel  eines  gelösten  Stoffes  activ  ist,  d.  h.  sich  an  der 
Elektricitätsleitung  betheiligt  Bei  solcher  sehr  grossen  Verdünnung  ist  Kohl- 
rausch's  Gesetz  von  der  unabhängigen  Wanderung  der  Ionen  und  seine  Be- 
rechnung der  absoluten  Geschwindigkeit  derselben  streng  richtig.  Die  Kraft  /, 
durch  deren  Einwirkung  1  ^r-Ion  (1  gr  H;  35  ^r  Gl  etc.)  mit  der  Geschwindig- 
keit 1 —  11  der  Lösung  bewegt  wird,  ist  in  diesem  Falle  nach  Kohlrausch: 

•>"=  «>•  1063 •/()-».  01037  •  981000.1037 -iF?  =  ^ '  ^^'»»^^  '  ^^'  ^''-^^^•'  ^^^ 
WO  1'037  •  10-*  die  Menge  ZT  bedeutet,  mit  welcher  die  Elektricitätsmenge  1 
{c^rs)  wandert  und  w  •  I-063'IO-*  •  0'1037  das  absolute  molekulare  Leitungsver- 
mögen des  Ions  ist.  Für  das  Anion  ist  w^=n  X,  für  das  Kation  =  (1  — «)  X,  wo 
n  die  HrrxoRF'sche  UeberfÜhrungszahl  und  X  den  Grenzwerth  des  specifischen 
molekularen  Leitungsvermögens  bei  zunehmender  Verdünnung  bedeutet. 

Jedes  der  beiden  Ionen  steht,  da  sie  stets  in  gleicher  Anzahl  vorhanden 
sind,  unter  gleichem  osmotischem  Druck,  also  sind  nach  Früherem  die  bei  der 
Difiiision  in  Bewegung  gesetzten  Mengen  des  Anions  resp.  Kations: 

•^^  "-■"/«  5i"  ""TT  ^^  ^'  -^"-"/x//^-""  /x  dx'  ^^^ 
wo  pQ  der  osmotische  Druck  in  einem  Raum,  der  1  ^-lon  im  ccm  enthält. 

Da  Ja  und  y»  verschieden  sind,  würden  das  im  Allgemeinen  auch  5«'  und 
Sx  sein.  Wenn  also  zu  einer  Zeit  /  an  der  Stelle  x  die  Ionen  in  gleicher  An- 
zahl in  der  Volumeinheit  enthalten  sind,  so  müsste  dies  aufhören,  wenn  x  oder  / 
sich  geändert  haben  und  der  osmotische  Druck  die  einzig  wirkende  Kraft  wäre. 

Nach  dem  Grundgesetz  der  Elektrostatik  darf  aber  im  Innern  eines  Leiters 
freie  Elektricität  nicht  bestehen,  d.  h.  auf  Elektrolyse  angewandt,  die  Ionen 
müssen  im  Innern  der  Lösung  stets  in  äquivalenten  Mengen  vorhanden  sein. 
Eine  dies  Verhältniss  ändernde  Diffusion  ist  unmöglich,  es  müssen  also  zu  den 
osmotischen  Druckkräften  noch  elektrostatische  Kräfle  hinzukommen,  welche  die 
Geschwindigkeiten  der  beiden  Ionen  ausgleichen. 

Diese  elektrostatischen  Kräfte  werden  von  den  elektrischen  Ladungen  herrühren, 
die  wir  auf  der  Oberfläche  der  Elektrolyte  nach  dem  CouLOMß'schen  Gesetz 
wirkend  annehmen  müssen. 

Um  die  Grösse  der  auftretenden  Potentialdifferenz  und  die  Art,  wie  sie  die 
Diffusion  beeinflusst,  zu  ermessen,  denken  wir  uns  z.  B.  2  verschieden  concen- 
trirte  Lösungen  von  HCl  sich  berührend.  Der  auf  H  und  auf  Gl  wirkende 
osmotische  Druck  ist  der  gleiche,  die  Geschwindigkeit  des  H  aber  nach  Hittorf 
und  Kohlrausch  unter  dem  Einfluss  derselben  Kraft  etwa  6  mal  so  gross  wie 
die  des  Gl.  Es  werden  also  im  ersten  Augenblick  des  Contacts  der  beiden 
Lösungen  etwa  6  mal  soviel  H-  als  Cl-Ionen  aus  der  concentrirten  in  die  ver- 
dünntere  Lösung  übergehen,  die  concentrirtere  Lösung  erhält  somit  einen  Ueber- 
schuss  an  Gl-,  die  verdünntere  an  H-Ionen.  Da  aber  beide  Arten  von  Ionen 
mit  gleich  grosser  aber  entgegengesetzter  Elektricität  geladen  sind,  so  fokt  dass 
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in  der  verdünnten  Lösung  eine  dem  Ueberschuss  entsprechende  Anzahl  von  H- 
lonen,  in  der  concentrirten  die  gleiche  Anzahl  von  Cl-Ionen  an  die  Oberfläche 
gehen  muss.  Die  verdünnte  HCl-Lösung  lädt  sich  somit  positiv,  die  concen- 
trirte  negativ  elektrisch.  Dadurch  wird  eine  Kraft  erzeugt,  welche  die  H-Ionen 
von  Orten  niederer  zu  Orten  höherer,  die  Cl-Ionen  von  Orten  höherer  zu  solchen 
niederer  Concentration  hintreibt  und  der  stationäre  Zustand  wird  schliesslich  der 
sein,  bei  dem  das  Zummen wirken  von  osmotischem  Druck  und  elektrostatischer 
Ladung  beiden  Arten  von  Ionen  gleiche  Geschwindigkeiten  ertheilen. 

Sind  w  und  v  die  Geschwindigkeiten,  die  dem  Kation  und  Anion  durch 
gleiche  Kräfte  ertheilt  werden  und  ist  P  das  Potential  der  elektrostatischen 
Ladung  im  Punkte  ar,  so  lautet  die  Bedingung  dafür,  dass  beide  Ionen  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  wandern: 

/l  dp      dJP\         (i  dp      dF\ 

folglich 

dP       \_  W  —  v  dp 

dx  ^^  u  w  -{-v  dx'  ^  ' 

Unter  Einfluss  dieser  Kraft  allein  würden  sich  zur  Zeit  /  durch  den  Quer- 
schnitt q  die  Mengen  der  Ionen  bewegen: 

,_       qtw-^v  dp^  ,_       qtw-udp 

^"^ Jaw-^vdx'     ^"^    "^Jy.W'^udx'  W 

Die  thatsächlich  diffundirenden  Mengen  werden  sein 

Oa  ^  Oo   "h  *Ja    I       »->x  ^^  *J»   ~t~  *Jx   f 

d.  h. 

c  —      ii    ^^    ^/ y/^o     2w    du 

"  y«  w  +  v  dx'~~'  /a    w-hv  dx' 

qt     2v     dp  _      g-//o      2p     du  ^'^ 

*  /a  w  -hv  dx"^        /x    w-hvdx' 

Setzen  wir  aus  (2)  die  Werthe  von  y«  und  /x  ein,  so  wird: 

5.  =  5. 1121. 10-  ffp,  ^„Tx.  (8) 

d.  h.  es  diflundiren  beide  Ionen  gleich  schnell,  wie  es  den  Voraussetzungen  und 
Thatsachen  nach  nothwendlg  ist.  Gleichung  (8)  giebt  die  Menge  Salz  in  ^- 
Molekeln,  die  in  der  Zeit  /  durch  den  Querschnitt  q  geht  und  zeigt,  dass  für 
verdünnte  Salzlösungen  auch  das  FiCK'sche  Elementargesetz  streng  gültig  ist. 

Die  Salzmenge,  die  beim  Concentrationsgefsllle  1  in  einer  Secunde  durch 
den  Querschnitt  eines  qcm  hindurchgetrieben  wird,  d.  h.  der  Diffusionscoefficient  k 
ist  demnach: 

k  =  M21  .  10--^  ./o  — r—  =  Ö-5186  — r-  ^^  >  (9) 

WO  pQ  nicht  auf  0^  sondern  auf  18°  umgerechnet  ist. 

Wir  können  somit  die  Diffusionsconstante  in  absolutem  Masse  berechnen, 
wenn  wir  die  absoluten  Geschwindigkeiten  der  Ionen  des  betreffenden  Salzes 
kennen. 

Die  Werthe  von  w  und  v  ergeben  sich  aus  Kohlrausch's  Versuchen.  Doch 
da  diese  sich  auf  die  Concentration  u  ==  10~*  beziehen,  ist  bei  ihnen  die  Ver- 
dünnung der  Lösung,  bei  der  alles  Salz  an  der  Elektrolyse  theilnimmt,  noch 
nicht  erreicht,  was  die  obigen  Entwickelungen  doch  voraussetzen.  Deshalb  sind 
alle  Zahlen  Kohlrausch's  noch  mit  1047/1216=1-16  multiplicirt  worden,  in 
welchem  Veihältniss  Chlorkalium  bei  der  Concentration  10~*  dissociirt  erscheint. 

Man  erhält  so:  r^r^mn]^ 
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K  NH4  Na  Li  Ag  H 

«/  •  10'  =  60  58  37  28  49  315 

Cl       J       NO,     CIO3     CjHjOa     OH     Br    COOK    CeHjSO, 
2^.10^=63      64        56         49  30  166     64         43  27 

wo  die  letzten  3  Zahlen  in  der  Reihe  der  v  Versuchen  Ostwald's  entnommen 
sind  und  wo  alle  Zahlen  sich  auf  18^  beziehen. 

Die  des  Vergleiches  wegen  nothwendige  Reduction  aller  Beobachtungen  des 
Diffusionscoefficienten  auf  die  Temperatur  von  18"  geschah  für  Salze  nach  der 
Formel: 

>^,  =  >i, 3 [1  -h  0026 (/ -  18)1  (10) 

und  für  Säuren  und  Basen  nach: 

>&^  =  ^j3[H-0024(/-  18)].  (11) 

Diese  Formel  erhält  man  in  folgender  Weise:  Das  elektrische  Leitungsver- 
mögen X  bei  der  wenig  vom  Ausgangspunkt  der  Zählung  entfernten  Temperatur  / 
kann  man  schreiben: 

^  =  [«'0(1  H-a«OH-«'o(l  -Ha.'Ol^CH-ö^A 
wo  Wo  und  Vq  die  lonengesch windigkeiten  bei  0®,  a„,  und  Hv  deren  Temperatur- 
coefficienten,  a  die  ARRHENius'sche  Activitätszahl  (d.  h.  den  Bruch,  der  das  Ver- 
hältniss  der  dissociirten  zur  Anzahl  aller  in  Lösung  vorhandenen  Moleküle  er- 
giebt)  und  a«  deren  Temperaturcoefficienten  bezeichnet,  a«  darf  als  sehr  klein 
gegen  o»  und  a^  angesehen  werden,  da  der  Temperaturcoefficient  sehr  verdünnter 
Lösungen  sich  weder  mit  der  Temperatur  noch  der  Concentration  bedeutend 
ändert.    Es  wird  somit 

w{i  H-  a«,/')  -h  v{\  +  0^')  =  (w  -h  vXt-hoLt'), 
wo  a  den  von  Kohlrausch  bestimmten  Temperaturcoefficienten  bedeutet,  wenn 
wir  die  Temperatur  von  18°  ab  zählen.  Durch  Untersuchung  der  Abhängigkeit 
der  UeberfÜhrungszahl  n  von  der  Temperatur  bei  Silbernitratlösung  fand  Nernst, 
dass  für  dieses  Salz  n  sich  sehr  wenig  mit  der  Temperatur  ändert  und  man  bei 
diesen  Ionen  o»  =  o»  =  a  setzen  darf.  Berechnet  man  hiemach  die  Temperatur- 
coefficienten der  Geschwindigkeiten  der  übrigen  Ionen,  so  ergeben  sich  dieselben 
für  K,  Na,  Li,  NH^,  Cl,  J,  N0„  CjHjiOj  sehr  nahe  gleich,  im  Mittel  =  0'022; 
für  OH:  0-018  und  für  H :  0-015,  welche  Zahlen  für  18°  gelten. 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  auch  f^  in  Gleichung  (9)  von  der  Temperatur 
abhängt,  so  wird  der  Temperaturcoefficient  von  k 

1  -h  a/  ^  ' 

WO  die  /*  von  18°  an  zählen.    Hiemach  sieht  man,  dass  Formeln  (10)  und  (11) 
den  Temperatureinfluss  darstellen. 

Auch  stimmen  diese  Formeln  mit  den  empirisch  von  de  Heen  abgeleiteten 
(s.  o.),  welche  vdie  Temperaturen  wie  gewöhnlich  von  0°  an  gerechnet)  lauten  für 
KNO,:>&/=  l-24[H-0027(/—  18)]  und  für  NaCl:>^/=  M6[l  -h 0-025 (/— 18)]. 
Ebenso  lässt  sich  die  von  H.  F.  Weber  für  Zinkvitriol  gegebene  Formel  schreiben 
kiT=zk^^[l  -|-0-028(/—  18)],  was  auch  gut  mit  Formel  (10)  übereinstimmt 

Die  nachstehende  Tabelle  giebt  d^n  Vergleich  zwischen  den  nach  der  Formel 
(9)  berechneten  und  den  beobachteten  Werthen.  Die  mit  m  bezeichnete  Columne 
enthält  die  Concentration  ausgedrückt  in  m  =  u-^,  d.  h.  in  der  sogen.  Normal- 
lösung als  Einheit,  in  der  Spalte  k  steht  der  direkt  beobachtete,  in  Spalte  k^^ 
der  nach  Gleichung  (10)  und  (11)  auf  18°  reducirte  Werth  des  Diffusionscoöfficienten. 
DieUeberschrift  ^k^  3  theor.c  endlich  giebt  die  ausGleichung  (9)  gewonnenen  Zahlen.^ 
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Beobachter 

m 

/*> 

k 

iü 

Mittel 

k^^  theor. 

Salzsäure 

SCHEPFER 

0-4 

0 

161 

284 

P 

II         .     .     •     .     . 

M 

0-4 

5 

179 

260 

>267 

288 

—  21 

1'         

jj 

0-5 

11 

213 

256 

1 

Salpetersäure      .     .     . 

II 

0-9 

5-5 

177 

253 

] 

M                            ... 

ft 

0-8 

8-5 

201 

260 

J256 

263 

—    7 

II                            ... 

001 

9 

200 

256 

j 

Kali 

II 

0-08 

18*5 

192 

214 

214 

243 

—  29 

Natron 

,, 

017 

8 

123 

162 

162 

168 

—    6 

Chlomatrium     .     .     . 

1/ 

0-5 

6 

88 

128 

n                     ... 

DF.  HeBN 

verd. 

18 

134 

134 

II                     ... 

Graham-Stefan 

1 

9-5 

108 

138 

if                     ... 

V.  Wroblbwski 

1-2 

8-5 

76 

102 

123 

130 

—    7 

»1                     ... 

SCHUHMRTSTER 

2-5 

9-2 

95 

124 

tf                     ... 

li 

2-3 

14-6 

106 

117 

II                     ... 

11 

2-3 

17-2 

118 

120 

Bromnatrium      .     .     . 
II               ... 

II 
II 

3-7 
30 

10 
18 

101 
111 

127 
127 

}- 

131 

—    4 

Jodnatrittin    .... 

II 

1-0 

82 

90 

122 

122 

181 

—    9 

Salpeters.  Natron  .     . 

II 

0-6 

12 

99 

119 

119 

128 

—    4 

Natriumformiat .     .     . 

SCHEFFER 

0-6 

8-8 

83 

110 

110 

110 

0 

Natriumacetat    .     .     . 
11               ... 

II 
II 

0-2 
0-4— 0-8 

4-5 
145 

60 
80 

93 
88 

>» 

91 

-    1 
0 

Benzolsulfons.  Natrium 

II 

0-3 

14-5 

77 

86 

86 

86 

Chlorkalium.     .     ,     . 

Schuhmeister 

11 

188 

153 

149 

U9 

170 

-21 

Bromkalium 

.    .    . 

1» 
II 

1-4 
1-4 

10-6 
20-6 

140 
161 

174 
152 

ll63 

171 

-    8 

Jodkalium 
ti 

.    .    . 

»» 
#1 

10 
1-4 

15-8 
13-3 

146 
137 

165 
155 

ll65 

171 

—  16 

Salpeters.  Kalium  .     . 

DE  HEEN 

— 

18 

144 

144 

»»              II        .     . 

Scheffer 

06 

7 

106 

150 

n                   II           .      . 

Schuhmeister 

1-6 

8 

91 

123 

137 

160 

-23 

II                   ,t           •      . 

it 

1-7 

13-8 

110 

124 

»1                   II           .       . 

ii 

0-8 

21-7 

160 

146 

Chlotammonium     .     . 

Scheffer 

0-9 

176 

152 

154 

ll50 

167 

-17 

II             ... 

Schuhmeister 

2*4 

20-5 

155 

146 

Chlorlithium       .     .     . 
11               .     .     . 

1 

3-2 
3-3 

5-4 
8-8 

75 

88 

108 
116 

|ll2 

106 

4-    6 

Bromlithium  .... 

• 

22 

8-1 

90 

122 

122 

108 

4-U 

Jodlithium 
II 

.    .    . 

1 
1 

1-2 
0-9 

9-9 
13-2 

93 
89 

117 
102 

|l09 

108 

+    1 

Silbemitrat 
II 

■ : : : 

Scheffer 

013 
0-29 

3-5 
7-5 

94 
104 

152 
142 

}"' 

145 

+    2 

Wie  E 

aan    sieli 

\%  ist  d 

lie  Uebc 

jreinstiir 

imung 

zwis( 

:hen 

beoba 

Lchteten 

und  be- 

rechneten  Zahlen  meist  eine  grosse.  Freilich  darf  dabei  nicht  vergessen  werden, 
dass  die  Concentrationen  in  vielen  Fällen  bedeutend  grösser  sind,  als  die  der 
Rechnung  zu  Grunde  liegenden  Annahmen  hier  zulassen  und  dass  auch  die  be- 
nutzte Temperaturcorrektion  der  Formeln  (10)  und  (11)  nach  den  vorhandenen 
Beobachtungen  noch  nicht  genügend  genau  geprüft  werden  kann. 

Diffusion  eines  Gemisches  von  Salzen.    Haben  wir  2  Salze  mit  einem 
gemeinschaftlichen  Ion  in  Lösung,  die  zusammen  in  Wasser  diffundiren  und  sind 


u^    und  u^  die  Concentrationen   der  beiden  Salze, 


so  steht  das  gemeinschaft- 
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schaftliche  Ion  unter  dem  Druck  (u^'hu^)^^,  wo  pQ  wieder  den  Druck  in  der 

Lösung  von  der  Concentration  1^- — -^  bedeutet.    Die  beiden  andern  mit  gleicher 

Elektricität  geladenen  Ionen  stehen  unter  dem  Druck  u^pQ  und  u^pQ.  Ist  F 
das  Potential  der  elektrischen  Ladung,  so  wirken  auf  1  ^r-Aeq.  der  Ionen  die 
Kräfte 

auf  das  gememschauliche  Ion ^ ^-^^ ^  -h  -^ , 

,     ^  /o  ^«*      ^^ 

„     „    zweite  Ion    .    .    .    .  — ^-^  -3 -j—, 

"      "  «1    äx      dx ' 

„     „    dnttelon     .     .    .    .-__-_. 

Sind  K^,  K^\  K^^  die  Kräfte,  welche  die  resp.  Ionen  mit  der  Geschwin- 
digkeit 1  bewegen  und  bedeuten  v^,  v^\  v^"  ^^^  diesen  Kräften  umgekehrt  pro- 
pationalen  Geschwindigkeiten  der  3  Ionen,  so  erhalten  wir  nach  Ueberlegungen, 
die  den  früheren  ganz  analog  sind,  als  Mengen  der  Ionen,  die  in  ^-Aeq.  durch 
den  Querschnitt  an  der  Stelle  x  in  der  Zeit  /  diffundiren: 


s,  =. 


c    » 


S,"' 


woraus  natürlich  wieder  S,=s5,'+5,"  folgt. 

Das  Verhältniss,  in  dem  die  beiden  gleichnamigen  Ionen  durch  den  Quer- 
schnitt diffundiren,  ist  also: 

^  [2^1  «2  H-  «1  (^1  +  «'a')]  -+-  -^  (^1  «j  -  ^a  «2) 

Dasselbe  ändert  sich  von  Schicht  zu  Schicht. 

Als   einfachster  Fall  ergiebt   sich  hieraus,    wenn  v^*  =  z^,"  r»  v^,  so  muss 

SJ        u. 

-^rr^=—^  sein.    Setzen  wir  das  in  (12)  ein,  so  wird  für  den  stationären  Zustand 

1    du^ 1_  du^ 

u^   dx        u^  dx  * 
d.  h.  die  Concentration  nimmt  für  beide  Salze  linear  ab.     Das  wird  noch  ange- 
nähert erfüllt  sein,  wenn  v^*  und  tf,"  nicht  sehr  verschieden  von  einander  sind, 
dann  wird  also  sein 

Damit  lassen  sich  einige  Versuche  Marignac's  vergleichen.  Bei  ihnen  waren 
von  beiden  Salzen  gleiche  Gewichtstheile  vorhanden;  es  stehen  somit  die  Mengen 
der  Salze,  die,  in  gr  statt  in  Aequivalenten  ausgedrückt,  in  der  gleichen  Zeit 
diffundiren,  in  dem  annähernden  Verhältniss 

£1  ^£^L.. 

^^  ^>"  Digitizedby  Google 
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Die  nachfolgende  Tabelle  zeigt  für  die  in  der  ersten  Spalte  stehenden  Stoffe 
in  wie  weit  diese  Gleichung  für  die  betreffenden  Versuche  erfüllt  war: 


KCl 

KNO, 

NaCl 


NaNO, 

NH^Cl 

NH4NO, 

KBr 


£1 
106 

104 


112 


Differens 
—  006 


M2         —008 


?sr        105 


108 


112 


—  0-07 


114        —  006 


KJ 
KNO, 

KCl 

NH^Cl 

KNO3 

NH^NO, 


MO 
116 
102 


1-14 


103 


103 


Difierens 
—  004 


013 


—  001. 


KNO, 

Auch  das  von  Graham  und  Marionac  gefundene  Resultat,  dass  der  Unter- 
schied der  Dififusionsgeschwindigkeiten  zweier  Salze  grösser  erschien,  wenn  sie 
als  Gemenge,  als  wenn  sie  einzeln  difiundirten,  lässt  sich  aus  obiger  Gleichung 
einsehen.  Diffundiren  z.  B.  2  Salze  mit  gemeinschaftlichem  Kation  gesondert, 
so  ist  das  Verhältniss  der  Dififusionsgeschwindigkeiten  nach  (9): 

diffundiren  sie  aber  im  Gemenge,  so  wird  das  Verhältniss  nach  (12)  näherungs- 

weise:  -^' 
^$ 
Das  erste  Verhältniss  ist,  wie  es  die  obige  Regel  verlangt,  von  der  Einheit 
stets  weniger  entfernt  als  das  zweite. 

Betrachtet  man  endlich  die  Diffusion  von  Elektrolyten  bei  grösseren 
Concentrationen,  so  hat  man  auf  den  bei  der  Difiusion  unzersetzten  Theil 
des  Salzes  die  Formel  für  Nichtelektrolyte  anzuwenden.  Ist  also  a  der  Activi- 
tätscoefficient  und  u  die  Concentration  an  der  Stelle  x,  so  wandert  die  Menge 
(1  —  ö)  u  unzersetzt,  die  Menge  au  als  Ionen.  Man  erhält  folglich  als  die  in  der 
Zeit  /  durch  den  Querschnitt  wandernde  Salzmenge: 

'[«^(1 — a)]       d{au)  f       w  v 

~dx  •■     dx    \{w-i-v)Ja  "^  (w-hlO/xj 

X  bedeutet  dabei  die  Kraft,  die  auf  eine  ^-Molekel  unzersetzten  Salzes  wirken 
muss,  um  sie  mit  der  Geschwindigkeit  1  zu  bewegen. 

IL  Dififüsion  der  Gase  und  Dämpfe. 
«)  Freie  Diffusion. 

Das  Wort  »Diffuse«  findet  sich  schon  bei  Priestlky  (1777)^)  aber  erst  Graham 
führte  den  Terminus  Diffusion  allgemeiner  in  die  Wissenschaft  ein.  Die  ersten 
Versuche  über  die  allmähliche,  ohne  Einfluss  äusserer  Kräfte  erfolgende  Mischung 
zweier  Gase  rühren  von  Berthollet  (1807)  und  Graham  (1829)  her,  hatten  aber, 
obgleich  später  Graham's  Versuche  Maxwell  (1868)  zur  angenäherten  Berechnung 
des  Diffusionscoefficienten  dienten,  ftir  das  Verständniss  der  Erscheinung  noch  ge- 
ringe Bedeutung,  da  bei  ihnen  meist  die  Communication  der  beiden  Gasarten 
durch  eine  engere  Röhre  stattfand. 

Aus  der  kinetischen  Gastheorie  erklärten  dann  Clausius  (1858)  und  Maxwell 
(1864)  die  langsame  Vermischung  der  Gase  durch  Diffusion  und  eilten  so  den 
exacten  Beobachtungen  voraus,  die  zuerst  Loschmidt   (1870)  und  seine  Schüler 


^«^H»         dx         ^    dx   VC 


-^- 
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anstellten.  Mit  diesen  Versuchen  ging  Hand  in  Hand  die  von  Stefan  (187  i)  ent- 
wickelte Theorie,  an  welche  sich  dann  wieder  die  zahlreichen  Beobachtungen 
von  Obermayer's  (1880  etc.)  anschlössen,  die  nach  Methoden  von  Loschmidt  und 
von  Stefan  angestellt  wurden,  während  Waitz  (1882)  optische  Hilfsmittel  zur 
Bestimmung  der  Difiusionsconstanten  benutzte.  Eine  Erweiterung  der  Maxwell- 
sehen  Theorie  gab  später  Boltzmann  (1882).  —  Die  Diflussion  von  Dämpfen 
behandelte  theoretisch  und  experimentell  Stefan(i873),  dem  Winkelmann (1884 etc.) 
mit  ausgedehnten  Untersuchungen  über  viele,  meist  organische  Körper  folgte.  — 
Die  freie  Diffusion  der  Gase  geht  nach  derselben  Differentialgleichung 
vor  sich  wie  die  der  Flüssigkeiten,  d.  h.  sind  2  Gase  in  einer  nicht  sehr  hohen 
verticalen  Säule,  das  schwerere  unten,  bei  gleichem  Druck  und  Temperatur  über- 
einander geschichtet  und  können  sie  sich  nur  in  verticaler  x  Richtung  bewegen, 
so  genügt  der  Partialdruck  p^  des  einen  Gases  in  der  Höhe  x  zur  Zeit  /  der 
Gleichung: 

a/  ~  '^  dx^  ^^^ 

Dies  hat  Maxwell  (ii)  aus  der  kinetischen  Gastheorie  direkt  abgeleitet  und 
Stefan  (15)  hat  es  aus  den  Principien  der  Hydrodydamik  unter  Voraussetzungen 
gefolgert,  deren  erste  der  Satz  ist:  in  jedem  Gemenge  wird  jedes  einzelne  Gas 
so  gedrückt,  als  es  selber  drückt,  und  deren  zweite  die  Hilfsannahme  ausspricht:  in 
jedem  Gemenge  erfährt  jedes  einzelne  Theilchen  eines  Gases,  wenn  es  sich  be- 
wegt, von  jedem  anderen  Gase  einen  Widerstand  proportional  der  Dichte  dieses 
Gases  und  der  relativen  Geschwindigkeit  beider. 

Stefan's  Betrachtungsweise  ist  kurz  folgende:  Bezeichnet  Q  den  Quer- 
schnitt des  Gefasses,  p^  den  Partialdruck  des  ersten  Gases,  pj,  //,  resp.  pj,  «,  die 
Dichte  und  Geschwindigkeit  des  ersten  resp.  zweiten  Gases,  so  ist  die  bewegende 
Kraft  für  das  erste  Gas  —  Qäpi,  und  der  Widerstand,  der  diesem  vom  zweiten  Gas 
entgegengesetzt  wird,  lässt  sich,  wenn  A^^  eine  Constante  bezeichnet,  schreiben 
-^i3PiP»(*^i  —  ^2)  Q^^>  cl.  h.  die  Summe  der  auf  die  Theilchen  des  ersten  Gases, 
welche  im  Volumen  Qdx  enthalten  sind,  wirkenden  bewegenden  Kräfte  ist: 
—  Q^Px  —  ^x%9i  P2  (^1  ■"  ^2)  Q^^-  Bezeichnet  E^  die  Beschleunigung  der  Masse 
PiQäx,  folglich 

dp. 
Pi?i==  -"ä^  — AaPiPa(«i  — »§)' 

oder  da  bei  der  Diffusion  die  Beschleunigung  (^  der  einzelnen  Elemente  der 
Gase  zu  vernachlässigen: 

^-H^iaPiP«K-«2)  =  0,  (2) 

wozu  noch  die  Gleichung  der  Continuität  kommt: 

^  +  %ül  =  0.  (3, 

Führt  man  an  Stelle  der  Dichten  die  Drucke  ein  und  sei/o  der  Normaldruck 
(7ßcm),  Tq  die  Normaltemperatur  (0°  C.),  bei  denen  die  Dichten  p  übergehen 
in  d^  und  </,,  sei  femer  T  die  Temperatur  und  /=/i-l-/a  der  Gesammtdruck 
der  beiden  Gase,  folglich 


Setze 


Pi^'^iT^^'        P«==^«^ 
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Dann  werden  die  Gleichungen  (2)  und  (3): 

^  +  ^»(/»^i-/>i^»)  =  0     und     ^-H^  =  0, 
und  analog  für  das  2.  Gas: 

T^  +  ^x>iPif,-p>fi)  =  0    und    ^  +  ^  =  0. 

Da  /  von  /  unabhängig,  erhält  man  hieraus  ^1  +  ^9  =  0,  folglich 

dp,  dpi, 

-a^-+-^  2/^1  =  0     und    -/f +  ^ij/>^8  =  0, 

und  folglich  mit  Hilfe  der  Continuitätsgleichung: 

dt    '^  b^^p  '    dx^   ^^  dx^ 
und  eine  analoge  Gleichung  für  das  zweite  Gas.    Es  ist  somit  der  DiffusionscoefBcient 

(4) 


/o*r>_    1 


Ax%d,d^T$     p 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  Gleichung  (1)  mit  der  für  die  freie  Diffusion 
der  Flüssigkeiten  ergiebt  sich  die  dem  dortigen  k  analoge  Bedeutung  unseres 
jetzigen  Diffusionscoefficienten  als  des  auf  die  Druckeinheit  reducirten  Gasvolums, 
das  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  eines  Gefasses  von  der  Querschnitts- 
einheit tritt,  wenn  der  Druck  jedes  der  beiden  Gase  sich  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung um  die  Einheit  ändert.  Die  Grösse  k  ist  nach  den  Theorien  von  Max- 
well und  Stefan  constant,  während  O.  E.  Meyer  den  Werth  von  k  aus  der 
kinetischen  Gastheorie  als  abhängig  von  dem  Mischungsverhältniss  der  beiden 
Gase  findet.  Trotzdem  die  Beobachtungen  eine  Veränderlichkeit  von  k  sehr 
wahrscheinlich  gemacht  haben,  ist  durch  sie  doch  die  Formel  von  O.  E.  Meyer 
nicht  bestätigt  worden,  so  dass  es  noch  an  einer  Theorie  der  Gasdifiusion  fehlt» 
welche  alle  Beobachtungsresultate  darstellt. 

Die  älteren  Versuche  von  Berthollet  (3)  und  Graham  (4),  welche  in  grosse 
Ballons  gefüllte  Gase  durch  engere  Röhren  diffundiren  Hessen,  zeigten  im  Wesent- 
lichen nur,  dass  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  der  Gase  verschieden  seien,  und 
auch  Graham's  Beobachtungen  (10),  bei  denen  analog  seinen  Versuchen  mit 
Flüssigkeiten  ein  Cylinder  in  seinem  unteren  Theil  mit  einem  schweren  Gas  ge- 
füllt, darauf  das  leichtere  geschichtet  und  wo  dann  von  Zeit  zu  Zeit  die  obersten 
Schichten  abgehoben  und  analysirt  wurden,  bleiben  in  ihrer  Genauigkeit  weit 
hinter  denen  Loschmidt*s  zurück.  Vollends  die  Beobachtungen  von  Jungk  (6) 
und  Hidebrandson  (7)  liefern  nur  qualitative  Resultate. 

LoscHMiDT  (12)  unternahm  seine  Versuche  in  der  Absicht,  den  Diflusions- 
coefficienten  k  zu  bestimmen  und  verfuhr  in  folgender  Weise:  Ein  97'5  cm  langes 
und  2*6  cm  im  Durchmesser  haltendes,  vertical  gestelltes  Glasrohr,  war  an  seinen 
beiden  Enden  durch  Spiegelglasplatten,  in  denen  Glashähne  sassen,  geschlossen 
und  in  der  Mitte  durch  einen  Schieber  aus  dünnem  Stahlblech  in  2  Abtheilungen 
getheilt.  Die  beiden  Rohrhälften  wurden  mit  den  zu  untersuchenden  Gasen  ge- 
füllt und  dann  der  Schieber  so  gestellt,  dass  er  die  Communication  zwischen 
beiden  vollkommen  frei  liess.  Nach  gewisser  Zeit  schloss  man  die  Rohrhälften  wieder 
gegen  einander  ab  und  analysirte  darauf  die  Gasgemische  in  ihnen.  Durch 
passende  Umhüllungen  des  Apparats  wurde  möglichst  für  constante  Temperatur 
gesorgt.  Es  sind  bei  diesen  Versuchen  fiir  das  Gas  1  die  Anfangsbedingungen: 
/i=/J  von  ar  =  0  bis  x^a/^\ 
p^^O  „  x^a/2  „  x  =  a  f  '^^'-"' 
und  die  Grenzbedingungen  ^.^.^.^^^  .^  GoOglc 
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-4^  =  0  für  jc  =  0  und  für  ^  =  a  und  jedes  /, 

wo  p  den  Druck,  unter  dem  beide  Gase  eingefüllt  sind,  und  a  die  Länge  des 
ganzen  Glasrohres  bedeutet.  Die  allgemeine,  diesen  Bedingungen  genügende 
Lösung  der  Diifusionsgleichung  ist: 

Berechnet  man  daraus  die  nach  der  Zeit  /  in  der  unteren  resp.  oberen  Rohr- 
hälfte befindliche  Menge  des  ersten  Gases 

u^=^qjp^dx    und     o^=^qJpy^dx, 

0  a/2 

wo  q  der  Querschnitt  des  Rohres,  so  wird: 

ir^  =  vA'  "  -^-9'  -'  +25'   -'  +-J' 

woraus  sich  k  findet 

Aus  diesen  Versuchen  ergab  sich  k  umgekehrt  proportional  dem  Druck  p 

und  direkt  proportional  dem  Quadrat  der  absoluten  Temperatur  T.    Ist  also  k^ 

der  auf  0°  C,  d.  h.  T^  und  76  cm  Druck  bezogene  Diffusionscoefficient,  so  ist 

T^     76 
^  =  ^0  7^  •  "7"  •    Auch  eine  Beziehung  zwischen  k  und  den  Molekulargewichten 

der  Gase  schien  zu  bestehen,  doch  Hess  sich  diese  nicht  genau  bestimmen. 
Loschmidt's  Werthe  von  k^  giebt  die  nachstehende  Tabelle: 

sec 
Kohlenoxyd  —  Sauerstoff  .  .  0*18022 
Schweflige  Säure  — Wasserstoff  0-48278 
Kohlensäure  —  Wasserstoff  .  055585 
Kohlenoxyd— Wasserstoff.  .  0*64223 
Sauerstoff— Wasserstoff  .  .  072167 
Nach  derselben  Methode,  bei  der  nur  der  Schieber  durch  einen  Hahn  er- 
setzt war,  und  nach  einer  andern,  von  Stefan  bei  Versuchen  über  die  Verdampfung 
benutzten  Anordnung  hat  von  Obermayer  (25,  29,  35)  zahlreiche  Beobachtungen 
angestellt.  Die  Anordnung  von  Stefan  bestand  darin,  dass  über  die  Mündung 
des  Glasrohrs,  in  dem  das  eine  Gas  enthalten  war,  fortwährend  das  andere  Gas 
strömte  und  so  stets  dort  die  Dichtigkeit  des  ersteren  auf  Null  erhielt.  Bei  manchen 
Versuchen  von  Obermayer's  nach  dieser  Methode  konnte  das  Diffusionsrohr  noch 
durch  einen  Hahn  in  2  Thle.  abgetheilt  und  beide  für  sich  untersucht  werden. 
Die  Lösung  der  Diffusionsgleichung  für  diese  Versuchsanordnung  ergiebt  sich 
aus  den  Bedingungen  für  /=0: 

/i=/  für  0<jc<ö, 
und  für  jedes  /: 

-j^  =  0  für  AT  ==  ö    und    /^  =  0  für  ^  =  0 

(wenn  die  x  von  der  Mündung  des  Rohres  nach  abwärts  gerechnet  werden  und 
a  die  Länge  des  Rohres  ist)  als: 

woraus  die  zur  Zeit  /  noch  in  dem  Rohre  befindliche  Gasmenge  ^  lolgOOQlC 

41* 


Kohlensäure  —  Stickoxydul 

.   009831 

„           —  Kohlenoxyd 

.   014055 

„           —  Sauerstoff  . 

.    0-14095 

—  Luft  .     .     . 

.    014231 

„           —  Sumpfgas   . 

.    015856 
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wo  ^  =  Querschnitt  des  Rohres,  und  hieraus  findet  sich  k. 

Bei  diesen  Untersuchungen  ergaben  kurze  Versuchszeiten  stets  kleinere 
Diflfusionscoefficienten  als  man  bei  längerer  Dauer  erhielt,  und  ebenso  erwiesen 
die  k  aus  dem  unteren  Theil  der  Diffusionsröhre  berechnet  sich  grösser,  als 
wenn  man  sie  aus  dem  Gasinhalt  des  oberen  Theiles  bestimmte.  Daraus  schliesst 
von  Obermayer  :  die  Difhision  geht  dort,  wo  die  kleinen  Dichtigkeitsgefälle  herrschen, 
schneller  und  dort,  wo  die  grossen  Gefälle  vorkommen,  langsamer  vor  sich  als 
dies  nach  der  Theorie  zu  erwarten  wäre.  Ferner  gaben  von  Obermayer  die  Gase 
mit  3  und  mehratomigen  Molekülen,  in  Wasserstoff  diffundirend,  grössere  derartige 
Abweichungen  als  die  Gase  mit  2  atomigen  Molekülen,  z.B.  sind  diese  Abweichungen 
grösser  für:  H— 00^;  H  — N^O;  H  —  CH4;  H  — CjH^;  H  — CjHß  als  für 
H  — O;   H  — CO;   H  — Luft. 

Die  so  beobachteten  Veränderungen  von  k  sind  freilich  klein  und  steigen 
ausser  bei  den  drei  und  mehratomigen  Molekülen  fast  nie  über  4^  des  Werthes 
von  k,  doch  übertreffen  sie  durchaus  die  Versuchsfehler  und  finden  sich  bei 
beiden  benutzten  Methoden. 

Dass  k  nicht  constant,  hat  auch  Waitz  (27)  aus  Beobachtungen  gefolgert,  die 
sich  auf  Lufl  — CO^  beziehen  und  gestatten,  den  Diffusionsvorgang  in  verschiedenen 
Querschnitten  eines  Gefässes  mit  der  Zeit  zu  verfolgen.  Sein  Apparat  bestand  aus 
einem  starken,  unten  geschlossenen,  oben  mit  einem  abhebbaren  Deckel  versehenen 
Kasten  von  Eisenblech,  der  eine  Tiefe  und  Länge  von  50*3  cm  und  eine  Breite 
von  7*1  cm  hatte.  An  der  breiten  Aussenseite  desselben  waren  in  den  Abständen 
100  cmt  20*1  cm  und  35'2  cm  von  der  Mündung  drei  rechteckige  mit  dem  Kasten 
gleich  lange  Röhren  angelöthet.  Neben  diesen  lagen  in  die  schmalen  Vertikal- 
wände des  Kastens  eingeschnittene  viereckige  Fenster,  die  zusammen  mit  den  be- 
nachbarten Röhrenmündungen  durch  planparallele  Gläser  verschlossen  wurden. 
Der  Kasten  wurde  mit  CO^  gefüllt  und  durch  ein  Paar  gegenüberliegender 
Fenster  das  eine  Strahlenbündel  eines  Jamin' sehen  Interferentialrefaktors  geschickt, 
während  das  andere  Bündel  durch  die  anliegende  Röhre  ging.  Durch  die  nach 
Abheben  des  Deckels  im  Kasten  stattfindende  Diffusion  von  Luft  gegen  CO,  er- 
hielten die  durch  den  Kasten  gehenden  Strahlen  Phasenänderungen,  welche  ein 
Wandern  der  mit  einem  Fernrohr  beobachteten  Interferenzstreifen  bewirkten. 
Aus  dieser  Bewegung  Hess  sich  auf  die  Zusammensetzung  des  Gasgemisches  an 
der  betreffenden  Stelle  im  Kasten  schliessen  und  sich  der  Diflusionscoefücient 
bestimmen.  Es  ergab  sich  derselbe  nach  unserer,  ein  constantes  k  voraussetzenden 
Gleichung  (2)  berechnet  als  verschieden  für  die  drei  untersuchten  Querschnitte  und 
auch  in  jedem  einzelnen  Querschnitt  näherte  sich  k  erst  allmählich  einem  con- 
stanten  Grenzwerth.  Diese  Grenzwerthe  ftlr  den  obersten  und  untersten  Quer- 
schnitt unterscheiden  sich  etwa  um  4  J.  Aus  diesen  Versuchen  hat  Hausmaninger 
(28)  k  genähert  ausgerechnet  unter  der  Annahme,  dass  die  Diffusionsgleichung  laute: 

und  fand  danach,  dass  k  für  Luft  —  CO3  wahrscheinlich  wirklich  nicht  constant  sei. 

Wenn  nun  auch  nach  allem  Angeführten  k  wohl  veränderlich  sein  wird 

und  somit  Gleichung  (1)  nicht  mehr  den  Diffusions  Vorgang  richtig  darstellt,  sondern 

an  ihre  Stelle  Gleichung  (5)  zu  setzen  wäre,    so  weichen  doch  die  beobachteten 

^       ^  Digitizedby^^OiJgli:: 
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nach  (1)  berechneten  Werthe  von  k  so  wenig  von  einander  ab,  dass  sie  als  gute 

Näherungswerthe  dieser  Grösse  betrachtet  werden  dürfen. 

Die  folgende  Tabelle  erhält  nach  von  Obermaver  diese  Werthe  von  k^y  die 

nach  der  Formel 

'~  '      76 


-H^r 


(6) 


auf  76  cm  Druck  und  die  Temperatur  T^  =  273°  der  absoluten  Scale  aus  den  bei 
dem  Druck  p  und  der  Temperatur  T  gewonnenen  reduducirt  sind,  n  bedeutet 
dabei  den  Temperaturcoefficienten,  der  nach  Loschmidt's  Untersuchungen 
=  2,  nach  von  Obermayer's  gleich  zu  erwähnenden  genaueren  Versuchen  für  ver- 
schiedene Gascombinationen  aber  verschiedenene  Werthe  hat.  In  der  Tabelle 
ist  für  die  Gascombinationen:  Luft  —  CO^;  CO2— N3O  und  O  —  CO^  «  =  2 
angenommen,  für  alle  andern  aber  n  =  1*75. 


Gase 

^^    Sic 

Gase 

*»  sec 

Gase 

°   sec 

COj—NjO 

009166 

CO^— CH^ 

014650 

H— CO, 

0-53409 

CO,-C,H, 

010061 

Luft  —  0 

017778 

H  — N,0 

0-53473 

CO  — C,H^ 

0-11639 

N  — 0 

0-17875 

H— CH^ 

0-62544 

CO -CO., 

013142 

CO-O 

0-18717 

H  — Luft 

0-63405 

Luft  —CO, 

013433 

H  -  C,He 

0-45933 

H  — CO 

0-64884 

0— CO, 

013569 

H-C,H, 

0-48627 

H  — 0 

0-66550 

Diese  Zahlen  sind  nur  aus  solchen  Versuchen  v.  Obermayer's  abgeleitet, 
die  mindestens  AO  min  gedauert  haben,  sie  stellen  also  Werthe  von  k  dar,  die 
grösser  sind  als  diejenigen,  welche  man  aus  Gleichung  (1)  für  kurze  Versuchs  . 
dauern  erhält. 

Die  Versuche  Loschmidt's  über  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die 
Gasdiffusion  hat  von  Obermayer  (22)  ergänzt  und  erweitert.  Er  beobachtete  mit 
seinem  Apparat  einmal  bei  Zimmertemperatur  von  8 — 13°  C.  und  dann  beim 
Schmelzpunkt  des  Paraffins  d.  h.  bei  61*5°  C.  In  diesem  Intervall  findet  er  den 
Exponenten  n  der  Formel  (6)  durch  folgende  Zahlen  ausgedrückt: 


Luft  — COj  :  n=  1*968 

H  — O  :«  =  1*755 

CO— O  :«=  1*785 


CO,  — H:«=  1*742 

O  —  N  :  «  =  1-792 

COj— N3O  :  «  =  2050. 


V.  Obermayer  schliesst  aus  diesen  Zahlen,  dass  n  ftir  die  bisher  permanent 
genannten  Gase  ungefähr  IJ,  für  die  coercibeln  Gase  nahe  =2  ist. 

lieber  die  Diffusion  eines  Gemenges  von   3  Gasen  haben  Wretscko 
(13)  undBENiGAR  (14)  mit  Loschmidt's  Apparat  Versuche  angestellt,  um  die  Theorie 
von  Stefan  (15)  zu  prüfen.     Dieser  erhält  für  3  Gase  analog  der  früheren  Ent- 
wickelung  für  2  Gase  die  Gleichung: 
dpi 

für  das  erste  Gas  und  eben  solche  Gleichungen  für  die  beiden  andern,  wo  die 
Zeichen  die  frühere  Bedeutung  haben.     Daraus  folgt  wieder: 

dp*        da 
wozu  die  Continuitätsgleichung  -^j  -h  ^  ==  0  kommt. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass    das  dritte  (beigemengte)  Gas  gleichförmig 
vertheilt,  d.  h.  ^j|  =  0  oder  p^^comt  sei,  erhält  man  oigitizedbyGoO^.^ 
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und 

wo  ^  der  constante  Gesammtdruck  der  drei  Gase  ist,  unter  dem  die  Diffusion  erfolgt. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  nachstehende  Sätze  für  die  Gase  A 
und  B,  denen  das  Gas  C  beigemengt  ist:  Ist  C  eines  der  Gase  A  und  B,  so 
wird  die  Diffusionsgeschwindigkeit  von  A  und  B  nicht  geändert  Das  Gas  C 
vergrössert  oder  verkleinert  die  Diffusionsgeschwindigkeit  ftlr  jedes  der  beiden 
Gase  A  und  B,  je  nachdem  sein  specifisches  Gewicht  unter  oder  über  dem  des 
andern  der  beiden  Gase  liegt  Das  Gas  C  wird  bei  dieser  Diffusion  auf  die 
Seite  des  specifisch  leichteren  getrieben. 

Bei  Ableitung  dieser  Sätze  ist  von  der  Beziehung  Gebrauch  gemacht,  dass 
die  Diffusionscoefficienten  sich  ungefähr  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  aus 
den  Dichten  der  Gase  verhalten.  Ferner  ist  die  Annahme  benutzt,  dass  ^3  =  0 
sei,  was  nicht  richtig  ist,  wie  die  Sätze  selbst  schon  zeigen.  Trotzdem  jedoch 
sind  diese  Resultate  Stefanos  durch  die  Beobachtungen  von  Wretschko  und 
Beningar  im  Ganzen  bestätigt  worden.  Stefan  hat  seine  Theorie  aber  noch  ge- 
nauer geprüft,  indem  er  eine  approximative  Integration  der  Grundgleichungen 
vornahm  und  dann  die  Gasmengen  berechnete,  welche  in  den  beiden  Rohr- 
hälften nach  der  Zeit  /  vorhanden  sind.  Die  Rechnungsergebnisse  stimmen  gut 
mit  den  Beobachtungen  Wretschko's  und  Benigar's  überein. 

Die  Diffusion  von  Dämpfen  behandelte  Stefan  (18)  theoretisch  und 
experimentell.  Er  stellte  zu  dem  Zweck  Versuche  über  die  Verdampfung  einer 
Flüssigkeit  aus  einem  engen,  mit  Theilung  versehenen  Röhrchen  in  die  freie  Atmo- 
sphäre oder  in  einen  Gasstrom,  der  über  das  Röhrchen  geleitet  wurde  an  und  beob- 
achtete die  Zeiten,  in  denen  die  Flüssigkeit  um  gemessene  Strecken  im  Röhrchen 
sank.  Diese  Zeiten  sind  bestimmt  durch  die  Diffusionsgeschwindigkeit  des  Dampfes 
durch  die  Luft.  Ausgehend  von  Stefan's  früher  genannten  Voraussetzungen  und 
Entwicklungen,  erhält  man,  wenn  die  Indices  1  resp.  2  sich  auf  den  Dampf 
resp.  die  Luft  beziehen,  und  man  sich  denkt^  das  Niveau  der  Flüssigkeit  werde 
stets  in  derselben  Höhe  gehalten,  für  den  dann  eintretenden  stationären  Zustand: 

dp. 

-^  +  ^i9PiP»«'i==0     da    «^,  =  0, 

oder  hier  wieder  die  Drucke  /  statt  der  Dichten  p  eingeführt: 

-d^^~J^T~  >*>^i  =  Ö- 
Setzt  man  ,    ^  jj.        j, 

wo  k  der  Diffusionscoefficient  ist,    dessen  Bedeutung,   wie  man  sieht,   mit  der 
früher  gegebenen  Definition  übereinstimmt.     Ist  /  der  äussere  Luftdruck,  also 

^1  -  ^  dx 

Hat  der  Partialdruck  des  Dampfes  über  der  Flüssigkeitsoberfläche  den  Werth 
p^y  am  offenen  Ende  der  Röhre  den  Werth  p^\  und  ist  //  die  Entfernung  dieses 
Endes   vom  Niveau  der  Flüssigkeit,  so  wird 

y  ^Lio  tizhl. 
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k  p 

Setzt  man  /j"=0  und  schreibt  statt  p<^  kurz  /j,  also  z/^  =  -ji^og  ■ 

Die  in  der  Zeit  dt  entwickelte  Dampfmenge  v^dt  entspricht  der  Senkung ^A 

des  Flüssigkeitsniveaus  im  Gefäss  vom  Querschnitt  1.    Ist  //  die  Dichte  des  Dampfes 

bei  der  beobachteten  Temperatur  T  und  dem  Druck  p  und  s<^  die  Dichte  der 

Flüssigkeit  folglich 

d'Vi'  dt  ^=  s^'  dh. 

Setzt  man  hier  den  Werth  von  v^  ein  und  bezeichnet  mit  h^  resp.  h^  die 

Tiefe  des  Niveaus  der  Flüssigkeit  unter  der  Mündung  des  Röhrchens  zur  Zeit  t^ 

resp.  /j  und  mit  d<^  die  Dichte  </  bei  0°  und  76  cm  Druck,  so  wird 

(^-Mo)(Ai-A)fL  \ 


k  = 


(7) 


2  ^1     (ti^io)[^gp-^og{p-^p,)\ 

Stefan  fand  auf  diese  Weise  Air: 

Aether—Luft .*  =  0-0827  j       ^  bei  19° 

Aether  —  Wasserstof!  .     .     .    >&  =  0  3054>—    „    19*2° 
Schwefelkohlenstoff— Luft.     ^  =  00995)    ^^^     „    16°. 
Definirt   man  k  nicht  als  das  bei  0°,  sondern    als  das  bei  der  Versuchs- 
temperatur T  gemessene    Dampfvplum,    so    erhält   man  die  Formel,    nach    der 
Winkelmann  (32,  ^$,  34,  36)  seine  Beobachtungen  berechnet  hat,    und  die   aus 

T  273  -+-  d 

Gleichung  (7)  entsteht,  wenn  man  die  rechte  Seite  mit  -^ ,  d.  h.  — ^r=^ —  multipli- 

cirt.  Winkelmann's  Apparat  bestand  aus  einer  weiten,  unten  enger  ausgezogenen 
und  geschlossenen  Glasröhre.  In  den  engen  Theil  setzte  man  das  getheilte 
Verdampf ungsröhrchen.  Die  weite  Röhre  war  oben  mit  einem  doppelt  durch- 
bohrten Kork  geschlossen,  durch  dessen  eine  Bohrung  eine  tiefer  hinabragende 
Glasröhre  den  Gasstrom  zuführte,  in  dem  die  Verdampfung  stattfinden  sollte  und 
der  durch  die  zweite  Bohrung  wieder  entwich.  Das  Ganze  konnte  in  ein  Wasser- 
bad gesetzt  und  so  bei  verschiedenen  Temperaturen  beobachtet  werden.  Bei  einigen 
der  untersuchten  Dämpfe,  besonders  bei  Wasser,  machte  sich  ein  Einfluss  der 
Tiefe  des  Flüssigkeitsniveaus  auf  k  geltend,  so  dass  k  mit  zunehmender  Tiefe  sich 
einem  grössten  Grenzwerth  nähert.  In  den  Tabellen  sind  für  Wasser  diese  Grenz- 
werthe  angeführt.  Ueber  die  Quellen  woher  die  andern  nach  Gleichung  (7)  zur 
Berechnung  von  k  nöthige  Grössen  genommen  sind,  muss  auf  die  Abhandlungen 
selbst  verwiesen  werden.  Die  Diffusionscoefficienten  der  folgenden  Tabelle  sind 
auf  0°  reducirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Temperaturcoefficient  «  =  2  sei. 


Diffusionscoefficie 


ntenlm 1 


der  Dämpfe  bei0°C.  und  760mm  Druck. 


Wasserdaropf  .  . 
Aether  .... 
Schwefelkohlenstoff 
Benzol       .... 


Alkohole  < 


Methyl  .  .  . 
Aethyl  .  .  . 
Propyl  .  .  . 
Isobutyl  .  . 
Normal-Butyl  . 
Gähnings-Amyl 
Noraial-Amyl  . 
Normal-Hexyl 


Wasserstoff       Luft       Kohlensäure 


0-087 

0-296 

0-369 

0-294 

0-5001 

0-3806 

0-3153 

0-2771 

0-2716 

0-2340 

0-2351 

0-1998 


0-198 

0-0775 

00883 

0-0751 

01325 

00994 

0-0803 

0-0688 

0-0681 

0-0585 

0-0589 

0-0499 


0131 
0-0552 
00629 
00527 
0-0880 
00693 
0-0577 
0-0483 
00476 
00419 
00422 
00351 
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Wasserstoff 

Luft 

Kohlensäure 

Ameisensäure .... 

0-51S1 

01315 

0-0879 

Essigsäure       .     .     .     . 

04040 

0-1061 

00718 

Alkohol 

Propionsäure  .... 

0-8315 

0-0854 

00593 

Buttersäure      .... 

0-2639 

0-0680 

0-0476 

Isobttttersäure      .     .     . 

0-2713 

0-0704 

0-0472 

.  Isoyaleriansäure  .     .     . 

0-2118 

0-0556 

00875 

Ameisensäure-Aethyl     . 

0-3277 

0-0840 

00557 

„           -Propyl     . 

0-2810 

0-0713 

0-0490 

Essigsäure-Methyl     .     . 

0-8357 

0-0852 

0-0572 

„        -Aethyl     .     . 

0-2727 

0-0709 

0-0487 

„        -Isobutyl  .     . 

0-2237 

0*0552 

0-0400 

Fropionsäure-Methyl     . 

0-2d49 

00745 

0-0528 

,,          -Aethyl      . 

0-2373 

0-0630 

0-0450 

„          -Propyl     . 

0-2121 

0-0554 

00396 

„          -Isobutyl  . 

0-1998 

0-0506 

0-0365 

„          -Amyl  .     . 

0-1796 

0-0442 

00319 

Ester    ' 

Buttersäure-Methyl   .     . 

0-2422 

00640 

0-0438 

-Aethyl    .     . 

0-2238 

0-0573 

OK)406 

-Propyl    .     . 

0-2059 

0-0523 

0-0364 

„         -Isobutyl      . 

0-1850 

0-0474 

0-0332 

Isobuttersäure-Methyl    . 

0-2567 

00641 

0-0450 

1,           -Aethyl    . 

0-2312 

00592 

0-0419 

„           -Propyl    . 

0-2120 

0-0539 

00388 

„           -Isobutyl  . 

01889 

0-0468 

0-0366 

„           -Amyl      . 

01724 

0-0426 

0-0305 

Valeriansäure-Aethyl     . 

0-2050 

0-0505 

0-0366 

-Propyl     . 

0-1891 

0-0466 

0-0341 

„           -Isobutyl  . 

0-1694 

0-0423 

00308 

Bildet  man  für  die  Ester  der  Tabelle  die  Produkte  aus  dem  Diffusions- 
coefficienten  (für  Luft)  und  der  Dampfdichte,  so  liegen  deren  Werthe  zwischen 
0-216  und  0-243,  d.  h.  sind  also  näherungsweise  constant.  Wäre  das  Produkt 
völlig  constant,  so  hätte  man  das  Resultat:  Es  diftundirt  unter  gleichen  Um- 
ständen (gleicher  Temperatur  und  gleichem  Druckgefölle)  in  der  gleichen  Zeit 
die  gleiche  Gewichtsmenge  der  verschiedenen  Dämpfe. 

Nicht  sehr  abweichende  Resultate  hat  Guclielmo  (31)  nach  fast  derselben 

Methode  für  Wasserdampf  <  Luft  gewonnen. 

(CO, 
Mit  seinen  Versuchen  hat  Winkelmann  die  von  O.  E.  Mkver  (21)  ftlr  den 
Diffusionscoefficienten   aufgestellte  Formel  zu  prüfen   gesucht.    Die  Formel,  die 
O.  E.  Meyer  aus  der  kinetischen  Gastheorie  ableitet,  lautet: 


^_^    ir    fN,w,^ 


SN\    Cj      ^     C, 

wo  JV^  resp.  N^  die  Anzahl  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Theilchen  des 
ersten  resp.  zweiten  Gases  bedeutet  und  iV  =  N^-\'  N^  ist.  w^  und  w^  sind 
die  molekularen  Geschwindigkeiten  der  beiden  Gase  und  C^  resp.  C,  die  Zahl 
der  Zusammenstösse,  die  ein  Molekül  des  ersten  resp.  zweiten  Gases  erfährt.  Durch 
Einführung  der  Molekulargewichte  m^,  m^  und  der  mittleren  Weglängen  /j,  /,  kann 
man  dieser  FQrmel  die  Gestalt  geben:  ^  j 
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wo 


N 
Danach    hängt   k   von   dem  Mischungsverhältniss  -—-  der  beiden  Gase  ab 

und  variirt  mit  diesem.     Bezeichnen  k^^  resp.  ky^^*  die  Werthe  von  k  für  2  ver- 

AT 

schiedene  Grössen  von   -^  und  haben  ^13  resp.  k^J  analoge  Bedeutung,  so 

lassen  sich  aus  Winkelmann's  Versuchen  bei   2  Temperaturen  die  Verhältnisse 

k  k    ' 

j^  und  —-^  bestimmen  und  mit  der  Theorie  vergleichen.     Diffundirt  nämlich 

z.  B.  Wasserdampf  einmal  in  H,  das  andere  mal  in  CO^  unter  gleichen  Um- 
ständen und  sind  a^^  resp.  a^,  die  in  der  Zeiteinheit  bei  der  Diffusion  in  H 
resp.  COj  durch  den  Querschnitt  der  Röhre  tretenden  Dampfmengen,  so  darf  man 
setzen:  «ij  =  ^ia/(/, ^1)  und  «i8  =  ^i8/(^'/i)>  ^^  P  ""^^P-  Pi  ^^^  Gesammt- 
druck  von  Gas  und  Dampf  resp.  der  Maximaldruck  des  Dampfes  ist.  Man  hat  daher 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  das  Verhältniss  j^  für  den  Maximaldruck  /  ' 

des  Dampfes  bestimmen  und  so  eine  Prüfung  der  Theorie  durch  die  Beobachtung 
ohne  Kenntniss  der  Function  /  anstellen.    Die  Grössen  a^^  etc.  sind  proportional 

mit  den  (vergl.  7)  direkt  durch  den  Versuch  gegebenen  .  .,        \  > ., y-r  und 

JV                                   2 
das  Verhältniss  -^  ist  genabelt  = -— .     Die  zum  Vergleich  benutzten  Ver- 

-A^         288 
suche  bezogen  sich  auf  die  Temperaturen  92*4°  resp.  49*5°  für  die  -^  =  -j^ 

44'8  >&ij       Diffusionscoetficient  von  HjO-Dampf  —  H 

resp.   =  ^-^  waren,  wenn  j-  =  Diflusionscoefiicient  von  H,0-Dampf  —  CO,  * 

oder  wenn  -~^  benutzt  wurde,  wo  das  Gas  4  Luft  bezeichnet.    Dieser  Vergleich 

ergab  einen  grossen  Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung,  so  dass 
die  Formel  von  O.  E.  Meyer  die  Beobachtungen  nicht  darzustellen  im  Stande  war. 
Eine  bessere  (wenn  auch  nicht  vollständige)  Uebereinstimmung  mit  den  Ver- 
suchen giebt  die  Formel  von  Stefan,  bei  dessen  Theorie,  wie  schon  bemerkt,  Jk  als 
constant  angesehen  wird.    Nach  Stefan  war  die  Diffusion  zweier  Gase  ineinander: 

WO  die  Grössen  die  frühere  Bedeutung  haben  und  wo  also  A^  j  ^en  Widerstand 
bestimmt,  den  das  eine  Gas  dem  andern  bei  der  Diffusion  entgegensetzt.  Dieser 
Widerstand  ist  nach  der  Gastheorie  die  Bewegungsgrösse,  welche  das  eine  Gas 
an  das  andere  abgiebt.  Stefan  (16)  geht  nun  von  der  Anschauung  von  Clausius 
und  der  ersten  MAXWELL'schen  Theorie  aus,  nach  der  die  Molekeln  nur  beim 
Zusammenstoss  und  wie  elastische  Kugeln  wirken  und  findet  so 
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WO  j  =  Summe  der  Kugelradien  der  Moleküle  der  ersten  und  zweiten  Art,  welche 
Formel  freilich  den  Temperaturcoefficienten  nicht  wie  die  meisten  Beobachtungen 
=  2,  sondern  = }  giebt.  Betrachtet  man  das  Gas  bei  Normaldruck  und 
Normaltemperatur,  so  erhält  man  dafür 

wo  w  und  m  sich  auf  ein  3.  Normalglas  z.  B.  H  beziehen.  Nach  dieser  Formel 
ist  man  im  Stande,  aus  den  von  der  Gastheorie  gelieferten  Grössen  der  rechten 
Seite  k  zu  berechnen,  und  umgekehrt  kann  man  die  mittlere  Weglänge  /^  aus 
ihr  finden,  wenn  /^  und  k  bekannt  sind.  Das  Letztere  hat  Winkelmann  gethan 
und  kommt  dabei  zu  dem  Resultat,  dass  eine  plattenförmige  Anordnung  der  Atome 
im  Molekül  wahrscheinlicher  sei  als  eine  kugelförmige. 

Ebenso  wie  Stefanos  Theorie  giebt  auch  die  zweite  Theorie  von  Maxwell 
(11)  einen  constanten  Werth  des  Diffusionscoefficienten,  was  nach  dem  früher 
Gesagten  wahrscheinlich  eine  kleine  Correction  derselben  nöthig  machen  würde. 
Eine  Fortbildung  dieserTheorie  hat  Boltzmann  (26)  gestützt  auf  seine  Betrachtungen 
über  das  Wärmegleichgewicht  unter  GasmolekUlen  gegeben. 

Aus  der  Annahme,  dass  die  Molekeln  beim  Zusammenstoss  sich  wie  elastische 
Kugeln  verhalten  hat  Maxwell  (19)  für  den  Diffusionscoefficienten  die  Formel 
entwickelt: 


1» 

wo  ^12  ^^^  Abstand  zwischen  den  Centren  der  2  Molekeln  beim  Zusammenstoss 
bezeichnet,  w  ist  die  Geschwindigkeit  eines  H-Moleküls  bei  0°,  die  sich  ergiebt, 
wenn  man  den  Mittel  werth  von  «;*  berechnet,  und  N  die  Zahl  der  Molekeln  in 

1         w 
der  Volumeinheit  und  im  Normalzustand.     Die  Grösse    — ;=  .  -^r^  =  ö*  ist  für 


2)/6tc 


N 


alle  Gase  dieselbe,  und  setzt  man  ^j  ,*  «=  —  (/ 1 ,    so   kann    diese    aus 

LoscHMiDT*s  Versuchen  gefunden  werden.  Es  ist  femer  Sy^^=ai^^.  Sind  d^ 
und  d^  die  Durchmesser  der  2  Molekeln,  d.  h.  ^i  j=  ^(^i -H  ^j)  und  setzt  man 
dr=al,    folglich    «u  =  ^(0^ -h  Öa)*     Maxwell    vergleicht   nun  die  Werthe   von 

i(^i"*"  ^s)  "™*'  ^^"  ^^^  LoscHMiDT  beobachteten  von  T/i:l/J_  ^  _  und  findet 
eine  gute  Uebereinstimmung. 

b)  Diffusion  durch  feste  KSrper. 

Die  meisten  unter  diesem  Namen  angestellten  Versuche  gehören  in  soweit 
eigentlich  nicht  in  unser  Kapitel,  als  sie  die  Vermischung  der  Gase  nicht  ohne 
Einwirkung  äusserer  Kräfte  darstellen,  sondern  diese  Mischung  unter  einem  Ueber- 
druck  auf  der  einen  Seite  des  festen  Körpers  erfolgen  lassen.  Weil  aber  die  Be- 
zeichnung Diffusion  auch  für  diese  Vorgänge  allgemein  üblich  ist,  wollen  wir  auch 
sie  im  Folgenden  behandeln. 

Die  Erscheinung,  dass  Gase  durch  poröse  Körper  z.  B.  Thonröhren  hindurch 
gehen,  kannte  bereits  Priestley  und  ähnliche  Beobachtungen  stellten  Faraday  (18 13), 
Döbereiner  (1826)  u.  A.  an,  doch  untersuchte  diese  Diffusion  (wie  er  sie  nennt) 
erst  Graham  (1833)  ausführlich  und  stellte  das  nach  ihm  benannte  Gesetz  auf. 
Die  Giltigkeit  dieses  Gesetzes  wurde  dann  für  Gyps  von  Bunsen  (1857)  bestritten 
und  von  Graham  (1863)  nur  für  Körper  mit  sehr  feinen  Oeffnungen  aufrecht  cr- 
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halten.  Bumsen  bewies  auch,  dass  die  Difiusionsgeschwindigkeit  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  der  Druckdifferenz  des  Gases  auf  beiden  Seiten  der  Scheidewand 
proportional  ist.  Beobachtungen  über  unsern  Gegenstand  sind  dann  hauptsäch- 
lich für  Gase  von  Wroblewski  (1876)  mit  Kautschuk,  von  Huefner  (1882)  mit 
Hydrophan  und  für  Dämpfe  von  Puluy  (1877)  mit  Gyps  angestellt  worden.  Stefan 
(1871)  entwickelte  eine  Theorie  unserer  Erscheinung,  die  Kirchhoff  und  Hanse- 
mann (1884)  geprüft  haben,  und  Dufour  und  Feddersen  (1873)  stellten  Beob- 
achtungen über  den  Zusammenhang  zwischen  Wärme-  und  Diffusionserscheinungen 
an.  Endlich  ist  auch  die  Durchlässigkeit  vieler  Metalle  für  Gase  von  St.  Claire- 
Deville  (1863),  Graham  (1866)  und  anderen  Forschern  nachgewiesen  worden. 

Graham's  (5)  grundlegende  Untersuchungen  wurden  so  angestellt,  dass  die 
Diflusion  eines  Gases  durch  einen  Gypspfropfen  beobachtet  wurde,  der  oben  eine 
Glasröhre  verschloss,  in  welcher  unten  das  Gas  durch  Wasser  abgesperrt  war. 
Die  Diffusion  dieses  beschränkten  Gasvolumens  geschah  stets  gegen  die  Luft  der 
freien  Atmosphäre  und  das  Gas  wurde  möglichst  unter  Atmosphärendruck  ge- 
halten, indem  das  Glasrohr  in  ein  weiteres  Wassergefäss  tauchte  und  gehoben 
oder  gesenkt  wurde,  so  dass  das  Wasser  im  Rohre  und  äusseren  Gefässe  gleich 
hoch  stand.  Um  auch  die  äussere  Luft  gleich  dem  Gas  in  der  Diffusionröhre 
mit  Wasser  zu  sättigen  setzte  Graham  über  den  Gyps  eine  mit  Wasser  be- 
feuchtete Düte  von  Papier.  Erst  nach  längerer  Zeit,  wo  man  den  Austausch 
des  Gases  und  der  Luft  als  beendigt  ansehen  konnte,  wurde  das  eingetretene 
Luftvolumen  gemessen.  Das  Gasvolumen,  das  für  die  Einheit  des  Luftvolumens 
ausgetreten  war,  nannte  Graham  das  Diffusionsvolumen  des  Gases.  Graham  stellt 
seine  Resultate  in  folgender  Tabelle  zusammen,  wo  B  die  Dichtigkeit  bezeichnet: 


Gase 

Spcc.  Gew. 

Vi 

Diffusions- 
volumen 

Wasserstoff 

00694 

3-7947 

8-83 

Kohlenwasserstoff 

0-555 

1-3414 

1-344 

Oelbildendes  Gas 

0-972 

10140 

1-0191 

Kohlenoxyd 

0-972 

1-0140 

10149 

Stickstoff 

0-972 

1-0140 

10143 

Sauerstoff 

MII 

0-9487 

0-9487 

Schwefelwasserstoff 

11805 

0-9204 

0-95 

Stickstoffoxydul 

1-527 

0-8091 

0-82 

Kohlensäure 

1-527 

0-8091 

0-812 

Schweflige  Säure     ..... 

2-222 

0-6708 

0-68 

Danach  sind  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  der  Gase  den  Quadrat- 
wurzeln aus  ihren  specifischen  Gewichten  umgekehrt  proportional, 
sie  verhalten  sich  also,  als  ob  Effusion,  d.  h.  Ausströmen  der  Gase  aus  enger 
Oeffnung  in  dünner  Wand  stattfände.  Graham  gründete  auf  dieses  Verhalten  ein 
Verfahren,  aus  Gasgemischen  die  einzelnen  Gase  durch  Diffusion  zu  trennen 
und  nannte  diese  Methode  Atmolyse. 

BuNSEN  (9),  der  ähnliche  Versuche  anstellte  und  durch  eine  passende  Vor- 
richtung das  Difiusionsrohr  allmählich  heben  und  senken  konnte,  so  dass  der 
Druck  in  ihm  und  aussen  bis  auf  Ol  mm  Hg  derselbe  blieb,  fand  für  einen 
G)rpspfropfen  dies  Gesetz  nicht  bestätigt.  Er  machte  ferner  darauf  aufmerksam, 
dass  bei  der  Diffusion  eines  begrenzten  Gasvoluraens  gegen  ein  unbegrenztes  der 
Austausch  der  Gase  mit  der  Verdünnung  des  anfänglich  im  Diffusionsrohr  ent- 
haltenen immer  langsamer  werden  müsse,  so  dass  dann  in  den  späteren  StadiQfl. 
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des  Processes  keine  Beobachtung  mehr  möglich  sei,  da  der  nicht  mehr  zu 
corrigirende  Ueberdruck  von  Q-l  mm  in  diesen  Zeiträumen  beträchtliche  Gas- 
mengen durch  den  Gyps  zu  pressen  im  Stande  sei.  Zugleich  aber  ergaben  sich 
bei  BuNSEN  für  den  von  ihm  benützten  Gyps  die  sich  austauschenden  Mengen  der 
Gase  während  der  ganzen  Zeit  seiner  Beobachtung  constant.  Er  konnte  seinen 
Beobachtungen  gut  entsprechende  Gleichungen  unter  der  Annahme  gewinnen, 
dass  auch  in  Beziehung  auf  die  Fartialdrucke  gemischte  Gase  innerhalb  gewisser 
Grenzen  die  Geschwindigkeit,  mit  der  ein  Gas  ein  Gypsdiaphragma  durchströmt, 
proportional  sei:  1)  der  Druckdifferenz  des  Gases  oberhalb  und  unterhalb  des 
Diaphragmas  und  2)  einem  Reibungsco^fficienten,  der  von  der  Natur  des  Gases 
und  des  Diaphragmas  abhängt.  Graham  (12)  wiederholte  dann  Bunsen's  Versuche 
mit  einem  viel  feinporigeren  Material  als  Gyps,  mit  künstlich  gepresstem 
Graphit.  Er  kittete  eine  Platte  von  diesem  über  das  stark  erweiterte  obere 
Ende  einer  langen  Glasröhre,  die  mit  dem  unteren  Ende  in  Quecksilber  stand 
und  eine  Art  Barometer  bildete,  dessen  Vacuum  der  erweiterte  Theil  war. 
lieber  den  Graphit  liess  er  unter  Atmosphärendruck  einen  Gasstrom  streichen, 
von  dem  Gas  durch  den  Graphit  diffundirte  und  das  Quecksilber  im  Rohr  zum 
Sinken  brachte.  Es  wurden  die  Zeiten  beobachtet,  in  denen  das  Quecksilber  für 
verschiedene  Gase  um  dieselbe  Strecke  (1  oder  2  Zoll)  bei  gleichem  Ueberdruck 
sank.     Es  war  z.  B. 


Diffusionszeit 

V^ 

Sauerstoflf 

Wasserstoff 

Luft 

Kohlensäure 

1 

0-2505 
0-9501 
11860 

1 

0-2502 
0-9507 
1176 

Also  auch  diese  Versuche  zeigten  deutlich  das  Gesetz,  dass  die  Diffusions- 
geschwindigkeiten der  Gase  der  Quadratwurzel  aus  den  specifischen  Gewichten 
umgekehrt  proportional  sind.  Wir  werden,  mit  Berücksichtigung  von  Versuchen 
anderer  Beobachter,  in  der  That  dies  Gesetz  wenn  auch  nicht  als  streng,  so  doch  als 
angenähert  richtig  ansehen  dürfen  für  feste  Körper  für  die  keine  merkliche  Gas- 
absorption und  durch  die  keine  Strömung  von  Gasmengen  als  Ganzes  stattfinden  kann. 

BuNSEN  für  Gyps,  wie  später  Graham  für  Graphit  fanden  bei  Versuchen,  wo 
das  Gas  unter  Ueberdruck  diffundirte,  die  Diffusionsgeschwindigkeit  dem  Ueber- 
druck proportional.  Dies  bestätigte  sich  auch  Huefner  (36)  innerhalb  enger 
Druckgrenzen  für  Hydrophan,  der  von  Reüsch  (18)  als  ein  zu  Diffusionsversuchen 
sehr  geeignetes  Material  erkannt  worden  war.  Huefner  beobachtete  mit  den 
BuNSEN'schen  und  GRAHAM'schen  ganz  ähnlichen  Apparaten  und  liess  unter  einem 
bestimmten  Ueberdruck  die  einzelnen  Gase  durch  den  Hydrophan  gehen,  so 
dass  auf  beiden  Seiten  desselben  stets  das  gleiche  Gas  war.  Die  von  ihm  ge- 
fundenen Verhältnisse  sind  mit  den  nach  dem  GRAHAM'schen  Gesetz  erlangten 
in  folgender  Tabelle  zusammengestellt,  wo  H  die  Diffusionsgeschwindigkeit  von 
H  etc.  bedeutet: 


Gefunden 


Nach  Graham 
verlangt 


Gefunden 


Nach  Graham 
verlangt 


H   |0'06776 
O    0-01673 


=  4-0502 


|/1105G 


O    001673 


COJ001558 


=  1077 


j/r5202 


=  3-995 


K11056 


:1172 


bei  221 


N^ 
O 


101718 
}01575' 


a-090 


O    0-01575 


Luft  0*01688 


=0-933 


J^Ö^TIS 


=  1-067 


KTTöse 
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Die  grösste  Abweichung  zeigt  hier  tttx-,    die    sich    aber    dadurch    erklärt; 

dass,  wie  Versuche  ergaben,  COj  beträchtlich  von  Hydrophan  absorbirt  wurde. 
Liess  HuEFNER  jedoch  2  verschiedene  Gase  gegen  einander  diffundiren,  füllte  er 
z.  B.  H  in  das  Diffusionsrohr  und  liess  einen  0-Strom  über  den  Hydrophan 
streichen,  so  waren  die  ausgetauschten  Gasvolumina  im  Anfang  des  Versuchs 
noch  in  erträglicher,  später  aber  in  gar  keiner  Uebereinstimmung  mehr  mit  dem 

TT 

GRAHAM'schen  Gesetze.     Es  wurde  nämlich  das  Verhältniss  -^  im  Verlaufe    des 

Versuchs  allmählich  kleiner. 

Stefan^)  hat  für  die  Diffusion  der  Gase  durch  poröse  Scheidewände  eine 
Theorie  entwickelt,  die  sich  ganz  an  seine  Theorie  über  freie  Gasdiffusion  (s.  d.) 
anschliesst  und  die  poröse  Wand  als  ein  unbewegliches  Gas  betrachtet.  Geht  nur 
ein  Gas  durch  die  Wand  und  setzt  man  fUr  diese  der  Annahme  nach  U2  =  0, 
so  werden  die  Grundgleichungen  für  die  Bewegung: 

fe  +  ^,.,„..._0    und    ^  +  ?<^'-0. 

Sind  Pi  und  /\ '  die  Drucke  vor  und  hinter  dem  Diaphragma,  dessen  Dicke 
A  und  a  eine  von  der  Natur  desselben  abhängige  Constante,  folglich 

Definirt  man  den  Diffusionscoeificienten  des  Gases  gegen  das  Diaphragma  in 

OLpQ 

Uebereinstimmung  mit  Früherem  durch:  ^^  =    .        — ,    wo   s^   die  Dichte  des 

Gases  beim  Normaldruck  p^  und  der  Versuchstemperatur,  so  wird  das  in  der 
Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  des  Diaphragmas  gehende  Gasvolumen  für 
Normaldruck  und  Versuchstemperatur: 

woraus  die  von  Bunsen  beobachtete  Proportionalität  des  v  mit  der  Druckdifferenz 
unmittelbar  folgt. 

Die  Grösse  a  bezeichnet  das  Verhältniss  der  Porenräume  zu  dem  ganzen 
Volumen  des  porösen  Körpers,  wenn  keine  Condensation  des  Gases  in  den  Poren 

stattfindet  und  es  ist  a=  ^  ,  wo  F^  den  Druck  des  freien  und  /j  des  in  dem 

Diaphragma  eingeschlossenen  Gases  bedeutet.  —  Für  die  Bewegung  zweier  Gase 
durch  die  Scheidewand  geht  Stefan  von  seinen  Gleichungen  für  ein  Gemenge 
von  3  Gasen  aus,  wo  die  Scheidewand  als  das  dritte,  ruhende  Gas  angesehen  und 
«^j  =  0  gesetzt  wird,  d.  h.  von 

dp. 

-^  -f-  ^1 8 Pi  P«  («1  —  «2)  +  ^1 3  Ps  Pi  «1  =  0  etc., 

welche  Gleichungen  bei  Vernachlässigung  des  Widerstandes  der  2  Gase  gegen 
einander  d.  h.  bei  Weglassung  des  mittleren  Gliedes  in  diejenigen  übergehen, 
welche  schon  Bunsen  aufgestellt  hatte,  unter  Zugrundelegung  der  beiden  von  ihm 
für  Gyps  experimentell  gefundenen  Sätze,  dass  das  difiundirende  Gasvolumen 
der  Druckdifferenz  zu  beiden  Seiten  des  Diaphragmas  proportional  sei  und  dass 
bei  constant  gehaltenem  Druck,  die  durch  die  Scheidewand  sich  austauschenden 


*)  In  (15)  unter  a)  freie  Diffusion.  ^^  ^ 
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Mengen  zweier  Gase  in  einem  constanten  Verhältniss  stehen.  Durch  Umformung 
dieser  und  der  Conti nuitätsgleichungen  erhält  man  so: 

als  Grundgleichungen  fiir  unsern  Vorgang,  wo  k  der  Coefficient  der  freien  Diffu- 
sion der  beiden  Gase  gegen  einander  beim  Normaldruck  p^  ist  und  die  andern 
Grössen  früher  schon  angegebene  Bedeutungen  haben. 

Um  eine  genäherte  Vorstellung  von  der  Grösse  der  Dif!usionscoefficienten 
der  Gase  gegen  eine  solche  poröse  Wand  zu  bekommen,  berechnete  Stefan  k^ 
für  einen  Versuch,  in  dem  Luft  durch  eine  Thonzelle  getrieben  wurde  nach  der 

Formel  (1)  und  findet  k^  =  0*30 .     Ebenso  berechnet  Stefan  aus  den  letzten 

Gleichungen  unter  vereinfachenden  Voraussetzungen  den  Austausch  zwischen 
O  und  N  durch  ein  solches  Diaphragma,  wenn  jedes  der  beiden  Gase  auf  der 
einen  Seite  unter  dem  constanten  Druck  /o/2  und  auf  der  andern  unter  dem 
Druck  o  gehalten  wird  und  findet,  dass  die  Widerstände  solcher  poröser  Körper 
von  derselben  Ordnung  sind  wie  die,  mit  denen  Gase  bei  freier  Diffusion  ein- 
ander widerstehen. 

Diesem  Resultate  widersprechen  aber  die  Beobachtungen  von  Hansemann  (37), 
der  zur  Berechnung  seiner  Versuche  Gleichungen  benutzte,  welche  Kirchhoff  (38) 
aus  den  zuletzt  angeführten  STEFAN'schen  Formeln  entwickelt  hat.  Der  com- 
plicirte  Apparat  von  Hansemann  sollte  im  Gegensatz  zu  der  BuNSEN'schen  An- 
ordnung dazu  dienen,  die  Mischung  der  Gase  durch  ein  Diaphragma  zu  beob- 
achten, während  das  Gasvolumen  constant  blieb  und  die  sich  verändernden  Drucke 
gemessen  wurden.  Das  Diaghragma  bildete  dabei  die  Oeffnung  eines  Hahnes, 
der  bei  passender  Drehung  die  2  Kammern  mit  einander  verbinden  konnte,  in 
denen  sich  die  beiden  Gase  vor  dem  Versuch  getrennt  befanden.  Rühr- 
vorrichtungen in  den  Kammern  sollten  die  schnelle  Mischung  der  diffundirten 
Gase  bewirken,  sie  erwiesen  sich  aber  als  unnöthig,  da  die  Diffusion  in  merklich 
gleicher  Weise  erfolgte,  mochten  die  Rührer  nun  in  Bewegung  sein  oder  nicht. 
Die  eine  Wand  jeder  Kammer  war  durch  eine  gewellte  Stahlblechscheibe  ge- 
bildet, die  sich  bei  Aenderung  des  Druckes  deformirte,  und  diese  Deformation, 
auf  einen  Spiegel  tibertragen,  diente  zur  Messung  des  Druckes,  während  das 
Volumen  der  Kammer  merklich  constant  blieb.  Die  nähere  Einrichtung  des 
Apparates  und  die  Berechung  der  Versuche  muss  in  den  Abhandlungen  von 
Hansemann  und  Kirchhoff  nachgesehen  werden.  Zuerst  wurde  das  BuNSEN^sche 
Gesetz  der  Proportionalität  von  Diffusionsgeschwindigkeit  und  Druckdifferenz 
innerhalb  der  Grenzen  von  570  mm  bis  10  mm  Hg  Druck  als  richtig  gefunden; 
berechnet  man  dann  für  die  Diffusion  von  H  und  O  aus  den  Versuchen  den 
Coefficienten  der  freien  Diffusion  dieser  Gase,  so  fand  sich  dieser  mehr  als  10 mal 
so  gross  als  der  von  Loschmidt  bestimmte,  und  Stefan's  Theorie  wurde  sonach 
nicht  bestätigt.  Hansemann  scheint  es  demnach  wahrscheinlich,  dass  die  freie 
Diffusion  zweier  Gase  in  den  sehr  kleinen  Räumen  des  porösen  Körpers  nicht, 
wie  dies  Stefan  voraussetzt,  gerade  so  vor  sich  gehe  wie  in  grossen  Räumen 
und  die  Widerstände  der  Diaphragmen  sollen  sehr  viel  grgss{|rg|di^jJ[5j^^j^AN 
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annimmt.  Ob  diese  Resultate  von  Hansemann  wirklich  die  SxEFAN'sche  Theorie 
gänzlich  widerlegen,  müssen  weitere  Beobachtungen  lehren. 

Eine  andere  Versuchsanordnung  für  die  Diffusion  der  Gase  durch  Tbonzellen 
als  die  von  Graham  und  Bunsen  hat  v.  Lang  (21)  angegeben.  Die  DifTusions- 
zelle  ist  eine  cylindrische,  mit  einem  Metalldeckel  geschlossene  Thonzelle;  durch 
den  Deckel  geht  ein  Messingrohr,  das  mit  dem  Leitungsrohr  des  Gasvolumeters 
durch  einen  Kautschukschlauch  verbunden  ist  Dies  Volumeter  besteht  aus 
einer  WouLp'schen  Flasche  mit  2  Hälsen  und  einem  Tubulus  unten.  Durch  den 
einen  Hals  wird  die  Flasche  mit  Wasser  gefüllt  und  dieser  dann  luftdicht  ver- 
schlossen, durch  den  andern  Hals  geht  luftdicht  die  Zuleitungsröhre,  deren  untere 
Oeflfhung  in  derselben  Höhe  ist  wie  das  durch  den  Tubulus  gehende  Ausfluss- 
rohr. Das  Gas  in  dem  Zuleitungsrohr  befindet  sich  unter  dem  äusseren  Luft- 
druck und  bei  der  geringsten  Volumenvermehrung  dieses  Gases  treten  Gas- 
blasen in  die  WoüLF*sche  Flasche.  Hierdurch  wird  Wasser  aus  dem  Ausfiussrohr 
getrieben  und  dies  dient  als  Maass  der  Volumen vermehrnng  des  Gases.  Füllt 
man  nun  die  Thonzelle  mit  einem  Gas  und  taucht  sie  dann  in  ein  specifisch 
leichteres,  so  tritt  eine  stärkere  Difiusion  nach  innen  und  also  die  oben  angeführte 
Volumen  Vermehrung  ein. 

Nicht  nur  solche  als  porös  bekannte  Stoffe  wie  Gyps,  Graphit,  Hydrophan  etc. 
sind  aber  für  Gase  durchlässig,  sondern  es  findet  auch  Diffusion  durch  die 
Metalle  statt,  wenn  diese  auf  höhere  Temperaturen  gebracht  werden.  Das 
wiesen  zuerst  für  WasserstoflF  St.  Claire-Deville  und  Trogst  (13,  14)  bei  Platin 
und  Eisen  in  der  Rothgluth  nach.  Sie  legten  ein  Rohr  dieser  Metalle  in  ein 
grösseres  undurchlässiges  Porzellanrohr,  füllten  jenes  mit  Stickstoff  und  liessen 
durch  den  ringförmigen  Raum  zwischen  beiden  Wasserstoff  streichen.  Wurden 
die  Metallröhren  rothglühend  gemacht,  so  trat  Wasserstoff  in  das  Innere  der- 
selben. Graham  (19)  hat  die  Metallröhren  mit  einer  Luftpumpe  verbunden,  so 
dass  ein  Vacuum  an  die  Stelle  des  Stickstoffs  trat.  Es  traten  dann  in  1  Minute 
durch  l  n  m  der  Oberfläche  einer  l'l  mm  dicken  rothglühenden  Platinröhre 
489'2  ccm  H ;  andere  Gase  gingen  nur  in  sehr  geringen  Mengen  durch  die  Röhre. 
Durch  l  n  m  der  Oberfläche  einer  luftleer  gepumpten  Palladium  röhre  drangen 
in  1  Min.  von  aussen  bei  265°  327  ccm  H  und  nahe  an  der  Rothglühhitze  423  ccm. 
Aus  Kohlengas  sonderte  eine  solche  glühende  Palladiumröhre  den  H  vollständig 
ab,  indem  sie  ihn  allein  durchliess. 

Troost  (39)  hat  auf  ähnliche  Weise  gezeigt,  dass  bei  einem  im  Cadmium- 
dampf  erhitzten  und  eväcuirten  Silberrohr  in  einer  Stunde  durch  den  Quadrat- 
centimeter  diffundirten: 


O 


CO, 
CO 

N  . 


Rohr  1  mm  dick 


rein     .     .     .   1700  Liter 
aus  der  Luft  0*890     „ 


Rohr  0*5  mm  dick 


3-300  Liter 
1-640     „ 
0*4  ^»» 
0-6   „ 
>0-l    „ 


War  das  letztere  Rohr  mit  CO,  gefüllt,  so  ging  0835  Liter  seiner  O  und 
0*640  Liter  O  aus  der  Luft  durch  den  ^cm  in  1  Stunde.  Schon  beim  Siedepunkt 
des  Selens  trat  merkliche  O-Diffusion  ein. 

Die  Diffusion  durch  absorbirende  feste  Körper  wie  Kautschuk, 
hat  zuerst  Mitchell  (6)  untersucht.  Er  fand,  dass  gleiche  Mengen  durch  eine 
dünne  Kautschukmembran  gingen  von:  Digitizedby ^iC 
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Ammoniak in  1      t 

Schwefelwasserstoff  ...  „  2'5 

Cyan „  325 

Kohlensäure     .....  „  5'5 

Stickstoffoxydul    ....  „6-5 

Graham  (19),  spannte  über  einen  sehr  grossporigen  Gypspiropfen  seines 
Diffusionsrohres  eine  Kautschukmembran  und  Hess  über  dieselbe  unter  Atixio> 
Sphärendruck  einen  Strom  des  zu  untersuchenden  Gases  streichen.  Das  Difiusions- 
röhr  hatte  Barometerlänge  und  über  dem  absperrenden  Quecksilber  war  ein 
Vacuum,  in  welches  das  Gas  durch  die  Membran  hindurch  eindrang,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Eindringens  betrug  für: 


Diffusion. 

nin 

Arsenwasserstoff  .     . 

.    in        27'5  mm 

n 

Oelbildendes  Gas     . 

„         28       ,f 

tt 

Wasserstoff      .     .     . 

.     „         37*5   „ 

tr 

Sauerstoff    .... 

.     „  1  ^  53      „ 

}f 

Kohlenoxyd     .     .     . 

.     „  2  „  40      „ 

Stickstoff 1 

Kohlenoxyd 1-113 

Luft 1-149 

Sumpfgas 2-148 


Sauerstoff 2-556 

Wasserstoff 5*500 

Kohlensäure 13585 


Mit  der  Temperatur  stieg  die  Durchlässigkeit,  so  dass  bei  60°  in  1  min 
663  ccm  Luft  hindurchgingen,  während  bei  4°  nur  0*56  ccm  diffundirten. 

V.  Wroblewski  (28)  hat  die  Diffusion  durch  eine  Kautschukmembran  unter- 
sucht, indem  er  entweder  das  durch  Quecksilber  unter  dem  Atmosphärendruck 
abgesperrte  und  mit  der  Membran  überbundene  Diffusionsrohr  mit  CO^  füllte 
und  das  Steigen  des  Quecksilbers  in  dem  Rohr  beobachtete,  wenn  die  CO,  in 
die  Luft  der  freien  Atmosphäre  diffundirte,  oder  indem  er  CO^  unter  weniger 
als  dem  Luftdruck  in  das  Rohr  füllte  und  von  aussen  aus  einer  CO^-Atmosphäre 
über  der  Membran  das  Gas  in  die  Röhre  diffundiren  Hess.  Es  zeigte  sich  dabei  die 
Geschwindigkeit  der  Diffusion  dem  Druck  merklich  proportional  und  die  Diffusions- 
geschwindigkeit eines  Gasgemisches  aus  CO2  und  H  oder  CO,  und  Luft  gegen 
die  Luft  der  Atmosphäre  ergab  sich  gleich  der  Summe  der  Produkte  aus  dem 
Partialdruck  der  einzelnen  Bestandtheile  des  Gemisches  in  deren  Diffusions- 
geschwindigkeiten. 

Den  Vorgang  der  Diffusion  der  Gase  durch  Kautschuk  und  überhaupt  alle 
Colloide,  ja  vielleicht  auch  durch  glühende  (dem  flüssigen  Zustand  genäherte) 
Metallröhren  denkt  sich  Graham  (19)  mit  einer  Verflüssigung  der  Gase  verknüpft. 
Diese  sollen  von  der  einen  Seite  der  Colloide  absorbirt,  sie  in  flüssigem  Zu- 
stand durchdringen  und  auf  der  andern  Seite  wieder  verdampfen;  doch  scheint 
diese  Ansicht  durch  das  Verhalten  der  Gase  in  Flüssigkeiten  (s.  w.  u.)  unwahr- 
scheinlich gemacht  zu  werden. 

Der  Einfluss  der  Temperatur  ist  nicht  näher  untersucht,  er  scheint  aber 
sehr  beträchtlich  zu  sein,  wie  dies  die  oben  angeftihrte  Beobachtung  Graham's 
für  Kautschuk  und  Luft  zeigt;  ebenso  fand  v.  Wroblewski  die  Diffusions- 
geschwindigkeit der  COj  durch  Kautschuk  fast  verdoppelt,  wenn  die  Temperatur 
etwa  von  14°  auf  30°  stieg. 

Eine  durch  Diffusion  hervorgerufene  Temperaturänderung  hat 
DuFOUR  (24)  beobachtet,  indem  er  ein  poröses  GefKss,  das  mit  dem  langsamer 
diffundirenden  Gas  gefüllt  war,  in  einen  Raum  mit  anderm  Gase  brachte.  So- 
wohl bei  Diffusion  unter  constantem  Druck  als  auch  bei  Druckdifferenzen  auf 
den  2  Seiten  des  Gefässes  soll  stets  an  den  Seiten  der  porösen  Wand,  wo  das 
rascher   diffundirende  Gas   eintritt,   eine  Temperaturerhöhung,^  ^^g[,ji|i^em 
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Seite  eine  Erniedrigung  stattfinden.  Die  Umkehr  dieses  Phänomens  gelang 
Feddersen  (25),  durch  theoretische  Betrachtungen  von  C.  Neumann  veranlasst, 
nachzuweisen.  Diese  Thermodif Fusion,  wie  sie  Feddersen  nennt,  besteht 
darin,  dass  poröse  Körper,  deren  beide  Seiten  ungleich  erwärmt  sind,  die 
Gase  in  der  Richtung  von  der  kalten  zur  warmen  Seite  durch  sich  hindurch- 
zuziehen suchen.  Es  wurde  zum  Nachweis  dieser  Erscheinung  eine  pulver- 
förmige  Substanz  in  eine  horizontale  Glasröhre  fest  hineingestopft,  so  dass  sie 
darin  einen  unbeweglichen  Pfropfen  bildete.  Durch  Kautschuk  war  die  Röhre 
auf  jeder  Seite  mit  einer  andern  verbunden,  in  der  ein  Flüssigkeitsindex  sich 
befand.  Wurde  der  Pfropfen  auf  einer  Seite  erwärmt,  auf  der  andern  abge- 
kühlt, so  zeigten  die  Bewegungen  der  Indices  die  Luftströmung  an.  Der  in 
dem  obigen  Satz  ausgezprochene  Effekt  zeigte  sich  bei  allen  angewandten 
porösen  Substanzen:  Platinschwamm,  Palladiumschwamm,  Gyps,  Holzkohle, 
Kieselsäure,  Magnesia  etc. 

Bei  den  Versuchen  Puluj's  (30)  über  die  Diffusion  der  Dämpfe  durch 
eine  Thonzelle  wurde  an  der  einen  Seite  der  Zelle  der  Dampf,  an  der  anderen 
Luft  vorbeigeleitet  und  möglichst  darauf  geachtet,  dass  zu  beiden  Seiten  der 
Zelle  gleicher  Druck  herrscht,  lieber  die  Versuchsanordnung  muss  auf  das 
Original  verwiesen  werden.  Das  Diffusiometer  (eine  getheilte  Glasröhre)  war 
durch  eine  Seifenblase  oder  durch  eine  dünne  Glimmerscheibe  abgeschlossen, 
die  durch  Seifenwasser  an  der  Wand  der  Röhre  gehalten  wurde.  Diese  Lamellen 
folgten  dem  kleinsten  Ueberdruck  und  die  Geschwindigkeit  ihrer  Bewegung  an 
der  Theilung  der  Röhre  vorbei  diente  als  Maass  für  die  Stärke  der  Diffusion. 
Die  Versuche  (die  freilich  unter  einander  beträchtlich  abweichen)  ergeben  auch 
für  die  Dämpfe  von  Wasser,  Alkohol,  Aether  und  Chloroform  Zahlen,  die  sich 
von  den  durch  das  GRAHAM*sche  Gesetz  greforderten  nicht  zu  weit  entfernen.  Es 
ist  nämlich: 


Dichte  =5 

Vi 

(mh 

(^/^), 

Wasser 

Alkohol 

Aether 

Chloroform 

0-623 
1-613 
2-586 
4-138 

1-267 
0-787 
0-622 
0-492 

1139 
0-759 
0-695 

1-268 
0-865 
0-727 
0-461 

wo  £>/£  das  Verhältniss  des  diffundirten  Dampf-  zu  dem  Luft-Volumen  bedeuten 
und  {p/L)^  resp.  {D/JO)^  nach  einer  von  Zeuner  resp.  von  Hering  gegebenen 
Formel  für  das  specifische  Volumen  des  Dampfes  berechnet  ist. 

Die  Abhängigkeit  der  Diffusionsgeschwindigkeit  des  Wasserdampfes  von  der 
Temperatur  soll  durch  dieselbe  Temperaturfünktion  bestimmt  sein  wie  das  Maxi- 
mum der  Spannkraft. 

c)  Difiiision  durch  Flüssigkeiten. 
Abgesehen  von  einigen  gelegentlichen  Beobachtungen  Graham's  (1850) 
stammen  die  Versuche  hierüber  aus  der  neuesten  Zeit.  Exner  (1875)  untersuchte 
die  Diffusion  von  Gasen  und  Dämpfen  durch  Seifenlamellen,  Pranghe  (1877) 
durch  Leinöl,  v.  Wrobleswki  (1878)  versuchte  eine  Formel  der  FouRiER'schen 
Wärmeleitungstheorie  auf  den  Durchgang  der  Kohlensäure  durch  Wasser  etc.  anzu- 
wenden und  Stefan  (1878)  zeigte,  dass  seine  Theorie  der  Diffusion  im  Wesent- 
lichen mit  den  Erscheinungen  übereinstimmt,  die  verschiedene  Gase  bieten, 
wenn  sie  durch  Wasser  oder  Alkohol  diffundiren.  ^  j 
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Während  der  statische  Zustand  der  Sättigung  einer  Flüssigkeit  mit  einem 
Gase  schon  von  Dalton  und  Henry,  besonders  aber  von  Bunsen  untersucht 
worden  war,  indem  er  die  Absorptionscoefficenten  zwischen  Flüssigkeiten  und 
Gasen  bestimmte,  wandte  Graham^)  zum  ersten  Male  seine  Aufmerksamkeit  der 
Bewegung  von  Gasen  durch  Flüssigkeiten  zu.  Er  sättigte  das  Wasser  in  einer 
Flasche  mit  Kohlensäure  und  schob  über  den  abgeschliffenen  Rand  der  Flasche 
eine  dieser  gleiche,  deren  Wasser  kohlensäurefrei  war.  Nach  einiger  Zeit  prüfte 
er  das  Wasser  der  oberen  Flasche  auf  seinen  Kohlensäuregehalt  und  fand  so, 
dass  die  Bewegung  der  CO^  durch  das  Wasser  sehr  langsam  geschieht  und 
nicht  merklich  beeinflusst  wird,  wenn  das  Wasser  ein  anderes  Gas  z.  B.  Stick- 
oxydul aufgelöst  enthielt 

Diese  Versuche  blieben  vereinzelt  und  auch  Fr.  Exner  (3),  der  nach  Graham 
den  Durchgang  von  Gasen  durch  Flüssigkeiten  studirte,  behandelte  nicht  die 
Art  der  Verbreitung  eines  Gases  in  der  Flüssigkeit,  sondern  untersuchte  nur 
den  Durchgang  von  Gasen  durch  dünne  Flüssigkeitsschichten,  durch 
Seifenlamellen,  worin  ihm  Draper  (i)  und  Marunini  (2)  mit  qualitativen 
Beobachtungen  vorausgegangen  waren.  Exner  beobachtete  die  Diffusion  der 
Gase  gegen  Luft  durch  eine  Seifenlamelle  in  folgender  Weise:  Die  Lamelle 
wurde  in  ein  weiteres,  getheiltes  Glasrohr  gesogen,  das  an  einem  Ende 
offen,  am  andern  Ende  von  einer  Metallplatte  geschlossen  war.  Durch  die 
MetaUplatte  trat  eine  Thermometerröhre,  die  bis  zum  inneren  Rand  der 
Platte  ging,  ohne  vorzuragen.  Auf  dem  andern  Ende  des  Thermometerrohres 
sass  ein  Kautschukschlauch  mit  Quetschhahn.  Die  sehr  leichte  Lamelle 
folgte  in  der  weiten  Glasröhre,  deren  Wände  mit  Seifenwasser  benetzt  waren, 
dem  kleinsten  Ueberdruck.  Hatte  man  die  Lamelle  an  einen  bestimmten 
Theilstrich  des  Glasrohrs  gebracht,  so  befand  sich  in  dem  durch  sie  und 
den  Hahn  abgeschlossenen  Räume  Luft  unter  dem  Druck  der  Atmosphäre 
und  auf  ihre  andere  Seite  wurde  das  zu  untersuchende  Gas  auch  unter 
dem  herrschenden  Luftdruck  gebracht.  Sobald  die  Diffusion  durch  die 
Lamelle  begann,  verschob  sich  dieselbe  und  kam  erst  zur  Ruhe,  wenn  alle 
Luft  durch  das  Gas  ersetzt  war.  Der  Anfangs-  und  End-Stand  der  Lamelle 
gaben  direkt  das  Luft-  (Z)  und  Gas -Volumen  {G),  das  sich  bei  der  Diffusion 
austauschte.  Den  Quotienten  a  ==:  G/L  nennt  Exner  Diffusionsco^fficienten ,  er 
giebt  das  Verhältniss  der  Diffusionsgeschwindigkeiten  von  Gas  und  Luft.  Durch 
Kohlensäure,  Schwefelwasserstoff  und  Ammoniak  wurde  die  Lamelle  rasch  zer- 
stört, deshalb  musste  man  sich  damit  begnügen,  die  Volumänderung  von  mit 
diesen  Gasen  gefüllten  Seifenblasen  in  der  Luft  angenähert  zu  bestimmen.  Die 
Diffusion  durch  eine  solche  Lamelle  zeigt  sich  immer  abhängig  sowohl  von  dem 
Absorptionscoefficienten  C  des  Wassers  (eigentlich  der  sehr  verdünnten  Seifen- 
lösung) für  das  Gas,  als  auch  von  der  Dichte  d  dieses  letzteren,  so  dass  man 
diese  Diffusion  nach  Exner  als  aus  2  Thln.  bestehend  anzusehen  hat  Erstens 
findet  eine  Aufnahme  und  Wiederabgabe  der  Gase  von  Seiten  der  Lamelle  statt, 
deren  Grösse  sich  nach  den  Absorptionscoöfücienten  richtet,  und  zweitens  tritt 
ein  Gasaustausch  durch  die  Flüssigkeitswand  ein,  wie  ein  solcher  von  der  Theorie 
ftir  eine  poröse  Scheidewand  von  sehr  geringer  Dicke  gefordert  wird.  Die  nach- 
stehende Tabelle  zeigt,    dass   die  Diffusionsgeschwindigkeiten,    die  durch  a  be- 

C 

stimmt  sind,  bei  verschiedenen  Gasen  sich  verhalten  wie  —i=' 

vT 


^)  In  (2)  unter:    Diffusion  der  Flüssigkeiten  a)  Freie  Diffusion. 
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Gas 

Absorptions- 
coöfficient  C 

Dichte  8 

C 

Vi 

a  beobachtet 

a  berechnet 

N 

Luft 

0 

Leuchtgas  .          .     . 

H 

CO, 

H,S 

NH, 

0015 
0-017 
0030 
0025 
0*019 
1002 
3165 
700 

0*97 

1*00 

1*106 

0-480 

0070 

1*52   ' 

1*17 

0*59 

0*0153 
0-017 
0*0285 
0*086 
0072 
0*812 
2*94 
9080 

0-86 

1-95 
2*27 
3*77 
471 
165 
46000 

0-85 
1-00 
1-60 
2*12 
8*89 
451 
163-3 
54500 

Die  Temperaturen  lagen  zwischen  13  und  18  ^ 

Da  die  Beobachtungen  Rlr  die  3  letzten  Gase  unsicher  sind,  so  ist  die  gute 
Uebereinstimmung  der  a  für  Schwefelwasserstofi,  wie  Exner  hervorhebt,  nur 
zufallig.  —  Die  obige  Beziehung  bewährte  sich  auch  noch  ftlr  eine  Lamelle,  die 
aus  7  Volumtheilen  der  Seifenlösung  und  1  Volumtheil  Alkohol  bestand.  Auch 
ist  sie  von  Pranghe  (6)  bestätigt  worden,  der  für  O  noch  eine  bessere  Ueber-  ^ 
einstimmung  als  Exner  zwichen  Beobachtung  und  Rechnung  fand,  indem  er 
grosse  Vorsicht  auf  die  Darstellung  von  reinem  O  verwandte.  Dagegen  zeigte 
sich  für  eine  Membran  von  Leinöl  keine  Proportionalität  zwischen  den  DifTusions- 

geschwindigkeiten  und  —7=9   so  dass  diese  Beziehung  sich  als  nicht  allgemein 
V8 

giltig  erwies.  Pranghe  konnte  seine  Beobachtungen  für  Leinöl  besser  darstellen 
wenn  er  die  DifTusionsgeschwindigkeit  der  Gase  durch  das  Oel,  analog  wie 
Bunsen  für  Gypsdiaphragmen,  als  proportional  der  DruckdifTerenz  der  Gase  auf 
beiden  Seiten  der  Leinöllamelle  und  proportional  einem  Reibungscoefficienten 
annahm,  der  von  der  Natur  des  Gases  und  der  Flüssigkeit  abhängt  und  experi- 
mentell zu  bestimmen  ist. 

Nach  derselben  Methode  hat  Exner  (4)  auch  die  Diffusion  von  Dämpfen 
durch  Seifenlamellen  untersucht,  indem  er  die  DifTusionsröhre  mit  der 
passend  eingestellten  Lamelle  in  eine  weite  Flasche  tauchen  Hess,  auf  deren 
Boden  sich  die  Flüssigkeit  befand,  deren  Dampf  untersucht  werden  sollte. 
Exner  erhielt  folgende  auf  22^  C.  sich  beziehende  Tabelle: 


C 

l 

C 

a  beobachtet 

a  berechnet 

Uxft 

0017 

1-00 

0-017 

10 

_ 

Schwefelkohlenstoff  .... 

0-110 

2*645 

0-067 

3-9 

3-8 

Chlorofonn 

0110 

414 

0054 

3-3 

3-5 

Aether 

6-5 

2-58 

4O0 

235-0 

50 

Alkohol 

0021 

1-61 

0-0166 

0-98 

10 

Benzin 

00038 

2-77 

0-0022 

0-13 

011 

Terpentinöl 

0'000125 

4-76 

0-00006 

0003 

kleiner  als  1 

Hiemach  gilt  auch  für  Dämpfe  und  Seifenlamellen  die  Proportionalität  zwischen 

C 

Difiusionsgeschwindigeit  und  -y= .    Die  gänzliche  Verschiedenheit  zwischen  dem 

beobachteten  und  berechneten  Werth  des  a  für  Aether,  hat  nach  Exner  ihren 
Grund  in  einer  offenbar  falschen  Bestimmung  des  Absorptionscoöfficienten  für 
Aetherdampf.    Bei   Terpentinöl   gestattete   die    geringe  Haltbarkeit  der  Lamelle 
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keine  Vollendung  der  DifFusionsversuche,   deshalb  ist  die  Uebereinstimmung  der 
a  nur  eine  qualitative. 

Die  Diffusion  eines  Gases  durch  längere  Schichten  von  Flüssig- 
keit hat  Stefan  (7)  theoretisch  und  experimentell  verfolgt  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  FiCK'sche  Gleichung  für  die  Bewegung  eines  Salzes  durch  sein 
Lösungsmittel  auch  hier  anzuwenden  sei.  Ist  also  p  die  Dichte  des  Gases  am 
Orte  X  eines  cylindrischen  Gefasses  mit  Flüssigkeit,  durch  welche  Gas  diffundirt, 
so  gilt  nach  dieser  Annahme  die  Gleichung 

Wird  an  einem  Ende  x  =  0  des  Geßlsses  die  Dichte  p  stets  constant  =  a 
erhalten  und  ist  für  /  =  0  und  alle  positiven  x,  p  =  0,  so  wird  das  Integral 
von  (1): 

'         0 

wo   die  Fltissigkeitssäule    als    unendlich    lang   betrachtet   wird.     Die   durch    die 
Trennungsebene  von  Gas  und  Flüssigkeit  gehende  Gasmenge  ist  folglich 


--Xfe) 


dt 

oder 

A^^aqy^,  (2) 

wenn  q  den  Querschnitt  des  Gefasses  bezeichnet.  Ist  das  Gefass  nicht  unendlich 
lang,  sondern  hat  es  die  Länge  /,  so  tritt  für  ^  =  /  eine  Grenzbedingung  ein.  Um 
die  Diffusion  von  Kohlensäure  durch  Wasser  oder  Alkohol  zu  untersuchen,  wurden 
enge  Glasröhren  von  höchstens  1*7  mm  Durchmesser  im  Lichten  mit  COj  ge- 
füllt und  an  beiden  Enden  zugeschmolzen,  dann  das  eine  Ende  unter  der  Flüssig- 
keit abgebrochen,  so  dass  ein  Flüssigkeitsfaden  von  passender  Länge  in  die  Röhre 
eintrat'  und  nun  dessen  Bewegung  beobachtet,  wenn  die  Röhre  vertikal  stand 
oder  horizontal  gelegt  war,  wobei  wegen  ihres  geringen  Querschnitts  sich  der 
Faden  zusammenhängend  erhielt.  Diese  Bewegung  niaass  direkt  die  in  die  Flüssig- 
keit eintretenden  Mengen  des  Gases.  Bei  den  Versuchen  grenzt  die  eine  Seite 
der  Flüssigkeit  an  die  Kohlensäure,  die  andere  an  die  freie  Atmosphäre,  deren 
Druck  den  Faden  so  verschiebt,  dass  die  Kohlensäure  stets  unter  demselben 
Druck  steht,  d.  h.  die  Dichte  des  Gases  an  der  Grenzschicht  o:  =  0  stets  con- 
stant bleibt.  Für  das  andere  Ende  jc  =  /  der  Flüssigkeit  darf  man  p  =  0  für 
jedes  /  setzen,  da  die  CO^  mit  sehr  viel  grösserer  Geschwindigkeit  sich  in  der 
Luft  verbreitet  als  in  der  Flüssigkeit.  Die  Lösung  von  (1)  welche  diesen  Be- 
dingungen genügt  ist: 

woraus  folgt 

,      akt      2a  l  (1:^       _^±1      1    _i!^li.'  \ 

rJ^kt 
Setzt  man  z  =  -^^  und  vergleicht  den  Werth  der  Lösung  (3),  welche  genau 

den  Versuchsbedingungen  entspricht,  mit  dem  Werth  der  Lösung  (2),  bei  der  die 
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Flüssigkeitssäule  als  unendlich  lang  angesehen  wurde,  so  zeigt  sich,  dass  erst  für 

«  =  4  die  beiden  Werthe  um  2^  von  einander  abweichen.     Man  darf  demnach 

bei  der  geringen  Genauigkeit  der  Versuche  die  Formel  (2)  in  den  meisten  Fällen 

unbedenklich  anwenden.    Die  Beobachtungen  ergaben  nun  in  der  That,  dass  die 

Diffusion  von  CO,  durch  Wasser  und  Alkohol  nach  Formel  (2)  verlief,  indem 

die  durch  die  Trennungsebene  der  CO,  und  der  Flüssigkeit  tretende  Gasmenge 

der  Quadratwurzel  aus  der  Zeit  proportional  war. 

Eine  andere  Art  der  Prüfung  der  Theorie  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (3). 

akt      al 
Mit  wachsender  Zeit  nähert  sich  A  der  Grenze  A  =  — ^  "*"  "IT  »  ^-  ^* 

dA       ak 

und  dieser  Beharrungszustand  wird  um  so  eher  erreicht  werden,  je  kleiner  /  ist. 
Wurde  bei  den  Beobachtungen  nun  gerade  so  verfahren,  wie  vorher,  so  erwiesen 
sich  die  Produkte  aus  den  Verschiebungen  des  Flüssigkeitsfadens  in  seine  Längen 
d.  h.  die  Grössen  dA  «/für  gleiche  Zeiträume  merklich  constant,  wie  es  (4)  fordert. 
Der  Fehler,  den  die  Verdampfung  der  Flüssigkeit  in  die  Luft  bewirkt,  wurde  da- 
durch verkleinert,  dass  man  den  Flüssigkeitsfaden  schon  bei  Beginn  des  Versuchs 
tiefer  in  die  Röhre  brachte. 

Ebenso  wie  CO,  aus  dem  durch  die  Flüssigkeit  abgeschlossenen  Raum  in 
die  Luft  diffundirt,  musste  umgekehrt  Luft  in  diesen  Raum  gelangen  und  das 
Verhältniss  zwischen  dem  anfänglichen  C02-Volumen  Fzu  dem  nach  Beendigung 
der  Diffusion  eingeschlossenen  Luftvolumen  F'  dient  zu  folgenden  Schlüssen.  Hat 
man  mehrere  Gase  in  dem  Volumen  K  durch  den  Flüssigkeitsfaden  abgesperrt, 
bedeuten  a^  unda/  etc.  die  Dichten  des  ersten  etc.  Gases*  in  der  ersten  und  zweiten 
Grenzschicht  der  Flüssigkeit,  so  hat  man  nach  Analogie  mit  (4)  die  Gleichungen 

dt    '"  l  '         dt   "  t  ^^'^' 

Sind  /i,  /,  etc.  resp.  p^^  p^  etc.  die  Partialdrucke  des  ersten,  zweiten  etc. 
Gases  und  a^,  a,  etc.  deren  Absorptionscoefficienten,  dann  erhält  man: 

d{Vp^)_       a,^j  d{yp^)  a,k^ 

— ^-  = j-KPi  —  Pi )»      ~Jt~ J-KP^—P^)  «t^- 

Bleibt  der  Gesammtdruck  /  der  Gase  innerhalb  und  ausserhalb  der  Flüssigkeit 
constant,  d.  h.  /j  +/,  -h  .  .  .  ^=  p  -=^  p^  -^  P^  -I-  .  .  .,  so  folgt  aus  den  letzten 
Gleichungen  das  Integral: 


[J^^l^^,\^const. 


Sind  py^y  /,  etc.  für  den  Anfang  des  Versuchs  gegeben,  so  liefert  diese 
Gleichung  das  Verhältniss  -yi  .  Bei  den  Versuchen  diflPundirte  CO,  darch  Alko- 
hol gegen  Luft,  d.  h.  gegen  ein  Gemenge  von  O  und  N,  Es  ist  ferner  py  =/, 
/,  =/3  =0  am  Anfang  des  Versuchs,  wo  nur  CO,  im  Volumen  F vorhanden  war, 
am  Ende  ist/i  =  0,  />,  =  0*21/,  /,  =  0-79^;   also: 


V  ^    /0-739      6-529\ 


wenn  man  a,  und  a^  nach  Bunsen  einsetzt. 

Nimmt  man,  was  wohl  näherungsweise  richtig,  k^  =  k^  an  und  setzt  den 
von  BuNSEN  bestimmten  Werth  von  a^  ein,  so  ergiebt  ein  Vergleich  der  Beob- 
achtungen mit  dieser  Formel,  dass  ^.  =  0*796  ^3  bei  12-5°  und  >&i  =  0  813>&«  bei 
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17^  d.  h.  k^  ist  kleiner  als  k^  und  demnach  ist  der  Diffusionscodfficient 
eines  Gases  nicht  durch  seine  grössere  oder  geringere  Absorptions- 
fähigkeit bestimmt  Ebenso  ergab  sich  für  Alkohol,  dass  der  Difiusionsco^^fficient 
von  Wasserstoff  mehr  als  doppelt  so  gross  war  wie  der  des  Stickstoffs,  während 
Wasserstoff  viel  geringer  von  Alkohol  absorbirt  wird  als  Stickstoff.  Aus  der  Formel 
(2)  und  (4)  lässt  sich  der  absolute  Werth  des  Diffusionscoöffidenten  berechnen; 
denn  ist  s  die  Dichte  des  Gases  bei  dem  normalen  Druck  p,  so  wird  A  =  Vs, 
und  a^szas  und  setzt  man  das  ein,  so  ergeben  sich  nach  Stefanos  Versuchen: 


Diflusionscoafficient  C  O,  —  H.O       =  0*000016 


CO.—  Alkohol  —  0000031 

'  sec 


>  für  16-17°  C 


Bei  der  Bestimmung  des  letzteren  ist  auch  die  Gegendififusion  von  Luft  durch 
Alkohol  berücksichtigt.  Stefan  schliesst  aus  diesen  Untersuchungen,  dass 
die  rein  physikalische  Theorie  der  Diffusion  der  Gase  durch  Flüssig- 
keiten, wie  sie  von  ihm  nach  Analogie  mit  Fourixr's  Theorie  der 
Wärmeleitung  entwickelt  wurde,  den  Beobachtungen  entspricht,  dass 
also  sich  zuerst  die  Oberflächenschicht  der  Flüssigkeit  mit  dem  Gase  sättigte  und 
sich  dann  im  Innern  das  Gas  von  Schicht  zu  Schicht  von  den  Orten,  wo  es 
grössere  Dichte  hat,  zu  denen  geringerer  Dichte  verbreitet. 

Schon  vor  Stefan  hat  von  Wroblewsri  (5)  die  Annahme  gemacht,  dass  sich 
ein  Gas  nach  der  FouRiER'sche  Theorie  in  einer  Flüssigkeit  verbreite  und  hatte 
zu  dem  Zweck  die  Formel  (2)  benuzt  Er  versuchte  die  über  dem  Flüssigkeits- 
cylinder  befindliche  Kohlensäure  immer  unter  demselben  Druck  zu  halten,  indem 
er  sie  nach  Maassgabe  ihrer  Absorption  durch  die  Flüssigkeit  zusammendrückte. 
Es  gelang  ihm  aber  nicht,  für  Wasser  und  CO,  die  Richtigkeit  der  Formel  (2) 
nachzuweisen,  da  das  mit  CO^  beladene  Wasser  schwerer  wurde  und  der  Schwere 
folgend  untersank,  also  Strömungen  durchaus  den  Difiusionsprocess  verdeckten. 
Diese  Störungen  traten  nicht  mehr  ein,  wenn  von  Wroblewski  Kochsalzlösung 
statt  Wasser  benutzte,  deren  Zähigkeit  und  geringe  Absorption  der  CO|  die 
Strömungen  so  verlangsamten,    dass  das  FouRiER'sche  Gesetz  zur  Geltung  kam. 

Es  ergab  sich  für  concentrirte  Na  Gl -Lösung  und  CO,  >(  =  0*0000091 — -  bei 

ca.  2®.  Später  versuchte  dann  von  Wroblewski  (8,  9,  10)  für  Wasser  und  CO,  in 
den  ersten  Minuten  des  Versuches  die  Grösse  k  nach  Formel  (2)  zu  bestimmen; 
in  dieser  kurzen  Zeit  sollen  die  Strömungen  noch  nicht  merklich  geworden  sein. 

Die  so  gewonnenen  Resultate  ergaben  k  >  0*000022 ,  doch  weichen  die  Beob- 
achtungen sehr  von  einander  ab  und  sind  nicht  geeignet,  die  Richtigkeit  der 
Theorie  zu  prüfen.  —  Auch  durch  CoUoide,  z,  B.  Gelatine  und  Leim  unter- 
suchte VON  Wroblewski  die  Diffusion  der  CO,  und  stellte  danach  den  Satz  auf^ 
dass  die  Verbreitung  eines  Gases  in  einem  absorbirenden  festen  oder  flüssigen 
Körper  ebenso  geschieht,  wie  die  der  Wärme  in  einem  festen  Stabe.  Für  Kautschuk 
hat  V.  Wroblewski  (ig)  die  Formel  (4)  von  Stefan  benuzt  und  findet  bei  lu^  für 

Kautschuk  —  N »O  k  =  00000056 

—  CO,   >&==  00000054   „ 
-H       i  =  0-0000354   „ 
Doch  bedürfen  diese  Werthe  noch  sehr  der  Bestätigung.    Endlich  schliesst 
VON  Wroblewski,  dass  Graham's  Anschauung,  wonach  die  Gase  in  den  flüssigen 
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Zustand  übergeheDi  wenn  sie  von  absorbirenden  Körpern  aufgenommen  werden, 
ebenso  wie  die  Meinung,  dass  die  Gase  in  diesem  Falle  chemische  Verbindungen 
mit  diesen  Körpern  eingingen,  falsch  ist;  vielmehr  soll  der  Vorgang  der  Ab- 
sorption ein  rein  physikalischer  Process  sein.  Für  Flüssigkeiten  haben  das  in 
der  That  Stefan*s  Versuche  innerhalb  ihrer,  wie  Stefan  hervorhebt,  ziemlich 
grossen  Fehlergrenzen  wahrscheinlich  gemacht»  wie  weit  das  aber  für  andere  ab- 
sorbirende  Körper  gilt,  ist  bis  jetzt  noch  nicht  zu  entscheiden. 

m.   Dififiision  fester  Körper  und  flüssiger  Metalle. 

Ueber  diesen  Gegenstand  existiren  nur  wenige  Beobachtungen,  von  denen 
sich  die  ältesten  und  zahlreichsten  auf  den  Durchgang  des  flüssigen  Quecksilbers 
durch  massive  Metalle  beziehen.  Daniel  (i)  zeigte  zuerst,  dass  Quecksilber 
durch  Blei,  Zinn,  Zink,  Gold  und  Silber  diflundirt  und  Henry  (2)  gab  dem  Ver- 
such mit  Blei  die  nachher  oft  angewandte  Form,  dass  er  einen  Bleistab  heber- 
fbrmig  bog  und  den  kürzeren  Schenkel  in  Hg  tauchte.  Nach  einiger  Zeit  tropfte 
dann  Hg  am  Ende  des  anderen  Schenkels  herab;  die  Oberfläche  des  Stabes  zeigte 
sich  dabei  unverändert.  Die  Struktur  des  Bleis  war  für  die  Dauer  der  Diffusion 
wesentlich,  da  gehämmertes  Blei  ausserordentlich  viel  langsamer  vom  Quecksilber 
durchwandert  wurde ;  auch  fand  die  Diffusion  viel  leichter  in  Richtung  der  Blätt- 
chen als  senkrecht  dazu  statt  Diese  Beobachtungen  wurden  erweitert  von  Hors- 
FORD  (4)  und  NiKLfes  (5).  Der  erstere  beobachtete  die  ausserordentliche  Be- 
schleunigung der  Bewegung  des  Hg  durch  Metalle,  wenn  die  Bewegung  in 
Richtung  der  Schwerkraft  geschah  gegenüber  der  eigentlichen  Difiusion  des  Hg, 
die  senkrecht  nach  oben  stattfindet,  und  fand  neben  den  von  Daniel  unter- 
suchten Metallen  auch  Cadmium  fllr  Hg  durchlässig,  während  er  bei  Kupfer  und 
Messing  keine  Diffusion  nachweisen  konnte.  Dies  beobachtete  dann  Nikl£:s,  der 
ein  Durchdringen  des  Quecksilbers  durch  alle  von  ihm  benutzten  Metalle  be- 
hauptete. Quantitativ  hat  Guthrie  (ii)  die  Diffusion  von  Natrium,  Kalium,  Zink, 
Blei  und  Zinn  durch  Quecksilber  untersucht,  indem  er  auf  die  Oberfläche  des 
Quecksilbers,  das  sich  in  einer  grossen,  unten  ausgezogenen  Bürette  befand,  die 
genannten  Metalle  brachte  und  den  Inhalt  nach  vierzehn  Tagen  oder  einem  Monat 
in  13  Portionen  aus  der  Bürette  abliess.  Kalium  und  Natrium  wurden  als  Amalgame 
mit  sehr  geringem  Gehalt  an  K  und  Na  auf  das  Quecksilber  geschichtet,  um  die 
grosse  Erwärmung  zu  verkleinern,  die  bei  der  Verbindung  dieser  Metalle  mit  Hg 
entsteht.  Zink,  Blei  und  Zinn  waren  durch  die  einen  Fuss  hohe  Quecksilbersäule 
nach  einem  Monat  schon  merklich  hindurch  diffundirt,  während  nach  14  Tagen 
das  K  des  1*34  proc.  Kaliumamalgams  bereits  in  einer  Tiefe  von  ^  Fuss  und 
das  Na  des  l'92proc.  Natriumamalgams  in  ^  Fuss  Tiefe  nachzuweisen  war. 

Ausser  in  das  flüssige  Quecksilber  diffundiren  die  andern  Metalle  auch  in- 
einander. Erhitzt  man  eine  mit  Ag  plattirte  Kupferplatte,  so  verschwindet  das  Ag 
auf  ihr  bei  bestimmter  Temperatur  und  ist  nach  Henry  (3)  dann  in  die  Platte 
weiter  eingedrungen,  denn  ätzt  man  die  oberflächliche  Kupferschicht  weg,  so 
kommt  darunter  das  Silber  zum  Vorschein.  Ebenso  diffundirt  Gold  mit  der  Zeit 
in  Kupfer  und  tritt  wieder  zu  Tage,  wenn  die  oberste  Kupferschicht  durch  Kochen 
mit  Ammoniak  entfernt  wird.  Colson  (7,  8)  zeigte,  dass  Eisen  und  Kohle  in 
emander  diffundiren,  wenn  sie  erhitzt  werden.  Das  soll  schon  bei  250^  geschehen. 
Schloss  er  Eisenscheiben  zwischen  Kohlencylinder  ein,  so  fand  er,  dass  bei  der 
Erhitzung  die  Diffusion  etwa  nach  der  Beziehung  h<p'=^  const  vor  sich  ging,  wo 
/  das  Gewicht  des  in  die  Volumeneinheit  eines  der  Kohlencylinder  diffundirenden 
Eisens  ist  und  p  den  Abstand  dieser  Volumeneinheit  von  der  Eisenscheibe  bedeutet. 
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Es  soll  einer  bestimmten  Temperatur  ein  bestimmter Diffusionscoefücient  des  Eisens 
in  die  Kohle  entsprechen,  einerlei  ob  man  schon  eine  mit  Kohle  zum  Theil  be- 
ladene  Eisenscheibe  oder  eine  neue  zum  Versuch  benutzt  Femer  diffiindiren  nach 
CoLSON  Silber  in  Alkalien,  Schwefel  in  Kupfer,  Calcium  in  Eisen  und  besonders 
leicht  Siliciumoxyd  in  Kohle.  Ein  Eindringen  der  Kohle  beobachtete  Marsden 
(6)  und  VioLLE  (9)  in  Porzellan  und  Pernolet  (ig)  in  thöneme  Retorten,  in 
Coaksöfen  und  Glasretorten.  Roberts  (12)  endlich  verfolgte  die  Geschwindigkeit 
des  Eindringens  geschmolzener  Metalle  in  einander  und  fand  die  Beweglichkeit 
von  Gold  und  Silber  in  Blei  und  Wismuth  sehr  gross,  während  sich  Antimon  und 
Kupfer  relativ  langsam  bewegten. 
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12)   Lenssen,   Eine  Diffusionserscheinung.     Erdmann's  Journ.  85,   pag.  416.    1862.     13)  Beez, 
Ueber  Hydrodiffusion.     SchlÖmich's  2:eitschr.   für  Math.    1862,    pag.  327.      14)  Beez,    Ueber 
Hydrodiffusion   in  begrenzten   cylindrischen  Gefässen.     SchlÖmilch's  Zeitschr.    für  Math.  1865, 
P^-  35^-      15)  Hoppe-Seyler,   Beiträge  zur   Kenntniss   der  Diffusionserscheinungen.     Medicin. 
Chem.    Untersuchungen!,  pag.  i.  1867.     16)  E.  VoiT,  Ueber  Diffusion  von  Flttssigkeiten.    Pogg. 
Ann.  130,  pag.  227  u.  393.   1867.     17)  Dübrunfaut,  Memoire  sur  la  diffusion,  l'endosmose  etc. 
Compt  rend.  66,   pag.  354.    1868.     18)  Marignac,   Recherches  sur  la  difiusion  simultanee  de 
quelques  sels.    Ann.  de  chim.  et  de  phys.,  5.  ser.,  2,  pag.  546.   1874.     19)  Sachsse,  Ueber  eine 
Regelmässigkeit   bei  der  Diffusion  von  Salzen.     Chem.  Centralbl.   1874,  P^S-  ^37*     I9^)  May, 
Ueber  Hydrodiffusion.     Carl's  Repertorium  11,    pag.  185.  1875.     2°)  Johannisjanz,  Ueber  die 
Diffusion  der  Flüssigkeiten.     Wied.  Ann.  2,   pag.  24.    1877.     2x)  Stefan,   Ueber  die  Difiusion 
der  Flüssigkeiten.    L  Optische  Beobachtungsmethoden.    Wien.  Akad.-Ber.  78,  2.  Abth.,  pag.  957. 
1878.     22)  Stefan,   Ueber  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten.     IL  Berechnung  der  GRAHAM'schen 
Versuche.    Wien.  Akad.-Ber.  79,  2.  Abth.,  pag.  161.  1879.     23)  Schuhmeister,  Untersuchungen 
über    die    Diffusion    der    Salzlösungen.      Wien.    Akad.-Ber.    79,    2.    Abth.',    pag.  603.     1879. 
24)  H.  F.  Weber,  Untersuchungen  über  das  Elementargesetz  der  Hydrodiffusion.    Wied.  Ann.  7, 
pag.  469  u.  536.   1879.     25)  Soret,  Sur  l'etat  de  l'equilibre  que  prend,  au  point  de  vue  de  sa 
concentration,    une   dissolution  saline  primitivement  homogene  dont  deux  parties  sont  portees  'k 
temperatures  differents.     Arch.  des  sc.  phys.  et  natur.     3.  ser.,   2,    pag.  48;   4,   pag.  209.   1879. 
26)  Horstmann,  Ueber  das  Diffusionsgleichgewicht  in  einer  Salzlösung  von  nicht  glelchmässiger 
Temperatur.     Ver.  d.  nat-med.  Ver.  zu  Heidelberg  2,  pag.  i.    1879.     Auch  Beibl.  4,  pag.  172. 
1880.     27)  Mills,   On  chemical  repulsion.     Chem.  News  40,  pag.  40.    1880.     Auch  Beibl.  4, 
pag.  256.   1880.     28)  Lechrr,  Ueber  die  sogen,  «chemische  Abstossung«.     Sitz.-Ber.  der  Wien. 
Akad.   1880.     29)  Long,   Ueber   die  Diffusion   der  Salze  in  wässriger  Lösung.     WiED.  Ann.  9, 
pag.  613.   1880.     30)  V.  WrobleWski,   Ueber  die  Anwendung  der  Photometrie  auf  das  Studium 
der  Diffusion  der  Flüssigkeiten.     Wied.   Ann.  13,   pag.  606.   188 1.     31)  Martini,  Diffusions- 
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figureD.  Beibl.  6,  pag.  337.  1882.  Aus  N.  C.  3.  scr.  9.  1882.  32)  R.  Lenz,  Ueber  das  galv. 
Leitungsvennögen  alkoholischer  Lösungen.  Mem.  de  l'Acad.  de  St.  Petersbourg  (7)  30.  1882. 
33)  J«  ^*  ^*  ScHKFFER,  Untersuchungen  über  die  Diffusion  einiger  organischen  u.  anorganischen 
Verbindungen.  Chem.  Ber.  15,  pag.  788.  1882;  16,  pag.  1903.  1883.  34)  de  Heen,  Deter- 
mination, a  l'aide  d'un  appareii  nouveau,  du  coefficient  de  diftusion  etc.  Bull,  de  l'Acad.  Roy. 
de  Belg.  (3)  8,  pag.  219.  1884.  35)  de  Vribs,  Ein  Vorlesungsversuch  über  Diffusion.  Beibl.  9, 
pag.  160.  1885.  AusMaandblad  voor  Naturw.  II,  pag.  118.  1884.  36)  Detlefsen,  Die  experim. 
Behandlung  der  Diffusion  etc.  Beibl.  10,  pag.  558.  1886.  Aus  Zeitschr.  zur  Förderung  des 
physik.  Unterrichts  2,  pag.  249.  1885.  37)  Coleman,  On  liquid  difiusion.  Phil.  Mag.  (5)  23, 
pag.  I.  1887.  38)  Coleman,  Ueber  ein  neues  Diffusiometer  etc.  Beibl.  13,  pag.  62.  1889. 
AusProc.  Edinb.  Roy.  Soc  14,  pag.  374.  1887.  39)  DojES,  Difiusion  der  Flüssigkeiten.  Beibl.  12, 
pag.  20.  1888.  Aus  Dissertation.  Leyden  1887.  40)  Rüooefp,  Zur  Constitution  der  Lösungen. 
Ber.  d.  chem.  Ges.  21,  pag.  4.  1882;  pag  3044.  1888.  41)  J.  D.  R.  Scheffer,  Untersuchungen 
über  d.  Diffusion  wässriger  Lösungen.  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  2,  pag.  390.  1888.  42)  Chabry, 
Procede  nouveau  pour  etudier  la  diffusion  des  acides.  Journ.  de  Phys.  (2)  7,  pag.  114.  1888. 
43)  V.  Tietzbn-Hennig,  Ueber  scheinbar  feste  Elektrolyte.     Wied.  Ann.  35,  pag.  467.  1888. 

b)  Diffusion  durch  Scheidewände, 
i)  NoLLET,  Recherches  sur  les  causes  du  bruillement  des  liquides.  Histoire  de  l'academie 
royale  des  sciences.  Annee  1748,  pag.  loi.  2)  Parrot,  Grundriss  der  theoretischen  Physik. 
Dorpat  u.  Riga  181 1.  2.  Bd.,  pag.  331.  3)  N.  W.  Fischer,  Ueber  die  Beschaffenheit  der 
thierischen  Blase  etc.  Gii3ERT's  Ann.  72,  pag.  300.  1822.  4)  Witting,  Bemerkungen  etc.  über 
das  Vermögen  der  thierischen  Blase,  Flüssigkeiten  durch  sich  hindurchzulassen.  Gilbert's  Ann.  74, 
pag.  425.  1823.  5)  Döbereinbr,  Ueber  etc.  die  pneumatisch  capillare  Thätigkeit  gesprungener 
Gläser.  Jena  1823.  6)  Dutrochet,  Agent  immediat  du  mouvement  vital  etc.  Paris  1826. 
Aufsätze  in  d.  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  35,  37,  49,  51.  Memoircs  pour  servir  h.  l'histoire 
anatomique  et  physiologique  des  vegetaux  et  de  animaux,  t.  i,  Paris  1837.  7)  Poisson,  Note 
sur  des  effets,  qui  peuvent  dtre  Produits  par  la  capillarite  etc.  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  35, 
pag.  98.  1826.  8)  Magnus,  Ueber  einige  Erscheinungen  der  Capillarität.  PoGG.  Ann.  10, 
P«g«  "53-  »827.  9)  N.  W.  Fischer,  Ueber  die  Capillarität  der  Blase.  Pogg.  Ann.  11,  pag.  126. 
1827.  10)  Wach,  Ueber  das  Phänomen,  welches  von  Dutrochet  mit  dem  Ausdruck  Endos- 
mose etc.  bezeichnet  wurde.  Schweigg.  Jouin.  d.  Chem.  u.  Phys.  88,  pag.  20.  1830.  11)  Jerichau, 
Ueber  das  Zusammenströmen  flüssiger  Körper,  welche  durch  poröse  Lamellen  getrennt  sind. 
Pogg.  Ann.  34,  pag.  613.  1835.  12)  Brücke,  De  diffusione  humorum  per  septa  mortua  et  viva. 
Dissert.  Berlin  1842.  Auch  Pogg.  Ann.  58,  pag.  77.  1843.  >3)  Kt^RSCHNER,  Wagner's  Hand- 
wörterbuch der  Physiologie.  Artikel:  Aufsaugung.  1842.  14)  Valentin,  Lehrbuch  d.  Physiologie. 
Bd.  I,  Abschnitt:  Porosität  und  Absonderung.  Braunschweig  1844.  15)  Matteucci  et  Cima, 
Memoire  zur  Tendosmose.  Ann.  de  chim.  etc.  13,  pag.  63.  1845.  16)  Gardner,  Researches 
of  the  function  of  plants  etc.  Phil.  Mag.  28,  pag.  425.  1846.  17)  Rainey,  On  the  cause  of 
endosmose  and  exosmose.  Phil.  Mag.  29,  pag.  179.  1846.  18)  Vierordt,  Physik  des  organ. 
Stoffwechsels.  Griksinger's  Archiv  für  physiol.  Heilkunde  6,  pag.  651.  1847  u.  7,  pag.  272. 
1848.  Auch  Pogg.  Ann.  73,  pag.  519.  1848.  19)  Jolly,  Experimentaluntersuchungen  über 
Endosmose.  HenlE  u.  Pfeufer,  Zeitschr.  f.  rat.  Medicin  7,  pag.  83.  1849.  Auch  Pogg.  Ann.  78, 
pag.  261.  1849.  20)  Liebig^  Ueber  einige  Ursachen  der  Säftebewegung  im  thierischen  Organis- 
mus. Braunschweig  1848.  21)  Ludwig,  Ueber  die  endosmotischen  Aequivalente  und  die  endos- 
motische  Theorie.  Henle  u.  Pfeufer,  Zeitschr.  f.  nat.  Med.  8,  pag.  i.  1849.  Auch  Pogg. 
Ann.  78,  pag.  307.  22)  Barreswil,  Explication  proposec  pour  le  ph^nomene  de  Tendosmose. 
Compt.  rend.  31,  pag.  898.  1850.  23)  Cloeita,  Diffusionsversuche  durch  Membrane  mit  2  Salzen. 
Dissert.  Zürich  1851.  24)  Aubert,  Experimentaluntersuchung  über  die  Frage,  ob  die  Mittelsalze 
auf  endosm.  Wege  abführen.  Henle  u.  Pfeufer,  Zeitschr.  f.  nat.  Med.,  N.  F.  2,  pag.  225.  1852. 
25)  CiMA,  Süll'  evaporazione  e  la  trasudazione  dei  liquidi  attraverso  le  membrane  animali.  Mem. 
deir  Ac.  dl  Torino,  2.  ser.,  13,  pag.  267.  1853.  26)  Buchheim,  Beiträge  zur  Lehre  von  der 
Endosmose.  Vierordt's  Archiv  für  physiol.  Heilkunde  12,  pag.  217.  1853.  27)  FiCK,  Neue 
Ausstellung  am  Begriff  des  endosm.  Aequivalentes.   Pogg.  Ann.  92,  pag.  333.  1854.    28)  Graham, 

On  osmotic  force.     Phil.  Trans.   1854,   pag.  117.     29)  Liiermite,   Recherches  zur  Tendosmose^ 
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Ann.  de  chim.  et  de  phys.,  3.  ser.,  43,  pa^.  420.  1854.  30)  Graham,  On  ihe  concentntion 
of  alcohol  in  Sömmering's  experiroents.  Athen.  1854*  pag.  1208.  31)  Morin,  Noavelles  eicpe- 
riences  sur  U  penn^abilite  des  vases  poreux  etc.  Mem.  de  U  soc.  de  Gen^e  13,  pag.  251. 
1854.  32)  DuBRUNFAUTi  Notc  fUT  Tosmose  et  ses  applications  industrielles.  Compt  rend.  41, 
pag*  834.  1855.  33)  Eckhard,  Beiträge  zur  Lehre  v.  d.  Filtration  u.  Hydrodifinsion.  Eckhard's 
Beiträge  zur  Anat.  u.  Fhystol.  i,  pag.  97.  1855.  34)  ▼.  Wittich,  Ueber  Eiweissdiffusion. 
Müllrr's  Arch.  für  Anat,  Fhysiol.  etc.  i8$6,  pag.  286.  35)  Harzer,  Beitiüge  zur  Lehre  von 
der  Endosmose.  Vbrordt's  Archiv  f.  physiol.  Heilkunde  15,  pag.  194.  1856.  36)  FiCK,  Ver- 
suche über  Endosmose.     Molbschctt's  Untersuchungen  zur  Naturlehre  etc.  3,   pag.  294.  1857. 

37)  W.  Schmidt,  Versuche  aber  Endosmose  d.  Glaubersalzes.    Pogg.  Ann.  102,  pag.  122.  1857. 

38)  Hofmeister,  Ueber  das  Steigen  des  Saftes  der  Pflanze.  Flora  1858,  pag.  i.  39)  Maggio- 
RANI,  Süll'  endosmosi  dell'  albumina.  Cim.  6,  pag.  7a  1858.  40)  Krug,  Nonnula  de  dieoria 
endosmoseos  etc.  Dissert  Lipsiae  1859.  41)  Schumacher,  Ueber  Membrandifiusion.  Pooo. 
Ann.  HO,  pag.  337.  i86a  42)  Botkin,  Untersuchungen  über  die  Diffusion  organischer  Stoffe. 
ViRCHOW's  Archiv  für  path.  Anat.  etc.  20,  pag.  26.  1860:  43)  Eckhard,  Ueber  Difiusions- 
geschwindigkeit  durch  thierische  Membranen.  Eckhard's  Beitiüge  etc.  2,  pag.  i,  159.  1860. 
44)  Eckhard,  Ueber  Hydrodi£fusion  durch  vegetable  parchment,  Thonzellen  u.  d.  Cornea.  Eck- 
hard's Beitr.  etc.  2,  pag.  31.  1860.  45)  C  E.  £.  Hoffmann,  Bestimmung  des  endosm.  Aequi- 
valents  mehrerer  chemischer  Verbindungen.  Eckhard's  Beitr.  etc.  2,  pag.  59.  i86a  46}  Adrian, 
Ueber  Difiusionsgeschwindtg.  u.  Diifusionsäquivalente  bei  getrockneten  Membranen.  Eckhard's 
Beitr.  etc.  2,  pag.  185.  1860.  47}  Hbynsius,  Ueber  Eiweissdifhision.  Stud.  des  physioL  Inst 
zu  Amsterdam.  1861,  pag.  i.  48)  Mandl,  De  l'osmose  pulmonaire  etc.  Arch«  gen.  de  med., 
5.  ser.,  16,  pag.  49,  161.  1860.  49)  Schumacher,  Die  Difiusion  in  ihren  Beziehungen  zur 
Pflanze.  Leipzig  u.  Heidelberg  1861.  50)  Pollacci,  Süll'  ascensione  delle  sostanze  solubili  nel 
suolo.  Cim.  14,  pag.  5.  1861.  51)  Lirbig,  Ueber  die  Theorie  der  Osmose.  Lieb.  Ann.  121, 
pag.  78.  1862.  52)  H.  Hoffmann,  Ein  Diffustonsversuch.  Pogg.  Ann.  117,  pag.  263.  1862. 
53)  Guignet,  Ph^omenes  de  transport  k  travers  les  corps  poreux  etc.  Compt  rend.  5$,  pag.  740. 
1862.  54)  Eckhard,  Ueber  die  Diffnsionserscheinungen  von  Gummilösungen.  Eckhard's 
Beitr.  etc.  3,  pag.  51.  1863.  55)  Eckhard,  Ueber  Diffusionsgeschwindigkeit  durch  thierische 
Membranen.  Eckhard's  Beitr.  etc.  3,  pag.  85.  1863.  56)  Eckhard,  Der  gegenwärtige  experi- 
mentelle Thatbestand  der  Lehre  v.  d.  Hydrodifiusion  durch  thier.  Membranen.  Pogg.  Ann.  128, 
pag.  61.  1866.  57)  DuBRUNFAUT,  Note  sur  la  diffusion  et  l'endosmose.  Compt  rend.  63, 
pag.  838.  1866.     58}  Graham,  Sur  l'endosmose  et  la  dialyse.    Compt  rend.  63,  pag.  937.  1866. 

59)  DuBRUNEAUT,  Observations  sur  la  dialyse  et  l'endosmose.    Compt.  rend.  63,  pag.  944.  1866. 

60)  Payen,  Osmose  dans  les  sucreries.  Compt  rend.  65,  pag.  692.  1867.  61)  M.  Traube, 
Experimente  zur  Theorie  der  2^11enbildung  u.  Endosmose.  Arch.  f.  Anat.  u.  Physiol.  1867, 
pag.  87  u.  129.  Auch  Botanische  2^itung  1875,  pag.  56  u.  65.  62)  Dubrunfaüt,  Memoire 
sur  la  difiusion,  l'endosmose  etc.  Compt  rend.  66,  pag.  354.  1868.  63)  Rossnstishl,  Sur  U 
nature  de  la  force  motrice,  qui  produit  les  phenomenes  d'endosmose.  Compt  rend.  70,  pag.  617. 
1868.  64}  M.  Becquerel,  Sur  l'influence  de  la  pression  dans  les  phenomenes  d^endosmose 
et  d'exosmose.  Compt  rend.  75,  pag.  50.  65)  Baranetzky,  Diosmotische  Untersuchungen. 
Pogg.  Ann.  147,  pag.  195.  1872.  66)  Carlet,  Sur  un  nouvel  osmomitre.  Compt  rend.  76, 
pag.  377.  1873.  67)  Metger,  Ueber  Endosmosc.  Flensburg,  Progr.  1875.  ^^)  Ppbffer, 
Osmotische  Untersuchungen.  Leipzig  1877.  69)  Quincke,  Ueber  Diffusion  etc.  Pogg. 
Ann.  160,  pag.  118.  1877.  70)  de  Vries,  Ueber  die  Durchljfcssigkeit  der  Niederschlagsmembranen. 
Beibl.  3,  pag.  7.  Aus  Archives  n^erland.  13,  pag.  344.  1878.  71)  Hinteregger,  Difliusions- 
versuche  an  Lösungen  sauer  reagirender  Salzgemische.  Ber.  d.  ehem.  Ges.  12,  pag.  16 19.  1880. 
72)  Gal,  Rechercfaes  sur  le  passage  des  liqueurs  alcooliques  des  corps  poreux.  Compt  rend.  96, 
pag.  338.  1883.  73)  Wibel,  Die  Aenderungen  der  osmotischen  Erscheinungen  etc.  durch  die 
strömende  Bewegung  der  Flüssigkeiten  etc.  Abhandl.  d.  nat  Vers.  Hamburg- Altona  7.  1883. 
74)  Regeczy,  Beitrage  zur  Lehre  der  Diffusion  der  Eiweisslösungen.  PFLt^GER's  Arch.  f.  Physiol.  34, 
pag.  431.  1884.  75)  DE  Vries,  Eine  Methode  zur  Analyse  der  Turgorkraft.  Pringsheim's  Jahr- 
bücher f.  Wissens.  Botanik  14,  pag.  427.  1884.  76)  Hamburger,  Der  Einfluss  chemischer  Ver- 
bindungen auf  die  Blutkörperchen  etc.  Beibl.  9,  pag.  16.  1885.  77)  Tammann,  Die  Dampf- 
tensionen der  Lösungen.     M6m.   de  l'Acad.   de  St   Petersbourg   35,    No.  9,    pag.  169.    1887. 
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78)  Tammann,  Ueber  Osmose  durch  Niederschlagsmembranen.    Wied.  Ann.  34,  pag.  299.  1888. 

79)  DE  Vribs,  Osmotische  Versuche  mit  lebenden  Membranen.     Zeitschr.   f.   physik.   Chem.  2, 
pag.  415.  1888. 

c)  Der  osmotische  Druck, 
i)  van't  Hoff,  L'^quilibre  chimique  dans  les  systemes  gaseux  ou  d»sous  II  l'etat  dilu6. 
Arch.  n^rland.  20,  pag.  239.  1885.  2)  van't  Hoff,  Die  Rolle  des  osmotischen  Drucks  in  der 
Analogie  zwischen  Lösungen  u  Gasen.  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  i,  pag.  481.  1887.  3)  Duhkm, 
Sur  la  hauteur  osmotique.  Joum.  de  Phys.  (2)  6,  pag.  134.  1887.  4)  Duhem,  Sur  la  pression 
osmotique.  Joum.  de  Phys.  (2)  6,  pag,  397.  1887.  5)  GouY  et  Chaperon,  L'equüibre  osmo- 
tique etc.  Compt.  rend.  1051  pag.  117.  1887.  6)  Gouy  et  Chaperon,  Sur  l'equilibre  osmotique. 
Ann.  de  Cliim.  et  de  phys.  (6)  13,  pag.  120.  1888.  7)  Duhem,  De  Tinfluence  de  la  pesanteur 
sur  les  dissolutions.    Joum.  de  Phys.  (2)  7,  pag.  391.  1888. 

d)  Moleculartheorie  der  Diffusion. 

i)  Kernst,  Zur  Kinetik  der  in  Lösung  befindlichen  Körper.  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.  2, 
pag.  611.  1888. 

n.   Diffusion  der  Gase  und  DXmpfe. 
a)  Freie  Diffusion. 

i)  Priestlby,  Experiments  and  observations  on  different  kinds  of  air.  Vol.  3.  London  1777. 
Uebersetzung.  Wien  u.  Leipzig  1787.  2)  Dalton,  On  the  tendency  of  elastic  fluids  to  difftision 
trongh  each  other.  Mem.  Manch,  phil.  soc.  new.  ser.  i,  pag.  244.  1805.  Auch  Gilbert's 
Ann.  27,  pag.  388.  1807.  3)  Ber'IHOLLET,  Sur  le  melange  reciproque  des  gaz.  Mem.  d'Arcueil  2, 
pag.  463.  1809.  4)  Graham,  Ueber  das  Eindringen  der  Gase  in  einander  etc.  Pogg.  Ann.  17, 
pag.  341.  1829.  Aus  Quat  Joum.  of  science  etc.  new.  ser.  1829.  No.  11,  pag.  74.  5)  Clausris, 
Ueber  die  mittlere  Länge  der  Wege  etc.  PoöG.  Ann.  105,  pag.  139.  1858.  Auch  Abhdlgn. 
lUT  mech.  Wärmetheorie  2,  pag.  260.  1867.  6)  Jungk,  Beobachtungen  über  Diffusion  des 
Wasserdampfs  etc.  Pogg.  Ann.  130,  pag.  i.  1867.  7)  Hildebkandson,  Untersuchungen  über 
die  Fortpflanzung  des  Schwefelwasserstoffe  beim  Durchgang  durch  verschiedene  Gase.  Carl's 
Rep.  6,  pag.  258.  1869.  8)  Maxwell,  niustrations  of  the  dynamical  theoiy  of  gases,  part  11. 
PhiL  Mag.  (4)  20,  pag.  21.  1860.  9)  Wanklyn,  On  the  movement  of  gases.  Phil.  Mag.  (4)  22, 
pag.  211.  1861.  10)  Graham,  On  the  molecular  mobility  of  gases.  Phil.  Mag.  (4)  26,  pag.  433. 
1864.  11)  Maxwell,  On  the  dynamical  theory  of  gases.  Phil.  Mag.  (4)  35,  pag.  129,  185. 
1868.  12)  Loschmidt,  Experimentaluntersuchungen  über  die  Diffusion  von  Gasen  ohne  poröse 
Scheidewände.  Wien.  Akad.-Ber.  61,  pag.  367;  62,  pag.  468.  1870.  13)  Wretschko, 
Experimentaluntersuchungen  Ober  die  Difiiision  von  Gasgemengen.  Wien.  Akad.-Ber.  62,  pag.  575. 
1870.  14)  Benigar,  Experimentaluntersuchungen  über  die  Diffusion  von  Gasgemengen.  Wien. 
Akad.-Ber.  62,  pag.  687.  1870.  15)  Stefan,  Ueber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung,  ins- 
besondere die  Diffusion  von  Gasgemengen.  Wien.  Akad.-Ber.  63,  pag.  63.  1871.  16)  Stefan, 
Ueber  die  dynamische  Theorie  der  Diffusion  der  Gase.  Wien.  Akad.-Ber.  65,  pag.  323.  1872. 
27)  Boltzuann,  Ueber  das  Wärmegleichgewicht  unter  GasmoIekUlen.  Wien.  Akad.-Ber.  66, 
pag.  275.  1872.  18)  Stefan,  Versuche  über  die  Verdampfung.  Wien.  Akad.-Ber.  68,  pag.  385. 
1^73*  19}  Maxwell,  On  Lohschmidt's  experiments  on  difiusion  in  rdation  to  the  kinetie  theoiy 
of  gases.  Nature  1873,  P^*  ^9^*  ^o)  Rayleigh,  On  the  work  that  may  be  gained  during  the 
mixing  of  gases.  Phil,  mag.,  4.  ser.,  49,  pag.  311.  187$.  21)  O.  E.  Meyer,  Die  kinetische 
Theorie  der  Gase.  Breslau  1877.  22)  v.  Obermayer,  Ueber  die  Abhängigkeit  des  Diffusions- 
coSfiicienten  der  Gase  von  der  Temperatur.  Wien.  Akad.-Ber.  81,  pag.  1102.  1880.  23)  Moü- 
tier,  Sur  la  diffusion  des  gaz.  Bull,  de  la  soc.  phil.,  7.  ser.,  5,  pag.  136.  1881.  24)  Stefan, 
Ueber  die  Verdampfung  aus  einem  kreisförmig  oder  elliptisch  begrenzten  Becken.  Wien.  Akad.- 
Ber.  83,  pag.  943.  1881.  25)  V.  Obermayer,  Versuche  über  die  Diffusion  der  Gase.  Wien. 
Akad.-Ber.  85,  pag.  147  u.  748.  1882.  26)  Boltzmann,  Zur  Theorie  der  Gasdiffusion.  Wien. 
Akad.-Ber.  86,  pag.  63.  1882.  27)  Waitz,  Ueber  die  Diffusion  der  Gase.  Wied.  Ann.  17, 
pag.  201  u.  351.  1882.  28)  Hausmaningbr,  Ueber  die  Veränderlichkeit  des  Diffusionscoöfflcienten 
zwischen  Kohlensäure  und  Luft.  Wien.  Akad.-Ber.  86,  pag.  1074.  1882.  29)  v.  Obermaysr, 
Versuche  aber  Difiusion  von  Gasen.  Wien.  Akad.-Ber.  87,  pag.  188.  1883.  30)  Guguelmo, 
Ueber  die  Verdampfung  des  Wassers.    Aus  Atti  del.  R.  Ac.  Sc.  di  TorincLl7.   ^(?f*vjl^9^fe 
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P^-  475-  18S2.  31)  GuGLiELMO,  Bestimmung  des  DiffusionscoSfficienten  des  Wasserdampis  in 
Luft,  H  und  COg.  Aus  Att.  R.  Ac.  Torino  18.  1882;  in  Beibl.  8,  pag.  20.  1884.  3a)  Winicel- 
MANN,  Ueber  die  Diffusion  von  Gasen  und  Dämpfen.  Wied.  Ann.  22,  pag.  i  u.  152.  1884« 
33)  Winkelmann,  Ueber  die  Diffusion  homologer  Ester  in  Luft,  H  und  CO,.  Wied.  Ann.  23, 
pag.  203.  1884.  34)  Winkelmann,  Ueber  die  Diffusion  der  Fettsäuren  und  Fettalkohole  in 
Luft,  H  und  CO,.  Wied.  Ann.  26,  pag.  105.  1885.  35)  v.  Oberuayer,  Ueber  die  Diffusion 
von  Gasen.  Wien.  Akad.-Ber.  96,  pag.  546.  1887.  36)  Winkelmann,  Die  Verdampfiing^  in 
ihrer  Abhängigkeit  vom  äusseren  Druck.     Wied.  Ann.  33,  pag.  445.  1888. 

b)  Diffussion  durch  feste  Körper, 
i)  Sömmering,  Ueber  das  Verdunsten  des  Weingeistes  durch  thierische  Häute  und  durch 
Kautschuk.  Gilb.  Ann.  61,  pag.  104.  1819.  2)  Döbkreiner,  Sur  l'action  cappiUaire  des  fissures 
etc.  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  24,  pag.  332.  1823.  3)  Faraday,  Ueber  die  Aufbewahrung^ 
von  trocknen  Gasarten  Über  Quecksilber.  Pogg.  Ann.  8,  pag.  124.  1826.  4)  Daniell,  Ueber 
die  Absperrung  von  trockenen  Gasarten  durch  Quecksilber.  Pogg.  Ann.  10,  pag.  623.  1827. 
5)  Graham,  Ueber  das  Gesetz  der  Diffussion  der  Gase.  Pogg.  Ann.  28,  pag.  331.  Aus  Phfl. 
Mag.,  3.  ser.,  2,  pag.  175,  269,  351.  1833.  6)  Mitchell,  Ueber  das  Durchdringungsverm(Sgen 
von  Flüssigkeiten.  Joum.  of  the  Roy.  Inst.  2,  pag.  loi,  307.  London  1831,  s.  auch  PoGC. 
Ann.  129,  pag.  550.  1866.  7)  T.  S.  Thomson,  Bemerkungen  Über  Graham's  Gesetz  etc.  Pogg. 
Ann.  34,  pag.  628.  1835.  Aus  Phil.  Mag.,  3.  ser.,  4,  pag.  321.  8)  Peyron,  Von  der  Eigen- 
schaft des  Kautschuks  Gase  durchzulassen.  Pogg.  Ann.  56,  pag.  587.  1842.  Aus  Compt. 
rend.  13,  pag.  820.  9)  Bunsen,  Gasometrische  Methoden.  Braunschweig  1857,  pag.  209. 
10)  Jamin,  Note  sur  l'endosmose  des  gaz.  Compt.  rend.  43.  pag.  234.  1856.  Auch  Pogg. 
Ann.  99,  pag.  337.  1 1)  St.  Clairb-Devillb,  De  l'influence  qu'excercent  les  parois  de  certains 
vases  etc.  Compt.  rend.  52,  pag.  524.  1861.  12)  Graham,  Ueber  die  Molekularbeweglichkeit 
der  Gase.  Lieb.  Ann.  131,  pag.  i.  1864.  Aus  Phil  Trans.  1863.  13)  St.  Claire-Devillb 
et  Troost,  PoTosite  de  platine.  Rep.  chim.  appl.  1863,  pag.  236.  14)  St.  Claire-Deviixk 
et  Troost,  Sur  la  permeabilite  du  fer  a  haute  temperature.  Compt.  rend.  57,  pag.  965  u. 
Pogg.  Ann.  122,  pag.  331.  1863.  15)  Maiteucci,  Sur  la  diffussion  des  gaz  k  travcrs 
certains  corps  poreux.  Compt.  rend.  57,  pag.  251.  1863.  16)  Cailletet,  Zwei  Aufsätze 
über  die  Durchdringlichkeit  der  Metalle  durch  Gase.  Compt.  rend.  58,  pag.  327  u.  1057. 
17)  St.  Claire-Deville,  Zwei  Aufsätze  über  die  Durchdringlichkeit  der  Metalle  durch  Gase. 
Compt.  rend.  58,  pag.  328;  59,  pag.  102.  1864.  18}  Reusch^  Ueber  einen  Hydrophan 
von  Czerwenitza.  Pogg.  Ann.  124,  pag.  431,  643.  1864.  19)  Graham,  Ueber  die  Ab- 
sorption und  dialytische  Trennung  der  Gase  durch  CoUoidscheidewände.  Pogg.  Ann.  129, 
pag.  549.  Aus  Phil.  Trans.  1866.  20)  Boussinesq,  Essai  theorique  sur  la  loi  de  Mr.  Gra- 
ham etc.  Compt  rend.  67,  pag.  319.  1868.  21)  von  Lang,  Ueber  eine  neue  Methode,  die 
Diffussion  der  Gase  durch  poröse  Scheidewände  zu  untersuchen.  Sitzungsber.  d.  Wien. 
Akad.  61,  pag.  288.  1870.  22)  L.  DuFOUR,  Ueber  die  Difüision  der  Gase  durch  poröse 
Wände  etc.  Pogg.  Ann.  148,  pag.  490.  1873.  Aus  Arch.  sc.  phys.  etc.  de  Genev.,  2.  ser.,  45, 
pag.  9.  1872.  23)  L.  DuFOUR,  Recherches  sur  la  diff.  entre  l'air  sec  et  l'air  humide  etc.  Arch. 
sc.  phys.,  2.  ser.,  49,  pag.  316.  1873.  24)  L.  Dufour,  Sur  une  Variation  de  temperature  qui 
accompagne  la  diffusion  des  gaz  etc.  Arch.  sc.  phys.,  2.  ser.,  49,  pag,  103.  1873.  25)  Fedder- 
SEN,  Ueber  Thermodiffussion  von  Gasen.  Pogg.  Ann.  148,  pag.  302.  1873.  ^6)  Reusch, 
Ueber  die  Diffusion    zwischen    trockener  und  feuchter  Luft.     Pogg.   Ann.   152,  pag.  365.  1874. 

27)  L.  DüFOüR,  Sur  la  diffussion  hygrometrique.    Arch.  sc.  phys.  etc.,  2.  ser.,  53,  pag  177.  1875, 

28)  VON  Wroblewski,  Ueber  die  Diffusion  der  Gase  durch  absorbirendc  Substanzen.  Pogg. 
Ann.  158,  pag.  539.  1876.  29)  Merget,  Sur  la  reproduction  etc.  des  phenomenes  de  thermo- 
diffusion  etc.  Compt.  rend.  78,  pag.  884.  1874.  30)  Pülüj,  Ueber  die  Diffusion  der  Dämpfe 
durch  Thonzellen.  Carl's  Repert.  13,  pag.  469,  533.  1877.  31)  Kündt,  Zur  Erklärung  der 
Versuche  Dufour's  und  Merget's  über  die  Diffusion  der  Dämpfe.  ,Wied.  Ann.  2,  pag.  17. 
1877.  32)  Quincke,  Ueber  Diffusion  und  die  Frage,  ob  Glas  fflr  Gase  undurchdringlich  ist. 
Pogg.  Ann.  160,  pag.  118.  1877.  33}  H.  Dufour,  La  diffusion  hygrometrique.  Arch.  sc. 
phys.  etc.,  3.  ser.,  2,  pag.  527.  1879.  34)  H.  Dufour,  La  diffusion  des  gaz.  au  travers  de  la 
glace.    Bull.  Soc.  Vand.,  2.  ser.,  16,  pag.  475.  1879.     35)  Wüodward,  Description  of  an  appa- 
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ratus  to  illustrate  the  production  of  work  by  difTusion.  Phil.  Mag.,  5.  ser.,  16,  pag.  375.  1883. 
36)  HÜFNER,  Einige  Versuche  Über  Diffusion  von  Gasen  durch  den  Hydrophan  von  Czernowitsa. 
Wird.  Ann.  16,  pag.  253.  1882.  37)  Hansemann,  Ueber  die  Dif!u&ion  von  Gasen  durch  eine 
poröse  Wand.  Wied.  Ann.  21,  pag.  545.  1884.  38)  Kirchhoff,  Zur  Theorie  der  Diffusion 
von  Gasen  durch  eine  poröse  Wand.  Wied.  Ann.  21,  pag.  563.  1884.  39)  Troost,  Sur  la 
perroeabilite  de  l'argent  pour  le  gaz  oxygene.  Comp!  rend.  98,  pag.  1427.  1884.  40)  Bartoli, 
Ueber  die  Durchlässigkeit  des  Glases  fUr  Gase.  Beibl.  1885,  pag.  18.  Aus  Atti  della  R.  Ac.  dei 
Lincei,  3.  ser.,  8,  pag.  337.  1884.  41)  Schidlowsky,  Versuch  einer  Anwendung  der 
Diffusion  etc.  zur  Bestimmung  der  Feuchtigkeit  etc.  Beibl.  1887,  pag.  618.  Aus  Joum.  d. 
russ.  phys.  ehem.  Ges.  (6)  18,  pag.  182.  1886. 

c)  Diffusion  durch  Flüssigkeiten. 

1)  Draper,  Ein  Diffusionsversuch.  Pügg.  Ann.  43,  pag.  88.  1831.  Aus  Phil.  Mag. 
3.  ser.  II,  pag.  559.  1837.  2)  Marianini,  Ueber  eine  Erscheinung  bei  Seifenblasen,  die  auf 
Kohlensäuregas  schwimmen.  Pogg.  Ann.  65,  pag.  159.  1845.  -^"^  ^^^-  ^  chlm.  et  3.  ser.  9, 
pag.  382.  1843.  3)  ^«  Exner,  Ueber  den  Durchgang  der  Gase  durch  FlUssigkeitslamellen. 
Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  70,  pag.  465.  1875.  Auch  Pogg.  Ann.  155,  pag.  321  u.  443. 
4)  Fr.  Exner,  Ueber  die  Diffusion  der  Dämpfe  durch  FlUssigkeitslamellen.  Sitzber.  d.  Wien. 
Akad.  75,  pag.  263.  1877.  5)  ^^^  Wroblewski,  Ueber  die  Gesetze,  nach  welchen  sich  die 
Gase  in  flüssigen  etc.  Körpern  verbreiten.  Wied.  Ann.  2,  pag.  481.  1877.  6)  Pranghe,  Ueber 
die  Diffussion  von  Gasen  durch  FlUssigkeitslamellen.  Dissert.  Bonn  1877.  Auch  Beibl.  2, 
pag.  202.  1878.  7)  Stefan,  Ueber  die  Diffusion  der  Kohlensäure  durch  Alkohol  und  Wasser. 
Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  77,  pag.  371.  1878.  8)  von  Wroblewski,  Ueber  die  Constante  der 
Verbreitung  der  Kohlensäure  in  reinem  Wasser.  Wied.  Ann.  4,  pag.  268.  1878.  9)  von 
Wroblewski,  Ueber  die  Abhängigkeit  der  Constante  der  Verbreitung  der  Gase  in  einer  Flüssigkeit 
von  der  Zähigkeit  der  letzteren.  Wied.  Ann.  7,  pag.  11.  1879.  10)  von  Wroblewski,  Ueber 
die  Natur  der  Absorption  der  Gase.  Wied.  Ann.  8,  pag.  29.  1879.  11)  Hood,  On  the  rate 
of  chemical  absorption  of  gases  with  regard  to  their  interdiffusion.  Phil.  Mag.  5.  ser.  17, 
pag.  352.  1884. 

in.  Dxfiiision  fester  Körper  und  flüssiger  Metalle. 

i)  Daniel,  Annais  of  Roy.  Inst.  vol.  i.  2)  Henry,  Durchdringung  des  Bleis  vom  Queck- 
silber. Pogg.  Ann.  52,  pag.  187.  1841.  Aus  Biblioth.  univ.,  ser.  3.,  29,  pag.  175.  3)  Henry, 
Beobachtungen  ttber  Capillarität.  Pogg.  Erggsbd.  2,  pag.  358.  1848.  Aus  Proc.  of  the  Am. 
phil.  soc.  4,  pag.  176.  4)  Horsford,  The  permeability  of  metals  to  mercury.  Am.  Joum.  of 
sc,  2.  ser.,  13,  pag.  305.  1852.  5)  Nikl^s,  Ueber  die  Durchdringlichkeit  der  Metalle  für  Queck- 
silber. Pogg.  Ann.  88,  pag.  335.  1853.  Aus  Compt.  rend.  36,  pag.  154.  6)  Marsden,  On 
the  difiusion  of  an  impalpable  powder  into  a  solid  body.  Proc.  of  the  Edin.  roy.  soc.  1879/80, 
pag.  712.  Auch  Be^bl.  5,  pag.  172.  1875.  7)  Colson,  Sur  la  difflision  des  solides  dans  les 
solides.  Compt.  rend.  93,  pag.  1074.  1881.  8)  Colson,  Sur  la  difiusion  des  solides.  Compt. 
rend.  94,  pag.  26.  1882.  9)  Violle,  Sur  la  difiusion  du  carbon.  Compt.  rend.  94,  pag.  28. 
1882.  10)  Pernolet,  Com^t.  rend.  94,  pag.  99.  1882.  ii)  Guthrie,  On  certain  molecular 
constants.  Phil.  Mag.,  5.  ser.,  16,  pag.  329.  1883.  Auch  Beibl.  8,  pag.  464.  1884.  12)  Roberts, 
On  a  case  of  rapid  difiusion  of  molten  metals.  Rep.  oi  the  Brit.  Ass.  1885,  pag.  402.  Auch 
Beibl.  10,  pag.  675.  1886.  K.  Waitz. 
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(Absorption,  Occlusion,  Adsorption,  Vaporhäsion.) 


Ganz  allgemein  könnte  man  unter  Absorption  alle  die  Erscheinungen  zu- 
sammenfassen, bei  welchen  von  zwei  mit  einander  iu  Berührung  befindlichen 
Körpern  der  eine  dem  Anscheine  nach  in  dem  anderen  verschwindet.  Man  hat 
jedoch,  je  nach  dem  Aggregatzustande  des  verschwindenden  Kg.merg,,^v^(jiy^^lÄq(^ 
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Bezeichnungen  für  die  betreffende  Erscheinung  eingeführt  und  den  Namen  Ab- 
sorption auf  das  scheinbare  Verschwinden  von  Gasen  und  Dämpfen  be- 
schränkt. Ob  dabei  der  absorbirende  Körper  fest  oder  flüssig  sei,  macht  keinen 
principiellen  Unterschied  aus;  jedoch  nennt  man  im  ersteren  Falle  die  Erscheinung 
zuweilen  Occlusion.  Dagegen  hat  man  bei  festen  Körpern  von  der  eigentlichen 
Absorption  eine  andere  Erscheinung  zu  trennen,  bei  welcher  das  Gas  oder  der 
Dampf  nicht  in  dem  Körper,  d.  h.  in  seinem  Inneren,  sondern  an  ihm,  d.  h.  an 
seiner  Oberfläche,  resp.  in  seinen  oberflächlichen  Schichten  verschwindet,  und 
welche  man  demgemäss  als  Adsorption  bezeichnet 

Zur  Beobachtung   der   Absorption  bedarf  es  nur  eines  in  Quecksilber 
auchenden  oben  geschlossenen  Glasrohres,  welches  mit  dem  zu  absorbierenden 

Gase  gefüllt  ist;  bringt  man  dann  in  das  Rohr 
über  das  Quecksilber  ein  wenig  Wasser  oder 
ein  Stückchen  Holzkohle,  so  lässt  das  allmäh- 
liche Steigen  des  Quecksilbers  im  Rohr  auf  die 
stattgehabte  Absorption  eines  Theiles  des  Gases 
durch  das  Wasser  resp.  die  Holzkohle  schliessen. 
Auch  die  Apparate,  welche  zu  messenden 
Untersuchungen  über  Absorption  bestimmt  sind 
und  deshalb  Absorptiometer  heissen,  sind 
wesentlich  in  der  angedeuteten  Art  construirt 
und  beruhen  auf  der  Messung  des  ursprünglichen 
und^  des  übrigbleibenden  Druckes,  etwa  abge- 
sehen von  sehr  starken  Absorptionen,  bei  welchen 
eine  Wägung  des  absorbirenden  Körpers  vor 
und  nach  der  Absorption  genügt.  In  jedem  Falle 
erscheint  es  indessen  angezeigt,  den  Vorgang 
durch  Schütteln  zu  unterstützen.  Von  den  ver- 
schiedenen Absorptiometem,  die  sich,  wie  gesagt, 
nur  in  den  Einzelheiten  unterscheiden,  mögen 
hier  diejenigen  von  Saussure,  Bunsen,  Wiede- 
MANN,  HüFNER,  Heidenhain  Und  Meyer*)  erwähnt 
werden,  sowie  das  neueste,  von  Gore^  con- 
struirte. 

Die  Ergebnisse  der  mit  diesen  und  ähn- 
lichen Apparaten  angestellten  Untersuchungen 
machen  es  nothwendig,  in  Bezug  auf  die  Absorptionserscheinungen  eine  weitere 
Unterscheidung  zu  treffen.  Dieselben  können  nämlich  rein  physikalischer  oder 
gemischt  physikalisch  -  chemischer  Natur  sein;  hier  sollen  nur  die  ersteren 
betrachtet  werden,  also  solche,  bei  welchen  die  chemische  Beschaffenheit  der 
betheiligten  Körper  unverändert  bleibt. 

Das  erste  und  fundamentalste  Ergebniss  der  gedachten  Untersuchungen  ist 
dies,  dass  die  verschiedenen  festen  und  flüssigen  Körper  ein  überaus  ver. 
schiedenes  Absorptionsvermögen  haben  und  dass  dasselbe  für  einen  und  den- 
selben festen  oder  flüssigen  Körper  ganz  ausserordentlich  verschieden  ist  für  ver 
schiedene  Gas-  oder  Dampfarten.    Einen  zahlenmässigen  Ausdruck  findet  dieses 


(Ph.  210.) 


>)  Saussürk,  Gnj.  Ann.  47,  1814.  —  Bunsen,  Lieb.  Ann.  93  u.  Gasomctr.  Methoden,  Braun 
schweig  1857.  —  HÜFNER,  J.  f.  pr.  Ch.  22.  i88o.  —  Heidknhain  n.  Meyer,  Ann.  d.  Ch.  SuppL  2. 
»)  Gore,  G.,  Chem.  N.  37,  pag.  165. 
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Vermögen  in  dem  Absorption  sc oefficienten;  derselbe  giebt  an,  das  Wie- 
vielfache seines  eigenen  Volumens  der  betreffende  Körper  von  dem  betreffenden 
Gase  absorbiren  kann  und  zwar  bei  einer  Temperatur  von  0^  und  unter  einem 
Drucke  von  760  mm.  Die  folgende  Tabelle  giebt  eine  Reihe  von  Absorptions- 
coefficienten,  und  zwar  für  einige  feste  Körper  nach  Saussure  ^),  fUr  einige 
Flüssigkeiten  nach  Bunsen^);  da  jedoch  Temperatur  und  Druck  bei  den  be- 
treffenden Versuchen  nicht  immer  genau  die  obigen  waren,  sind  dieselben  stets 
mit  angegeben. 


Buchs- 
baum- 
kohle 
120 
724  mm 

Meer- 
schaum 

15* 
730  mm 

Gyps 

15** 

730  mm 

Seide 

15* 

730  mm 

Hasel- 
holx 
15* 

730  mm 

Wasser 

15*» 

ca.  740  mm 

Alkohol 

15*» 

csL.  140  mm 

Ammoniak 

90 

15 

.« 

781 

100 

727-2 



85 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

Schweflige  Säure  . 

65 

— 

— 

— 

— 

43-564 

144-55 

Schwefelwasserstoff 

55 

— 

— 

— 

— 

3-2326 

9-539 

Aethylen      .     .     . 

35 

3-7 

— 

0-5 

0-71 

— 

— 

Methyl     .     . 

— 

— 

— 

— 

— 

00508 

— 

Aethyl     .     . 

— 

— 

— 

— 

— 

0-0215 

— 

Stickoxydul  . 

40 

3-76 

— 

-_ 

— 

0-7778 

3-2678 

Kohlensäure 

35 

5-26 

0-43 

11 

11 

1-0020 

31993 

Grubengas   . 

— 

— 

— 

— 

— 

0-0391 

0-4828 

Kohlenoxyd 

9-4 

117 

— 

0-3 

0-58 

0-0243 

0-2044 

Elayl.     .     . 

^ 

— 

— 

— 

— 

01615 

2-8825 

Sauerstoff    .     . 

9-2 

1-49 

0-58 

0-44 

0-47 

00299 

0-2840 

Stickstoff     . 

7-5 

1-60 

0-53 

013 

0-21 

00145 

0-1214 

Luft    .     .     . 

— 

— 

— 

— 

— 

00179 

— 

Wasserstoff  . 

1-75 

0-44 

0-50 

0-8 

0-58 

0-0193 

0-0673 

Wie  man  sieht,  wird  ein  Gas,  welches  von  einem  Körper  stark  absorbirt 
wird,  meist  auch  von  den  übrigen  stark  absorbirt  und  umgekehrt;  eine  einfache 
Gesetzmässigkeit  scheint  aber  in  dieser  Beziehung  nicht  zu  bestehen. 

Zu  diesen  Zahlen  sind  in  neuerer  Zeit  einige  weitere  hinzugefügt  worden, 
so  namentlich  von  Hunter')  für  verschiedene  Holzkohlen,  insbesondere  Cocosnuss- 
Holzkohle  einerseits  und  zahlreiche  Gase  und  Dämpfe  andererseits;  die  letzteren 
gelten  natürlich  meist  für  hohe  Temperaturen  (zwischen  90^  und  230^)  und  be- 
wegen sich  (für  Cocosnuss-Holzkohle)  zwischen  3*7  für  Zweifach-Chlorkohlenstoff 
bei  154''  und  696  mm  und  153  für  Holzgeist  bei  91 ""  und  708  mm. 

Für  Salzlösungen  hat  Setschenoff')  eingehende  Versuche  ausgeführt  und 
dabei  den  für  zahlreiche  Salze  (Chloride,  Nitrate,  einige  Sulfate  u.  s.  w.)  giltigen 
Satz  gefunden,  dass  der  Absorptionsco^fficient  der  Salze  für  ein  bestimmtes  Gas 
stets  kleiner  als  bei  Wasser  und  desto  kleiner  ist,  je  concentrirter  die  Salzlösung 
ist.  Den  AbsorptionscoSfiicienten  fllr  Kohlensäure  fand  er  beim  Blut  etwa 
ebensogross  wie  beim  Wasser^).  Der  für  Salzlösungen  giltige  Satz  folgt  übrigens 
auch    aus  Versuchen  von  Mackenzie^).     Die  Absorptionsfähigkeit  verschiedener 


»)  a.  a.  O. 

^  HUNTKE,  Chcm.  Soc.  J.  (a),  Bd.  3—12.  1865—74. 

^  Setschenoff,  Mem.  St  Pet.  22. 

*)  Derselbe,  Ber.  Chenu  Ges.  1877,  pag.  972. 

^)  J.  J.  Maceenzie,  Ann.  d.  Phys.  (2)  i,  pag.  438. 
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Alkohole  lür  Ammoniak  ist  von  Pagliani  und  Emo^)  geprüft  worden,  und  es 
stellte  sich  heraus,  dass  der  Coefficient  desto  kleiner  ist,  je  grösser  das  Molekular- 
gewicht des  Alkohols  ist,  stets  aber  viel  kleiner  als  bei  Wasser.  Endlich  wäre 
zu  erwähnen,  dass  feuchte  Kohle  weniger  Gas  absorbirt  als  trockene;  statt  der 
in  der  obigen  Tabelle  fiir  Kohlensäure,  Stickstoff,  Sauerstoff  verzeichneten 
Zahlen  35,  7*ö,  9  25  fand  Saussure,  wenn  die  Kohle  feucht  war,  nur  17,  6*5,  3'25. 

Der  Absorptionscoefficient  bezieht  sich  wie  gesagt  auf  die  bestimmte  Temperatur 
von  0°  und  den  bestimmten  Druck  von  760  mm.  Das  Absorptionsvermögen  hängt 
aber,  wie  die  Versuche  ergeben  haben,  vom  Druck  und  von  der  Temperatur  ab; 
die  Angabe  des  Absorptionscoefficienten  ist  also  fUr  die  Kenntniss  der  Erscheinung 
nicht  ausreichend,  sondern  es  muss  untersucht  werden,  von  welcher  Art  jene 
doppelte  Abhängigkeit  ist. 

Was  die  Abhängigkeit  vom  Druck  betrifft,  so  hat  Henry*)  auf  Grund 
seiner  Versuche  das  nach  ihm  benannte  Gesetz  aufgestellt,  dass  dasabsorbirte 
Volumen  vom  Druck  unabhängig  ist.  Nun  verhalten  sich  nach  dem 
BovLE'schen  Gesetz  die  Gewichtsmengen  gleicher  Volumina  eines  Gases  wie  die 
Drucke,  unter  welchen  dasselbe  steht.  Man  kann  also  das  HENRv'sche  Gesetz 
auch  so  aussprechen:  das  absorbirte  Gasgewicht  ist  dem  Drucke, 
unter  welchem  es  stand,  proportional.  Das  HENRv'sche  Gesetz  ist  von  zahl- 
reichen Forschem  geprüft  worden ;  einige  derselben,  so  Saussure  und  in  neuerer 
Zeit  Naccari  und  Pagliani,  fanden  es  bestätigt,  Andere  nicht  oder  doch  nicht 
immer;  am  ehesten  dürfte  es  noch  für  schwach  absorbirende  Flüssigkeiten  und 
innerhalb  massiger  Druckgrenzen  gelten.  Als  Beispiel  einer  Zahlenreihe  möge 
eine  angeführt  werden,  welche  die  Versuchsergebnisse  von  Khanikoff  und 
LouGUiNiNE^)  für  Wasser  und  Kohlensäure  wiedergiebt;  p  ist  der  Druck,  a  der 
Absorptionscoefücient,  also  das  pro  Raumeinheit  Wasser  jedesmal  wirklich  ver- 
schwindende Gasvolumen  (auf  0°  reduzirt  —  bei  K.  u.  L.  wird  fälschlicher  Weise 
auch  auf  760  mm  reducirt,  was,  wenn  a  die  Bedeutung  eines  Coefficienten  be- 
halten soll,  bei  auch  nur  roher  Giltigkeit  des  HsNRv'schen  Gesetzes  offenbar 
nicht  geschehen  darf). 


p 

a 

' 

a 

/ 

a 

697-7 

1-0289 

2002-1 

11037 

2738-3 

11110 

8090 

1-0908 

2188-7 

1-1023 

3109-5 

1-1000 

1289-4 

1-1247 

2369-0 

1-1182 

1469-9 

1-H79 

25540 

1-1056 

Die  drei  ersten  ö-Werthe  bilden  zwar  eine  steigende  Reihe,  die  Steigung 
setzt  sich  aber  bei  den  weiteren  ö-Werthen  nicht  fort,  und  im  Mittel  betragen 
die  Abweichungen  vom  Durchschnitt  nur  ein  bis  zwei  Prozent;  man  wird  also  in 
diesen  Zahlen  einen  Beweis  gegen  das  HENRv'sche  Gesetz  nicht  finden,  wie  ihn 
die  Genannten  auf  Grund  einer  anderen  Berechnungsart  zu  finden  glaubten. 

Dasselbe  gilt  von  den  von  Sims*)  für  Wasser  und  schweflige  Säure  gefundenen 
Zahlen,  z.  B.  den  folgenden  {p  Druck  in  Metern  Quecksilber,  g  absorbirtes  Ge- 
wicht in  Gramm;  Temperatur  7°). 


1)  Pagliani  u.  Emo,  Atti  R.  Ac.  di  Tor.  18.  1882. 

*)  Henry,  Phil.  Trans.  1803,  I,  pag.  29,  auch  Gilb.  Ann.  20.  1805. 

3)  Khanikoff  u.  Louguinine,  Ann.  Ch.  Ph.  (4)  11,  pag.  412.  1866. 


^)  Sims,  Ann.  Pharm.  118,  pag.  334.  1861. 
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/  0-05        OM  0-2  0-3  0-4  0*5  10  1*3 

g  0015      0-027       0050      0073      0096      0118      0229      0295 

g/p       0-30        0-27        0-25        0*24        0-24        024        023        023 
Das  Verhältniss  zwischen  Absorptionsgewicht  und  Druck  zeigt  zwar  hier  eine 
regelmässige  Abnahme  mit  steigendem  Druck,  während  es  nach  dem  HENRv'schen 
Gesetz  constant  sein  sollte;   die  Abnahme  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  die  weiten 
Druckgrenzen  so  geringfügig,  dass  man  aus  ihr  kaum  etwas  wird  schliessen  dürfen, 
wenigstens    nicht    ohne   anderweitige  Bestätigung.      Diese   Bestätigung  wird  nun 
aber  durch  die  von  Roscoe  und  Dittmar^)  sowie  von  Sims  gefundenen  Zahlen 
für  Wasser  und  Ammoniak  geliefert,  wie  folgende  für  20°  gültige  Zahlen  zeigen. 
p       0-06    Ol       0-2      0-3      0-4      05      07       1-0       14       15       19      20 
g       0-119  0158  0-232  0296  0-353  0403  0492  0-613  0761  OSOl  0955  0992 
g/p    2-0       1-6       1-2       l-O      0-9      0-8      07      06      05      0*5      05      05 
Hier  ist  die  Abnahme  der  ^/^-Werthe,  also  die  Abweichung  vom  HENRv'schen 
Gesetz  augenfällig;   da  nun  Ammoniak  ganz  besonders  stark,    schweflige  Säure 
zwar  schwächer,  aber   auch  immer  noch  sehr  stark  vom  Wasser  absorbirt  wird, 
so    ist   zu    schliessen,   dass  für  stark    absorbirbare  Gase  das  HENRv'sche  Gesetz 
nicht   gilt,  sondern  bei  stärkerem  Druck  ein  geringeres  Volumen  absorbirt  wird. 
Eine  umgekehrte  Abweichung  vom  HENRv'schen  Gesetz  zeigt  die  Absorption 
einiger  Gase  durch  einige    feste  Körper.     Für  Cocosnuss-Holzkohle   fand  z.  B. 
Hunter s)  folgende  Zahlen  (Jf  in  mn^\ 

1)  Für  Kohlensäure. 

/  760    928   1015   1100   1413   1626   1013   2324   2960   3793 
a     73-2   840   85*5   87-3   91-6   95-5   1004   1080   1130   132-4 

2)  Für  Ammoniak. 

p      760       1104       1178       1269       1370       1487       1795      2003      2609 
a      170-7      174-3      1760      1782      180-8      1835      1887      196-7      209*8. 
Der  Absorptionscoefficient,    d.  h.  das  absorbirte  Volumen    steigt  also  hier 
mit  dem  Druck.     Ganz  besonders  stark  wird  diese  Abhängigkeit,  wie  Chappuis') 
gezeigt  hat,  bei  kleinen  Drucken,  z.  B.  für  Pfaffenhut-Holzkohle  und  Kohlensäure: 


p 

113 

2-23 

4-70 

9-05 

18-82 

35-5 

701 

a 

0-7 

1-5 

3-5 

60 

11-1 

17-8 

27-4 

P 

137-9 

258 

365 

465 

592 

703 

763 

a 

39-8 

531 

60-9 

66-5 

71-8 

75-4 

77-1. 

Das  HENRY*sche  Gesetz  bedarf  nun  aber,  selbst  wo  es  gilt,  in  einem  gewissen 
Falle  noch  einer  näheren  Erläuterung,  nämlich  dann,  wem  es  sich  um  die  Ab- 
sorption nicht  von  einfachen  Gasen,  sondern  von  Gasgemengen  handelt.  Diese 
Erläuterung  wird  durch  das  DALTON'sche  Gesetz  gegeben.  Nach  demselben  ist 
die  von  dem  absorbirenden  Körper  aufgenommene  Gewichtsmenge 
eines  jeden  der  Bestandtheile  des  Gemenges  proportional  mit  dem 
Partialdruck  desselben,  d.  h.  mit  dem  Drucke,  welchen  es  ausüben  resp. 
unter  welchem  es  sich  befinden  würde,  wenn  es  allein  den  ganzen  Raum  des 
Gemenges  einnähme.  Auch  dieses  Gesetz  scheint  jedoch  nur  für  massige  Ab- 
sorptionen und  massige  Drucke  zu  gelten. 


>)  RoscoE  u.  DiTTMAR,  Ann.  Pharm.   1I2,  pag.  349.  1859. 

")  a.  a.  O. 

*)  Chappuis,  WiKD.  Ann.  12,  pag.  160.  1881. 
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Ein  interessantes  Beispiel  für  die  Absorption  von  Gemengen  bietet  die  Luft 
dar,  welche  im  freien  Zustande  bekanntlich  21|f  Sauerstoff  und  79^  Stickstoff 
enthält.  Da  nun  der  Absorptionscoefficient  des  Wassers  für  Sauersoff  etwa  doppelt 
so  gross  ist  wie  für  Stickstoff,  so  wird  die  in  Wasser  absorbirte  Luft  auf  79  Thle. 
Stickstoff  42  Thle.  Sauerstoff  enthalten,  d.  h.  die  Luft  besteht  aus  35^  Sauerstofif 
und  65%  Stickstoff,  sie  ist  also  sauerstoffreicher  —  eine  für  die  mit  Kiemen  L.uft 
athmenden  Wasserthiere  wichtige  Thatsache. 

Ausser  dem  Druck  übt  auch  die  Temperatur  einen  Einfluss  auf  die  Stärke 
der  Absorption  aus.  Jedoch  lässt  sich  hier  ein  einfaches  Gesetz  nicht  aufstellen^ 
es  muss  vielmehr  genügen,  die  den  verschiedenen  Temperaturen  entsprechenden 
Werthe  des  Absorptionsco^fficienten  in  einer  Tabelle  zu  vereinigen,  oder  aber 
aus  diesen  Werthen  eine  empirische  Formel  für  ihn  zu  bilden. 

Beispiele  der  ersteren  Darstellungsart: 

1)  Wasser  und  schweflige  Säure  nach  Sims^). 


t 

8° 

12° 

16° 

20° 

24° 

28° 

g 

0168 

0-U2 

0-121 

0-104 

0-092 

0-083 

V 

58-7 

49-6 

42-2 

36-4 

32-3 

28-9 

t 

32° 

36° 

40° 

44° 

48° 

50° 

i 

0073 

0-065 

0-058 

0-053 

0-047 

0-045 

V 

25-7 

22-8 

20-4 

18-4 

16-4 

15-6 

2) 

Cocosnuss-Holzkohle  und  Ammoniak  nach  Hunter*). 

/ 

0» 

b" 

10° 

15° 

20° 

25° 

30° 

35° 

V 

175-7 

169-6 

163-8 

157-6 

148-6 

1401 

131-9 

123-0 

/         40°  45°  50°  55°  60°  65°  70° 

V       1141         104-2         69-0  90-2  881  86*4  82-6. 

3)  Pfaffenhut-Holzkohle  und  Kohlensäure  nach  Chappuis^). 

/         0°        15°       37°      46°       56°      63°       73°      83° 

a        11        62        44        38        31         27         23         19 

Wie  man  sieht,  nimmt  der  AbsorptionscoefBcient  mit  steigender  Temperatur 

stets  ab;  auch  durch  Versuche  von  Pagliani  und  Emo  (für  Alkohol  und  Ammoniak) 

und  von  anderen  ist  dies  bestätigt  worden.     Man  kann  hiemach  durch  Erhitzen 

eines  Körpers,  welcher  Gase  absorbirt  enthält,  einen  Theil  dieser  Gase  austreiben. 

Soll    nun    andererseits    der  Einfluss    der  Temperatur    auf   den  Absorptions- 

coefficienten    durch    eine  Formel   dargestellt  werden,    so  wird  in  derselben  auf 

ein    constantes   Glied    ein  negatives  mit  /  behaftetes  folgen  müssen;  von  dieser 

Art  sind  z.  B.  die  von  Wroblewski*)  für  rothen  Kautschuk  aufgestellten  Formeln: 

1)  für  NjO:  ö=  1-9561  —002665  /  (zwischen  5°  und  20°), 

2)  für  CO,:  a=  1*2779 —  001576  /  (zwischen  6°  und  21°). 

(Zwei  weitere  für  H  und  Luft  giltige  Formeln,  welche  mit  positivem  /-Glied 
behaftet  sind,  sind  wegen  der  zu  engen  Temperaturgrenzen  als  zweifelhaft  zu 
betrachten). 

Meistens  ist  aber  die  Abnahme  des  Coefficienten  der  Temperatur  nicht  ein- 


1)  a.  a.  O. 

^  a.  a,  O. 

^  Chappuis,  Wied.  Ann.  12,  pag.  160    1881. 

*)  Wroblewski,  Wibd.  Ann.  8,  pag.  29.  1880. 
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fach  proportional,  und  es  muss  daher  ein  drittes,  mit  /'  behaftetes  Glied  hinzu- 
gefügt werden.     Man  erhält  also  die  Formel 

Für  die  wichtigsten  Fälle  folgen  hier  die  gefundenen  Werthe  von  A,  B,  C 

1)  Wasser  nach  Bunsen^) 
(zwischen  O""  und  20  ^  bei  9)  und  10)  zwischen  0°  und   40°): 


Gas 


1)  Wasserstoff 

2)  Stickstoff 

3)  Sauerstoff 

4)  Kohlenoxyd      .... 

5)  Kohlensäure^.     .     .     . 

6)  Sumpfgas 

7)  Aethylen 

8)  Stickoxydul 

9;  Chlor 

10)  Schwefelwasserstoff   .     . 

11)  Aetbyl 

12)  Methyl 

13)  Schweflige  Säure  .     .     | 


00193 

0-020346 

004115 

0-032874 

1-7967 

005449 

0-25629 

1-30521 

3-0361 

4-3706 

0-031474 

0-0871 

79-789 

75-182 


0-00053887 

0-00108986 

0-00081632 

0-07761 

0-0011807 

0-00913631 

0*0453620 

0046196 

0083687 

0-0010449 

00033242 

2-6077 

2-1716 


0-000011156 

0-000022563 

0000016421 

00016424 

0000010278 

0-000188108 

0-0006843 

0-0001107 

0-0005213 

0-000025066 

00000603 

0-029349 

0-01903 


2)  Alkohol  nach  Bunsen  (zwischen  0°  und  25°). 


Gas 

A 

B 

C 

1)  Sauerstoff 

0-28397 





2)  Kohlenoxyd 

0-20443 

— 

— 

3)  Stickstoff     . 

0126338 

00004180 

0000006 

4)  Wasserstoff.     . 

0-06925 

0-0001487 

0-00000 1 

5)  Kohlensäure 

4-32955 

0-09395 

0-00124 

6)  Sumpfgas    . 

0-522586 

0-0028655 

0-0000142 

7)  Aethylen 

3-594984 

0-0577162 

0-0006812 

8)  Stickoxydul 

4-17805 

0-069816 

0-000609 

9)  Schwefelwasserstoff   . 

17-891 

0-65598 

0-00661 

10)  Schweflige  Sau 

re 

327-798 

16-8437 

0-8066 

3)  Chlornatriumlösung  und  Chlor  nach  Kumpfs) 
(zwischen  0°  und  27°,  chemische  Vorgänge  fanden  nicht  statt). 

1)  9-97^  NaCl :  a  =  2-23 17  —  005505 /  +  0000025   /» 

2)  16-01  \  NaCl :  a  =  2-1923  —  0-11281  / -4-  00000328 /«  —  0-0000422  /' 

3)  19-66^.  NaCl :  a  =  17440  —  0-067 17 / 4-  0001 17     /»  —  00000097  fK 
Abgesehen  von  einigen,  nicht  ganz  zweifellosen  Ausnahmen,  in  welchen  B 

und  C  null  sind,  ist  hiemach  sowohl  B  wie  C  stets  positiv;  derAbsorptions- 
coöfficient  nimmt  also,  wie  schon  gesagt,  mit  steigender  Temperatur 
ab,  aber  die  Abnahme  erfolgt  langsamer  als  die  Zunahme  der  Tempe- 


»)  a.  a.  O. 

^  Naccari  u.   Pagliani  (N.    Cim.   (3)  7,    pag.  71.    1880),    finden   ziemlich  abweichend 
«wischen  17  u.  27**:  ^=1-5062,  ^  =  0036511,  C=  0-0002917. 

3)  KuilPF,  Ueb.  d.  Abs.  v.  Chlor  durch  Chlomatriumlösung.    In.-Di8sert  Graz  1881. 
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ratur.  Eine  weitere  Wahrnehmung  hat  £.  Wiedemann^)  gemacht;  während  näm- 
lich z.  B.  in  der  ersten  der  obigen  Tabellen  A  zwischen  0*02  und  80.  also  bis 
zum  4000  fachen  variirt^  schwankt  das  Verhältniss  B :  A  nur  zwischen  0*02  und 
005,  also  nur  bis  zum  2 ^fachen.  Dieser  Bruch  giebt  aber  an,  ein  wie  grosser 
Bruchtheil  des  bei  0°  absorbirten  Gases  bei  einer  Temperaturerhöhung  um  1  ^ 
ausgetrieben  wird.  Diese  Menge  scheint  also  bei  allen  Gasen  nur  innerhalb  eng^er 
Grenzen  zu  variiren,  wenigstens  beim  Wasser;  beim  Alkohol  sind  die  Schwankungen 
viel  beträchtlicher. 

Die  Betrachtung  des  Einflusses  der  Temperatur  giebt  Veranlassung,  noch 
einmal  auf  denjenigen  des  Druckes,  also  auf  das  HENRv'sche  Gesetz  zurückzu- 
kommen, welches  sich  in  vielen  Fällen  nicht  giltig  erwies.  In  diesen  Fällen  gilt 
es  nun,  wie  die  Versuche  ergeben,  desto  annähernder,  je  höher  die  Temperatur 
ist,  und  am  besten  für  Temperaturen,  welche  oberhalb  der  für  das  betreffende 
Gas  kritischen  liegen. 

Einige  besondere  Eigenthümlichkeiten  bietet  die  Absorption  von  Gasen  in 
Metallen  dar,  wobei  es  einen  Unterschied  ausmacht,  ob  das  Metall  sich  in  fein 
vertheiltem  oder  aber  in  consistentem  Zustande  befindet.  Ein  Beispiel  für  den 
ersten  Fall  liefert  das  aus  Platinchlorürlösung  durch  Weingeist  niedergeschlagene 
Platinvulver,  sogenanntes  Platinmohr,  welches  nach  Döbereiner  das  250fache  Vo- 
lumen SauerstofT  absorbirt.  Andererseits  besitzen  von  den  consistenten  Metallen 
einige  ein  beträchtliches  Absorptionsvermögen  für  Wasserstoff  oder  Sauerstofil 
Am  stärksten  scheint  dasselbe  beim  Palladium,  und  zwar  für  Wasserstoff,  zu  sein; 
frisch  im  Vacuum  ausgeglüht,  absorbirt  es  bei  etwa  100°  mehr  als  das  600 fache 
Volumen;  hat  es  einige  Zeit  in  verdünnter  Schwefelsäure  als  negativer  Pol  einer 
galvanischen  Säule  gedient,  sogar  fast  das  1000 fache.  Das  Eigenthüm liehe  hier- 
bei ist  aber  der  Verlauf  des  Vorganges  bei  Aenderung  der  Temperatur.  Die 
Absorption  des  Wasserstoffes  in  Palladium  z.  B.  nimmt  anfangs,  etwa  bis  100°, 
zu  und  dann  erst,  wie  bei  den  Flüssigkeiten  und  nicht  metallischen  festen  Körpern, 
ab.  Noch  anders  verhält  es  sich  bei  manchen  Metallen,  welche,  wie  namentlich 
Silber  und  Kupfer,  im  geschmolzenen  Zustande  Sauerstoff  absorbiren.  Diese 
geben  das  Gas  beim  Erkalten  ab,  und  zwar  oft  so  heftig  und  rapide,  dass  feine 
Tropfen  des  Metalls  mit  hinausgeschleudert  werden  —  eine  Erscheinung,  welche 
als  das  Spratzen  der  Metalle  bezeichnet  wird. 

Dieser  Eigenthümlichkeiten  halber  pflegt  die  Absorption  durch  consistente 
Metalle  mit  dem  besonderen  Namen  »Occlusionc  benannt  zu  werden.  Eine 
solche  Occlusion,  namentlich  von  Sauerstoff,  ist  in  den  letzten  Jahren,  in  höherem 
oder  geringerem  Grade,  in  fast  allen  Metallen  nachgewiesen  worden ;  z.  B.  im 
Silber  von  Dumas'),  im  Stahl  von  Kern 3)  (etwa  ^^);  überraschend  grosse  Mengen 
von  Wasserstoff  haben  sich,  neben  kleineren  von  Stickstoff  und  Kohlenoxyd,  zu 
wiederholten  Malen  im  Meteoreisen  gefunden,  im  Durchschnitt  etwa  das  3 fache 
Volumen  Gas  überhaupt,  davon  \  Wasserstoff;  zur  Vergleichung  ist  zu  erwähnen, 
dass  das  von  gewöhnlichem  Eisen  in  Kohlenfeuer  absorbirte  Gas  (2f  Vol.)  nach 
Graham  nur  zu  \  aus  Wasserstoff,  dagegen  zu  \  aus  Kohlenoxyd  (Rest  Stickstoff 
und  Kohlensäure)  besteht. 

Die  Occlusion  von  Gasen  in  Metallen  ist,  worauf  insbesondere  Dumas*)  auf- 


»)  E.  WffiDEMANN,  WiKD.  Ann,   17,  pag.  349.   1882. 
*)  Dumas,  Compt.  rend.  86,  pag.  65.  1878. 
')  Kern,  Chem.  N.  36,  pag.  19.   1877. 
*)  Dumas,  a.  a.  O. 
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merksam  gemacht  hat,  eine  Fehlerquelle  bei  Bestimmung  des  specifischen  Ge- 
wichts der  letzteren;  man  muss  die  Gase  also  vorher  möglichst  austrefben  und 
erhält  dann  z.  B.  für  Silber  lO'öl,  also  mehr  als  gewöhnlich  angenommen  wird. 
Die  Absorption  wird  von  zwei  anderen  Erscheinungen  begleitet,  nämlich  von 
einer  VergrÖsserung  des  Volumens  und  von  einer  Entwickelung  von 
Wärme.  In  ersterer  Hinsicht  sind  zwei  Fälle  denkbar,  nämlich  eine  Volumen- 
vergrösserung  von  solchem  Betrage,  dass  das  specifische  Gewicht  des  absorbiren- 
den  Körpers  verringert  wird  (dies  ist  der  häufigere  Fall,  man  sehe  z.  B.  oben 
Silber  und  Sauerstoff),  und  eine  Volumenvergrösserung  von  solchem  Betrage, 
dass  das  specifische  Gewicht  vergrössert  wird.  Von  den  einzelnen  Untersuchungen 
hierüber  sei  eine  von  Mackenzie  und  Nichols^)  erwähnt,  welche  für  Wasser  und 
Kohlensäure  ergab:  1)  dass  die  Volumenvergrösserung  proportional  der  absor- 
birten  Gasmenge  ist,  und  2)  dass  dieser  Zuwachs  ungefähr  dem  Volumen  der 
flüssigen  Kohlensäure  (nach  Andrews)  entspricht.  Für  verschiedene,  von  Wasser 
absorbirte  Gase    sei  folgende  Tabelle  nach  Angström ^  angegeben: 

Ausdehnung  durch  Aufnahme  von  1  Vol.  .Gas: 

Stickstoff    ....    000145  Sauerstoff 0-00115 

Luft 0-00140  Wasserstoff 000106 

Kohlenoxyd     .     .     .     000127  Kohlensäure     ....     000129. 

Zahlreich  sind  die  Messungen  der  bei   der  Absorption  entwickelten  Wärme; 

irgend  welche  Gesetzmässigkeit  ist  jedoch  aus  den  Zahlen  nicht  zu  entnehmen,  die 

an  sie  geknüpften  Betrachtungen  sind  überdies  von  wesentlich  chemischem  Interesse. 

Es  möge  nun  noch  auf  einige  Anwendungen  der  eigentlichen  Absorption 

hingewiesen  werden: 

1)  Trocknung  der  Luft  durch  hygroskopische  Stoffe.  Zahlreiche 
Stoffe,  in  hervorragendem  Grade  Chlorcalcium,  Chlornatrium,  Chlormagnesium, 
Potasche,  Schwefelsäure  ziehen  den  Wasserdampf  aus  der  Luft  an  und  absorbiren 
ihn  so  stark,  dass  sie  ihn  zu  Wasser  verdichten,  und  dadurch  wieder  zur  Auf 
nähme  neuen  Wasserdampfes  befähigt  werden.  Diese  Stoffe  sind  also  zur 
Trocknung  feuchter  Lufl  in  hohem  Grade  geeignet. 

2)  Absorptionshygrometer.  Die  Absorptionsfähigkeit  einiger  anderer 
Stoffe,  z.  B.  von  Darmsaiten  und  Haaren,  ebenfalls  für  Wasserdampf,  wird  zur 
Messung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  benutzt.  Da  diese  Körper  von 
linearer  Gestalt  sind,  wird  sich  die  Volumenvermehrung  in  ihrer  Verlängerung 
äussern,  die  auf  einen  Zeiger  übertragen  und  auf  einer  empirisch  graduirten  Scala 
abgelesen  werden  kann.  Hierauf  beruhen,  ausser  den  volksthümlichen  Wetter- 
propheten, das  Haarhygrometer  von  Saussure  und  das  Bifilarhygrometer 
von  Klinkerfues. 

3)  Die  DöBEREiNER'sche  Zündmaschine.  Der  absorbirende  Körper  ist 
hier  Platinschwamm  oder  Platinmohr,  welcher  Sauerstoff  aus  der  Luft  absorbirt 
hat.  Lässt  man  nun  auch  noch  Wasserstoff  auf  ihn  strömen,  so  wird  auch  dieser 
absorbirt  und  so  viel  Wärme  entwickelt,  dass  der  Platinschwamm  glühend  und 
der  Wasserstofistrom  entzündet  wird. 

Adsorption. 
Von  der   eigentlichen  Absorption   wesentlich  verschieden  ist,    wie  man  erst 
in  den  letzten  Jahren  klar  erkannt  hat,  die  Erscheinnng  der  Adsorption.     Die- 


*)  Mackenzie  o.  Nichols,  Wied.  Ann.  3,  pag.  134.  1878. 

>)  Anoström,  Wied.  Ann.   17,  pag.  297.  1882.  Digitized  byLjOOQlC 
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selbe  besteht  nicht  in  einem  Eindringen  von  Gasen  in  das  Innere  fester  Körper, 
sondern    in  einer  Verdichtung  derselben   an    ihrer  Oberfläche,    wobei  die  Qas- 
theilchen    höchstens   in  die   oberflächlichen  Schichten   des   festen  Körpers    ein- 
dringen.    Experimentell  charakterisirt  sich  diese  Erscheinung  dadurch,  dass    sie 
nicht  von  der  Grösse  des  Volumens,  sondern  von  der  Grösse  der  Oberfläche 
des  absorbirenden  Körpers  abhängt;   man  muss  also  Körper  von  grosser  Ober- 
fläche anwenden,    um    beträchtliche  Adsorptionen    zu    erzielen.     Den  Uebergang 
von  der  Absorption  zur  Adsorption  bilden  gewissermaassen  die  oben  mehrfach  be- 
trachteten porösen  Körper,    wie  Holzkohle  oder  Metallmor;     bei   einem  solchen 
Körper  lässt  sich  gar  nicht  immer   sagen,    ob  es  sich  um  Absorption  oder  Ad- 
sorption handelt,  da  hier  Volumen  und  Oberfläche  in  einem  bestimmten  Verhältniss 
zu  einander  stehen.     Es  genüge   daher,  beispielsweise    eine   von  Pfeiffer  i)  zu- 
sammengestellte Tabelle  wiederzugeben,  welche  die  von  22*5  gr  resp.  der  ent- 
sprechenden Oberfläche  verschiedener  Kohlen  bei  19^  und  den  darüber  gesetzten 
Drucken  (in  mn^  absorbirten  Kohlensäuremengen  angiebt. 

/  =  200        300 

Erie  (Joulin) 530        700 

Pfaffenhutholz  (Chappuis)  .  450  580 
Buchsbaum  (Kavser)  .  .  370  470 
Fichte  (Pfeiffer)  ....    290        420 

Am  geeignetsten  zur  Untersuchung  der  reinen  Adsorption  sind  consistente 
Metalle  und  Glas;   namentlich  das  Letztere  ist  neuerdings  von  Bunsen,  Kayser 
u.  A.  vielfach  benutzt  worden.     Man  bringt  es  zu  diesem  Zwecke,  um  eine  recht 
grosse  Oberfläche  zu  haben,  in  Gestalt  von  Fäden  oder  Wolle  unter  eine  Glas- 
glocke,   so    dass   deren  innere  Wand    ebenfalls   einen  Theil   des   adsorbirenden 
Körpers  bildet.    In  Bezug  auf  die  Resultate  Hess  sich  bis  vor  kurzem  noch  wenig 
sagen,    da   die  Ansichten  der  Experimentatoren  selbst  über   die  Deutung  ihrer 
Versuche  und  die  aus  denselben  zu  ziehenden  Schlüsse  einander   grossentheils 
widersprachen.     Während  einige  Beobachter,  wie  bei  der  Absorption,  die  adsor- 
birten  Gasvolumina  vom  Drucke  wenig  abhängig  finden,  ergiebt  sich  aus  den 
Untersuchungen  von  Kavser*^)  sowie  von  Pfeiffer')  eine  beträchtliche  Abnahnae 
derselben  mit  wachsendem  Druck,  so  dass  die  adsorbirten  Gewichtsmengen  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  auf  760  mm  reducirten  Volumina  nicht   proportional  dem 
Druck,  sondern  viel  langsamer  zunehmen.  Ebenfalls  wohl  nur  beschränkte  Bedeutung 
haben  die  folgenden  von  Kayser  für  Buchsbaumkohle  aufgestellten  Druckformeln : 
1)  Kohlensäure:    a)  bei  15**:»=  90-08  — 24-37   logp 
12°:^^=  100-7— 27-2     logp 
0**    :z^=  9-262- 202      hgp 
18°:«f=    4-26  — 0-48      logp 
22°:z^=  5-285-0-95      logp 
44°:2f=     1-94  —  0-58     logp 
19°  :  V  =42-614  —  11133  logp 
14°  :  »  =  6-036  —  1-500    logp. 
Das   allgemeinste  Gesetz,    welches    sich   ziemlich  übereinstimmend  aus  den 
Versuchen  von  Joulin,  Hunter,  Chappuis,  Kayser  u.  A.    ableiten  lässt,    scheint 


b) 

2) 

Luft: 

b) 
c) 
d) 

3)  Schweflige 

Säure 

4) 

WasserstofF 

1)  Pfeiffer,  Ueb.   d.  Verdichtung   von   Gasen    durch    feste  Körper  u.    s.  w.    Inaug-Diss. 
Erlangen  1882. 

»)  Kayser,  Wied.  Ann.  12,  pag.  528  u.  14,  pag.  450.  1881. 
»)  a.  a.  O. 
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dies  zu  sein,  dass  gleichen  Druckänderungen  etwa  gleiche  Aenderangen 
der  adsorbirten  Gasmengen  entsprechen. 

In  Bezug  auf  den  Einfluss  der  Temperatur  fand  Pfeiffer^),  dass  die 
bei  Temperaturerhöhungen  losgelösten  Gasmengen  ersteren  nahezu  proportional 
sind.  Dass  dieser  Satz  aber  nur  beschränkte  Giltigkeit  hat,  zeigt  folgende 
Tabelle:  


Ammoniak 
Cyan     .     . 


^0° 


176 
114 


35*= 


123 
101 


70« 


88 


Wie  man  sieht,  nimmt  die  Adsorption  zwar  beim  Cyan  gleichmässig  ab, 
beim  Ammoniak  dagegen  ungleich  massig ;  die  Folge  davon  ist,  dass  die  Gase 
ihre  Plätze  vertauschen :    bei  0°  wird  Ammoniak,  bei  70®  Cyan  stärker  adsorbirt 

Absolute  Werthe  der  Adsorptioncoefficienten  sind  schwer  zu  berechnen,  weil 
die  Oberfläche,  auf  deren  Einheit  diese  Zahlen  sich  doch  beziehen,  nur  auf 
Grund  ziemlich  vager  Annahmen  bestimmt  werden  kann.  Verhältnissmässig  am 
sichersten  lässt  sich  dies  noch  für  Glasfaden  thun,  und  hier  fand  Chappuis') 
(zwischen  0**  und  180°)  pro  qm  Glasoberfläche  0*27  ccm  Wasserstoff,  0-35  ccm  Luft, 
0  63  ccm  schweflige  Säure  und  0*25  ccm  Ammoniak. 

Wesentlich  geklärt  wurde  die  Sachlage  durch  die  Discussion  zwischen  Bunsen 
und  Kayser,  und  durch  die  Versuche,  zu  denen  Ersterer  durch  diese  Discussion 
veranlasst  wurde.*)  Die  ersten  Versuche  Bunsen's  mit  Glasfaden  und  Kohlen- 
säure hatten  das  merkwürdige  Ergebniss  geliefert,  dass  die  Adsorption  sehr  lange 
(Tage,  ja  Monate  lang)  anhielt  und  vom  Druck  nahezu  unabhängig  war.  Kayser 
glaubte  desshalb,  dass  es  sich  hier  nicht  um  Adsorption,  sondern  um  Diffussion 
durch  das  Fett  der  Hähne  des  Apparates  handle.  Bunsen  wies  nicht  nur  nach, 
dass  diese  Annahme  unbegründet  war,  sondern  er  fand  auch  den  wahren  Grund 
für  die  Eigenthümlichkeit  der  Erscheinung,  und  zwar  in  der  durch  capillare  An- 
ziehung auf  der  Glasoberfläche  festgehaltenen  Wasserschicht.  Diese 
Wasserschicht  hat  in  Folge  des  kolossalen  Druckes,  unter  dem  sie  steht,  ein 
starkes  und  lange  anhaltendes  Absorptionsvermögen;  bei  einem  ad  hoc  ausge- 
führten Versuche  war  z.  B.  die  Dicke  der  Schicht  gleich  0*000005  mm,  das  Vo- 
lumen 22*6  cmm^  die  Absorption  stieg  in  33  Tagen  auf  48700  cmm,  also  auf  das 
2155  fache  Volumen,  während  Wasser  unter  gewöhnlichem  Drucke  nur  etwa  das 
gleiche  Volumen  -absorbirt.  Aus  dem  kolossalen  Drucke  erklärt  es  sich  nun 
auch,  dass  äussere  Druckänderungen  an  dem  Betrage  der  Absorption  wenig 
ändern,  und  ebenso  werden  jetzt  die  übrigen  Eigenthümlichkeiten  der  Erscheinung 
verständlich.  Auch  ist  es  einleuchtend,  dass  man  zur  Ueberwindung  des  capillaren 
Druckes  starke  Erhitzungen  anwenden  muss,  um  die  Wasserschicht  gänzlich  zu 
entfernen,  Erhitzungen  bis  über  500°.  Thut  man  dies  aber,  so  verschwindet  die 
langsame  Condensation  in  der  That,  und  die  Erscheinung  nimmt  wieder  den  ge- 
wöhnlichen Verlauf  der  Adsorptionserscheinungen  an. 

Die  Adsorption  ist,  wie  man  hieraus  entnimmt,  in  sofern  eine  sehr  häufige 
Erscheinung,  als  die  meisten  Körper,  welche  sich  in  der  Luft  befinden,  selbst 
solche,  die  ein  in  Betracht  kommendes  Absorptionsvermögen  nicht  besitzen^  doch 


»)  a.  a.  O. 

>)  Chappüis,  Arch.  Sc.  phys.  (3)  3,  pag.  439.  1878. 

^  Bunsen,  Wied.  Ann.  20,  pag.  545.  1883.  —  Kayser,  ebenda  21,  pag.  495.  1884.  — 
Bunsen,  ebenda  22,  pag.  145.  1884.  —  Kayser,  ebenda  23.  pag.  416.  1884.  —  Bunssn/ 
ebenda  24.  pag.  3»i.  1885.  ^^^^^  ^^  ^^0(J^.^ 
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an  ihrer  Oberfläche  die  verschiedenen  Bestandtheile  der  Luft,  insbesondere  den 
Wasserdampf,  verdichten.  In  letzterem  Falle  spricht  man  von  Vaporhäsion^ 
und  es  ist  das  eine  Erscheinung,  welche  namentlich,  wenn  sie  so  stark  wird,  dass 
Verflüssigung  des  Wasserdampfes  eintritt,  in  vielen  Fällen  zur  Vermeidung  von 
Uebelständen  oder  Fehlerquellen  Berücksichtigung  erfordert;  so  z.  B.  bei  elektro- 
statischen Versuchen,  wo  sie  aus  einem  Isolator  einen  Leiter  machen  kann,  so^e 
bei  genauen  Wägungen,  bei  welchen  nicht  nur  die  flüssige  »Wasserhautc,  sondern 
auch  die  dichte  Dampfhülle  an  einzelnen  Stellen  der  Waage  merkliche  Fehler- 
hervorbringen kann;  in  solchen  Fällen  muss  man  durch  geeignete  Behandlung 
vor  den  Versuchen  die  adsorbirten  Stofte  möglichst  entfernen,  i) 

Eine  eigenartige  Folge  der  Absorption  sind,   wie  Waidele^)  richtig  erkannt 
l;at,  die  zuerst  von  Moser')  beobachteten  Hauchbilder,  welche  auftreten,  wenn 
man  mit  einem  Holzstäbchen   über  eine    glatte  Fläche  hinfährt,  oder  auch  eine 
Münze,   einen   geschnitteten   Stein    oder    einen    gravirten  Metallstempel   auf  eine 
Platte  legt,  und  nach  der  Abnahme  die  Fläche  behaucht  oder  sie  Quecksilber- 
dämpfen aussetzt;  ja,  die  Bilder   entstehen  auch  schon,    wenn  der  Stempel  nur 
dicht  über  die  Platte  gehalten  wird,  ohne  sie  zu  berühren.    Da  nämlich  Stäbchen 
oder  Stempel   einerseits  und  Platte  andererseits  nicht  gerade  in  gleichem  Maasse 
mit  adsorbirten  Dämpfen  beladen  sein   werden,  so  wird  an  den  Berührungs-  resp. 
Einwirkungsstellen    ein    Austausch    solcher   Gase    stattfinden;     die    beeinflussten 
Stellen  der  Platte  werden  sich  also  von   den    benachbarten  durch  grössere  oder 
geringere  Ladung  unterscheiden,  und  wenn  man  den  Wasserdampf  des  Hauches 
oder  Quecksilberdampf  auf  die  Platte  lenkt,  so  wird  sich  derselbe  an  den  stärker 
beladenen  Stellen  in  geringerem  Grade  niederschlagen  als  an   den  übrigen,   und 
somit  ein  Bild  des  Stempels   resp.   der  Züge   hervortreten    lassen.     Eine  ander 
Auffassung  dieser  Erscheinung,   die  von  Quincke   herrührt,   ist  schon  oben   bei 
Capillarität,  pag.  477,  mitgetheilt  worden. 

Eine  abgeschlossene  Theorie  der  Ab-  und-  Adsorption  liegt  zur  Zeit  nicht 
vor;  jedoch  ist  von  verschiedenen  Seiten  der  Versuch  zu  einer  solchen  gemacht 
worden,  und  einige  der  bezüglichen  Betrachtungen  sind  an  und  fiir  sich  interessant 
genug,  um  hier  Erwähnung  zu  finden. 

Nach  Kayser4)  kommen  bei  der  Absorption  (resp.  Adsorption)  folgende 
Faktoren  in  Rechnung:  1)  Die  Grösse  der  an  der  Oberfläche  wirksamen  freien 
Kräfte,  2)  die  chemische  Affinität  zwischen  Oberfläche  und  Gas,  3)  die  Cohäsion 
4)  die  Dichtigkeit,  5)  der  Druck,  6)  die  Temperatur.  Nimmt  man  an,  dass  für 
denselben  absorbirenden  Körper  und  bei  gleichem  Druck  und  Temperatur  der 
Einfluss  von  1)  und  2)  nur  klein  sei,  so  findet  man,  dass  die  Reihenfolge  der 
Gase  für  verschiedene  absorbirende  Körper  dieselbe  sein  muss,  und  zwar  überein- 
stimmend mit  ihrer  Condensirbarkeit.  Das  stimmt  mit  den  meisten  Beobachtungen 
in  der  That  überein.  Femer  wächst  mit  zunehmendem  Druck  anfangs  sowohl  die 
Dicke  als  auch  die  Dichte  des  absorbirten  Gases,  später  aber,  wenn  alle  Poren 


')  Warburg  u.  Ihmori,  Wied.  Ann.  27,  pag.  481.  1886.  —  Ihmori,  Wied,  Ann.  31.  1887 
—  In  lettterer  Abhdlg.  werden  zur  Vcnneidung  von  Fehlern  folgende  Regeln  aufgestellt:  1)  Alle 
Metalltheile  sind  zu  platiniren  (nicht  tu  firnissen).  2)  Achat  ist  möglichst  zu  vermeiden,  dafür 
lieber  Bergkrystall.  3)  Für  die  Gewichte  scheint  Platin  oder  platinirtes  Messing  besser  als  Berg- 
krystall  zu  sein. 

3)  Waidele,  Pogg.  Ann.  59. 

^  Moser,  Pogg.  Ann.  56  u.  57. 

*)  Kayser,  Wied.  Ann  12,  pag.  528  u.   14,  pag.  450.  1881. 
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ausgefüllt  sind^  nur  noch  die  Dichte.    .  Dies  erklärt  im  Grossen  und  Ganzen  die 
Abhängigkeit  der  Absorption  vom  Druck. 

Pfeiffer  1)  schliesst  sich  auf  Grund  seiner  oben  zum'!rheil  erwähnten  Unter- 
suchungen den  KAYSER'schen  Vorstellungen  an  und  versucht  des  weiteren  für 
den  Fall  der  Adsorption  die  Dicke  der  adsorbirten  Schicht  zu  berechnen. 
Sei  5,  die  Dichtigkeit  des  freien  Gases,  s  die  Dichtigkeit  desselben  an  der  festen 
Oberfläche,  so  wird  sie  in  der  Entfernung  n  von  der  Oberfläche  gleich  s^-\-f{n) 
sein,  wo  /(O)  —  ^  —  Jj,  dagegen,  unter  h  die  Dicke  der  adsorbirten  Schicht  ver- 
standen, /(A)  =^  0  ist.  Ist  nun  O  die  Oberfläche  des  verdichtenden  Körpers,  m 
die  Masse  des  verdichteten  Gases,  so  ist 

A 

m=fO/(n)dn. 

0 

Nimmt  man  nun  an,  dass/(»)  gleichmässig  von  0  bis  A  abnehme,  so  kann 
man  integriren  und  erhält  ( V  das  verdichtete  Gasvolumen) 

Auf  diese  Weise  kann  man  nach  Müller-Erzbach 2),  Pfeiffer  u.  A.  die  Dicke 
der  adsorbirten  Schicht  ermitteln,  und  findet: 

Für  Oxyde  und  Schwefelkohlenstofldampf     .     .     .     0'0017  mm 

„         „         „     Wasserdampf 0-0015    „ 

„     Glas  und  Wasserdampf 000023  „ 

„        „      „      Kohlensäure O'OOOOö  „ 

„  Buchsbaumkohle  und  Kohlensäure      ....     000024  „ 

„  „  „     Ammoniak 0*00045  „ 

Diese  Zahlen  sind  beträchtlich,  zum  Theil  um  das  1000  fache  grösser  als  der 
von  O.  E.  Meyer  berechnete  Molekulardurchmesser ^). 

Die  Anschauung  von  der  abnehmenden  Dichte  der  Gasschicht  ist  übrigens 
zuerst  von  Quincke*)  ausgesprochen  worden;  derselbe  fügt  die  Vermuthung  hinzu, 
dass  die  Dichtigkeit  an  der  Oberfläche  gleich  der  des  festen  Körpers  sei  und 
folgert  hieraus  den  Satz:  Je  dichter  der  adsorbirende  Körper,  desto 
stärker  die  Adsorption. 

Unter  Anwendung  der  GAUSS^schen  Kapillaritätstheorie  hat  Moutier*)  ver- 
sucht, die  Absorption  zu  behandeln.  Er  findet  für  die  Kräftefunktion  folgenden 
Ausdruck : 

F=  a{M^  my  -+-  dm^  4-  2^(J/—  m)  +  2aNiM—  m)  ■+■  2^Nm, 
{M  Gasgewicht,  N  Flüssigkeitsgewicht,  m  absorbirtes  Gasgewicht,  a  b  c  nur  vom 
Gas,  a  und  ß  von  Gas  und  Flüssigkeit  abhängige  Constanten).    Gleichgewicht  tritt 
ein,  wenn  m  ist: 

m  =  -z 7  M-\-  -=r-^ 7  N, 

2^  —  a^b  2c  —  a  —  b 

')  Pfeiffer,  a.  a.  O. 

3)  Müller-Erzbach,  Vcrh.  phys.  G.  Berlin  1885,  pag.  8.  In  einer  anderen  Abhdlg.  finde 
d.  Verf.  dagegen,  dass  (für  Thonerde  u.  Wasserdampf)  die  Kraft  der  Absorption  annähernd  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung  abnehme,  womit  obige  Annahme  Pfeffer 's 
nicht  übereinstimmt.     (Wied.  Ann.  28,  pag.  684.   1886;. 

3)  Andererseits  findet  Chappuis  (Wied.  Ann.  12,  pag.  160.  1881)  für  Glas  einerseits  und 
Ammoniak  oder  schwefl.  Säure  andererseits  die  Dicke  der  Wandschicht  nur  gleich  2  Molekel- 
Lagen. 

*)  Quincke,  Pogg.  Ann.  108.  1858. 

6)  MoüTiKR,  BulL  See.  phys.  Par.  (7)  5.  pag.  144.  i88o.  r^r^r^n]r> 
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6S2  Absorption. 

FUr  ß  =  a  wird  die  Menge  des  absorbirten  Gases  proportional  mit  der  ge- 
sammten  Gasmenge. 

Endlich  haben  Stefan  i)  und  v.  Wroblewski*)  die  Theorie  der  Absorption  in 
Verbindung  mit  den  Beziehungen  dieser  Erscheinung  zur  Diflfiision  betrachtet. 
Nach  Stefan  geht  die  Absorption  in  der  Weise  vor  sich,  dass  zunächt  die  Ober- 
flächenschicht sich  sättigt,  dann  einen  Theil  des  Gases  an  die  nächste  Schicht 
abgiebt,  sich  aber  sogleich  wieder  sättigt  u.  s.  w.  Das  ist  aber  nichts  Anderes, 
als  Difiuston.  Die  Geschwindigkeit  der  Absorption  hängt  dabei,  von  etwaigen 
Strömungen  (falls  der  absorbirende  Körper  eine  Flüssigkeit  ist)  abgesehen,  vom 
Diffusionscoöfücienten  ab  und  umgekehrt  die  Geschwindigkeit  der  Difiusion  vom 
Absorptionscoefficienten.  v.  Wroblewski  verfolgt  dies  noch  weiter  und  findet, 
dass  die  Constante  der  Verbreitung  eines  Gases  annähernd  der  Quadratwurzel 
aus  seinem  specifischen  Gewichte  umgekehrt  proportional  ist').  Auch  wendet  er 
sich  gegen  die  GRAHAM'sche  Hypothese,  dass  die  absorbirten  Gase  in  Flüssigkeit 
verwandelt  seien.  F.  Auerbach. 


*)  Stefan,  Wien.  Sitz.-Ber.  77  (2),  pag.  406. 
*)  V.  Wroblewski,  Wied.  Ann.  8,  pag.  29.  1879. 

^  Auch  HooD  [Pbil.  Mag.  (5)  7,  pag.  352.   1884]  hat  Beobachtungen  üb.  d.  Geschwindig- 
keit d.  Abs.  V.  Gasen  in  Flüssigkeiten  angestellt 
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Allgemeine  Wellenlehre. 

1)  Eine  der  am  allgemeinsten  in  der  Natur  verbreiteten  Bewegungsarten  ist 
die  iWellenbewegungc.  Sie  tritt  in  den  mannigfachsten  Formen  auf  und  ver- 
dankt ihren  Namen  zweifellos  derjenigen  Form,  die  wir  so  häufig  und  so  vollendet 
bei  dem  Wasser  beobachten,  sei  es,  dass  wir  die  eigenthümlichen  Oberflächen- 
bewegungen bei  einem  Flusse,  einem  Teiche,  einem  See  oder  die  oft  gewaltigen 
Bewegungen  des  Meeres  betrachten.  Diese  hierbei  uns  entgegentretenden  Ober- 
flächenveränderungen, bestehend  in  eigenthümlichen  Erhöhungen  des  Wassers 
über  das  ursprüngliche  Niveau  der  Ruhe  nennt  man  tWellenc,  und  da  sich 
ergiebt,  dass  auch  bei  festen  und  gasförmigen  Körpern,  ja  sogar  beim  feinsten 
Stofle,  dem  Aether,  sich  Bewegungen  annehmen  lassen,  welche  sich  theils  leicht, 
theils  erst  nach  reiflicherer  Ueberlegung  als  die  Analoga  zu  jener  Wasserbewegung 
zu  erkennen  geben,  so  fasst  man  sie  alle  unter  der  gemeinsamen  Bezeichnung 
>Wellenbewegung€  zusammen.  Ich  sage  leicht  erkennbar;  denn  Niemand 
wird  zweifelhaft  sein,  dass  z.  B.  die  Bewegung,  welche  sich  bei  einem  ausge- 
spannten langen  Seile  zeigt,  wenn  dieses  an  einem  Ende  einen  nach  oben  ge- 
richteten Schlag  mit  der  Hand  erfährt  und  wenn  bald  darauf  eine  Seilerhöhung 
nach  dem  anderen  Ende  hinzulaufen  scheint  und  von  hieraus  zurückkehrt,  um 
vielleicht  noch  einmal  hin  und  herzulaufen,  dass  diese  Bewegung  der  Seilerhöhung 
die  grösste  Aehnlichkeit  mit  dem  scheinbaren  Fortlaufen  einer  Welle  über  die 
Oberfläche  eines  Wasserspiegels  besitzt.  Man  sieht  in  beiden  Fällen  eine  wirk- 
liche Erhöhung,  eine  Welle.  Nicht  so  ist  es  aber  in  vielen  anderen  Fällen. 
Wenn  wir  z.  B.  den  Ton  einer  Orgelpfeife  hören,  so  sehen  wir  von  dem,  was  bis 
jetzt  als  Welle  aufgefasst  und  bezeichnet  wurde,  nichts;  wir  werden  zunächst 
durch  den  blossen  Augenschein  überhaupt  nicht  belehrt,  dass  eine  Luftbewegung 
in  der  Pfeife  stattfindet  Aber  wenn  sich  auch  bald  durch  allerhand  Mittel  eine 
solche  Bewegung  erkennen  lässt,  so  müssen  wir  uns  doch  sagen,  dass  von  einer 
Erhöhung  einer  Luftmasse  über  ihr  ursprüngliches  Niveau  nicht  im  entferntesten 
die  Rede  sein  kann.  Stellt  sich  schliesslich  dennoch  auch  diese  Bewegung  der 
Luft  als  zur  grossen  Gruppe  der  Wellenbewegungen  gehörend  heraus,  so  muss 
diesen  Bewegungen  etwas  anderes  gemeinsam  sein,  was  als  allgemeines  Kenn- 
zeichen allen  zukommt. 

2)  Jede  Bewegung,  der  wir  den  Namen  einer  Wellenbewegung  ertheilen 
können,  ist  eine  resultirende  Bewegung,  d.  h.  eine  solche,  dass  ihr  gegenüber^ 
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von  Einzelbewegungen  geredet  werden  kann,  welch  letztere  in  ihrer  Gesammtheit 
erst  das  bilden,  was  man  eine  Wellenbewegung  nennt.  Da  hierbei,  wie  wir  bald 
sehen  werden,  auch  die  Zeit  in  Betracht  kommt,  da  eine  Wellenbewegung  erst 
dann  beginnt,  nachdem  vorher  Einzelbewegungen  vorausgingen,  so  kann  man 
diese  letzeren  auch  wohl  passend  iPrimitivbewegungenc  nennen.  Wir  wollen 
ihre  Bedeutung  sofort  kennen  lernen  am  besten  so,  dass  wir  uns  an  ein  bestimmtes 
Beispiel  halten,  unbekümmert  darum,  ob  der  Fall,  den  wir  bei  diesem  Beispiel 
charakterisiren,  in  der  Natur  wirklich  vorkommt  oder  nicht. 

Fig.  211  zeigt  einen  bei  A  befestigten  Tuchstreifen,  welcher  von  A  nach  B  hin 
über  eine  horizontale  Tischplatte  gelegt  ist.    Zwischen  ihn  und  die  Tischplatte 

A 


(Ph.!UU 


^B 


sei  eine  elliptisch  geformte  Walze  R  gebracht.  Diese  wird  den  Tuchstreifen,  wie 
in  der  Figur  deutlich  gemacht  ist,  bis  zu  gewissen  Grenzen  hin  aus  der  horizontalen 
Lage  herausbringen  und  hierbei  eine  Erhöhung  hervorrufen.  Schieben  wir  dann 
parallel  mit  sich  selbst  die  Walze  von  links  nach  rechts  fort,  so  leuchtet  ein, 
wie  sich  die  Erhöhung,  die  wir  soeben  hervorriefen,  nach  und  nach  an  allen 
Stellen  des  Streifens  zeigt.  Eine  Welle  läuft  also  von  links  nach  rechts  hin  weiter 
und  wäre  dies  ja  offenbar  ein  Analogen  zu  einer  Wasserwelle,  die  progressiv 
über  die  Oberfläche  eines  Wasserspiegels  fortschreitet.  Aber  was  ist  denn  nun 
die  Erhöhung  bei  unserem  Tuchstreifen?  Sie  kommt  offenbar  doch  nur  dadurch 
zu  Stande,  dass  die  einzelnen  Theilchen  des  Streifens  bei  der  Verschiebung 
der  Walze  eine  auf-  und  niedergehende  Bewegung  erhalten.  Fassen  wir  z.  B. 
ein  solches  Theilchen  a  ins  Auge,  so  wird  dies  in  einem  bestimmten  Moment 
anfangen  gehoben  zu  werden;  es  wird  in  einem  späteren  Moment  seine  höchste 
Lage  erreichen,  um  von  dieser  aus  wieder  in  die  Ruhelage  herab  zu  sinken.  So 
hätten  wir  denn  die  Primitivbewegung  erkannt.  Sie  besteht  in  diesem  Falle 
in  einem  Auf-  und  Niedersteigen  der  einzelnen  Tuchtheilchen,  welches  an  und 
für  sich  eine  iiahezu  geradlinige  Bewegung  ist.  Eine  Summe  solcher  Theilchen, 
welche  neben  einander  liegen  und  sich  im  selben  Moment  in  je  einer  anderen 
Phase  der  Bewegung  befinden,  bilden  erst  das,  was  man  eine  Welle  nennt,  deren 
Form  also  das  Resultat  ist,  welches  sich  aus  den  Einzelbewegungen  der  Theil- 
chen ergiebt.  Die  Primitivbewegungen  sind  bei  diesem  Beispiel  gradlinige  Bewe- 
gungen eines  jeden  Theilchens  senkrecht  zur  Ruhelage,  die  Resultante  ist  eine, 
über  eine  gewisse  Strecke  sich  zeigende  Erhöhung,  welche  letztere  mit  der  Zeit 
fortschreitet,  während  die  ersteren  offenbar  nicht  als  eigentlich  fortschreitende 
Bewegungen  zu  denken  sind,  denn  ein  jedes  Theilchen  vollführt  nur  über  seiner 
Ruhelage  seine  Primitivbewegung,  ohne  dass  es  selbst  eine  Wanderung  von  A 
nach  B  anträte. 

3)  Ein  jedes  Theilchen  unseres  Tuchstreifens  kommt  bei  der  Progressiv- 
verschiebung der  Walze  in  dieselbe  Primitivbewegung,  wie  sie  je  ein  rückwärts 
liegendes  Theilchen  vollendet  hat.  Sofort  erkennen  wir  aber  eine  sehr  be- 
merkenswerthe  Thatsache.  Wir  können  nämlich  die  Strecke  Ac,  über  welche 
sich  die  Welle  in  einem  bestimmten  Moment  erhebt,  einmal  die  »Längec  der 
Welle  oder  kurz  die  iWellenlängec  nennen.  Schreitet  diese  Welle  nun  um 
ihre  eigene  Länge  von  links  nach  rechts  weiter,  so  hat  das  Theilchen  c  auch 
offenbar  eine  Primitivbewegung  vollkommen  ausgeführt,  denn  es  beginnt  seine 
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Bewegung  in  dem  Moment,  der  als  Anfangsmoment  in  der  Figur  angenommen 
wird;  es  erreicht  seine  grösste  Erhebung  in  dem  Moment,  wo  die  Walze  um 
das  Stück  xc  weiter  nach  rechts  fortgeschritten  und  gelangt  wieder  in  seine  Ruhe- 
lage zurück  im  Moment,  wo  die  Walze  abermals  um  ein  Stück  gleich  xc  weiter 
nach  rechts  fortgeschritten.  Das  Stück  x  c  ist  aber  eine  halbe  Wellenlänge  und 
zweimal  ein  solches  Stück  genommen  giebt  eine  ganze  Wellenlänge.  Diesen 
merkwürdigen  Zusammenhang:  nämlich  die  Gleichheit  der  Dauer  einer  Primitiv- 
schwingung und  der  Zeit,  welche  die  Wellenbewegung  gebraucht,  um  durch  die 
Strecke  einer  Wellenlänge  vorwärts  zu  kommen,  werden  wir  als  eine  der  be- 
deutungsvollsten in  der  gesammten  Wellenlehre  noch  näher  kennen  lernen  und 
eben  dieser  seiner  Bedeutung  entsprechend  fassten  wir  ihn  jetzt  schon  ins  Auge. 

4)  Die  Bewegung  des  Tuchstreifens,  wie  wir  sie  eben  betrachteten,  hat  das 
Eigenthümliche,  dass  ein  jeder  Theil  dieses  Streifens  dieselbe  Bewegung  ausführt 
Dies  hätten  wir  annähernd  auch  dadurch  erzielen  können,  dass  wir,  anstatt  die 
elliptische  Walze  der  Fig.  211  progressiv  parallel  mit  sich  selbst  zu  ver- 
schieben, uns  einer  Walze  mit  kreisrundem  Querschnitt  bedient  und  diese  von 
links  nach  rechts  fortgerollt  hätten.  Lassen  wir  aber  unsere  elliptische  Walze 
rollen,  so  kommt  eine  gänzlich  andere  Bewegung  des  Tuchstreifens  zum  Vorschein. 
Sie  unterscheidet  sich  vor  allem  von  der  bisherigen  dadurch,  dass  nicht  jeder 
Punkt  dieselbe  Bewegung  ausführt.  Denn  die  Ellipse  kommt  einmal  mit  ihrer 
grossen  Axe  vertical  zu  stehen  und  entfernt  sich  hiernach  ein  Punkt  des  Streifens, 
der  dieser  vertikalen  Lage  entspricht,  offenbar  am  meisten  von  seiner  Ruhelage. 
Solche  Punkte  liegen  auf  der  Strecke  von  links  nach  rechts  um  den  halben 
Umfang  der  Ellipse  von  einander  entfernt.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  sich  die 
Bewegung  des  Streifens,  wenn  auch  immer  an  andereii  Stellen,  in  derselben 
Weise  wiederholt.  Das  Tempo  rder  Wiederholungen  ißt  dasselbe  als  wie  das 
Tempo  der  Vertikalstellungen  der  Ellipse,  d.  h.  bei  einer  vollen  Umwälzung  der 
Ellipse  wiederholen  sich  alle  Formen  der  Tuchbewegung  zweimal.  Es  würde  sich 
fragen,  ob  solche  Bewegungen,  wie  wir  sie  eben  betrachteten  und  wobei  nicht 
alle  Theile  eines  Körpers  dieselben  Bewegungen  ausführen,  unter  den  Wellen- 
bewegungen der  Natur  anzutreffen  sind? 

5)  Unsere  Betrachtungen  galten  Bewegungen,  die  in  rein  mechanischer  Weise 
hervorgebracht  wurden.  Die  ganze  Auseinandersetzung  sollte  auch  nur  den  Zu- 
sammenhang zwischen  Primitiv-  und  Resultantenbewegung  andeuten.  Nunmehr 
müssen  wir  uns  an  die  Natur  selber  halten  um  zu  sehen,  wie  unter  der  Wirkung  der 
in  den  Körpern  thätigen  Kräften  Wellenbewegungen  zu  Stande  kommen.  Gehen 
wir  hierbei  von  einer  Ruhelage  des  betreffenden  Körpers  aus,  so  leuchtet  ein,  dass 
eine  jede  Wellenbewegung  einen  äusseren  Angriff  auf  den  zunächst  als  ruhend  ge- 
dachten Körper  voraussetzt.  Dieser  Angriff,  vielleicht  ein  Stoss,  ein  Schlag,  kann 
einmal  erfolgen  und  wird  demgemäss  die  Wellenbewegung  verlaufen.  Er  kann 
aber  auch  wiederholt  hinter  einander  auftreten;  dann  wird  dieselbe  Wellen- 
bewegung sich  hinter  einander  wiederholen,  es  werden  also  namentlich  zwei 
Bewegungen  dieser  Art  entstehen  können  und  leuchtet  ein,  dass  hierbei  zwei 
wesentlich  verschiedene  Fälle  denkbar  sind,  nämlich  erstens  der  Fall,  wobei  zwei 
Wellenbewegungen  nach  derselben  Richtung  sich  fortpflanzen,  und  zweitens 
der  Fall,  wobei  die  Richtung  der  einen  Wellenbewegung  der  der  anderen  ent- 
gegengesetzt ist.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  hiermit  die  beiden  Hauptformen 
der  Wellen,  nämlich  »fortlaufende«  und  »stehende«,  im  innigsten  Zusammen- 
hang sich  befinden,  dass  z.  B.  durch  zwei  Wellen,  die  in  gleicher  Richtung  hinter 
einander  herfolgen,  niemals  eine  stehende,  sondern  nur  eine  fortlaufende  Wellen- 
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bewegung   zu   Stande   kommt,    dass  dagegen  sehr  wohl  eine  stehende  eintreten 
kann,  falls  zwei  Wellen  mit  entgegengesetzter  Richtung  sich  begegnen. 

6)  Die  Kräfte,  welche  schliesslich  die  Wellenbewegungen  erzeugen  und  er- 
halten, sind  in  den  allermeisten  Fällen  sogenannte  >innerec  Kräfte,  d.  h.  solche, 
die  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  des  in  Betracht  kommenden  Körpers  in 
Activität  treten.  Diese  Kräfte  sind  auch  meistens  viel  stärker  als  andere  Kräfte,  wie 
z.  B.  die  Schwerkraft,  und  verursachen  eine  unendliche  Menge  von  Erscheinungen. 
Sie  sind  es,  die  vor  allem  den  Bestand  der  Körper  garantiren  und  namentlich 
auch  die  äussere  Form  bei  festen  und  zum  Theil  auch  tropfbar  flüssigen  Körpern 
erhalten  helfen,  so  dass  es  einer  Anwendung  anderer  Kräfte  bedarf,  um  diese 
Form  zu  ändern.  Sind  diese  inneren  Kräfte  verschwunden,  so  hört  auch  der 
Zusammenhang  der  einzelnen  Körpertheilchen  auf.  Das  Volumen,  welches  wir 
bei  festen  und  flüssigen  Körpern  ins  Auge  fassen  können,  existirt  dann  nicht  mehr, 
denn  die  Theilchen  fliegen  dann,  vorausgesetzt,  dass  keine  äusseren  Schranken 
sie  daran  hindern,  in  den  Weltraum  hinaus.  Dieser  eigenthümliche  Zustand  ist 
bekanntlich  der  »gasförmigec  Zustand.  Die  merkwürdige  Eigenschaft  der  Gase, 
darin  bestehend,  dass  ihre  einzelnen  Theilchen  ledig  und  los  sind,  dass  eine 
Gasmasse  im  freien  Räume  gedacht,  sofort  ihre  Form  verliert  so,  dass  von  einer 
Grenze  dieser  Masse  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann,  wird  sich  auch  bei  der 
Wellenbewegung  geltend  machen.  Wir  werden  z.  B.  sehen,  dass  bei  festen  und 
flüssigen  Körpern  zwei  verschiedene  Wellenbewegungen:  eine  Transversal- 
und  eine  Longitudinal-Wellenbewegung,  vorkommt,  dass  dagegen  bei  den 
Gasen  nur  die  letztere  vertreten  ist. 

Die  für  den  Physiker  in  Betracht  kommenden  kleinsten  Theilchen  eines 
Körpers  pflegt  man  bekanntermaassen  Moleküle  zu  nennen  und  da  die  physika- 
lischen Kräfte,  die  wir  bis  daher  als  tinnerec  bezeichneten,  nur  als  zwischen 
den  Molekülen  thätig  angenommen  werden  müssen,  so  nennt  man  diese  Kräfte 
auch  »Molekularkräftec.  Sie  sind  es,  welche  auf  dem  gesammten  Gebiete  der 
Wellenbewegung  die  Hauptrolle  spielen  und  hiermit  sind  sie  auch  die  Kräfte, 
welche  auf  dem  Gesammtgebiete  des  Schalls  in  erster  Linie  in  Betracht  kommen. 

7)  Wir  können  über  das  innere  Wesen  keiner  einzigen  Kraft  etwas  näheres 
angeben.  Nur  aus  den  äusseren  Veränderlichkeiten  dürfen  wir  Schlüsse  ziehen  auf 
dieses  Wesen,  und  diese  äusseren  Veränderlichkeiten  bestehen  in  Form  Veränderungen 
und  Bewegungen  der  Körper  im  Ganzen  und  in  seinen  einzelnen  Theilen.  Da  nun, 
wie  wir  uns  schon  deutlich  überzeugt  haben,  bei  dem,  was  wir  Wellenbewegung 
nennen,  sogen.  iPrimitivbewegungenc  vorausgehen  und  während  der  Be- 
wegung, die  hiernach  als  Wellenbewegung  in  die  Augen  fällt,  auch  noch  fortdauern, 
da  femer  diese  Primitivbewegungen  nothwendig  bei  den  kleinsten  Theilchen  ein- 
treten, so  ergiebt  sich  das  Wichtige,  dass  die  Ursache  unserer  Primitivbewegungen 
die  Molekularkräfte  sind. 

Ein  einzelnes  Molekül  wird  nun  niemals  für  sich  allein  einer  Kraftwirkung 
von  aussen  gegen  übertreten.  Denn,  wenn  wir  diese  auch  von  vornherein  auf  ein 
einziges  Molekül  wirken  lassen  könnten,  so  würde  sich  dieses  nicht  allein  in 
Bewegung  setzen  können,  ohne  sofort  auch  seine  Nachbarn  in  die  Bewegung 
hineinzuziehen.  Wenn  wir  daher  jetzt  auf  die  Primitivbewegungen  näher  eingehen 
und  hier  von  Theilchen,  von  Punkten  eines  Körpers  reden,  die  vielleicht  durch 
einen  Schlag,  durch  einen  Stoss  in  Bewegung  gesetzt  werden  sollen,  so  müssen 
wir  von  vornherein  daran  denken,  dass  dies  in  Praxi  keine  Punkte  sein  können, 
sondern,  besser  ausgedrückt,  möglichst  kleine  »Partien«  eines  Körpers.  Bö 
Beispiel    wird   diese   Auflassung   noch   klarer  machen.     Wir  können  z.  B.  einen 
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fadenförmigen  Körper,  ein  Seil,  eine  Saite  ausspannen  und  an  einem  Ende  einen 
Schlag  auf  dieses  Seil  ausführen.  Diesem  Schlag  trifft  in  Wirklichkeit  niemals  ein 
einzelnes  Molekül  allein.  Wird  er  mit  der  Hand  ausgeführt,  so  leuchtet  das  ja 
ohne  weiteres  ein.  Denken  wir  eine  scharfe  Schneide,  mit  der  wir  auf  die  Saite 
aufschlagen,  so  können  wir  schon  eher  sagen,  es  wäre  blos  ein  Punkt  getroffen . 
Aber  auch  jetzt  erkennen  wir  bald,  dass  dieser  Schlag  doch  mehr  wie  einen  einzigen 
Punkt  von  der  Saite  zunächst  in  Bewegung  setzt.  Denn  die  Saite,  wenn  sie  auch 
noch  so  fein  ist,  sie  wird  immerhin  nicht  als  eine  Punktreihe  von  nebenein- 
anderliegenden Molekülen  zu  betrachten  sein,  sondern,  senkrecht  zu  ihrer  Länge 
durchschnitten,  einen  Querschnitt  zeigen,  der  in  seiner  Fläche  viele  Moleküle 
vereinigt  enthält.  Solche  Querschnitte  sind  es  daher  sehr  häufig,  welche  wir 
zunächst  bei  den  hier  zu  betrachtenden  Bewegungen  anstatt  eines  einzelnen 
Punktes  uns  vostellen  müssen.  Ja,  wenn  wir  daran  denken,  dass  selbst  die  schärfste 
Schneide,  mit  welcher  wir  auf  die  Saite  aufschlagen,  dennoch  bei  der  Berührung 
mit  der  Saite  nicht  einen  einzigen  Molekülquerschnitt,  sondern  mehrere  neben- 
einanderliegende Querschnitte  trifft,  so  wird  der  angenommene  Schlag  ein  kleines 
räumliches  Element  der  Saite  anstatt  eines  einzelnen  Punktes  in  Bewegung  setzen. 

8)  Die  Molekularkräfte  sind  continuirlich  wirkende  Kräfte.  So  lange  als 
bei  einem  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körper  der  Bestand  garantirt  ist,  sind 
zwischen  den  Körperelementen  die  Molekularkräfle  thätig.  Wir  kennen  von  diesen 
zwei  merkwürdige  Eigenschaften.  Nämlich  einmal  müssen  sie  als  Anziehungs- 
kräfte und  das  anderemal  als  Abstossungsk  räfte  wirksam  angenommen 
werden.  Ja  es  zeigt  sich  sofort,  dass  diese  Verschiedenheit  der  Wirkung  unmittel- 
bar hintereinander  auftritt,  je  nachdem  wir  Molekülelemente,  Molekülquerschnitte 
von  einander  zu  trennen  oder  gegeneinander  hin  zu  bewegen  suchen.  Die  all- 
täglichsten Erfahrungen  belehren  uns  nämlich,  dass,  wenn  wir  bei  einem  festen 
Körper,  bei  einer  Saite,  einem  Stabe  die  Länge  vergrössern  wollen,  wir  den 
Molekularkräften  gegenüber  eine  äussere  Kraft,  wie  z.  B.  die  Zugkraft  eines  an- 
gehängten Gewichts,  müssen  wirken  lassen.  Dies  Experiment  beweist  schlagend, 
dass  dieser  äusseren  Kraft  gegenüber,  die  ja  oft  sehr  in  die  Augen  springt,  die 
Molekülkräfte  als  Anziehungskräfte  thätig  sein  müssen.  Denn  wären  sie  dies 
nicht,  so  müsste  ja  die  äussere  Kraft  die  Molekülelemente  von  einander  trennen. 
Der  Bestand  eines  solchen  Stabes,  einer  solchen  Saite,  wäre  vernichtet.  Ja,  wir 
sehen  auch,  dass  die  ursprüngliche  Anziehung  zwischen  benachbarten  Molekular- 
schichten sehr  bedeutend  werden  kann,  denn  wir  können  nach  und  nach  mehr 
Gewichte,  wir  können  vielleicht  zehn,  ja  vielleicht  hundert  Kilogramm*  und  mehr 
unten  anhängen,  ohne  dass  der  Stab  reisst. 

Wir  können  unseren  Stab  aber  auch  in  der  Richtung  seiner  Uinge  einem 
Druck  unterwerfen,  der  darauf  hinzielt,  die  Molekülschichten  näher  aneinander 
zu  rücken.  Auch  bei  diesem  Versuche  arbeiten  die  Molekularkräfte  mit  grosser 
Gewalt  den  äusseren  Druckkräften  entgegen  und  beweist  dies  wiederum,  dass 
die  ersteren  mit  einer  Abstossung  zwischen  den  Molekülen  thätig  sind. 

9)  Dies  ist  nun  eine  sehr  merkwürdige  Thatsache.  Kräfte  sollen,  wenn  man 
den  Körper  ausdehnen  will,  attraktiv,  und  wenn  man  ihn  comprimiren  will  repulsiv 
wirken,  eine  Doppelwirkung,  welche  wir  bei  anderen  Kräften  nicht  antreffen. 
Wir  wissen  zwar,  dass  verschiedentlich  Attraktion  und  Repulsion  vorkommt,  dass 
z.  B.  ein  Pluselement  der  elektrischen  Massen  einem  Minuselement  gegenüber  An- 
ziehung, dagegen  einem  Pluselement  gegenüber  Abstossung  zeigt,  aber  wir  wissen 
auch  ebenso  gut,  dass  wenn  wir  ein  Plus-  und  ein  Minuselement,  die  in  einer 
bestimmten  Entfernung  von  einander  stehen,  näher  aneinander  bringen  wollen,  die 
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Anziehung  nicht  etwa  sich  in  eine  Abstossung  umsetzt,  sondern  dass  im 
Gegentheil  die  elektrische  Anziehung  bei  diesem  Versuche  der  Annäherung^  erst 
recht  diese  Annäherung  miterzielen  hilft.  Wir  wissen  ebenso  gut,  dass,  wenn 
zwei  sich  abstossende  Pluselemente  weiter  von  einander  getrennt  werden  sollen, 
die  Abstossung  sich  nicht  etwa  in  eine  Anziehung  umsetzt,  sondern  dass  im 
Gegentheil  eine  Abstossung  fortwährend  bestehen  bleibt,  welche  die  beabsichtigte 
Weiterentfernung  erleichtert. 

In  der  gesammten  Natur  zeigt  sich  ein  Hauptgesetz  der  Kraftwirkungen,  welches 
darin  besteht,  dass  eine  Abnahme  der  Kräfte  eintritt,  falls  die  Körper  oder  die 
aM    1^  Körpertheilchen,  zwischen  denen  die  Kräftewirkung  gedacht  wird,  weiter 
a"  h    ^on  einander  entfernt  werden.    Dieses  Gesetz  gilt  für  alle  Kräfte, 
sei   es  dass  sie  als  Anziehungs-  oder  als  Abstossungskräite  in  Betracht 
kommen.     Stellen  wir  uns  in  adcä  (Fig.  212)  die  Länge  eines  Stabes 
vor,   der  an  seinem  oberen  Ende  absolut  festgemacht  ist,   während   am 
unteren  eine  Einrichtung  angebracht  ist,   um   mittelst  Auflage  von    Ge- 
wichten den  Stab  zu  veriängern.     Als  das  Gewicht  P  noch  nicht  ange- 
hangen war,  kam  von  dem  Stabe  die  Länge  ac^=dä  in  Betracht.     Als 
aber  F  unten  aufgelegt  wurde,  nahm  der  Querschnitt  cä  die  Stelle  von 
rV  ein,  d.  h.  der  Stab  wurde  um  diese  Strecke  cc'^ää*  länger.    Dies 
kann  aber  nur  so  geschehen  sein,    dass  alle  Querschnitte  des  Stabes 
sich  von  einander  entfernt  haben  und  nehmen  wir  einmal  an,  der  Stab 
wäre  l  m^=  1000  mm  lang   und  die  Verlängerung  cc*  betrüge  bei   einer 
Auflage  von  10  k^^r  1  mm,  so  ist  klar,  dass  jede  Querschicht  des  Stabes, 
die  um  1  mm  von  einer  anderen  entfernt  lag,   um  0*001  mm  von  dieser 
^  ^     '^  nach  der  Auflage  von  F  weiter  entfernt  wurde.     Denn  alle  diese  Ent- 
fernungen zusammen  bewirken,  dass  der  ganze  Stab  um  1  mm  länger  wird.     Alle 
Querschnitte  des  Stabes,   auch  die  unmittelbar  aneinander  stossenden  Molekül- 
schichten entfernen  sich  von   einander,   und  wären  von  diesen  letzteren  in  der 
Strecke  eines  Millimeters   1000  enthalten,  so  würden  sich  zwei  unmittelbar  so 
benachbarte  Molektilschichten  um  O'OOOOOl  mm  von  einander  entfernen  müssen. 
Wollten  wir  umgekehrt  den  Stab  um  ebensoviel  kürzer  machen,  so  müsstei^ 
wir   irgend    eine   Einrichtung   treflen,    dass    anstatt  eines  Zuges,    ein  Druck   von 
10   Kilo  in  der  Richtung  von  e  nach  a  ausgeübt  würde.     Die  unterste  MolekUl- 
schicht  c  d  würde  dann  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage,  in  welcher  überhaupt  noch 
keine    äusseren  Kräfte    wirken  sollten,    in  die  Lage  ^'V  gelangen;  je  zwei  be- 
nachbarte Molekülschichten  würden  um  0*000001  mm  genähert  worden  sein. 

10)  Fassen  wir  nun  gleichzeitig  die  Anziehung  und  Abstossung  der  Mole- 
külschichten ins  Auge,  ohne  deren  beiderseitiges  Vorhandensein  die  Wirkung 
eines  Zug-  oder  Druckgewichts  nicht  zu  erklären  ist,  so  muss  beim  Zug,  wobei 
Entfernung  der  Molekülschichten  eintritt,  die  Molekularattraktion  und  eben- 
so die  Molekular-Abstossung  abnehmen.  Bezeichnen  wir  die  erstere  bei  der 
ursprünglichen  Lage  des  Stabes  mit  Z  letztere  mit  S,  so  muss  hierbei  Z  ==  5 
sein.  Bezeichnen  wir  nach  der  Auflage  von  F  die  beiden  Molekularkräfte  mit 
Z'  und  S\  so  muss  noth wendig  jetzt  Z'=  Z  + /^ geworden  sein,  denn  /'müssen 
wir  anwenden,  sonst  geht  der  Stab  in  seine  Länge  ac  zurück,  es  ist  demnach  Z 
um  F  gewachsen.  Wie  ist  dies  möglich?  Es  kann  dies  offenbar  nur  dadurch 
herauskommen,  dass  die  Abnahme  von  Z,  die  an  und  für  sich  nothwendig  ein- 
treten muss,  und  ebenso  die  Abnahme  von  5,  die  auch  nothwendig  eintreten 
muss,  nicht  gleichen  Schritt  halten,  sondern  sich  so  gestalten,  dass  die  Abstossung 
rascher  abnimmt  wie  die  Anziehung.    Bezeichnen  wir  die  Abnahme  von  Z 


Digitized  by 


Google 


Wirkung  der  Molckularkräfte. 


691 


j- c     ^ — '^^ 


und  S  mit  z  und  s,  so  muss  nunmehr  nach  Auflage  von  P  die  Gleichung 
(Z  —  5)  —  (5  —  s)  =  P  bestehen,  d.  h.  es  muss»  da  Z  s=  5  war,  s  —  «  =  /i  also 
s>  z  sein. 

Bei  der  umgekehrten  Kraftwirkung  nimmt  Z  sowohl  wie  S  zu.  Da  aber 
die  Abstossung  noch  durch  einen  Druck  P  bekämpft  werden  muss»  d.  h.  da 
dieses  /'  der  Anziehung  noch  zu  Hilfe  kommen  muss,  um  der  Abstossung  bei 
der  Annäherung  der  Molekülschichten  das  Gleichgewicht  zu  halten,  so  muss  jetzt 
S  bei  der  Compression  rascher  wachsen  wie  das  Z.  Bezeichnen  wir  daher 
den  Zuwachs  von  Z  mit  z',  den  von  S  mit  s\  so  muss  (S  4-  s')  —  (Z-i-  z')  =  P, 
d.  h.  i'  —  5'  =  /;  also  s'  >  z'  sein. 

Fig.  213  kann  diesen  wichtigen  Zusammenhang  noch  näher  erläutern.  Sie  stellt 
die  Verhältnisse  graphisch  dar.  JfX  bedeutet  eine  Abscissenaxe.  Die  Geraden 
C£>,  CD\  C'iy  stellen  die  Grössen 
der  Anziehungen  Z,  die  entgegengesetzt 
verlaufenden  Ordinaten  CE,  C E*  und 
C'*E"  die  Abstossungen  S  vor.  Eine 
Gerade  aß  mag  die  Abnahme  von  Z 
bei  der  Verlängerung  des  Stabes,  7$  die 
Abnahme  von  S  ebenfalls  bei  der  Ver- 
längerung des  Stabes  darstellen.  Da 
1^  sich  rascher  nach  der  Abscissenaxe 
wie  aß  hinwendet,  so  bedeutet  dies  eine 
raschere  Abnahme  von  S  wie  von  Z. 
Wir  nehmen  hierbei  an,  dass  das  Ge- 
setz der  Abnahme  wenigstens  innerhalb 
gewisser  Grenzen  proportional  der  Aus- 
dehnung erfolge.  Denn  sonst  müssten  (Ph.2i8.) 
wir  anstatt  der  Geraden  aß  und  7Ö  Curven  zeichnen.  Da  wir  die  Anziehungen  Z 
und  die  Abstossungen  «S  stets  gleichzeitig  wirkend  denken  müssen,  so  sind  wir 
genöthigt,  die  Resultante  von  Z  und  S  zu  construiren  und  repräsentirt  sich  diese 
in  der  Geraden  al^.  Dieses  ad  muss  nothwendig  auch  eine  Gerade  sein  und 
muss  durch  den  Punkt  C  laufen,  von  hier  nach  rechts  über  XX  hinausgehen  und 
rückwärts  gerechnet,  sich  unter  XX  herabneigen.  Bei  der  Ausdehnung  stellt 
demnach  Cä^  den  Ueberschuss  der  Anziehung  gleich  Fund  bei  der  Zusammen- 
drückung C"^"  den  Ueberschuss  der  Abstossung  ebenfalls  gleich  F  vor. 

11)  Das  Hauptresultat  unserer  Betrachtung  würde  also  nun  darin  bestehen, 
dass  wir  uns  überzeugt  haben,  wie  bei  der  Entfernung  der  Moleküle  von  einander 
sich  eine  Kraft  bemerklich  macht,  die  unter  bestimmten  Voraussetzungen,  näm- 
lich solchen,  welche  der  Fig.  213  entsprechen,  proportional  der  Entfernung 
der  Moleküle  wächst.  Eine  solche  Kraft  ist  es  aber  nun,  der  wir  bei  der 
Wellenbewegung  gleich  von  vornherein  be-     ^  j» 

gegnen.    Dieser  Satz  bildet  den  Ausgangs-  ^ P  A 

punkt  bei  den  Lehren  der  Wellenbewegung 
und  wollen  wir  uns  jetzt  weiter  davon  über- 
zeugen, dass  er  mit  den  Primitivbewegungen  im  innigsten  Zusammenhang  steht. 
In  Fig.  214  stelle  O  die  Ruhelage  eines  materiellen  Punktes  vor,  der  zugleich  an 
diese  Ruhelage  durch  eine  Kraft  gefesselt  ist,  die  proportional  setner  etwaigen 
Entfernung  von  O  wächst.  Wie  gross^wir  diese  Kraft  annehmen  wollen,  ist  zu- 
nächt  ganz  gleichgültig.  Bezeichnen  wir  dieselbe  daher  einfach  einmal  mit  7. 
Von  dieser  Kraft  wissen  wir,  dass  sie  continuirlich  wirk^i^y^^  ^derjluhe- 
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läge  O  ist  sie  gleich  Null;  dächten  wir  den  materiellen  Punkt  nach  A  versetzt,  so 
würde  7  einen  bestimmten  Werth  7«  annehmen ;  dächten  wir  ihn  nach  F  versetzt, 
so  würde  7  einen  bestimmten  Werth  9^  annehmen  und  es  besteht  daher  zwischen 

9«  und  ^6  die  Hauptbeziehung  

9«  :  9^  «  Ö^ :  OP, 

Bleibt  der  Punkt  in  O,  so  kann  eine  Bewegung  nicht  eintreten,  denn  die 
Kraft  9  ist  hier  gleich  Null.  Eine  Bewegung  tritt  aber  ein,  sobald  wir  den 
Punkt  durch  eine  äussere  Kraft  aus  der  Ruhelage  entfernen.  Eine  Kraft,  die 
ihn  z.  B.  in  den  Punkt  A  versetzt,  die  aber  hernach,  nachdem  sie  diese  Ver- 
setzung vorgenommen  hat,  den  Punkt  der  Kraftwirkung  9  überlässt  Der  Punkt 
kann  in  A  nicht  bleiben.  Er  wird  von  A  nach  O  hingezogen  und  zwar  im  An- 
fangsmoment mit  einer  Stärke  gleich  9«.  Bliebe  die  Stärke  immer  bestehen,  so 
hätten  wir  dieselbe  Bewegungsart  zu  erwarten,  wie  sie  ein  materieller  Punkt 
zeigt,  der  der  Schwere  auf  der  Oberfläche  der  Erde  folgt:  einer  Kraft,  von  der 
wir  annehmen  dürfen,  dass  sie  innerhalb  solcher  Grenzen,  wie  sie  bei  einem  frei 
fallenden  Körper  vorkommen  können,  immer  dieselbe  bleibt,  d.  h.  constant  ist. 
Von  einer  solchen  Kraft  wissen  wir,  dass  sie  den  beweglichen  Punkt  immer 
schneller  und  schneller  bewegt,  dass  sie  ihm  in  jeder  Sekunde  einen  Ge- 
schwindigkeitszuwachs ertheilt,  der  stets  derselbe  ist.  Man  pflegt  irgendeine 
Geschwindigkeitsveränderung  bei  Bewegungen  mit  dem  Namen  »Beschleuni- 
gungc  zu  bezeichnen  und  muss  selbstverständlich  in  den  Fällen,  wo  diese  Ver- 
änderung einen  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  bedeutet,  die  Beschleunigung  als 
eine  positive  und  in  den  Fällen,  wo  sie  einen  Verlust  der  Geschwindigkeit 
bedeutet,  diese  Beschleunigung  als  eine  negative  in  Rechnung  gestellt  werden. 
Bezeichnen  wir  daher  eine  solche  Beschleunigung  allgemein  mit  ^,  so  würde  der 
bewegliche  Punkt  in  A  die  Geschwindigkeit  Va  =  Null  besitzen,  von  da  an  sich 
nach  O  hin  mit  constanter  Beschleunigung  immer  schneller  bewegen,  um  in  O 
die  Geschwindigkeit  v^^s^y^'g^OA  zu  erreichen  gemäss  bekannter  Fallgesetz- 
formeln. 

Hier  in  O  in  seiner  Bewegung  angelangt,  könnte  er  aber  nicht  in  Ruhe 
kommen  und  würde  sich  weiter  nach  Ä  hinbewegen,  jedoch  nunmehr  mit  ab- 
nehmender Geschwindigkeit.  Denn  unsere  ursprünglich  angenommene  Kraft  9 
zieht  ihn  ja  beständig  nach  O  \\\r\.  Nach  den  Fallgesetzen  würde  der  Punkt  sich 
\oTi.O  nach  links  um  eine  Strecke  OÄ^=OA  entfernen,  um  in  A^  wieder  eine 
Geschwindigkeit  gleich  Null  zu  erreichen.  Aber  auch  in  A*  bleibt  der  Punkt 
nicht  in  Ruhe,  vielmehr  bewegt  er  sich  jetzt  wiederum  mit  beschleunigter  Be- 
wegung bis  nach  O  und  von  O  wieder  mit  verzögerter  nach  A,  Diese  Bewegung 
ist  nichts  anderes,  als  eine  »Oscillationsbewegungc,  deren  Dauer  wir  ebenso 
leicht  gemäss  den  Fallgesetzen  angeben  können.     Sie  ist 


V 


T^ÖA 


i    ' 

wobei  wir  annehmen,  dass  wir  unter  »Schwingungsdauer«  die  Zeit  verstehen 
wollen,  welche  der  Punkt  gebraucht,  um  von  A  nach  Ä  und  wieder  zurück  nach 
A  zu  gelangen ;  eine  Zeit,  die  viermal  so  lang  ist  wie  die  Zeit,  welche  er  nöthig 
hätte,  um  nur  von  A  nach  O  zu  kommen. 

12)  Die  Kraft  9,  welche  wir  eigentlich  zuerst  voraussetzten,  sollte  nun  aber 
nicht  constant,  sondern  proportional  ^m  Abstände  OP  =^  x  veränderlich 
sein.  Bezeichnen  wir  die  Beschleunigung  in  der  Entfernung  1  mit  g^  und 
allgemein  in  der  Entfernung  x  mit  g^   so  verhält  sich  g  i^^pieÜ  byK^iUt^)??iJst 


Bewegungsgleichung  für  Schwingungen.  693 

g^=^gi'X.  Da  nun  nach  einem  Hauptsatze  der  Mechanik  die  Beschleunigung 
gleich  ist  der  wirkenden  Kraft,  dividirt  durch  die  Masse  m  eines  zu  bewegenden 

materiellen  Punktes,  so  ist  ^  =^1  •  *  =  —  .  Femer  ist  die  Beschleunigung  nichts 

anderes   als   der   zweite  DifTerentialquotient  des  Weges   nach  der  Zeit.     Somit 

i  «=  -j^  =  ü .  ^.    Man  pflegt  für  die  Grösse  —  gern  ein  k^  zu  schreiben.  Denken 

wir  femer  daran,  dass  bei  einer  Zunahme  der  Entfernung  des  beweglichen 
Punktes  von  O  eine  Abnahme  der  Geschwindigkeit  erzielt  wird,  gerade  so,  wie 
es  bei  einem  senkrecht  in  die  Höhe  geworfenen  Körper  die  Schwerkraft  fordert, 
so  müssen  wir  in  der  letzten  Gleichung  rechts  ein  Minuszeichen  vorsetzen  und 
erhalten  somit 

Dies  ist  eine  Differentialgleichung,  welche  in  den  Lehrbtichem  der  Differential- 
und  Integralrechnungen  ihre  Lösung  findet.     Sie  ist 

x=^  A*  sinkt -\-  B  '  cos ki 
und  bedeuten  hierin  A  und  B  noch  zu  bestimmende  Constanten.    Rechnen  wir 
die  Zeit  vom  Momente  an,  wo  der  bewegliche  Punkt  die  Ruhelage  O  nach  rechts 
hin  durcheilt,  so  ist  in  diesem  Falle  x  sowohl  wie  /  gleich  Null,  wonach  sich  die 
Constante  ^  =  0  ergiebt.     Daher  ist  hiemach  die  Gleichung 

jf  =  ^  •  sin  kt 

IC 

die   »Weg -Zeit- Gleichung«.     Für  >(/&»-- erreicht «  seinen  Maximal werth  ^,  der 

im  Anschluss  an  unsere  Fig.  214  auch  gleich  OA  sein  muss  und  wofür  wir  nun- 
mehr ein  a  setzen  wollen.    Dififerentiiren  wir  den  letzten  Ausdruck  für  *  nach  /, 

dx 
so  bekommen  wir  ^=2^;  und  stellt  somit 

v^^a-  k''  coskt 

die  »Geschwindigkeits-Zeit-Gleichung«  vor.  Wird  >fe/=  0  so  erreicht  v  seinen 

Maximalwerth  a  •  k. 

13)  Man  pflegt  insbesondere  in  der  Wellenlehre  eine  Curve,  welche  nach 
der  obigen  Gleichung  für  x  sich  darstellen  lässt,  eine  »Sinuscurve«  zu  nennen, 
während  die  der  Gleichung  für  v  entsprechende  eine  »Cosinuscurve«  sein 
würde.    Für  den  Fall,  dass  die  Constante  k  den  Werth  1  annehmen  kann,  würde 

x^=^a-  sini\      v^^a-  cost 
werden  und  stellt  hierbei  a  auch  offenbar  den  Radius  eines  Kreises  vor,  der  als 
solcher  mit  diesem  Radius  a  um  67  in  Fig.  214  beschrieben  werden  könnte. 

Behält  k  seinen  allgemeinen  Werth,  so  lässt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 
für  X  und  v^dXt  Variable  /  eliminiren.  Zu  dem  Ende  erheben  wir  beide 
Gleichungen  ins  Quadrat  und  erhalten  so  nach  Addition  derselben  und  nachdem 
bei  der  zweiten  Gleichung  mit  k^  dividirt  wurde 

oder: 

f!        ^* 

Diese  Gleichung  stellt  den  Zusammenhang  der  Wege  und  der  entsprechenden 
Geschwindigkeiten  dar  und  ist  daher  die  »Weg-Geschwindigkeitsgleichung«. 
Eine  Curve,  welche  dieser  Gleichung  mit  den  Abscissen  x  und  den  Ordinaten  v 
entspricht,  ist  aber  einr  Ellipse.  Digitizedby ^iC 
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Fig.  215  stellt  diesen  wichtigen  Zusammenhang  vollkommen  dar.    Es  ist  in  ihr 
angenommen,  dass  die  Strecke  OA  gleich  a  und  OB^=a*k  sei,  wobei  ^>  1 

angenommen  wird. 
Die  mit  diesen 
Halbaxen  a  und  a'k 
construirte  Ellipse 
stellt  unsere  Weg- 

Geschwindig- 
keits-Curve  dar. 
Lässt  man  von  der 
Anfangslage  O  B 
aus  eine  Gerade 
O  R  xtsi  Sinne  der 
Zeiger  einer  Uhr 
rotiren ,  so  stellt 
der  zwischen  OB 
und  OR  liegende 
Winkel  den  Winkel 
kt  unserer  Gleich- 
ungen für  X  und  v 
dar.  Diese  Gerade 
OR  schneidet  die 
^^^•^^  Ellipse    in    einem 

Punkte  ö>  von  welchem  aus  ein  auf  die  Abscisse  OA  gefälltes  Perpendikel  die 
letztere  in  einem  Punkte  /'trifft,  so  das  ^Pund  QP^a^  fiir  den  betreffenden  Zeit- 
werth  /  zusammengehörigen  Werthe  von  x  bezw.  v  darstellen.  Beschreibt  man  mit 
einem  beliebigen  Radius  OD  einen  Viertelkreis  und  theilt  diesen  in  eine  Anzahl 
gleicher  Theile,  z.  B.  in  sechs,  so  kann  man  Mch  durch  diese  Bestimmungspunkte 
Gerade,  wie  z.  B.  OR  durch  den  Punkt  %  gelegt  denken.  Sie  durchneiden 
die  Ellipse  ebenfalls  in  einer  gleichen  Anzahl  Theilpunkte,  die  ebenfalls  mit  1,2... 
bezeichnet  wurden.  Diese  Theilpunkte  der  Ellipse  dienen  dann  sofort  zur  Con- 
struktion  der  Weg-Zeit-  und  der  Weg-Geschwindigkeits-Curve.  Zu  dem 
Ende  theilt  man  die  Gerade  OF'm  eine  Anzahl  gleicher  Theile  von  beliebiger 
Grösse;  ebenso  theilt  man  die  Gerade  OX  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile. 
Denkt  man  sich  in  diesen  Theilpunkten  Senkrechte  zu  OX  und  OV  errichtet 
und  trägt  auf  diesen  entsprechend  die  Ordinaten  x  und  v  ab,  so  erhält  man 
die  Bestimmungspunkte  für  die  betreffende  Weg-Zeit-  und  Weg-Geschwindigkeits- 
curve,  welche  einmal  eine  Sinus-  und  einmal  eine  Cosinuslinie  wird. 

14)  Würde  in  Wirklichkeit  ein  einzelner  materieller  Punkt  für  sich  allein,  ohne 
Zusammenhang  mit  seinen  Nachbarn,  einer  solchen  Kraft,  wie  wir  sie  im  Voraus- 
geher.den  annahmen,  existiren,  so  würden  unsere  bisherigen  Resultate  ziemlich 
ausreichende  sein.  Aber  wir  wissen,  dass,  wenn  wir  irgend  ein  Körpergebilde 
voraussetzen,  nicht  von  der  Bewegung  eines  kleinsten  Theilchens  geredet  werden 
kann,  ohne  dass  auch  die  Nachbartheilchen  in  Betracht  gezogen  werden.  Wir 
müssen  demgemäss  unsere  Betrachtungen  erweitern  und  kommen  so  auf  das 
einfachste  Gebilde  nämlich  eine  lineare  Punktreihe,  deren  einzelne  Punkte 
oder  einzelne  Massentheilchen  durch  Kräfte  zusammengehalten  werden.  Das 
Gleichgewicht  dieser  Punktreihe,  die  wir  uns  als  gradlinig  vorstellen  wollen, 
soll  nun  an  einer  Stelle  gestört  sein.  Die  Frage  ist,  welche  Bewegung  ver- 
mag  eine    solche  Störung   hervorzurufen?     Denken   wir   ^nsi.^jji^  ^^C]F^^f\°^'' 
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solchen  Reihe  in  gerader  Linie  und  mit  bestimmten  gleichen  Abständen  neben- 
einander geordnet,  so  kann  das  Gleichgewicht  in  einer  solchen  Reihe  auf  unend- 
lich vielfache  Weise  gestört  werden.  Aber  zwei  Arten  sind  es,  welche  man  aus- 
schliesslich berücksichtigt,  weil  diese  Arten  ja  einen  ganz  bestimmten  Charakter 
haben  und  namentlich  auf  dem  Gebiete  des  Schalles  eine  ganz  bestimmte  Be- 
deutung beanspruchen.  Wir  können  uns  vorstellen,  dass  erstens  an  irgend 
einer  Stelle,  der  geradlinigen  Punktreihe  ein  Punkt  so  verschoben  wird,  dass  die 
Richtung  der  Verschiebung  mit  der  Geraden  der  Punktreihe  zusammenfällt.  '  Eine 
solche  Verschiebung  pflegt  man  eine  »longitudinalec  zu  nennen.  Alle  weiteren 
Bewegungen,  die  hiermit  zusammenhängen,  werden  dann  auch  mit  diesem  Worte 
charakterisirt,  indem  man  redet  von  »longitudinalen  Schwingungenc, 
»longitudinalen  Wellenc  u.  s.  w.  Zweitens  können  wir  uns  vorstellen,  wie 
an  irgend  einer  Welle  ein  Punkt  senkrecht  zur  Geraden  der  Punktreihe  durch 
eine  äussere  Kraft  aus  dem  ursprünglichen  Gleichgewichtszustand  herausgebracht 
wird.  Die  Bewegung,  welche  der  Punkt  infolge  dieser  Einwirkung  macht,  nennt 
man  dann  eine  »transversalec  und  hat  es  hiemach  mit  »Transversal- 
schwingungen« und  »Transversalwellen«  u.  s.  w.  zu  thun. 

Treten  wir  speciell  auf  das  Gebiet  des  Schalles  über,  so  entsprechen  diesen 
beiden  Klassen  von  Bewegungen  Töne,  die  man  einmal  als  »Longitunal-«,  das 
andere  Mal  als  »Transversal töne«  bezeichnet. 

15)  Wir  wollen  zunächst  die  Ueberzeugimg  gewinnen  von  der  Art  des  Zu- 
sammenhanges der  Erscheinungen  bei  einer  Longitudinalbewegung. 

In  Fig.  216  mögen  Pq  und  /j  zwei  benachbarte  />  jj 

Moleküle    einer   materiellen  Punktreihe,    oder   auch   a)  QIIIIIIIIIIIIIIIII9 

zwei  Körperelemente  eines  gradlinigen  Stabes,   einer  Fo  f, 

Saite  u.  s.  w.  vorstellen.    /\  wollen  wir  uns  zunächst    ß)  OlllllIIIIIIIIHIÄ 

als   fest   denken,   während  Pq  beweglich   ist.     Wir  r^iiMniniiiimÄ^ 

können  femer  uns  die  zwischen  P^  und  P^  thätigen    /^  Ullllllllllllilll* 

Molekularkräfte    sehr   gut   in    einer   Feder   installirt     r.        Ol  llllllllllllilll^' 
denken,  welche  gerade  so  wie  die  Molekularkräfte  sich  j»  » 

einer  Annäherung  wie  einer  Entfemung  des  Moleküls    ^j  Ollllllllillllllll^ 

Pq  dem  P^  gegenüber  widersetzt,  indem  bei  der  An- 
näherang die  Repulsivkraft  und  bei  der  Entfemung  die 
Attraktionskraft  zu  wachsen  beginnt.  Wenn  wir  nun  dem  Molekül  Pq  von  links 
nach  rechts  einen  Stoss  ertheilt  denken,  so  wird  dieses  in  Folge  der  ihm  ver- 
liehenen lebendigen  Kraft  die  Feder  zusammendrücken,  bis  in  einem  bestimmten 
Zeitmoment  das  Maximum  der  Verkürzung  der  Feder  vielleicht  so  wie  in  ß  ein- 
getreten ist.  Von  nun  an  treibt  die  Feder  das  Molekül  Pq  wiederum  in  seine  Ruhe- 
lage in  7  nach  links  zurück,  wobei  Pq  seine  ursprüngliche,  durch  den  Stoss  ihm 
ertheilte  lebendige  Kraft  wiedererlangt,  vermöge  deren  es  befähigt  wird,  sich  noch 
weiter  nach  links  hin  über  seine  Ruhelage  zu  entfemen,  und  wobei  die  Feder  eine 
Verlängerung  erleidet.  Das  Molekül  Pq  kommt  in  die  Lage  Pq"  in  ö,  es  schwingt 
von  hier  aus  wieder  in  seine  Ruhelage  Pq  in  e  zurück  und  kann  dieselbe  Bewegung, 
soweit  sie  bis  jetzt  geschildert  wurde,  sich  so  lange  wiederholen,  bis  eben  die 
Energie  der  Bewegung  oder  die  lebendige  Kraft  des  Moleküls  Pq,  falls  es  gerade 
die  Ruhelage  einmal  wieder  erreicht,  gleich  Null  geworden  ist.  Wir  sehen,  es  ist 
eine  Vibrationsbewegung,  welche  Pq  ausführt  und  kann  sie  genau  so  ausge- 
führt werden  wie  die,  welche  wir  unter  12)  betrachteten.  Auch  die  jeweiligen 
Entfemungen  des  Moleküls  von  der  Ruhelage  werden  nach  der  Sinusfunktion  ein- 
treten, so  dass  wir  diese  Entfemungen  durch  eine  Sinuslinie  darstellen  können« 


CPh.  216.) 
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Wenn  wir  P^  nicht  fest,  sondern  auch  beweglich  denken»  und  uns  femer 
vorstellen,  dass  noch  weitere  Moleküle  in  gerader  Linie  hinter  F^  nach  rechts 
hin  gelagert  und  durch  Federn  veibunden  sind,  so  können  z.  B.  0,  1,  2,  3,  4  ...  15 
in  der  Ruhelage  so  gelagert  sein,  wie  in  der  untersten  Reihe  der  Fig.  217.    Alle 


(Ph.  217.) 

Moleküle  stehen  gleich  weit  von  einander  ab.  Nun  erhält  das  Molekül  0  einen 
Stoss  nach  rechts;  die  Feder  zwischen  ihm  und  1  wird  zusammengedrückt,  bis 
eine  Maximalverkürzung  eingetreten  ist,  und  0  sich  dem  1  so  genähert  hat,  wie 
in  der  zweiten  Horizontalreihe  der  Figur  dargestellt  ist.  Die  Spannung  der  Feder 
zwischen  0  und  1  überträgt  sich  von  nun  an  auf  die  zwischen  1  und  2  aus- 
gespannte Feder  und  ist  in  diesem  Momente  die  Sache  so  wie  in  der  dritten 
Horizontalreihe.  So  setzt  sich  die  Bewegung  nach  rechts  hin  fort,  immer  fernere 
Punkte  werden  in  diese  Bewegung  eintreten,  bis  am  Ende  des  sechzehnten  Zeit- 
theilchens  die  Moleküle  so  geordnet  sind,  wie  in  der  Reihe  0' ...  4'  ...  8'  ..  . 
12'  .  .  .  16'.  In  diesem  Momente  hat  das  Theilchen  0  eine  vollständige 
Schwingung  vollendet,  seine  entsprechenden  Entfernungen  von  der  Ruhelage  sind 
durch  die  Sinuscurve  oy.yJo^  dargestellt.  Alle  folgenden  Teilchen  bewegen 
sich  auch  nach  einer  solchen  Curve,  die  nur  bei  je  einem  weiteren  nach  rechts 
hin  liegenden  Punkte  erst  später  ihren  Anfang  zu  nehmen  hat,  wie  dies  ja  in 
der  Figur,  von  unten  nach  oben  gerechnet,  fUr  die  einzelnen  Momei^e  dargj^teUt 
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ist.  Nehmen  wir  an,  dass  das  Theilchen  0  und  alle  nach  rechts  liegenden 
Theilchen  nach  dem  sechszehnten  Momente  ihre  Schwingungsbewegungen  fort- 
setzten, so  würde  auch  die  Figur  der  Sinuscurven  über  0' .  .  .  16'  nach  oben  hin 
zu  erweitem  sein.  Nach  dem  32.  Zeitmoment  würden  die  Moleküle  so  geordnet 
sein  wie  in  0"  .  .  4"  .  .  8"  .  .  12"  .  .  16".  Ist  die  Punktreihe  nach  rechts  hin 
lang  genug  ausgedehnt,  so  werden  vom  16.  Momente  an  sechszehn  weitere 
Theilchen  in  die  Bewegung  hineingezogen,  indem  dann  beim  32.  Theilchen  die 
Bewegung  beginnt,  wenn  beim  Theilchen  16  sich  eine  und  beim  Theilchen  0 
sich  zwei  volle  Vibrationen  wiederholt  haben. 

16)  Durchschneiden  wir  unsere  Fig.  217  an  irgend  einer  Stelle  parallel  zu 
0  ...  16  ...  32  durch  eine  Gerade,  so  liefern  die  Durchschnittspunkte  dieser 
horizontalen  Geraden  mit  den  Sinuslinien  den  Zustand,  in  welchem  die  einzelnen 
Moleküle  in  einem  bestimmten  Momente  ihrer  Longitudinal-Bewegung  sich 
befinden.  Die  Abstände  der  auf  einander  folgenden  Moleküle  zeigen  Minima, 
Maxima  und  dazwischen  sind  diese  Abstände  so  wie  in  der  Ruhelage.  Dieser 
dreifachen  Verschiedenheit  der  jeweiligen  Entfernungen  der  Moleküle  von  ein- 
ander entsprechen  aber  drei  verschiedene  Zustände,  wodurch  die  Longitudinal- 
wellenbewegung  allein  ausgezeichnet  ist:  nämlich  der  Zustand  der  »Ver- 
dichtung«, der  »Verdünnung«  und  der  Zustand  unveränderter  Dichtigkeit, 
bei  welchem  man  von  »Bäuchen«  zu  reden  pflegt.  Achten  wir  specieller  auf 
diese  Zustände  und  Stellen,  an  denen  sie  eintreten,  so  lassen  sich  folgende  Gesetz- 
mässigkeiten aus  unserer  Figur  ablesen,  die  wir  der  Reihe  nach  in  einzelnen 
Sätzen  darstellen  wollen,  und  welche  Sätze  zugleich  als  Fundamentalsätze  der 
Wellenlehre  zu  betrachten  sind. 

Erster  Satz.  Die  Wellenbewegung  von  einem  Ende  einer  Punktreihe,  dem 
Ende  eines  Stabes,  einer  Saite  oder  auch  einer  Luftsäule,  falls  ein  Stoss  im  Sinne 
unserer  Figur  erfolgt,  beginnt  mit  einer  Verdichtung. 

Zweiter  Satz.  Diese  Verdichtung  schreitet  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit in  der  Richtung  des  Stosses  fort  und  erreicht,  wenn  das  erste  vom  Stosse 
getroffene  Theilchen  eine  volle  Schwingung  um  seine  ursprüngliche  Gleichge- 
wichtslage vollendet  hat,  eine  Stelle  der  Punktieihe,  welche  vom  Anfang  der- 
selben um  eine  Strecke  entfernt  ist,  die  man  als  »Länge«  der  Longitudinal- 
welle,  als  »Wellenlänge«  dieser  Bewegung  bezeichnet.  In  unserer  Figur  würde 
dieses  die  Strecke  zwischen  0  und  16  sein. 

Dritter  Satz.  Hiemach  ist  von  selbst  klar,  was  man  z.  B.  unter  einer 
»Viertel-«  und  einer  »Halbwelle«  zu  verstehen  hat.  Erstere  bedeutet  in  unserer 
Figur  z.  B.  die  Strecke  von  0—4  oder  4-  8  u.  s.  w.;  letztere  liegt  z.  B.  zwischen 
0—8  oder  8—16. 

Vierter  Satz.  Innerhalb  der  Zeit,  in  welcher  das  erste  Theilchen  eine 
Viertels-,  eine  halbe  oder  Dreiviertels-  u.  s.  w.  Primitivvibrationsbewegung  vollendet 
hat,  schreitet  auch  die  Longitudinalbewegung  progressiv  um  eben  solche  Bruch- 
theile  einer  ganzen  Welle  vorwärts.  Allgemein  ausgedrückt  findet  daher  folgender 
Zusammenhang  statt:   Einer  Fortdauer  der 

Primitivschwingung  irgend  1  '  h     '     l  Fortschreiten  der  Wellen- 

eines  Theilchens  um  /«t    J         ^  \  bewegung  um  /•  X, 

wenn  t  die  Dauer  einer  Primitivschwingung,  \  die  Wellenlänge  und  /  irgend  eine 
ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeutet. 

Fünfter  Satz.  Da  das  Fortschreiten  gleichförmig  erfolgen  soll,  da/*X  die 
hierbei   in   Betracht  kommende  Wegstrecke   und  f  'X  die  (|f^JFortschritt  öftf^ 
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sprechende  Zeit  bedeutet,   so   ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 

Wellenbewegung 

^  •  X       X 

d.  h.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  gleich  der  Wellenlänge 
dividirt  durch  die  Dauer  einer  Primitivbewegung  irgend  eines 
Theilchens. 

Sechster  Satz.  Rechnet  man  von  einem  Theilchen  aus,  welches  die  Ruhe- 
lage passirt,  auf  der  Länge  der  Punktreihe  weiter,  so  kann  man  den  Abstand  des 
(ff —  ])ten  und  nten  Theilchens  von  einander  ins  Auge  fassen.  Denselben  Ab- 
stand findet  man  dann  auch,  wenn  man  um  n  Horizontalreihen  in  die  Höhe 
geht  zwischen  dem  Oten  und  Iten  Theilchen.  Denn  gehen  wir  z.  B.  auf  der 
8.  Horizontalreihc  —  die  unterste  als  die  Ote  gerechnet  —  vom  Theilchen  p,  aus 
nach  rechts,  so  kommen  wir  im  Abstand  der  Theilchen  v  und  p  auf  ein  Maximum 
der  Verdichtung;  schreiten  wir  ebenso  von  |i  aufwärts  um  acht  Horizontallinien 
in  die  Höhe,  so  kommen  wir  zwischen  den  Theilchen  0'  und  V  ebenfalls  auf  ein 
Maximum  der  Verdichtung.  Gehen  wir  ebenso  in  der  16.  Horizontalreihe  nach 
rechts  weiter,  so  kommen  wir  zwischen  dem  3.  und  4.  Theilchen  genau  auf  den- 
selben Abstand  wie  auf  der  20.  Horizontalreihe  zwischen  dem  Oten  und  Iten. 

Siebenter  Satz.  Ein  Fortschritt  im  horizontalen  Sinne  auf  unserer  Figur  be- 
lehrt uns  über  die  räumlichen  Verschiedenheiten  der  zur  selben  Zeit,  in  dem- 
selben Moment,  bestehenden  Abstände  der  Moleküle.  Ein  Fortschritt  im  ver- 
tikalen Sinne  belehrt  uns  über  die  Verschiedenheit  der  Abstände  der  Moleküle 
an  derselben  räumlichen  Stelle  der  Punktteihe,  aber  in  verschiedenen 
Zeitmomenten. 

Diese  merkwürdige  Gesetzmässigkeit  der  Wellenbewegung  gilt  aber  nicht 
blos  bezüglich  der  Abstände  der  betreuenden  Moleküle,  sondern  auch  bezüg- 
lich der  Entfernungen  derselben  aus  ihrer  Ruhelage.  Ja  man  begreift 
sofort,  dass  die  Gesetze,  die  wir  im  sechsten  Satze  mit  Bezug  auf  die  Abstände 
zweier  Moleküle  aussprachen,  nur  eine  Folge  von  der  Entfernung  je  eines  Theilchens 
aus  seiner  Ruhelage  sind,  dass  mithin  ein 

Achter  Satz  gilt,  demzufolge  die  räumlichen  Verschiedenheiten  der  Ent- 
fernungen der  hinter  einander  folgenden  Theilchen  aus  ihrer  Ruhelage 
dieselben  sind  wie  die  zeitlich  auf  einander  folgenden  Entfernungen  eines 
und  desselben  Theilchens  aus  seiner  Ruhelage,  vorausgesetzt,  dass  man 
wieder  von  einem  Theilchen  an  rechnet,  welches  eben  seine  Ruhelage  durcheilt, 
gleichgiltig  ob  dies  in  einem  oder  anderen  Sinne  geschieht  Denn  gehen  wir 
z.  B.  vom  Theilchen  ji  aus  zum  Theilchen  4  fort,  so  hat  dieses  Theilchen  4 
seine  grösste  Elongation  nach  rechts  von  seiner  Ruhelage  aus  erreicht  Gehen 
wir  ebenso  von  fi  aus  um  vier  Vertikalstufen  in  die  Höhe,  so  zeigt  sich,  wie  das- 
selbe Theilchen  ^  als  fi'  ebenfalls  seine  grösste  Elongation  von  der  Ruhelage, 
wenn  auch  im  entgegengesetzten  Sinne,  erlangt  hat 

17)  Es  ist  dieser  Zusammenhang  auch  aus  der  Differentialgleichung  zu  er- 
kennen, welche  für  die  Wellenbewegung  besteht    Dieselbe  lautet: 

^""^   dx^ 
und  bedeutet  in  ihr  c^  eine  Constante,  während  die  zweiten  Difierentialquotienten 
die   sogen.   »Beschleunigungen«  der  Grösse  y  darstellen.     Diese   Grösse  y 
bedeutet  mit  Anschluss  an  unsere  bisherigen  Betrachtungen  die  Entfernung  der 
einzelnen  Moleküle   von   ihrer  Ruhelage.     Die  Grösse  c/fgi^j^ld  b^HlSiJ'Ö^f*^^* 
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Variable  und  bedeutet  die  Zeit.    Mit  ihr  ändert  sich  j^  und  leuchtet  somit  ein^  dass 

^  die  Beschleunigung   von  j^  in  Rücksicht  auf  die  Zeit  vorstellt.     Sie  kommt 

in  Betracht,  wenn  wir  einen  Punkt  unserer  Punktreihe  der  Fig.  217  gemäss  in 
verticaler  Richtung  verfolgen.  Die  Grösse  x  stellt  die  Ortsvariable  vor. 
Lassen  wir  sie  vom  Ausgange  der  Bewegung  itn  Sinne  des  Stosses  positiv  sein, 

so  stellt  ^-^  die  Beschleunigung  von  y  mit  Rücksicht  auf  den  Ort  vor,  d.  h.  die 

Beschleunigung,  die  in  irgend  einem  bestimmten  Momente  ein  Molekül  hat, 
welches  um  die  Strecke  x  vom  Ausgangspunkt  der  Bewegung  an,  nach  rechts 
gerechnet,  entfernt  liegt. 

Wird  die  Differentialgleichung  integrirt,  so  kommt  man  zu  einer  Gleichung 
für^,  welche  lautet: 

jf  =  a.jm2Tc(^  — yj, 

worin  T  die  Dauer  einer  Primitivschwingung  und  X  die  Wellenlänge  bedeutet 
Setzen   wir   in   dieser   Gleichung  jp=s^.X,    wo  p  jede    beliebige    ganze    oder 

gebrochene  Zahl  bedeutet,  und  /  =  — — ,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird 


Setzen  wir  ebenso  x  =  -q-  und  /  =  ^  •  T  so  wird 

y  z=i  a»  sin^'Kyp  —  -z  I  *=  dza^sin^pic, 

womit  ja  unser  im  Schlusssatz  von  16  speciell  für  »  =  0  dargestellter  Zusammenhang 
auch  in  anderer  und  zwar  noch  allgemeinerer  Form  seinen  Beweis  gefunden  hat. 
Wollen  wir  die  Entfernungen  je  zweier  Moleküle  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  oder  vom  Orte  haben,  so  müssen  wir  eine  Differenz  zweier  y  bilden, 
welche^,  wenn  wir  ihre  Abhängigkeit  von  der  Zeit  darstellen  wollen,  als  ein^^^ 
und  ^^2  <lurch  die  Gleichungen: 

j',  =  A*  4-  a  •  sm  2it  I  ^ ^ — j 

dargestellt  werden.  In  ihr  bedeutet  ikx  die  constante  Längendifferenz,  um  welche 
wir  die  einzelnen  Punkte  der  Punktreihe  in  der  Ruhelage  von  einander  ab- 
stehend denken,  d.  h.  im  Anschluss  an  unsere  Fig.  217  die  Strecke  von  0  bis  1, 
von  1  bis  2  u.  s.  w.     Ziehen  wir  von  y^  das  y^  ab,  so  stellt 

.   «    f^       x-{'i^x\  .  «    //       x\ 

ay^y^—y^^^x-^-a-stn^iclY \ — j  "  ^"^       \T^x) 

die  gesuchte  Differenz  dar.     Nach  einigen  Umformungen  erhält  man  hieraus: 

^       .   irÄJt:         ^    (t        X       Ax\ 
Aj.  =  A*-2a««-^..^.2ir^^^-y-  2j^J  . 

Dieser  Ausdruck  für  £iy  erreicht  seinen  Minimalwerth,  d.  h.  zu  der  be- 
treffenden Zeit  /  findet  fUr  ein  bestimmtes  ^  eine  Verdichtung  statt,  wenn  die 
Cosinusgrösse  den  Werth  +  1  annimmt,  d.  h.  wenn 

^    //       X      Ax\       ^ 

oder 

r  ""  r  "^  21  ""  ^  Digitized  by  GoOglC 
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wird.    Nehmen  wir  einmal  x  gleich  0  und  unserer  Figur  entsprechend  Ax  «=  -r^ 

an,  so  wird 

t_      J__ 

T      32"""*' 

d.  h.  das  Minimum  von  öiy,   identisch  mit  einer  Wellenverdichtungi    findet  statt 

zur  Zeit: 

.       32«  +  !^ 

^■"        32       ^' 

oder,  wenn  wir  dem  n  die  Werthe  b,  1,  2  . .  .  beilegen,  für  /  gleich: 

^T.    7-+^,    27-4-^«.  s.w. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Verdichtung  zwischen  0'  und  1 '  nicht  genau 

T 
hier  in  den  Momenten  /=0,  IT^  2T  . .  .  sondern  jedesmal  um  rx   später   ein- 

tritt.    Hätten  wir  £ix  anstatt  -r^  gleich  ^o  angenommen,  so  würde  sich  der  erste 

T 
Werth  von  /  gleich  wt  ergeben  haben,   d.  h.  das  Verdichtungsmaximum  würde 

genauer  in  den  Zeitmomenten  t=0,  IT,  2T. .  .  stattfinden. 

Ebenso  einfach  lassen  sich  aus  der  Gleichung  für  ^y  die  2^iten  für  die  Ein- 
tritte der  Verdünnungen  und  die  der  unveränderten  Dichtigkeiten  oder  der 
Bäuche  berechnen.  Für  letztere  muss  A^»A:tr  sein,  d.h.  es  muss  die  Cosinus- 
grösse  den  Werth  0  annehmen. 

Um  die  Grösse  der  Verdichtung  und  Verdünnung  zu  beurtheilen,  müssen  wir 
in  der  Gleichung  für  £iy  den  Faktor 

.    IC  •  ikx 
2a  stn  — r — 

beachten.    Setzen  wir  in  ihm  Ajc  =  r-ß  »  ^^  ^''^  ^'  gleich 


mithin  für  den  Fall  einer  Verdichtung 
und  den  einer  Verdünnung 


^•^=16  -^'^•"'^32 


Aj.  =  :^-f-2«««32. 

Aus  dem  Anblicke  der  Sinuslinien  wird  man  diese  Werthe  von  ^y  geo- 
metrisch ableiten  können. 

18)  In  ganz  ähnlicher  Weise  wie  für  eine  Longitudinalbewegung  können  wir 
bei  der  Transversalbewegung  vorgehen.  Wir  müssen  hierbei,  wenn  wir  den 
Zusammenhang  bildlich  versinnlichen  wollen,  eine  Figur  constniiren,  in  welcher 
die  Sinuslinien  nicht  vertical  sondern  horizontal  verlaufen.  Denn  die  einzelnen 
Punkte  der  Punktreihe  0,  1  ...  16  bewegen  sich  jetzt  senkrecht  zur  Längs- 
richtung der  Reihe.  Die  Sinuslinien  nehmen  dann  einen  Anfang,  so  wie  sie  in  den 
drei  untersten  Horizontalreihen  gezeichnet  sind.  Um  die  ganze  Figur  aber  nicht 
undeutlich  zu  machen,  sind  dann  nur  die  Curven  für  die  8te,  16  te,  24  te  und 
32 te  Horizontalreihe  gezeichnet  worden. 

Bei  der  Longitudinalbewegung  bleiben  alle  Theilchen  in  derselben  Geraden 
und  können  so  in  ihrer  Gesammtheit  natürlich  auch  nur  eine  Gerade  bilden. 
Die  Sinuscurven  der  Fig.  217  kamen  nur  so  zu  Stande,  [j|^ed$)^^(!^K5^^' 
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schiedenen  Abstände  der  einzelnen  Moleküle  an  der  Ruhelage  zu  einer  Curve 
verbunden  wurde.  Bei  der  Transversalbewegung  ist  es  anders,  indem  bei  ihr 
die  Sinuscurven  die  Form  bilden,  nach  welcher  die  Moleküle  in  jedem  Momente 
auf  der  ganzen  Länge  der  Punktreihe  wirklich  gestellt  sind.  Die  beiden  Hälften 
einer  solchen  Sinuscurve  zusammen  genommen  pflegt  man  eine  »Welle«  zu 
nennen  und  unterscheidet  man  die  eine  Hälfte  von  der  anderen  durch  die  Be- 
zeichnungen »Berg«  und  »Thal«,  welche  Ausdrücke  augenscheinlich  von  der 
Wellenbewegung  des  Wassers  hergenommen  sind,  die  aber  in  anderen  Fällen, 
z.  B.  bei  einem  ausgespannten  Seile,  nur  Sinn  haben,  wenn  man  die  Wellenbe- 
wegung dieses  Seils  als  in  einer  Verticalebene  vor  sich  gehend  denkt  und 
eine  Erhebung  der  Seiltheilchen  über  und  eine  Senkung  von  Seiltheilchen  unter 
das  ursprüngliche  Niveau  factisch  vorhanden  ist,  während  eine  Transversalbe- 
wegung des  Seils  in  horizontaler  Ebene  solche  Ausbiegungen  nur  in  demselben 
Horizont  zeigt.  Man  hätte  also  der  Sache  entsprechend  in  solchen  Fällen  besser 
von  einer  Plus-  und  einer  Minushälfte  der  Welle  zu  reden,  doch  bleibt  man  bei 
der  alten  Benennung  stehen  und  muss  dann,  wenn  die  eine  Hälfte  »Wellenberg« 
heissty  die  andere  » Wellen thal«  nennen  und  umgekehrt. 

19)  Von  ganz  besonderer  Bedeutung  sind  nun  noch  bestimmte  Gesetzmässig- 
keiten bei  den  charakteristischen  Zuständen  der  beiden  Wellenformen.  Bevor  wir 
diese  Gesetzmässigkeiten  weiter  bezeichnen,  wollen  wir  erst  noch  den  Begriff  der  so- 
genannten »Knoten«  bei  der  Wellenbewegung  kennen  lernen.  Betrachten  wir 
wiederum  unsere  Fig.  217,  so  zeigen  sich  bei  ihr  Stellen,  wo  ein  betreffendes  Mole- 
kül sich  gerade  in  der  ihm  ursprünglich  eigenen  Ruhelage  befindet.  So  ist  dies 
z.  B.  der  Fall  beim  Molekül  \l  der  Sten  und  beim  Molekül  0*  der  16ten  Hori- 

T 

zontalreihe.    Ersteres  durcheilt  im  Momente  ^  =  ö"  gerade  die  Ruhelage,  um  sich 

nach  links  hin  von  ihr  zu  entfernen;  0'  dagegen  durcheilt  seine  Ruhelage  in 
dem  Momente /=  7^,  um  nach  rechts  hin  von  ihr  abzuweichen.  Solche  Stellen 
finden  ebenso  bei  Transversalbewegung  statt,  nur  durcheilen  die  betreffenden 
Moleküle  die  Ruhelage  hierbei  nicht  in  der  Richtung  der  ursprünglichen  Punkt- 
reihen, sondern  senkrecht  hierzu.  Man  nennt  nun  diese  Stellen  der  Ruhelage 
»Knoten«.  Theilchen,  welche  sich  im  selben  Momente  in  einem  Knoten  be- 
finden, sind  demnach  die  Theilchen  0',  8',  16'  unserer  Fig.  217  und  bestätigt  sich 
hiemach  ein 

Neunter  Satz  der  Wellenlehre,  welcher  besagt,  dass  die  Knoten  um  eine 
halbe  Wellenlänge  auseinander  liegen. 

Aber  ein  anderer  merkwürdiger  Zusammenhang  zeigt  sich  noch.  Denn  sehen 
wir  die  Schwingungszustände  bei  den  Knoten  0'  und  16'  an,  so  sind  diese  voll- 
kofhmen  übereinstimmend  und  bestehen  in  je  einer  Verdichtung;  während  beim 
dazwischenliegenden  Knoten  8'  eine  Verdünnung  sich  zeigt.  Diese  Thatsache 
wird  sich  stets  bestätigt  finden.     Daher 

Zehnter  Satz:  Bei  der  Longitudinalwellenbewegung  entsprechen 
den  Stellen  der  Knoten  die  Verdünnungen  und  Verdichtungen. 
Zwischen  je  zwei  Verdichtungen  liegt  eine  Verdünnung  in  der  Mitte 
und  umgekehrt.  Daher  liegen  zwei  nächste  Verdichtungen  und  eben- 
so zwei  nächste  Verdünnungen  um  eine  ganze  Wellenlänge,  dagegen 
eine  Verdichtung  und  die  benachbarte  Verdünnung  um  eine  halbe 
Wellenlänge  aus  einander. 

Betrachten  wir  femer  die  Theilchen  4'  und  12',  so  erkennen  wir,  wie  diese 
Theilchen   im  Maximo    von    ihrer  ursprünglichen  Ruhe  sich  entfernt  haben,  um 
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soeben  den  Rückweg  zu  dieser  Ruhe  anzutreten,  das  Theilchen  4'  in  der 
Richtung  von  links  nach  rechts,  das  Theilchen  12'  in  umgekekrter  Richtung. 
Bei  der  Transversalwellenbewegung  sind  dies  die  Stellen  der  Wellenberge  und 
Wellenthäler  und  da  einmal  von  der  Transversalwellenbewegung  bestimmte  Be- 
nennungen auf  die  Longitudinalwellenbewegung  übertragen  sind,  so  ist  kein 
Grund  vorhanden,  weshalb  wir  die  Benennungen  »Wellenberge  und  »Wellen- 
thaU  nicht  auch  bei  der  Longitudinalbewegung  gebrauchen  sollen.  Demgemäss 
verstehen  wir  unter  diesen  Benennungen  die  Stellen,  wo  die  schwingenden 
Theilchen  im  Maximo  von  ihrer  Ruhelage  nach  der  einen  und  nach  der  anderen 
Seite  hin  entfernt  sind.  Welche  Stelle  wir  als  »Berg«  und  welche  als  »Thalc 
bezeichnen  wollen,  ist  im  allgemeinen  nach  den  unter  18  gemachten  Bemerkungen 
einerlei. 

Sehen  wir  aber  die  Stellen  bei  4'  und  12'  weiter  an,  so  erkennen  wir,  wie 
dies  die  Stellen  der  »Bäuche«  der  longitudinalbewegung  sind,  daher  der  weitere 
wichtige 

Elfte  Satz.  Die  Stellen  der  Berge  und  Thäler  bei  der  Longitudinal- 
wellenbewegung sind  diejenigen  Stellen,  welche  den  Bäuchen  ent- 
sprechen, d.  h.  den  Stellen,  bei  welchen  weder  Verdichtung  noch  Verdünnung 
stattfindet.  Zwei  benachbarte  Bäuche  liegen  stets  um  eine  halbe 
Wellenlänge  aus  einander.  Die  Entfernung  eines  Knotens  von  einem 
nächsten  Bauche  oder  was  dasselbe  ist,  die  Entfernung  einer  Ver- 
dichtung oder  Verdünnung  von  einem  benachbarten  Bauche  beträgt 
eine  Viertels-Wellenlänge. 

Diese  Betrachtungen  galten  sämmtlich  den  Zuständen,  wie  sie  in  einer  und 
derselben  Horizontalreihe  unserer  Fig.  217  stattfinden,  d.  h.  solchen  Zuständen, 
die  für  einen  bestimmten  Moment  der  Zeit  als  örtliche  Zustände  zu  betrachten 
sind.  Wir  können  aber  auch  eine  und  dieselbe  Stelle  des  Orts  festhalten  und 
fragen,  wie  ändern  sich  die  Zustände  an  diesem  Orte  zeitlich?  Nach  unseren 
Auseinandersetzungen  in  17  kann  der  Zusammenhang  sofort  in  einem 

Zwölften  Satze  ausgesprochen  werden.  Einem  örtlichen  Zustande,  mag 
er  sein  wie  er  will,  folgt  nach  einer  ganzen  Primitivschwingungszeit  genau 
derselbe  Zustand.  War  also  ursprünglich  eine  Verdichtung  vorhanden,  so 
wiederholt  sich  diese  Verdichtung;  war  eine  Verdünnung  vorhanden,  so  wieder- 
holt sich  diese  Verdünnung.  Nur  bei  den  Bäuchen  der  Longitudinalbewegung 
erkennt  man  sofort,  dass  sie  in  der  Hälfte  der  Primitivschwingungszeit  sich 
wiederholen.  Ebenso  folgt  nach  einer  halben  Schwingungszeit  einer  Verdichtung 
eine  Verdünnung  und  umgekehrt.  Befinden  sich  daher  gleichzeitig  auf 
der  Länge  eines  longitudinal  schwingenden  Stabes  oder  einer  Saite 
oder  einer  Luftsäule  in  einem  bestimmten  Momente  n  VerdichtungeTn, 
so  treten  nach  einer  halben  Primitivschwingungszeit  an  denselben 
Stellen  n  Verdünnungen  auf  und  umgekehrt.  Befinden  sich  n  Bäuche 
auf  der  ganzen  Länge,  so  treten  nach  einer  halben  Schwingungszeit  wieder- 
um n  Bäuche  an  denselben  Stellen  auf. 

Für  die  Transversalbewegung  lassen  sich  leicht  die  analogen  Gesetze 
aussprechen.  Denken  wir  uns  den  Fall  so,  wie  er  in  der  Fig.  217  angenommen 
wurde,  nämlich  so,  dass  die  Longitudinalbewegung  mit  derselben^Wellenlänge 
und  derselben  Excursionsweite  der  Theilchen  aus  ihren  Ruhelagen  sich  in 
eine  Trans versalbewegung  umwandeln,  so  entsprechen  den  Bergen  und  Thälem 
der  Longitudinalbewegung  natürlich  auch  die  Berge  und  Thäler  der  Transversal- 
bewegung.   Da  femer  bei  ersterer  Bewegung  die  Berge^i^ji^^'j^^^i^^j^^^^^^ 
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der  »Bäuche«  sind,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  diese  letzteren  den  Bergen 
und  Thälem  der  Transversalbewegung  entsprechen,  während,  wie  die  Fig.  217 
sofort  zeigt,  die  Knoten  der  Transversalbewegung  den  Verdichtungen 
und  Verdünnungen  der  Longitudinalbewegung  entsprechen. 

20)  Es  ist  schon  unter  5  darauf  hingewiesen  worden,  dass  es  zwei  von  ein- 
ander wesentlich  verschiedene  Wellenbewegungsformen  giebt,  wobei  nämlich 
»fortlaufende«  Wellen  und  »stehende«  Wellen  in  Betracht  kommen.  Diesem 
wichtigen  Unterschiede  der  Wellen  müssen  wir  noch  besondere  Aufmerksamkeit 
schenken.  Sofort  bemerken  wir,  dass  alle  Betrachtungen,  die  bisher  angestellt 
wurden,  zunächst  der  fortlaufenden  Wellenbewegung  gelten.  Das  Wesen  dieser 
Bewegung  lässt  sich  leicht  dadurch  charakterisiren,  dass  man  sagt:  Die  fort- 
laufende Wellenbewegung  sei  eine  solche,  bei  der  von  einer  Stelle 
aus  ein  Wellengebilde  erregt  wird,  welches  Wellengebilde  sich  nach 
und  nach  in  derselben  ursprünglichen  Form  auf  immer  fernere  Theile 
des  Schwingungsmediums  überträgt.  Hierfür  haben  wir  die  besten  Bei- 
spiele. Erstes  Beispiel:  Wir  werfen  einen  Stein  ins  Wasser,  es  entsteht  rings- 
herum um  die  Einwurfstelle  ein  kreisförmiger  Wellenberg,  und  dieser  verbreitet 
sich  immer  weiter  und  weiter,  und  fernere,  ruhende  Theile  der  Wasserfläche 
werden  nach  und  nach  ebenfalls  einen  Wellenberg  bilden.  Oder:  Eine  Meeres- 
welle eilt  dem  Ufer  zu,  sie  wird  zurückgeworfen  und  lässt  sich  weit  hin  wieder 
in  ihrem  Laufe  verfolgen.  Zweites  Beispiel.  Ein  langes  Seil  ist  ausgespannt; 
wir  schlagen  an  einem  Ende  mit  der  Hand  darauf;  eine  Vertiefung,  ein  Wellen- 
thal bildet  sich  und  sofort  sehen  wir,  dass  dieses  Thal  rasch  nach  dem  anderen 
Ende  hinläuft,  dass  also  die  ferneren  Seiltheile  in  dieselbe  Bewegung  gerathen 
wie  die  ursprüngliche  Ausgangsstelle.  Drittes  Beispiel.  In  der  Luft  wird  irgend- 
wo ein  Knall  erregt,  er  besteht  in  einer  Luftverdichtung,  die  zunächst  um  die 
Erregungsstelle  sich  bildet;  diese  bleibt  aber  nicht  hier  bestehen,  sondern  breitet 
sich  nach  allen  Richtungen,  d.  h.  nach  den  Radien  einer  Kugel  aus,  und  wir 
wissen,  dass  in  jeder  Sekunde  diese  Verdichtung  um  ca.  330  m  weiter  fortschreitet. 

Die  beiden  ersten  Beispiele  sind  für  eine  Transversal-,  das  letzte  für  eine 
Longitudinalbewegung  geltend.  Suchen  wir  nun  nach  Beispielen  für  eine  stehende 
Wellenbewegung.  Das  Wesen  dieser  Bewegung  zeigt  sich  darin,  dass  dieselbe 
Wellenforni,  welche  an  einer  Stelle  des  Schwingungsmediums  einmal  auftritt,  nicht 
in  derselben  Weise  bald  darauf  an  jeder  anderen  Stelle  beobachtet  wird,  sondern 
so,  dass  das  Auftreten  dieser  Wellenform  nur  zwischen  bestimmten  Grenzen,  d.  h. 
an  ganz  bestimmte  Strecken  gebunden  ist  und  auf  dieser  Strecke  in  perio- 
discher Weise  sich  auch  ändert.  Ein  Wellenberg  wird  in  Folge  dessen  bei 
einem  Seile,  welches  in  stehender  Wellenbewegung  sich  befindet,  nicht  an  jeder 
Stelle,  sondern,  wie  wir  sehen  werden,  bloss  je  zwischen  zwei  Knoten  auftreten 
und  wird  sich  hier  zwischen  in  ganz  bestimmter  Weise  verändern,  so,  dass  bald 
dem  Berg  ein  Thal  folgt  und  umgekehrt.  Die  Stellen  der  Knoten  selbst  kommen 
nie  auf  den  Gipfel  eines  Berges  oder  in  die  Tiefe  eines  Thaies  zu  liegen. 

Wenn  derartige  durchgreifende  Verschiedenheiten  eintreten  und  bestehen 
sollen,  so  kann  der  letzte  Grund  hiervon  nur  darin  gesucht  werden,  dass  nicht 
jeder  Punkt  des  Schwingungsmediums  dieselbe  Primitivbewegung 
ausführt,  sondern,  dass  diese  für  die  verschiedenen  Punkte  eine  ver- 
schiedene ist.  Denn  führte  jeder  Punkt  nach  und  nach  z.  B.  dieselbe  Be- 
wegung aus  wie  der  Punkt  0  in  unserer  Punktreihe  0,  1,  2,  S  .  .  .  der  Fig.  217,  so 
würde  ja  gerade  das  herauskommen,  was  wir  als  das  Charakteristische  der  fort- 
laufenden Wellenbewegung  erkannt  haben.  ^  t 
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Flg.  218  wird   das  Gesagte   noch    weiter  zum  Verständniss  bringen  helfen. 
Steheode  Wellenbewegungen  sind  fast  ausschliesslich  auf  das  Gebiet  des  Schalls 

^  beschränkt,  indem  die 
sogen.  tongebenden 
Körper  stets  stehende 
Schwingungen  ausfüh* 
ren.  Deshalb  betrach- 
f  ten  wir  auch  einen  sol- 
chen in  diesen  seinen 
Schwingungen  und  neh- 
men z.  B.  an :  eine  Saite 
Hesse  ihren  zweiten 
Oberton  erklingen.  Sie 
theilt  sich  dann  so  ab, 
dass  in  ihrer  Mitte  ein 
fester  Knotenpunkt 
existirty  und  die  beiden 
Hälften  zwischen  ihm 
und  den  festen  End- 
punkten um  die  Ruhe- 
lage hin  und  her 
schwingen.  Die  unterste 
Horizontalreihe  (1)  (2) 
(8)  (4) . .  .  der  Fig.  218 
stellt  die  Saite  in  ihrer 
Ruhelage  vor.  Denken  wir  sie  in  ihrer  Mitte  im  Punkte  8  festgehalten,  in  ihrer 
linken  Hälfte  beim  Punkte  (4^  erfasst  und  bis  4  in  die  Höhe  gezogen,  in  ihrer 
rechten  Hälfte  beim  Punkt  (12)  erfasst  und  bis  12  herunter  gedrückt  und  dann 
bei  4  und  12  gleichzeitig  losgelassen,  so  vollführt  die  Saite  eine  Bewegung,  wie 
sie  in  den  nach  oben  folgenden  Curven  unserer  Fig.  218  dargestellt  ist  Der 
Wellenberg  0,  1  .  .  4  .  .  8  schwingt  im  Ganzen  zurück,  um  m  am  wiederum 
die  Ruhelage  der  Saite  zu  erreichen.  Gleichzeitig  erreicht  diese  Ruhelage  auch 
das  zu  ihr  zurückschwingende  Thal  8  .  .  12  .  .  16,  so  dass  die  ganze  Saite  die 
Gestalt  einer  Geraden  a  ,  .  ,  m  ,  ,  .b  erhält.  In  dieser  verbleibt  sie  aber  nicht, 
denn  die  elastischen  Kräfte  haben  mit  beschleunigter  Geschwindigkeit  jedes 
Saitentheilchen  in  seine  Ruhelage  hingezogen,  so  dass  nunmehr  ein  Hinaus- 
schwingen über  diese  Ruhelage  erfolgen  muss.  Hierbei  verwandelt  sich  dann 
bald  der  ursprüngliche  Berg  0  ...  4  ...  8  in  ein  Thal  ^ . .  |i  . . »  und  das  ursprüng- 
liche Thal  8  ...  12  ...  16  in  einen  Berg  n  .  .  .  v  .  .  .  d.  Von  jetzt  an  schwingen 
beide  Hälften  wieder  in  die  Ruhelage  zurück  und  erreichen  diese  in  epf^  um 
sofort  wieder  links  einen  Berg  g^q  und  rechts  ein  Thal  q^h  im  bilden.  EUne 
ganze  Schwingung  der  Saite  ist  vollendet  und  leicht  begreift  man,  wie  diese 
Schwingung  sich  zum  zweiten  und  »ten  Male  wiederholen  kann. 

Das  ist  aber  eine  ganz  andere  Bewegung  wie  die  durch  die  Fig.  217  erläuterte. 
Vor  Allem  sehen  wir  in  Fig.  217  nur  eine  Art  von  Sinuslinien,  die  bei  der  Trans- 
versalbewegung sich  progressiv  von  links  nach  rechts  hin  weiter  fortschiebt,  so 
dass  der  Berg  über  ^  p  noch  um  acht  weitere  Zeittheilchen  progressiv  fortgeschritten 
ist,  um  hier  über  der  Strecke  8' .  .  .  16'  zu  erscheinen.  Ein  jedes  Theilchen, 
zwischen  4  und  12  gelegen,  ist  hierbei  in  dieselbe  weiteste  Entfernung  von 
der  Ruhelage  gelangt.    In  Fig.  218  ist  dies  anders.     Wir  sehen  in  den  verachie- 
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denen  Zeitmomenten  verschiedene  Sinuslinien  eintreten,  daher  rührend,  dass 
nicht  jedes  Theilchen  dieselben  Schwingungsamplituden  besitzt,  denn  es  bleiben  die 
Punkte  0,  8  und  16  ganz  in  Ruhe,  die  zwischen  0  und  8  sowie  8  und  16  in  der 
Mitte  liegenden  Theilchen  haben  die  grössten  Schwingungsamplituden  und  nehmen 
diese  Amplituden  nach  den  festen  Punkten  0'  und  8,  8  und  16  beiderseits  sym- 
metrisch ab. 

Noch  in  einer  andern  Weise  können  wir  unsere  Betrachtungen  über  die  in 
Rede  stehenden  Verschiedenheiten  durch  die  Fig.  219  vervollständigen.    Sie  stellt 


m^ 
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durch  beigezeichnete  Pfeile  das  Bestreben  dar,  welches  die  einzelnen  Moleküle  einer 
fortlaufenden  und  einer  stehenden  Welle  in  einem  bestimmten  Momente  haben. 
Die  Pfeile  der  stehenden  Bewegung  bei  0  ...  4  ...  8  ...  12  ...  16  deuten  an, 
wie  gleichzeitig  auf  der  ganzen  Strecke  eines  Wellenbergs  und  eines  Wellenthals 
die  Theilchen  je  alle  dieselbe  Bewegung  ausführen,  indem  sie  alle  zur  Ruhe- 
lage zurückschwingen  vom  Momente  an,  wo  die  äusserste  Elongation  erreicht 
war.  Die  Pfeile  der  fortlaufenden  Welle  0'  ...  4'  ...  8' ...  12'  ...  16'  zeigen 
ein  ganz  anderes  Bild  und  geben  sogar  Veranlassung,  den  Berg  sowohl  wie  das 
Thal  noch  in  Hallten  zu  theilen  und  hierbei  von  einem  »Vorder-  und  H inte r- 
theil  des  Berges«  und  einem  »Vorder-  und  Hintertheil  des  Thaies«  zu  reden. 
Das  Vordertheil  des  Berges  liegt  zwischen  12'  und  16',  das  Hintertheil  zwischen 
8'  und  12'.  Das  Vordertheil  des  Thaies  zwischen  4'  und  8',  das  Hintertheil 
zwischen  0'  und  4'.  Das  Wesen  der  fortschreitenden  Bewegung  besteht  nun 
darin,  dass  beim  Berg  sowohl  wie  beim  Thal  die  Theilchen  eines 
Vordertheils  entgegengesetzt  wie  die  des  Hintertheils  schwingen, 
dass  dagegen  beim  Hintertheil  eines  Berges  und  Vordertheil  eines 
Thaies  gleiche  Richtung  der  Bewegungen  herrscht.  Hieraus  geht  nament- 
lich auch  der  wesentliche  Unterschied  für  die  Knoten  der  beiden  Bewegungen 
hervor.  Die  Bewegung  der  Theilchen  bei  der  stehenden  Wellenbewegung  ist 
beiderseits  des  Knotens  genau  conträr  und  muss  ein  solcher  Knoten 
daher  dauernd  an  derselben  Stelle  verbleiben.  Bei  den  Knoten  der  fortlaufenden 
Schwingung  ist  die  Bewegungsrichtung  beiderseits  dieselbe:  der  Knoten  ver- 
schiebt sich  daher  progressiv  ebenso  weiter,  wie  jeder  andere  Schwingungs- 
zustand. 

21)  Nun  wollen  wir  zum  Schlüsse  noch  andeuten,  in  welcher  Weise  sich  die 
longitudinale  stehende  Wellenbewegung  gestaltet.  Ebenso  wie  bei  der 
forüaufenden  wird  sie  erhalten,  wenn  man  die  zur  ursprünglichen  Ruhelage  senk- 
rechten Entfernungen  der  Moleküle  aufträgt.  Die  Theilchen  der  untersten 
Reihe  unserer  Fig.  218  würden  dann  an  die  Stellen  der  angezeichneten  Sternchen 
kommen.  Ebenso  würden  in  der  darüber  liegenden  Horizontalen  die  Ueber- 
tragungen  vom  Senkrechten  ins  Longitudinale  stattzufinden  haben.  Fürs  Theilchen  1 
ist  dies  geschehen  und  kommt  auf  diese  Weise  hierfür  die  Sinuslinie  xyx'  y'  x'^ 
zum  Vorschein.     Man  erhält  somit  ein  System  vertical  verlaufender  SjmusUni^.p 
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und  Hessen  sich  sehr  leicht  wiederum  verschiedene  Gesetzmässigkeiten  über  die 
örtlichen  und  zeitlichen  Zustände  der  stehenden  Transversal-  und  Longitudinal- 
bewegung  aus  der  Figur  ablesen. 

Noch  bleibt  uns  übrig  weiter  anzudeuten,  wie  stehende  Wellen  über- 
haupt zu  Stande  kommen?  Hierauf  muss  geantwortet  werden,  dass  dies  aller- 
meistens  dann  geschieht,  wenn  zwei  Wellenbewegungen  und  zwar  zwei  fort- 
laufende sich  begegnen.  Es  ist  schon  unter  5  hervorgehoben  worden,  dass 
hierbei  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  eintreten  können,  nämlich  der  Fall, 
wo  beide  Wellen  sich  im  selben  Sinne  bewegen  und  der  Fall,  wo 
beide  Wellen  sich  conträr  bewegen.  Sind  in  ersterem  Falle  die  Wellen- 
längen vollkommen  gleich  und  ebenso  die  Amplituden,  so  kann  es  sich  ereignen, 
dass  zwei  Bewegungen  sich  gegenseitig  völlig  vernichten.  Sind  ebenso  in  letzterem 
Falle  die  Wellenlängen  und  Longituden  gleich,  so  können  stehende  Wellen  zu 
Stande  kommen.  Zu  den  näheren  Erläuterungen  hierzu  ist  der  Raum  nicht  be- 
messen. Melde. 


Transversalschwingungen  tönender  Körper. 


1)  In  dem  Artikel  »allgemeine  Wellenlehrec  ist  gezeigt  worden,  wie  man 
insbesondere  von  »Transversalschwing ungenc  eines  Körpers  reden  kann. 
Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dass  wenn  man  sich  einen  Körper  zunächst  in  seiner 
Ruhe  denkt,  seine  einzelnen  Moleküle  so  durch  eine  äussere  Krafteinwirkung 
aus  dieser  Ruhe  aufgescheucht  und  in  Bewegung  gesetzt  werden,  dass  sie  hier- 
nach senkrecht  zur  Längsrichtung  oder  senkrecht  zur  Flächenausdehnung  des 
Körpers  in  Schwingung  verbleiben.  Soll  dies  aber  überhaupt  möglich  werden, 
so  muss  die  betreffende  Körpermasse  vor  allem  gestatten,  dass  sie  eine  ganz 
bestimmte  Formabgrenzung  dem  sie  umgebenden  Räume  gegenüber  erhalten  kann 
und  wissen  wir,  dass  dies  nur  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  möglich  ist, 
während  luftförmige  Körper  für  sich  allein  nach  aussen  hin  keine  freie  Grenze 
annehmen,  vielmehr  nur  durch  Umgeben  mit  einem  festen  bezw.  flüssigen  Körper 
zur  Abgrenzung  gelangen.  Kurz  es  muss  der  Körper  ein  für  sich  bestehendes 
Individuum  sein,  das  seine  Form  frei  beibehält.  Auch  tropfbare  Flüssigkeiten 
thun  dies  nur  in  beschränktem  Maasse  in  sofern,  als  nur  ihre  Oberfläche  eine 
bestimmte  verbleibt,  für  deren  Bestand  keine  äussere  Abgrenzung  durch  einen 
anderen  festen  Körper  nöthig  ist.  Irgend  eine  Flüssigkeitsmasse  existirt  zunächst 
nur  in  einem  Gefässe;  ist  dies  nach  oben  hin  offen,  so  ist  die  Oberfläche  dieser 
Flüssigkeitsmasse  eine  horizontale  Ebene,  wobei  wir  selbstverständlich  von 
den  Abweichungen,  die  an  der  Gefässwand  stattfinden,  absehen.  Diese  horizon- 
tale Grenzfläche  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  ist  es  nun  ganz  allein,  bei  welcher 
Transversalschwingungen  vorkommen  können.  Es  sind  dies  die  Schwingungen, 
die  schliesslich  die  Transversalwellen  hervorrufen,  Gebilde,  durch  welche 
ja  gerade  die  tropfbaren  Flüssigkeiten  so  ausgezeichnet  sind.  Diese  Wellen- 
bewegungen können  sowohl  fortlaufende  wie  stehende  werden,  doch  zeigt  sich 
bald,  dass  sie  keine  Töne  erzeugen  können,  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil 
sie  zu  langsam  sind.  Daher  treffen  wir  in  der  gesammten  Reihe  der  musikalisclien 
Instrumente  kein  einziges,  wobei  eine  tropfbaire  Flüssigkeit  für  sich  mit  ihren 
Transversalschwingungen    figurirte.      Tropfbare    Flüs^g^ei^  v^^^u^l^^*^^ 
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scheiden  daher  für  unsere  jetzigen  Betrachtungen  aus  und  verbleiben  nur  die 
festen,  diese  aber  in  so  grosser  Mannigfaltigkeit,  dass  wir  uns  beztlglich  einer 
genaueren  Darstellung  der  Gesetze  und  Erscheinungen  nothwendig  auf  einige 
Hauptfälle  beschränken  müssen. 

2)  Wenn  wir  uns  bei  einem  festen  Körper  das  Analogon  zu  einem  tropfbar 
flüssigen  vorstellen  wollen,  so  würde  dies  in  einer  Körpermasse  bestehen,  welche 
nach  einer  Richtung  hin  eine  ebene  Abgrenzung  erhalten  hat  (Fig.  220).  Un- 
zweifelhaft können  nun  die  zunächst  in  dieser  Ebene  liegenden  Moleküle  in 
Transversalschwingungen  gerathen,  die  auch  vielleicht  1 

rasch  genug  sind,  um  Töne  zu  erzeugen.  Aber  es 
zeigt  sich  sofort,  dass  solche  Schwingimgen  einzig 
und  allein  bei  einer  einzigen  Grenzfläche  eines 
festen  Körpers  gedacht,  keine  Bedeutung  für  uns 
jetzt  haben  können,  vielmehr  muss  die  Begrenzung 
eines  Körpers,  falls  er  zu  einem  tongebenden  werden 
soll,    noch  in  ganz  bestimmter  Weise  sich  ändern.  "^"*^h.230.) 

Zum  näheren  Verständniss  können  wir  an  Fig.  220 
anknüpfen.  Sie  stellt  einen  aus  irgend  einer  Masse  bestehenden  festen  Körper  dar, 
der  in  ad  eine  ebene  Flächenbegrenzung  erhalten  hat  Mittelst  eines  Hammers 
lässt  sich  auf  diese  Grenzfläche  ad  ein  senkrechter  Schlag  ausführen  und  unterliegt 
es  keinem  Zweifel,  dass  hierdurch  zunächst  die  Moleküle,  die  um  die  Aufschlag- 
stelle herum  liegen,  in  eine  Transversalbewegung  gerathen,  welche  sich  auch 
weiter  nach  der  äusseren  Contour  der  Grenzfläche  und  auch  nach  dem  Innern 
der  Körpermasse  und  zwar  hier  als  Longitudinalerschütterung  verbreitet.  Der 
Verlauf  dieser  Bewegungen  wird  ein  sehr  rascher  sein,  daher  rührend,  dass  eigent- 
liche stehende  Wellenbewegungen,  wie  sie  zur  Schallbewegung  nöthig  sind, 
nicht  zu  Stande  kommen.  Soll  dies  geschehen,  so  müssen  ganz  bestimmte  Be- 
dingungen erfüllt  sein,  die  vor  allem  in  der  Begrenzung  der  Körpermasse  zu 
suchen  sind.  Wenn  wir  nämlich  parallel  ad  eine  zweite  Begrenzungsebene  denken, 
so,  dass  zwischen  ihr  und  ad  eine  dünnere  Parallelschicht  des  Körpers  liegt  und 
wir  in  dieser  eine  dünne  Platte  erhalten,  so  lässt  diese  sich  sofort  dahin  bringen, 
dass  sie  regelmässige  Töne  liefert,  mag  im  Uebrigen  ihre  Begrenzung  nach  dem 
Rand  hin  sein  wie  sie  will.  Der  Grund  hiervon  liegt  darin,  dass  diese  dtlnne 
Platte  durch  eine  äussere  Einwirkung  in  eine  energischere  Transversalbewegung 
versetzt  werden  kann,  wobei  sofort  eine  Biegung  der  ganzen  Platte  eintritt,  und 
somit  fortlaufende  Wellen  entstehen,  die  sich  aber  sehr  rasch  in  stehende  um- 
setzen, und  als  solche  hinreichend  lange  sich  erhalten.  Somit  ist  es  denn  die 
Art  der  Begrenzung,  welche  bei  festen  Körpern  regelmässige  Schwingungen  er- 
möglicht und  kommt  man  hierbei  auf  zwei  Hauptgruppen  der  schwingenden  und 
tönenden  Körper,  nämlich 

A.  Linienförmige  Körper, 

B.  Flächenförmige  Körper, 

eine  Unterscheidung,  welche  schon  Chladni  in  seiner  »Akustik«  machte. 

Unter  >linienförmigen«  Körpern  versteht  man  solche,  bei  denen  die 
Längsdimension  gegenüber  den  andern  Dimensionen  wesentlich  vorwaltet  Es 
lassen  sich  hier  auch  wieder  zwei  Unterabtheilungen  unterscheiden,  nämlich 
solche  Körper,  bei  denen  die  Längsdimension  vorherrscht,  ohne  dass  die  andern 
Dimensionen,  die  Querdimensionen,  als  sehr  gering  anzusehen  wären.  Solche 
Körper  sind  aber  die  »stabförmigen«,  die  ihrerseits  wiederum  »geradlinig« 
oder  »krummlinig«  sein  können,  und  wegen  welcher  ^^^^^''ßf  jY^JI^^I^I^!^^^^^!^^ 
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man  zwei  weitere  Untergruppen  unterscheiden  kann.  Herrscht  dagegen  die 
Lftngsdimension  so  vor,  dass  die  Querdimensionen  ihr  gegenüber  fast  verschwinden 
und  sind  diese  Querdimensionen  auch  absolut  genommen  sehr  gering,  so 
kommt  man  zur  zweiten  Unterabtheilung  der  linieniörmigen  Körper:  nämlich  der 
>Saiten<. 

Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  der  Classifikation  der  »flächen- 
förmigenc  Körper.  Bei  ihnen  herrschen  die  Flächendimensionen,  also  Länge 
und  Breite  gegenüber  der  Dicke,  sehr  vor.  Ist  letztere  aber  doch  in  Rechnung 
zu  ziehen  und  nicht  als  verschwindend  anzunehmen,  so  hat  man  es  mit  »Scheiben- 
förmigenc  Körpern  zu  thun,  die  auch  wiederum  als  >ebenec  oder  als  »krumm- 
flächigec  unterschieden  werden  können.  Ist  die  Dicke  dagegen  verschwindend 
klein,  so  gelangt  man  zur  Form  der  »Membranen.«  Hiemach  würden  die  ton- 
gebenden festen  Körper  in  folgender  Uebersicht  zu  classificiren  sein,  und  wollen 
wir  neben  der  allgemeinen  Bezeichnung  auch  die  nöthigen  Beispiele  anführen, 
wie  solche  sich  im  Hinblick  auf  die  praktische  Verwendung  sofort  ergeben: 

A.  Linienförmige  Körper. 

a)  Stäbe. 

1)  geradlinige  (jeder  Metallstab  oder  Glasstab;  ebenso  jede  RöhreX 

2)  krummlinige  (Stimmgabeln,  Ringe), 

b)  Saiten. 

B)  Flächenförmige  Körper. 

a)  Scheiben. 

1)  ebene  Scheiben  Qede  Metall-  oder  Glasscheibe), 

2)  krumm  flächige  Scheiben  (Glocken), 

b)  Membranen  (Paukenfelle). 

Diese  Eintheilung  soll  hier  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Transversal- 
schwingungen gelten,  doch  muss  sofort  bemerkt  werden,  dass  sie  ebenso  für 
Longitudinalschwingungen  der  Körper  besteht,  so  dass  wir  bei  den  letzteren 
Schwingungen  keiner  neuen  Eintheilung  bedürfen.  Femer  muss  bemerkt  werden, 
dass  bei  dieser  Eintheilung  die  Formen  der  Körper  und  ihre  Dimensionen 
maassgebend  waren,  im  Gegensatz  zur  CHLADNi'schen  Eintheilung,  wobei  die 
innere  Structur  entschied,  insotem  ab  die  Hauptabtheilungen  A.  »Körper 
durch  Spannung  e|lastisch€,  B.  Körper  »durch  innere  Rigorosität  elastische 
enthielten.  Der  letztere  Unterschied  wird  bei  uns  jetzt  zu  den  Unterabtheilungen 
führen. 

3)  Wir  beginnen  unsere  weitere  Betrachtung  über  die  Transversalschwingungen 
mit  den  geradlinigen  Stäben.  Es  ist  einleuchtend,  dass  man  hierbei  nur 
solche  Stäbe  berücksichtigt,  deren  Querschnitt  durchweg  derselbe  ist, 
obwohl  es  ja  nicht  ohne  Interesse  sein  kann,  vielleicht  auch  Stäbe  zu  berück- 
sichtigen, die  von  einem  Ende  zum  anderen  hin  verjüngt  zulaufen.  Aber  selbst, 
wenn  wir  die  hervorgehobene  Gleichheit  des  Querschnitts  beibehalten,  würde 
dieser  in  unendlich  mannigfaltigen  Formen  vorkommen  können.  Von  all  diesen 
unendlich  vielen  Querschnittsformen  sind  es  daher  nur  wenige,  welche  man  theo- 
retisch und  experimentell  bis  jetzt  der  nöthigen  Untersuchung  unterwarf.  Man  nimmt 
nämlich  blos  Rücksicht  auf  solche  Stäbe  mit  rektangulärem  und  kreisrundem 
Querschnitt,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  diese  Stäbe  massiv  sind  im  Gegen- 
satze zu  den  Röhren,  denen  man  in  jüngster  Zeit  erst  die  nöthige  Aufmerksam- 
keit geschenkt  hat  und  womit  ein  nicht  unwesentlicher  Fortschritt  in  der  Akustik 
im  Zusammenhang  steht. 

Zunächst  wollen   wir   einmal    einen  Stab  mit  rektangulärem  Querschnitt 
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voraussetzen.  Liegt  dieser  Stab  vor  uns  auf  einem  Tische,  so  hat  er  als  tönender 
Körper  zunächst  keine  Bedeutung,  er  muss  vielmehr  erst  in  ganz  bestimmter 
Weise  frei  gemacht  werden  (Fig.  221)i  um  eben  dauernd  in  Schwingung  gerathen 
und  verbleiben  zu  können.  Ihn  gänzlich  frei  zu  machen,  ist  unmöglich,  denn 
dann  müsste  ja  der  Stab  völlig  frei  in  der  Luft  schweben,  ein  Verhalten,  das  bei 
keinem  einzigen  schwingenden  und  tönenden  Körper  und  überhaupt  nicht  mög- 
lich ist.  Der  Stab  muss  demgemäss  durch  Klemmen  oder  Stützen  an  ein- 
zelnen Stellen  festgemacht  bezw.  unterstützt  werden,  während  er  im  übrigen 
völlig  frei  in  der  Luft  liegt.  Die  einffchste  Art  dieser  Befestigungen  ist  durch 
die  Fig.  221  dargestellt.  Zwischen  den  Backen  K  einer  Klemme  ist  das  eine 
Ende  des  Stabes  5  fest  eingeklemmt,  während  der  ganze  übrige  Stab  frei  in 
die  Luft  ragt.  Wir  können  uns  vorstellen,  wie  auch  das  zweite  Ende  des 
Stabes  durch  eine  zweite  Klemme  fest  gemacht  ist,  so  dass  der  Stab  dann  zwischen 
diesen  beiden  Klemmen  frei  ist.  Ebenso  können  wir  uns  vorstellen,  dass  der 
Stab  überhaupt  nicht  eingeklemmt  ist,  sondern  nur  auf  zwei  Stützen  ruht,  welche 
Stützen  an  zwei  Stellen  zu  denken  sind,  die  zwischen  den  sonst  ganz  freien 
Enden  des  Stabes  liegen.  Daher  sind 

es  drei  Hauptfillle,  welche  man  be- ^    ^  O  a^J 

züglich  der  Suspendirung  des  Stabes         ^  ^  S  f 

zu  unterscheiden  pflegt,  nämlich 


erster    Fall:  nur  ein  Ende  fest, 
zweiter    „    zwei  Enden  fest,     ^/ 


dritter     „    beide  Enden  frei.  (Pii.221.) 

4)  Beachten  wir  wiederum  die  Fig.  221  tf,  so  stellt  die  Contour  aß^d  den  recht- 
eckigen Querschnitt  des  Stabes  5  dar,  so,  dass  aßs=7d  seine  Breite  und  a(|d  =  ß7 
seine  Dicke  bedeutet.  Falls  wir  auf  den  freien  Theil  des  Stabes,  insbesondere 
also  auf  das  freie  Ende  desselben,  einen  vertikalen  Druck  nach  unten  ausüben, 
biegt  sich  der  Stab  und  nimmt  eine  durch  Fig.  221  ^  versinnlichte  Gestalt  an. 
Bei  dieser  Gestaltveränderung  wird  einleuchten,  dass  die  Moleküle  der  obersten 
Fläche  des  Stabes  weiter  auseinander  gezogen,  dagegen  die  der  untersten  Fläche 
näher  zusammengedrängt  werden.  Allgemein  aber  wird  das  Auseinanderziehen 
von  oben  nach  unten  gerechnet,  von  Schicht  zu  Schicht  mehr  in  ein  Zusammen- 
drängen der  Moleküle  übergehen,  woraus  nothwendig  folgt,  dass  eine  Zwischen- 
schicht existirt  —  wir  sehen  sie  in  der  Fig.  221  ^  gestrichelt  angedeutet  —  in  welcher 
die  Moleküle  in  ihrer  ursprünglichen  Entfernung  verblieben  sind.  Oberhalb  dieser 
Schicht  existirt  also  Dilatation  unterhalb  Compression.  Beides  wirkt  im  selben 
Sinne  zusammen,  um  die  ursprüngliche  Form  des  Stabes  wiederherzustellen. 
Die  Kräfte  werden  hierbei  die  Moleküle  in  ihre  Ruhelage  mit  Beschleunigung 
zurücktreiben,  aber  dann  auch  nach  entgegengesetzter  Richtung  weiter  über  diese 
Ruhelage  hinausbringen,  so  dass  der  Stab  auch  eine  Biegung  nach  Oben  erleidet 
Man  begreift  demgemäss,  wie  ein  solcher  Stab,  der  aus  seiner  Ruhelage  heraus- 
gebogen wurde  und  dann  sich  selbst  überlassen  wurde,  in  regelmässige 
stehende  Schwingungen  geräth,  die  sich  auf  die  umgebende  Luft  übertragen, 
hier  als  Longitudinalwellen,  als  Verdichtungen  und  Verdünnungen  weiter  ziehen 
um  schliesslich  das  Trommelfell  unseres  Ohrs  wieder  in  eine  stehende  Trans* 
Versalbewegung  zu  versetzen,  welche  dann  die  nähere  Quelle  einer  Tonwahr- 
nehmung wird,  sobald  wir  eben  voraussetzen,  dass  das  Tempo  der  ursprünglichen 
Schwingungen  des  Stabes  schnell  genug  ist. 

Man  pflegt  eine  solche  Schwingung  eines  Stabes  seine  »Grundschwingungc 
zu  nennen,  indem  man  bald  die  Ueberzeugung  gewinnt,  dassu^auch  nc^^d^^op 
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Schwingungen  des  Stabes  möglich  sind.  Fig.  222  versinnlicht  schematisch  die 
zweite  und  dritte  weitere  Schwingungsart,  wobei  man  dann  allgemein  den  Aus- 
druck »Partialschwingungc  oder  »Oberschwingung«  gebraucht,  so  dass  die 
Grundschwingung  auch  als  die  erste  Partial-  oder  Oberschwingung  anzusehen  ist 

5)  Die  Transversalschwingungen  der  Stäbe,  wie  überhaupt  der  festen  Körper, 
verdanken  offenbar  der  Elasticität,  welche  man,  ihrer  Wirkung  entsprechend, 
auch  >B*iegungselasticität«  zu  nennen  pflegt,  ihre  Entstehung.  Denn  Bie- 
gungen kommen  bei  all  diesen  Schwingungen  in  Betracht.  Die  theoretische  Be- 
handlung dieser  hierher  gehörigen  Erscheinungen  liegt  demgemäss  auf  dem  Ge- 
biete der  Elastitätslehre.  Bedeutende  Forscher  waren  es,  welche  das  Problem 
der  Transversalschwingungen  der  Stäbe  einer  theoretischen  Untersuchung  unter- 
warfen, und  müssen  hier  vor  allen  Dan.  Bernoulli,  Euler,  Poisson,  Cauchy 
und  besonders  Seebeck  jun.  genannt  werden.  Die  Resultate,  welche  der  letztere 
Forscher  bei  seiner  berühmten  Untersuchung:  lUeber  die  Schwingungen  gespannter 
und  nicht  gespannter  Stäbec  im  Jahre  1848  in  den  »Berichten  der  Röntg^. 
sächsischen  Gesellsch.  der  Wissensch.«  veröffentlichte,  sind  es  in  der  Regel,  welche 
bei  den  Darstellungen  in  den  Lehrbüchern  über  Physik  und  speziell  über  Akustik 
herangezogen  werden,  und  wollen  auch  wir  jetzt  unsere  nächsten  Betrachtungen 
an  diese  SEEBECK'sche  Arbeit  anschliessen,  wenn  wir  auch  in  der  Darstellung 
selbst  unseren  besonderen  Gang  einschlagen. 

Bei  allen  schwingenden  Körpern,  die  Töne  liefern,  ist  und  bleibt  die  Haupt- 
frage: wie  viel  Schwingungen  diese  Körper  in  der  Zeiteinheit  der 
Sekunde  machen?  also:  wie  gross  deren  Schwingungszahl  1/  ist? 
Denn  hiervon  hängt  ja  die  Tonhöhe  ab,  das  Hauptelement  beim  Schall,  bei  der 
Musik.  Mit  dieser  Frage  direkt  im  Zusammenhang  steht  dann  die  weitere  Frage: 
welches  Gesetz  befolgen  die  Schwingungszahlen  der  Partialtöne, 
d.  h.  derjenigen  Töne,  welche  ein  schwingender  Körper  liefert,  der 
nach  einander  seine  Partialschwingungen  macht?  Eine  dritte  Frage  be- 
zieht sich  auf  die  Form-,  auf  die  Gestaltänderungen,  welche  der 
schwingende  Körper  bei  seinen  Schwingungen  erleidet.  Mit  letzterem 
^  hängt    eine    grosse    Mannigialtigkeit    der 

a)    rz^üferr. — .•rrrg^V:::::;^;^  merkwürdigsten  Erscheinungen  zusammen, 

die  recht  eigentlich  im  Stande  sind,   den 
Laien  wie  den  Fachmann  zu  fesseln  und 

i)    ['::^3pssTrrzTrTTrT^:X^ ^•»JSw^  braucht   hier   nur   auf  die  CHLADNi'schen 

(P1l222)  KJangfiguren    aufmerksam  gemacht   zu 

werden. 

Indem  wir  zunächst  einmal  den  Formveränderungen  eines  schwingenden 
Stabes  unsere  Aufmerksamkeit  schenken,  wird  es  nöthig  sein,  wieder  unsere 
Fig.  222  zu  beachten.  E&  ist  durch  sie  dargestellt,  wie  der  schwingende  Stab  sich 
bis  zu  zweien,  symmetrisch  zu  seiner  Ruhelage  erscheinenden  Grenzlagen  entfernt, 
indem  er  immer  von  einer  Grenzlage  aus  zur  andern  hinschwingt.  Hierbei  leuchtet 
ein,  dass  die  Stelle  n^  des  Stabes  eine  Ruhestelle  sein  muss,  weil  wir  ja  an- 
nehmen, der  Stab  sei  fest  eingeklemmt.  Aber  auch  noch  andere  Stellen  ^ebt 
es,  in  denen  der  Stab  während  der  Schwingungen  die  Ruhelage  nicht  verlässt 
und  pflegt  man  diese  Stellen,  wie  wir  schon  im  Artikel  über  »allgemeine  Wellen- 
lehre« gesehen  haben,  »Knoten«  zu  nennen.  Nach  der  SEEBECK'schen  Theorie 
ergiebt  sich  die  Lage  dieser  Knoten  aus  folgender  Tabelle,  wobei  vorausgesetzt 
wird,  dass  man  die  freie  Länge  des  Stabes  als  1  rechnet  und  dass  man  femer 
die  Knoten  vom  freien  nach  dem  festen  Ende  hin  zahlt 
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Partialton 

Knoten 

Iter 

2ter 

3ter 

i(ter 

1 

1000 

2 

0-226 

1-000 

3 

0132 

0-500 

1000 

I 

4 

0094 

0-356 

0*644 

1-322 

4-982 

9-Ö07 

4i-3 

4i-2 

4» -2 

4i-2 

4i-2 

Nach    dieser  Tabelle   lässt   sich   leicht  die  Lage  eines  Knotens  berechnen. 

Denn    sollte  z.  B.    die  Lage  des  4ten  Knotens  beim  5ten  Partialton   berechnet 

^j^ 3 

werden,   so  wäre  im  Ausdruck  —r-- — «  das  >&  s=  4  und  1  =  5  zu  setzen,    wonach 

4/  — 2  ' 

man  0*722  erhält;  ebenso  würde  für  den  2ten  Knoten  des  5ten  Partialtones  im 

4*982 
. ^  das  I  gleich  5  zu  setzen  sein,  um  0'277  zu  erhalten,  was  auch 


Ausdruck 


nach   der  allgemeineren  Formel 


für   >&  =  2    und  1  =  5   erhalten  wird. 


4.1  —  2 

Um  ein  Urtheil  zu  bekommen  über  die  Längen  der  Strecken,  welche  vom 
ersten  Knoten  bis  zum  freien  Ende  hin  liegen  und  solche,  die  zwischen  je  zwei 
Knoten  zu  liegen  kommen,  muss  man  die  betreffenden  Differenzen  bilden,  was 
zur  TabeUe 


Partialton 

Schwingungsstrecken 

Ite 

2te 

3te 

4te 

1 

1*000 

2 

0*226 

0*774 

3 

0132 

0-368 

0-500 

4 

0094 

0-262 

0-288 

0-356 

führt,  welche  beweist,  dass  zunächst  die  am  freien  Ende  gelegenen 
Schwingungsstrecken  sehr  wesentlich  kleiner  sind  als  die  ferneren 
und  dass  diese  überhaupt  nach  dem  festen  Ende  hin  an  Grösse  zu- 
nehmen. Doch  muss  bemerkt  werden,  dass  diese  Zunahme  immer  geringer  aus- 
fällt, je  höher  die  Ordnungszahlen  /'  und  k  werden,  und  dass  nach  der  Seebeck- 
schen  Theorie  sich  sogar  wiederum  eine  kleine  Abnahme  bemerklich  macht. 

6)  Es  ist  nun  die  Frage  zu  beantworten,  wie  man  diese  Schwingungs- 
knoten ihrer  Lage  nach  experimentell  auffindet?  Man  erkennt  sofort, 
dass,  um  einen  Stab  in  seine  Partialschwingungen  zu  versetzen,  man  nicht  wohl 
durch  ein  einfaches  Herabbiegen  mit  der  Hand  zum  Ziele  gelangt.  Dies  geht 
nur,  falls  die  Grundschwingung  eintreten  soll.  Im  Uebrigen  wendet  man  gemäss 
der  Handhabung  nach  Chladni  häufig  einen  Violinbogen  an,  mit  dem  man 
den  Stab  senkrecht  zu  seiner  Länge  an  einer  Seitenkailte  streicht.  Die  Stelle, 
über  welche  hin  der  Bogen  geführt  werden  muss,  richtet  sich  nach  der  be- 
treffenden Partialschwingung,  welche  herausgebracht  werden  soll.  Denn  es  ist 
einleuchtend,  dass  wenn  z.  B.  die  3.  Partialschwingung  sich  einstellen  soll,  maft 
mit  dem  Bogen  nicht  gerade  an  einen  der  Knoten  n^  oder  n^,  welche  Stellen 
ja  gerade  Knotenstellen  werden  sollen,  kommen  darf.  Es  wird  also  in  diesem 
Falle  die  Anstreichstelle  etwas  rechts  oder  links  von  einer  solchen  Knotenstelle 
zu  wählen  sein.    Hierbei  wird  man  aber  sehr  durch  die  Anwendung  eines  Mittels 
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Sand  besteht.  Sobald  dieser  auf  die  Oberfläche  des  Stabes  gestreut  wird,  ge- 
räth  er  beim  Anstreichen  des  letzteren  in  hüpfende  Bewegung,  um  auf  den 
Knotenstellen  zur  Ruhe  zu  kommen.  Dieser  hier  liegen  bleibende  Sand  kündet 
somit  die  Knoten  an  und  wird  man  durch  jenen  bald  belehrt,  ob  die  Anstreich- 
stelle die  richtige  war,  oder  ob  sie  besser  gewählt  werden  muss.  Auch  hilft 
man  sich  hierbei  noch  dadurch,  dass  man  mit  einem  Finger  den  Stab  an  einer 
vermeintlichen  Knotenstelle  unterstützt,  wodurch  es  dem  Stabe  noch  leichter  ge- 
macht wird,  gerade  in  eine  gewünschte  Partialschwingung  zu  gerathen. 

Ein  zweites  Hauptmittel,  um  solche  Stäbe  und  viele  andere  tongebenden 
Körper  zum  Schwingen  zu  bringen,  besteht  in  einem  ebenfalls  durch  Chladni 
eingeführten  dünnen  Glasstäbchen,  das  man  an  passender  Stelle  senkrecht  auf 
die  Oberfläche  des  Stabes  kittet  und  dieses  dann  mit  nassen  Fingern  reibt  Das 
Stäbchen  gelangt  hierbei  in  Erschütterungen,  die  sich  auf  den  Stab  übertragen 
und  ihn  bald  in  regelmässige  Schwingungen  versetzen.  Man  nennt  ein  solches 
Stäbchen  ein  »Streichstäbchen c. 

Ein  drittes  elegantes  Mittel,  um  Stäbe  in  Transversalschwingungen  zu  ver- 
setzen,  hat  man  in  dem  elektrischen  Strom  und  einem  durch  ihn  erzeugten 

Elektromagneten.  Diese  Methode 
soll  hier  in  einer  der  vielfach  mög- 
lichen Formen  durch  die  Fig.  223  er- 
läutert werden.  S  stellt  den  in  der 
Klemme  IC  festgeklemmten  Stab  vor, 
der  eben  in  die  gewünschte  Schwingung 
versetzt  werden  soll.  S*  ist  ein  zweiter 
Stab  oder  eine  Lamelle,  die  in  K' 
^^  festgeklemmt  wird,  jedoch  so,  dass 
nach  Belieben  ein  längeres  oder  kür- 
(Ph.223.)  '  zeres   Stück   von  S*   als   schwingend 

verwendet  werden  kann,  was  sich  ja 
leicht  durch  eine  Verschiebung  in  der  Klemme  AT'  machen  lässt.    Bei  9  trägt  S' 
ein   nach  unten  ragendes  Platindrähtchen ,    welches  dazu  bestimmt  ist,    in  ein 
Quecksilbemäpfchen  ^  einzutauchen.     £  bedeutet  einen  mit  Draht  umwickelten, 
weichen   Eisenkern.     Der    in    der    Richtung    des    Pfeils  e    von  einer   Batterie 
kommende  Strom    tritt  zunächst   ins  Quecksilber  in  ^  ein,    läuft,  sobald  S*   ein 
wenig  heruntergebogen  wird,  durch  die  Contaktspitze  9  auf  5'  selbst,  von  hier 
dann  in  der  Richtung  der  Pfeile  weiter  um  den  Eisenkern  herum,  um  schliess- 
lich   in    der  Richtung  e'  zur  Batterie    zurückzukehren.     Man  weiss  zur  Genüge, 
wie    eine   solche  Lamelle  S'    mittelst    der  Spitze    9   geeignet   ist,    einen    Stroo)' 
schliesser  und  Stromunterbrecher  zu  bilden,  wie  hierdurch  der  Strom  so  oft  her- 
gestellt und  unterbrochen  wird,   als  S'  eben  Schwingungen  in  der  Sekunde  voll- 
führt.    Da  hierbei  in  derselben  Periode  auch  der  Eisenkern  £  magnetisch  und 
unmagnetisch  wird,  so  wird    durch  den  letzteren  auch  der  Stab  S  in  derselben 
Periode   angezogen  und  frei  gelassen,   d.  h.  es  kann  auch  S  in  dieselbe  Anzahl 
Schwingungen  wie  S'  gerathen.    Die  Bedingungen  für  das  bestmöglichste  Gelingen 
dieses  Versuches  werden  bei  einer  andern  Gelegenheit  zur  Sprache  kommen.    Für 
jetzt  wollen  wir  nur  folgendes  beachten.     Gesetzt:    die  3  te  Partialschwingung  von 
»9  liefere  120  Schwingungen      Um  diese  durch  die  Schwingungen  von  5'  mittelst 
des  Elektromagneten  £  hervorzurufen  und  möglichst  stark  z\x  erhaUen,  musa  xoi^ 
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es  dahin  zu  bringen  suchen,  dass  5'  ebenfalls  120  Schwingungen  vollführt.  Durch 
Sandaufstreuen  auf  S,  durch  Reguliren  der  Länge  von  S'  vielleicht  auch  durch 
Anwendung  eines  auf  S'  zu  verschiebenden  Laufgewichtes  p  wird  man  bald  zum 
gewünschten  Ziele  gelangen. 

7)  Unsere  weitere  Betrachtung  gelte  der  Anzahl  der  Schwingungen  bei 
Stäben,  die  an  einem  Ende  fest,  am  anderen  frei  sind.  Was  diese  Schwingungs- 
zahl N  anlangt,  so  leuchtet  ein,  wie  bei  ihr,  falls  sie  auf  theoretischem  Wege 
bestimmt  werden  soll,  ein  Ausdruck  für  die  Kraft  gewonnen  werden  muss,  welche 
als  beschleunigende  Kraft  die  Schwingungen  unterhält  Hierbei  werden  vor  allem 
drei  Dinge  mitzureden  haben,  nämlich  erstens  die  Dimensionen  des  Stabes, 
zweitens  das  Material  desselben  und  drittens  die  Ordnungszahl  des  be- 
treffenden Obertons,  da  ja  letztere  Grösse  die  Länge  der  Schwingungs- 
strecken bestimmt,  von  denen  wiederum  die  Wirkung  der  elastischen  Kräfte  ab- 
hängig sind.  Eine  weitere  Grösse  ist  der  »Elasticitätsmodulus«,  der  ja 
überall  bei  den  Erscheinungen  der  Elasticität  in  Betracht  kommt.  Da  diese 
Grösse  in  Kilogrammen  ausgedrückt  wird  und  der  Zug,  den  die  Masse  eines 
Kilogramms  ausübt,  also  überhaupt  auch  der  Elasticitätsmodulus  von  der 
herrschenden  Schwerkraft  abhängig  ist,  so  leuchtet  ein,  wie'  auch  die  Zahl  g, 
oder  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  von  Einfluss  sein  muss.  Die  Dimen- 
sionen des  Stabes  betreffend  überzeugt  man  sich  bald,  dass  eine  Dimension,  nämlich 
die  Breite  des  Stabes,  ohne  Einfluss  ist.  Denn  denken  wir  uns  einen  Stab,  wie 
er  zunächst  vorliegt,  doppelt  so  breit,  so  müssen  wir,  um  den  Stab  in  derselben 
Weise  wie  den  einfachen  zu  biegen,  unzweifelhaft  die  doppelte  Kraft  anwenden. 
Lassen  wir  aber  den  gebogenen  Stab  jetzt  los,  so  wird  er  im  selben  Tempo 
hin  und  herschwingen  wie  der  einfache.  Denn  es  bewegt  ihn  zwar  eine  doppelt 
so  grosse  Kraft,  die  bei  der  Biegung  ihm  ertheilt  werden  musste,  aber  die  Masse, 
die  jetzt  in  Bewegung  zu  setzen  ist,  ist  auch  doppelt  so  gross  geworden,  so, 
dass  das  Schwingungstempo  dasselbe  bleibt.  Es  werden  daher  nur  die  Länge 
und  Dicke  des  Stabes  bei  der  Zahl  N  eine  Rolle  spielen.  Alle  diese  Grössen: 
Länge,  Dicke  des  Stabes,  femer  specifisches  Gewicht  desselben,  sein 
Elasticitätsmodulus,  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  sind  bei 
einem  bestimmt  ins  Auge  gefassten  Stabe  Constanten,  daher  wird  in  einem 
Ausdruck  flir  die  Schwingungszahl  N  das  Zusammenwirken  dieser  Constanten  sich 
nothwendig  auch  wieder  in  einer  Constanten  zu  erkennen  geben.  Bezeichnen  wir 
diese  mit  X,  so  wiess  Seebeck  nach,  dass 

sein  müsse,  wenn  unter  e  auch  ein  Zahlenwerth  verstanden  wird,  der  von  der 
Ordnungszahl  1  der  betreffenden  Partialschwingung,  welche  letztere  man  eben  ins 
Auge  fasst,  abhängt.    Die  Constante  K  dagegen  wird  im  Ausdrucke  für  JV  als 


jr !E_.iL-|/S 


erhalten.  In  ihm  bedeutet  iz  die  bekannte  Zahl_d*1415  .  .  .  welcher  Werth  mit 
dem  im  Nenner  vorkommenden  Produkt  4"/ 3  zusammengefasst  eine  Zahlen- 
constante  0*4535  liefert  Wollen  wir  für  g  einen  mittleren  Werth  in  Millimetern 
gleich  9810  mm  einführen,  so  kann  auch  y981Ö  noch  mit  dem  schon  erhaltenen 
Zahlenwerth  zusammengefasst  werden,  um  die  Zahl  44*91  zu  erhalten.  Noch  muss 
dann  erwähnt  werden,  dass  £  in  Kilogrammen  und  s  in  gewohnter  Weise  zu 
denken  ist,  d.  h.  bei  Stahl  JS  =  20000  und  ^  »  7*8.  Die  Dimensionen  ä  und  Z 
müssen  beide  in  Metern  ausgedrückt  angenommen  werden.  .     ,  ^,  \n]o 
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Was  nun  die  Grösse  e  anlangt,  so  hängt  ihr  Werth  von  der  Ordnungszahl  / 
der  Fartialschwingung  ab.  Nach  Seebeck  kommt  hierbei  folgender  Zusammen- 
hang in  Betracht. 


Man 
Werth  der  Grösse 


Der 


erkennt  hieraus  zunächst  folgende  bemerkenswerthe  Thatsache. 

9i— 1  . 
-^ —  ist,  vom  3.  Partialton  an  gerechnet,  identisch  mit  e,  so 


dass  von  diesem  Tone  an  die  Schwingungszahlen  wachsen  wie  die  Quadratzahlen 

2/—  1     ^    ^      . 
von  — - — ,  d.  h.  wie 

^  5»  :  7«  :  9«  .  .  . 

Setzen  wir  voraus  ein  freischwingendes  Stück  eines  Stahlstabes  von  1  m  bei 
einer  Dicke  von  O.Ol  m,  so  werden  die  Schwingungszahlen  nach  der  Formel 


iV^=  44-91 


20000 
7-8 


=  22-75 


zu  berechnen  sein,  wobei  man  folgende  Werthe  erhält: 


«;. 

i 

^ 

1 

8-08 

2 

50-70 

3 

14216 

4 

278-63 

5 

460-60. 

(P1L2M.) 


8)  Hiemach  können  wir  dem  unter  3  bezeichneten  dritten  Falle,  wobei  ein 
Stab  an  beiden  Enden  frei  ist,  noch  einige  Aufmerksamkeit  schenken,  insbe- 
sondere weil  auch  dieser  Fall  in  der  Praxis  von  Bedeutung  ist,  indem  Stäbe  mit 
beiderseits  freien  Enden  bei  der  Construction  von  musikalischen  Instrumenten 
Verwendung  gefunden  haben.  Die  Art  der  Festmachung  oder  Festlegung  solcher 
Stäbe  kann  durch  eigentliche  Klemmen  nicht  wohl  erreicht  werden,  vielmehr  legt 
man  die  Stäbe  auf  passende  Unterlagen,  die  in  entsprechend  zugeschnittenen 
Korkstücken,  Gummischlauchstücken,  Filzstücken  oder  ausgespannten  Fäden  be- 
stehen können.  Die  ganze  Anordnung  nimmt  sich  dann  so  aus,  wie  in  Fig.  224. 
Auf  einem  Tische  T  werden  zwei,  oben  in  einer  Kante  endigende  Korke  p  ge- 
setzt auf  welche  dann  in  möglichst  horizontaler  Lage  der  Stab  aufgelegt  wird.  Am 
rechten  Ende  ist  senkrecht  zum  Stabe  das  Streichstäbchen  s  aufgekittet,  das  nament- 
lich auch  bei  Stäben  mit  zwei  freien  Enden  zum  Zwecke  der  Tonerregung  seine 
Verwendung  finden  kann.  Soll  eine  bestimmte  Fartialschwingung  möglich  werden, 
so  leuchtet  ein,  dass  demgemäss  die  Füsschen  /  richtig  gesetzt  sein  müssen.  Um 
dies  fertig  zu  bringen,  streut  man  wiederum  völlig  trocknen  Sand  auf  die  völlig 
trockene  Oberfläche  des  Stabes  und  streicht  mit  nassen  Fingern  das  Stäbchen  s  an. 
Sitzen  die  Füsse  richtig,  so  wird  ohne  Schwierigkeit  der  betreffende  Ton  sich 
hören  lassen  und  wird  der  Sand  an  den  betreffenden  Knotenlinien  sich  legen; 
wo  nicht,  so  vnrd  man  an  der  Lage  der  Füsse  zu  ändern  haben,  bis  man  eben 
sofort  den  betreffenden  Ton  und  den  Knoten  erhält. 
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nommen,  dass  man  den  zweiten  Partialton  haben  wolle,  dementsprechend  treten 
drei  Knoten  auf,  nämlich  zwei  als  gleichartig  anzusehende  Knoten  ^,  in  der 
Entfernung  Ol  32  vom  freien  Ende  und  ein  dritter,  in  seiner  Art  nur  einmal  vor- 
handener Knoten  k^  in  der  Mitte  des  Stabes.  Man  wird  unschwer  erkennen, 
dass  bei  solchen  Stäben  für  jede  Partialschwingung  die  Knotenfigur 
stets  eine  zur  Mittellinie  des  Stabes  systematische  sein  muss.  Der 
Grundton  zeigt  zwei  Knoten,  der  nächste  Oberton  drei  u.  s.  w.;  die 
ungeradzahligen  Partialtöne  haben  eine  gerade  Anzahl  Knoten,  ohne 
dass  ein  solcher  in  der  Mitte  des  Stabes  auftritt,  die  geradzahligen 
dagegen  eine  ungerade  Zahl  von  Knoten  und  zwar  mit  einem  in  der  Mitte. 
DieTabelle  für  dieLage  derKnoten  ist  nach  derSEEBECK'schenTheorie  folgende: 


Partialton 

Knoten 

1 

2 

3 

k 

1 

0-224 

2 

0-132 

0-500» 

3 

0-094 

0-366 

4 
1 

0-073 

0-277 

5-000» 

: 

i 

1-322 

4/  +  2 

4-982 
4/  +  2 

9-600 
4/  +  2 

: 

4>6-3 

4/+2 

Die  Tabelle   für  die  Längen  der  Schwingungsstrecken  berechnet  sich 
hiernach  wie  folgt: 


Partialton 

Schwingungsstrecke 

1 

2 

3 

4 

1 
2 
3 

4 

0-224 
0132 
0094 
0073 

0-552» 
0-368 
0-262 
0-204 

0-288» 
0-223 

Bezüglich  dieser  beiden  Tabellen  muss  noch  erwährt  werden,  dass  die  Zahlen, 
die  mit  einem  Sternchen  versehen  sind,  Knoten  und  Schwingungsstrecken  be- 
deuten, welche  als  solche  nur  einmal  auf  der  Länge  des  Stabes  vorhanden  sind, 
während  alle  anderen  Zahlen  je  zwei  Knoten  bezw.  Schwingungsstrecken  der- 
selben Art  anzeigen. 

In  ganz  derselben  Form  wie  oben  liefert  die  SEEBECK'sche  Theorie  den  Aus- 
druck für  die  Schwingungszahl  N,  nur  besteht  ein  Unterschied  in  den  Wertben  i. 
Wir  geben  sie  in  folgender  Tabelle,  deren  Verständniss  nach  den  oben  gemachten 
Bemerkungen  sofort  möglich  ist. 


Partialton 

( 

2f+l 
2 

I 
2 
3 

1 

1-5056 
2-4998 
3-5000 

2f+l 
2 

1-5000 
2-5000 
3-5000 
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7«:  V:  11»  .  .  . 
Für  einen  1  m  langen  und  0*01  m  dicken  Stab  berechneten  sich  die  Schwingungs- 
zahlen wie  folgt: 


i 

N 

1 

51-60 

2 

1421 

3 

278-7 

4 

460-6 

5 

688-1 

9)  Indem  wir  uns  auf  die  beiden  im  Vorausgehenden  betrachteten  Fälle 
beschränken,  können  wir  nunmehr  eine  Reihe  von  Gesetzen  aussprechen,  deren 
Begründung  in  den  mitgeiheilten  Formeln  gelegen  ist, 

1)  *Bei  schwingenden  und  tonenden  Stäben  hat  dieBreite  der- 
selben keinen  Einfluss. 

2)  >Die  Schwingungssahlen  der  aufeinander  folgenden  Partial- 
töne  befolgen  nicht  das  Gesetz  der  natürlichen  Zahlen  1  :  2  :  3 
sondern  stehen  in  complicirteren  Verhältnissen. 

3)  »Sieht  man  bei  der  h  und  2*  PaTtialschwingiing  von  einer 
eigentlich  bestehenden  Abweichung  ab,  so  verhalten  sich  die 
Schwingungzahlen  wie  die  Quadrate  von  (2  i — 1)  beim  ersten 
und  wie  die  Quadrate  von  (2  i+  I)  beim  dritten  Falt^  im  ersten 
Falle  also  wie 

1=^:  3*  :  5'  :7*  .  ,  . 
im  dritten  wie 

3*:5»;7'  ;  9»  .  .  . 

4)  Die  Schwingungszahlen  der  entsprechenden  Fartialtönc 
zweier  Stäbe  von  ungleicher  Dicke  bei  gleicher  Länge  ver- 
halten sich  direkt  wie  die  Dicken. 

5)  »Die  Schwingungszahlen  der  entsprechenden  Partialt<>ne 
zweier  Stäbe  von  ungleicher  Länge,  bet  gleicher  Dicke,  ver- 
halten sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Längen. 

6)  Die  Intervalle  zweier  aufeinander  folgender  Partialtöne 
werden  um  so  kleiner,  je  höher  die  Ordnungszahlen  dieser 
Töne  sind. 

10)  Ausser   den   Stäben   mit   rechteckigem  Querschnitt  kommen  häufig  auch 
solche  mit   kreisförmigen  in  Betracht.     Sie  unterscheiden  sich  von  den  ersteren 

nur  dadurch,  dass  anstatt  der  Dicke  d  jetzt  — - —  in  die  oben  mitgeth eilte  Formel 
fllr  die  Seh wingungs zahlen  einzusetzen  ist,  falls  d  den  Durchmesser  des  kreis- 
förmigen Querschnitts  bedeutet.  Bei  einem  Stabe,  dessen  Durchmesser  der  Dicke 
eines    rectangulären   gleich  ist,    verhalten    sich    also   die  Schwingungszahlen  des 


■  >^3  , 

ne  -  - :  1 


ersteren  zu  denen  des  letzteren  wie  --:  1  d,h.  wie  0'866:1, 

Von  besonderem  Interesse  sind  noch  die  Schwingungen  von  Röhren  und 
hat  sich  hiermit  in  rein  experimenteller  Weise  Heuser  ^)  und  in  theoretischer 
Weise  Elsässer^  beschäftigt.     Der  Letztere  hat  in  seiner  Arbeit  Formeln  fiir  die 


^)  Heuser,  Chr.  Th.,  »Ueber  die  Querschwingüngen  von  Röhi-ent.     Marburg  1884* 
•)  £L9Ä55EKp  W.p   *Ueber  die  TrÄnaversaUchwingiiTigen  von  Röhren«»     Marburg  1886. 
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Schwingungszahlen  erhalten,  welche  hier  mitgeteilt  werden  sollen.  Die  Röhren 
mit  rectangulärem  Querschnitt  betreffend,  wird  vorausgesetzt,  der  Querschnitt 
entspräche  der  durch  Fig.  225a  dargestellten  Form,  so  dass 
die  Mittelpunkte  des  äusseren  und  inneren  Rechtecks  zu- 
sammenfallen. Bezeichnen  wir  dann  die  Seite  a^  =  <:^  mit 
d^,  aß  =  7$  mit  ä^,  die  Seite  ad=>dc  mit  ^j,  die  Seite  dj 
ad  s=i  ßY  mit  ^^,  so  ist  itlr  diesen  Fall: 


N^ 


ryy  s    y  d,b^ 


d^h^ 


t 

PC  <r 


d,d. 


welcher  Ausdruck,  wie  man  sofort  sieht,  für  b^^=  d^  gleich 
Null,  d.  h.  itlr  einen  massiven  Stab,  in  unsere  obige 
Formel  auf  pag.  713  übergeht.  Bei  den  Röhren  ist  also 
die  Thonhöhe  nicht  unabhängig  von  der  Breite. 
Im  Uebrigen  muss  das  besondere  Gesetz  hervorgehoben  *7 
werden,  dass  die  Werthe  von  e  bei  den  Röhren  für 
alle  Fälle  ihrer  Suspendirung  genau  dieselben 
sind  wie  für  die  massiven  Stäbe,  dass  fernerauch 
die  Lage  der  Schwingungsknoten  genau  dieselbe 
massiven  Stäben. 

Für  einen  durch  die  Fig.  22b  b  versinnlichten  Querschnitt,  also  die  gewöhnlich 
vorkommenden  Röhren,  wird 


(Ph.32S.) 

ist  wie   bei   den 


y^^qr^ 


falls  d^  und  d^  die  Durchmesser  des  äusseren  und  inneren  Querschnitts  bedeuten, 
welche  Formel  ebenfalls  in  die  fUr  einen  massiven  Stab  vom  Durchmesser  d^ 
übergeht,  falls  d^  gleich  Null  gesetzt  wird.  Auch  für  solche  Röhren  gelten  die 
unmittelbar  vorher  hervorgehobenen  Gesetzmässigkeiten  bezüglich  der  Werthe 
von  e  und  der  Lage  der  Knoten. 

Der  Grund,  weshalb  die  Röhren  ein  erhöhtes  Interesse  in  Anspruch  nehmen, 
liegt  darin,  dass  man  bei  ihnen  auch  eine  ganze  Reihe  interessanter  Erscheinungen 
verfolgen  kann,  die  eintreten,  sobald  namentlich  pulverförmige  oder  tropfbar 
flüssige  Körper  im  Innern  der  Röhre  verwendet  werden,  wobei  aber  fast  nur 
kreisförmige  Glasröhren  in  Betracht  kommen,  weil  man  ja  nur  hier  bequem  ins 
Innere  hineinsehen  kann  und  Röhren  mit  rektangulärem  Querschnitt  nur  mühsam 
aus  Glasstreifen  construirt  werden  müssen. 

11)  Unsere  unter  2.  gegebene  Eintheilung  der  schwingenden  Körper  verweist 
uns  jetzt  auf  die  Untergruppe  derjenigen  linienförmigen  Körper,  die  als  krumm- 
linige zu  betrachten  sind.  Unendlich  mannigfaltig  können  auch  hier  die  Formen 
sein,  da  jeder  irgendwie  gebogene  Stab  in  Transversalschwingungen  versetzt 
werden  kann.  Man  erkennt  bei  dieser  unendlichen  Mannigfaltigkeit,  dass  es  sich 
wiederum  um  zwei  weitere  Untergruppen  handeln  kann,  indem  nämlich  ein  Stab 
sowohl  e i n f a c h e  (ebene)  wie  doppelte  (räumliche)  Krümmungen  erfahren  kann. 
Mit  den  Schwingungen  der  Stäbe  mit  doppelter  Krümmung,  also  z.  B.  mit  den 
schraubenförmig  gebogenen  Stäben  oder  dickeren  Drähten,  sofern  hierbei  Töne 
entstehen,  hat  man  sich  überhaupt  noch  nicht  beschäftigt  und  bleiben  für  uns 
jetzt  nur  die  einfach  gebogenen  zu  betrachten  übrig,  d.  h.  Stäbe,  deren  Mittel- 
linie bei  der  Biegung  in  einer  und  derselben  Ebene  verbleibt.  Auch 
hierbei  kann  wiederum  eine  unendlich  mannigfaltige  Formen  Verschiedenheit  ein- 
treten,  aus  welcher  aber  nur  wenige  Formen  der  praktischen  Verwendung^  be^v^r^ 
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der  theoredschen  und  experimentellen  Untersuchung  bis  jetzt  anheimüden. 
Diese  Formen  sind  die  »Stimmgabelformc,  »Triangelformc,  »Ringformc 
und  »Spiral forme  und  sind  diese.  Formen  in  Fig.  226  schematisch  dargestellt 
Die  Form  a,  die  Stimmgabelform,  ist  allgemein  bekannt,  insofern  als  in 
ihr  die  »Stimmgabeln«  erscheinen,  die  dann  nur  noch  unterhalb  der  Biegung 

einen  Stiel  erhalten,  um  sie  bequem  handhaben 
zu  können,  bezw.  um  eine  ins  Schwingen  ge- 
brachte Gabel  mit  dem  Stiele  auf  eine  Tisch- 
^y  platte  etc.  aufzustemmen  und  so  den  Ton  der 
Gabel  durch  Resonanz  weiterhin  hörbar  zu 
machen.  Eine  solche  Gabel  kann,  falls  ihre 
Zinken  lang  genug  sind,  einige  Partialschwin- 
gungen  liefern.  Bei  den  Stimmgabeln,  wie  sie 
in  der  musikalischen  Praxis  verwendet  werden, 
ist  es  aber  nur  die  Grundschwingung,  welche 
zur  Geltung  kommt.  Bei  ihr  schwingt  die 
Gabel  so,  dass  sie  unten  in  der  Biegung  nahe 
ijiyan  einander  symmetrisch  gegen  ihre  Mittelaxe 
zwei  Knoten  bekommt,  denen  gemäss  dann 
die  Biegungsstelle  selbst  incl.  dem  Stiele  als 
(^-^^)  eine    Schwingungsstrecke    zu    betrachten    ist 

Ferner  muss  darauf  hingewiesen  werden,  dass  bei  diesen  Schwingungen  voraus- 
gesetzt wird,  sie  fänden  in  der  »Zinkenebenec  statt  Die  Gabel  kann 
nämlich  auch  noch  senkrecht  zur  Zinkenebene  in  Transversalschwingungen 
versetzt  werden,  von  denen  wir  hier  jedoch  absehen  wollen.  Indem  wir  uns 
femer  nur  auf  die  Grundschwingung  der  Gabeln  beschränken,  müssen  wir  uns 
bezüglich  des  Einflusses  der  Länge  der  Zinken,  femer  bezüglich  des  Einflusses 
der  Breite  und  Dicke  derselben  an  die  Untersuchungen  Mercadier's  halten^). 
Hierbei  zeigt  sich,  dass  die  Breite  der  Zinken  kaum  von  Einfluss  auf  die 
Tonhöhe  ist  Bezeichnet  man  femer  die  Länge  der  Zinken  mit  Z,  ihre  Dicke 
mit  D,  so  ist  die  Anzahl  der  Schwingungen  des  Grundtons  gleich 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  wenn  die  Grössen  D  und  Z  in  Millimetern  gemessen 
sind,  zu  Z  noch  eine  Constante  ^  =  38  mm  hinzugefiigt  werden  muss  und  ausser- 
dem Ä' eine  Constante  gleich  818270  bedeutet.  Demgemäss  würde  eine  Gabel 
von  100  mm  Länge  und  einer  Dicke  von  5  mm  einen  Gmndton  JV^=  379'7  geben. 
Die  Form  Fig.  226  ^  beansprucht  keine  besondere  Erörterung,  denn  der 
Triangel  ist  ein  in  der  Musik  ganz  untergeordnetes  Instrument,  von  dem  kaum 
eine  bestimmte  Tonhöhe,  sondern  nur  ein  bestimmter  Rythmus  verlangt  wird.  Mehr 
Interesse,  jedoch  auch  nur  theoretisches,  beanspruchen  die  Ringe  Fig.  226 ^1 
wobei  wir  annehmen,  dass  diese  völlig  in  sich  geschlossene  sind.  Offenbar 
kommen  auch  hierbei,  iebenso  wie  bei  den  Stimmgabeln,  zwei  verschiedene 
Trans  Versalschwingungen  in  Betracht:  einmal  solche,  die  senkrecht  zu  der  Ring- 
ebene erfolgen  und  dann  solche,  die  in  der  Ringebene  stattfinden.  Um  die 
Transversalschwingungen  in  ersterem  Sinne  herauszubringen,  muss  der  Ring  auf 
Füsschen,  ganz  wie  die  Stäbe,  aufgelegt  und  mittelst  eines  passend  aufgekitteten 


V  Comptes    rendus:    1874,    Bd.  79,    pag.   looi— 1005,    1069— 1071    und   1876,  Bd.  85' 
pag.  800-802,  822-824.  Digitized  by  ^^(^  ^^^^ 
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Streichstäbchens  zum  Tönen  gebracht  werden.  Nun  kommt  hierbei  ein  Gesetz 
in  Betracht,  das  bei  allen  geschlossenen  Formen  denselben  Wortlaut 
besitzt  und  hier  hervorgehoben  werden  muss.  Wir  erkennen  nämlich  leicht, 
und  dies  ist  auch  im  Artikel  über  >Allgemeine  Wellenlehrec  klargestellt  worden, 
dass  bei  den  stehenden  Schwingungen  beiderseits  eines  Knotens 
die  Theile  eines  schwingenden  Körpers  sich  in  entgegengesetztem 
Schwingungszustand,  und  zwar  in  jedem  Momente  befinden.  Schwingt 
dessbalb  bei  einer  geschlossenen  Form  auf  der  einen  Seite  des  Knotens  eine 
Strecke  nach  oben,  so  schwingt  sie  im  selben  Moment  auf  der  andern  Seite 
vom  Knoten  nach  unten  und  umgekehrt.  Daraus  folgt  aber  mit  Nothwendigkeit, 
dass  bei  geschlossenen  Formen  nur  eine  gerade  Zahl  von  Schwingungs- 
knoten denkbar  ist.  Denn  bezeichnen  wir  die  nach  oben  schwingenden 
Scbwingungsstrecken  mit  a^  die  nach  unten  schwingenden  mit  ^,  so  ist  die 
Reihenfolge  der  Schwingungsstrecken  in  Verbindung  mit  den  Knoten  z.  B.  folgende : 

^1  ^1  ^a  ^9  ^8  ^8  ^4  ^i> 
wobei  die  Strecke  h^  wiederum  an  n^  anschliessen  muss.  Wollte  man  bei  a^ 
aufhören,  so  mtlsste  sich  diese  Strecke  a^  an  n^  anschliessen  und  hätte  man 
dann  beiderseits  von  Knoten  n^  zwei  Strecken  a,  was  unmöglich  ist.  Hiermit 
sind  aber  auch  dann  drei  Schwingungsknoten  n^yn^.n^  unmöglich.  Es  fragt 
sich  weiter:  welches  denn  die  geringste  Zahl  der  nur  in  gerader  An- 
zahl vorkommenden  Knoten  ist  Man  sollte  erwarten,  dass  dies  »zweie 
wären,  so  dass  bei  einer  geschlossenen  Figur  das  Schema  n^  a^  n^  b^  passe. 
Diese  Schwingungen  sind  jedoch  nicht  möglich  und  verhält  es  sich  hierbei  ähn- 
lich, wie  bei  einem  an  beiden  Enden  freien  Stabe,  wo  ja  auch  eine  freie 
Schwingung  mit  nur  einem  Knoten  in  der  Mitte  des  Stabes  nicht  vorkommt. 
Bei  geschlossener  Figur  ist  daher  die  geringste  Zahl  von  Knoten  vier  und  theilt 
sich  demgemäss  ein  Ring,  wenn  er  seine  Grundschwingung  vollführt,  in  vier 
völlig  gleiche  Schwingungsstrecken.  Beim  nächsten  Partialton  erscheinen 
sechs,  beim  nächsten  acht  Schwingungsknoten.  Die  betreffenden  Töne  ver- 
halten sich  aber  nach  Chladni  wie 

3«:  5«: 7» 

Die  Spiralform  Fig.  226 i/  findet  häufige  Verwendung  in  der  Praxis,  insofern 
als  ja  die  meisten  Wanduhren  mit  Schlagwerk  eine  Spirale  besitzen,  welche  in 
einem  ihrer  Transversaltöne  die  betreffenden  Zeiten  anzeigt.  Meines  Wissens 
hat  man  diesen  Tönen  noch  keine  Aufmerksamkeit,  weder  in  theoretischer  noch 
experimenteller  Hinsicht,  geschenkt,  so  dass  sich  für  jetzt  keine  Gesetze  über 
diese  Töne  mittheilen  lassen. 

12)  Hiermit  wenden  wir  uns  zur  zweiten  Abtheilung  der  linienförmigen 
Körper:  zu  den  Saiten.  Diese  sind  es  recht  eigentlich,  welche  das  Haupt- 
interesse in  Anspruch  nehmen,  insbesondere  desshalb,  weil  die  Saiten,  als  die 
vollendetsten  in  der  Musik  zur  Verwendung  kommenden  tongebenden  Körper 
anzusehen  sind.  Denn  wir  brauchen  uns  nur  den  ganzen  Chorus  der  Saiten- 
instrumente zu  vergegenwärtigen,  um  sofort  die  Bedeutung  der  Saiten  als  tönende 
Körper  im  vollen  Umfange  zu  erkennen. 

Es  fragt  sich  nun  vor  Allem,  wo  liegt  die  Grenze  zwischen  dem,  was 
man  eine  Saite  und  dem,  was  man  einen  Stab  zu  nennen  pflegt? 
Diese  Grenze  existirt  in  Wirklichkeit  nicht,  denn  ein  jeder  Stab  kann  allmälig 
dünner  und  dünner  gedacht  werden,  so  dass  er  schliesslich,  wegen  seiner  geringen 
Querdimensionen,  eine  Saite  genannt  wird,  aber  wo  die  Berechtigung  hierzu  an- 
fängt,   kann  Niemand   sagen.    Das    was  wir   zunächst   bei  dgn.^.thjeyo^^^^^o  j^g 
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Untersuchungen  eine  »Saite«  nennen,  ist  aber  etwas  ganz  Bestimmtes  nnd  erst 
nachdem  die  Definition  von  dieser  »theoretischen  Saite«  gegeben  ist,  wird  man 
besser  erkennen,  dass  in  der  Praxis  zwischen  Stäben  und  Saiten  keine  eigentliche 
Grenze  existirt  Die  theoretische  oder  wenn  man  will,  die  ideale  Saite  ist 
nämlich  eine  zusammenhängende  Molekülreihe,  deren  Moleküle  durch  Kräfte 
zusammengehalten  werden,  aber  so,  dass,  wenn  diese  Molekülreihe  durch  eine 
äussere  Kraft  eine  Biegung  erleidet,  keine  elastische  Kraft  einsetzt,  um 
die  Biegung  wieder  auszugleichen,  und  so  die  ursprüngliche  Gestalt 
der  Molekülreihe  wieder  herzustellen.  Ein  Körper,  der  dies  thut,  oder 
vielmehr  ein  Körper,  von  dem  man  annimmt,  dass  er  dies  thut,  ist  eine  theo- 
retische, ist  eine  ideale  Saite.  Eine  solche  Saite  hat  dann  sofort  die  Eigenschaft, 
vermöge  deren  sie  gestattet,  alle  möglichen  Gestalten  bei  der  Biegung  anzu- 
nehmen und  zu  behalten.  Denn,  wenn  wir  ihr  irgend  eine  ebene  oder  räumliche 
Krümmung  ertheilt  haben  und  dann  die  Saite  sich  selbst  überlassen,  so  existiren  — 
nach  unserer  Voraussetzung  —  keine  in  der  Saite  vorhandenen  Kräfte,  die  die 
veranlassten  Biegungen  wieder  ausgleichen,  woraus  folgt,  dass  die  Saite  das 
bleibt,  wozu  wir  sie  bei  der  Biegung  gemacht  haben.  Man  pflegt  in  Folge  davon 
auch  zu  sagen,  die  theoretische  Saite  sei  absolut  biegsam.  Nun  denke  man 
sich  die  feinste  Ciaviersaite  oder  nehme  einen  Metalldraht,  der  noch  viel  feiner 
ist  als  die  Saiten  der  Praxis,  und  werfe  ihn  beliebig  auf  einen  Tisch;  er  wird 
irgend  eine  krumme  Linie  bilden;  man  wird  diese  krumme  Linie  ändern  können, 
man  wird  versuchen  können,  den  feinen  Draht  ganz  in  Form  eines  Kreises  zu 
biegen,  man  wird  ihn  ganz  in  eine  gerade  Linie  ausziehen  können,  aber  wenn 
man  mit  der  äusseren  Einwirkung  aufhört,  werden  die  Formen,  die  man  dem 
Draht  zu  geben  beabsichtigte,  nicht  ganz  verbleiben,  sondern  es  wird  der  Draht 
von  selbst  wiederum  aus  der  Kreisform  bezw.  der  gradiinien  Form  heraus- 
treten, um  diese  nur  noch  mehr  oder  weniger  angenähert  zu  zeigen.  Wenn  ein 
so  feiner  Draht  dies  nicht  gestattet,  dann  wird  eine  dickere  Ciaviersaite  es  noch 
weniger  thun,  obwohl  sie  ebenso  wie  jener  eine  »Saite«  genannt  wird. 

Nun  wird  man  vielleicht  sagen,  dass  an  dieser  Renitenz  das  Metall  die 
Schuld  trage,  dass,  wenn  wir  anstatt  eines  Metalldrahtes  einen  feinen  Faden 
nehmen,  dieser  dann  in  allen  ihm  ertheilten  Biegungsformen  verbleiben  könne. 
Dem  ist  nun  in  der  That  sehr  nahe  so.  Ein  Faden  lässt  sich  mit  der  grössten 
Leichtigkeit  in  die  mannigfaltigsten  Formen  biegen;  aber  wenn  wir  wiederum 
genauer  zusehen,  so  werden  wir  erkennen,  dass  auch  der  feinste  Faden  eine  ihm 
ertheilte  Biegung,  falls  die  äusseren  Kräfte  aufhören,  nicht  ganz  beibehält.  Dem- 
nach giebt  es  in  Wirklichkeit  keine  ideale  Saiten  und  je  mehr  ein  Körper 
dem  widerstrebt,  eine  ihm  gegebene  Biegungsform  streng  beizubehalten,  desto 
mehr  entfernt  er  sich  von  dem,  was  man  in  der  Theorie  eine  Saite  zu  nennen 
pflegt,  um  sich  demjenigen  zu  nähern,  was  wir  bisher  einen  starren  Stab 
nannten:  der  aufs  genaueste,  wenn  er  wenig  gebogen  war  und  sich  darm  selbst 
überlassen  blieb,  seine  ursprüngliche  Gestalt,  mochte  sie  gradlinig  oder  krumm- 
linig gewesen  sein,  wieder  annahm. 

Wir  können  daher  von  unserer  idealen  Saite  anders  ausgedrückt  auch  sagen, 
dass  bei  ihr  keine  elastische  Kraft  existire,  welche  bei  einer  Biegung 
der  Saite  und  folglich  auch  bei  den  Transversalschwingungen  der 
selben  —  denn  hiermit  sind  ja  stets  Biegungen  im  Zusammenbang  — 
eine  Rückbewegung  einleitet  und  unterhält  Da  wir  in  den  Formeln  für 
die  Transversalschwingungen  der  Stäbe  eine  Hauptgrösse  fanden,  die  die  Be- 
deutung und  den  Einfluss  der  Elasticität  documentirte,  nämlich  denElastici- 
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tätsmodulus,  so  werden  wir  jetzt  bei  den  Formeln  für  die  Trans- 
versalschwingungen vollkommener  Saiten  eine  solche  Grösse  nicht 
antreffen. 

13)  Wenn  nun  die  elastische  Kraft  im  angegebenen  Sinne  gleich  Null  ist, 
so  fragt  es  sich,  welche  Kraft  unterhält  denn  die  Transversalschwin- 
gungen? Diese  Kraft  ist  das,  was  wir  mit  dem  Namen  »Spannungc  bezeich- 
nen; es  ist  das  eigenthümlich  Neue,  welches  bei  den  Saiten  hinzukommen 
muss,  damit  eben  die  Schwingungen  möglich  werden,  das  eigenthümlich  Neue 
das  bei  Stäben  nicht  nöthig  ist,  wesshalb  Chladni  diese  beiden  schwingenden 
Körper  auch  sehr  treffend  so  zu  unterscheiden  pflegt,  dass  er  sagt:  die  Saiten 
»würden  erst  durch  Spannung  elastisch,  die  Stäbe  aber  seien  so  wie  so  schon 
elastisch,  sie  seien  durch  innere  Steifigkeit,  durch  innere  Rigorosität 
elastisch.«  Eine  Saite  muss  also  erst  gespannt  werden,  und  geschieht  dies,  wie 
man  weiss,  durch  eine  äussere  Kraft,  die  sodann  ihrer  Stärke  nach  durch  den 
Zug  einer  Masse  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hin,  also  kurzweg  durch  ein  Ge- 
wicht gemessen  wird.  Denn,  wenn  wir  mittelst  eines  Hebels,  eines  Wirbels, 
mit  der  Hand  eine  Saite  spannen,  so  wissen  wir  sehr  wohl,  dass  dieses  Spannen 
auch  so  bewerkstelligt  werden  kann,  dass  man  die  Saite  in  vertikaler  Lage  unten 
mit  einem  Gewichte  versieht,  das  eben  gerade  so  schwer  ist  und  der  betreffenden 
Saite  schliesslich  gerade  den  Ton  giebt,  den  wir  ohne  Gewicht  mittelst  der 
Drehung  am  Wirbel  herausbrachten. 

Durch  diese  Spannung  werden  die  einzelnen  Molekülschichten,  die  wir  in 
jedem  Querschnitt  zu  denken  haben,  weiter  von  einander  entfernt  und  es  wächst 
hiermit  die  zwischen  diesen  Schichten  vorhandene  Elasticität.  Das  Gebilde, 
welches  ursprünglich  keine  elastische  Kraft  besass,  hat  sie  jetzt  bekommen  und 
wird  jetzt  die  Saite,  falls  sie  aus  ihrer  Ruhelage,  in  der  sie  eine  gerade  Linie  bildete, 
irgendwie  heraustreten  muss,  diese  Ruhelage  sofort  wieder  zu  erreichen  bestrebt 
sein,  wobei  jedoch  wegen  der  conti nuirlichen  Wirkung  der  Spannung  ein 
Hinauseilen  über  die  Ruhelage,  ein  Wiederzurückkehren  d.  h.  eine  Schwingung 
eintritt,  welche  dann  den  vorhandenen  Umständen  gemäss  längere  oder  kürzere 
Zeit  bestehen  bleibt. 

Die  Spannung,  in  der  Regel  mit  -P  bezeichnet,  wird  daher  bei  den  theo- 
retischen und  experimentellen  Untersuchungen  über  Saitenschwingungen  eine  Haupt- 
rolle spielen.  Im  Uebrigen  leuchtet  ein,  dass  wiederum  die  Dicke  der  Saite, 
oder  vielmehr  ihr  Querschnitt  Q  von  Einfluss  sein  muss,  dass  ferner  ebenso  wie 
bei  Stäben  auch  die  Länge  Z  einer  Saite  und  ebenso  ihr  specifisches  Gewicht, 
mitzureden  hat  und  dass  schliesslich  auch  wiederum  die  Constante  ^,  die  Be- 
schleunigung durch  den  Erdkörper,  von  Bedeutung  sein  muss  aus  demselben 
Grunde,  den  wir  bei  den  Stäben  hervorhoben. 

14)  Fig.  227  stellt  in  OMO' 
eine    horizontal   gespannte    Saite 
im  Sinne   der  Theorie  dar.    Die        ^.^is^^ 
Spannung  sei  F,   die  Länge  der     S^^f!^-'\^ 

Saite    sei    Z,     ihr    Querschnitt  (^:r ;^ 

gleich  Q  und  ihr  specifisches  Ge-         ^""v^.,^^ 

wicht  gleich  J.     Wir  nehmen  an,  ^^"^^ 

diese  Saite  habe  im  Sinne  der  Figur 

eine  Biegung  erlitten,  derzufolgesie 

in  die  Form  OB' CO'  gekommen  sei,  jedoch  sei  die  faktische  Biegung  von  der  in  der 

Figur  gezeichneten  sehr  verschieden  d.h.  das  wirkliche  Heraustreten  aus  der  Ruhelage 

WwKBLMAHN,  Phyiik.    1.  Digitizecj^ie/  ^^^  ^^  l^ 
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sei  ein  äusserst  geringes,  das  gezeichnete  aber  sehr  vergrössert^  um  eben  eine  deut- 
liche Zeichnung  für  den  Zusammenhang  der  Kräitewirkung  zu  erhalten.  Die  Biegung 
soll  lediglich  in  einer  Ebene  erfolgen  und  zwar  in  der  Ebene  der  Figur.  Dann 
können  wir  auch  ein  in  dieser  Ebene  liegendes  Coordinatenkreuz  X  Y  voraus- 
setzen, wobei  wir  die  -Y-Axe  als  mit  00^  und  die  K-Axe  als  hierzu  senkrecht 
annehmen.  Der  Anfangspunkt  des  Coordinatenkreuzes  liege  in  O,  B  stelle 
einen  beliebig  auf(9C7'  gelegenen  Punkt  der  Saite  dar,  dessen  Coordinate  ^^ 
gleich  X  sei.  In  unendlich  kurzer  Entfernung  hiervon  werde  ein  zweiter  Punkt  C 
gedacht,  dessen  Entfernung  von  B  in  der  Figur  auch  wieder  sehr  bedeutend 
vergrössert  angenommen  wurde,  während  diese  in  Wirklichkeit  nur  gleich  dx 
ist,  so  dass  die  -Y-Coordinate  für  C  gleich  x  -¥  dx  zu  setzen  ist.  Die  F-Ordinaten 
sind  für  beide  Punkte  B  und  C  gleich  Null,  gehen  aber  bei  der  Biegung,  wobei 
B  nach  J9'  und  C  nach  C  kommt  in  y  und  y  -^  dy  llber  und  sind  ihrerseits 
ebenfalls  als  sehr  klein  zu  denken.  Es  wäre  demnach  BC  das,  was  man 
ein  »Element«  der  Saite  zu  nennen  pflegt,  welches  bei  der  Biegung  zu  B^C 
wird.  Die  Frage  ist,  was  wird  aus  dem  Zustand  dieses  Elementes,  wenn  die 
äussere  Kraflwirkung,  welche  die  Biegung  hervorbrachte,  aufhört?  Vor  allem 
beachte  man  Folgendes :  Unzweifelhaft  ist  B*  C"  bei  der  Biegung  länger  geworden 
wie  BC.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Spannung  in  ^C  gleich  P  ist,  sie  in  BC 
grösser  sein  muss.  Da  aber,  wie  schon  hervorgehoben  wurde,  dies  Heraustreten 
der  Saite  aus  der  Ruhelage  äusserst  gering  sein  soll,  d.  h.  die  Verlängerung  der 
Saite  nach  der  Biegung  kaum  merklich  ist,  so  dürfen  wir  uns  erlauben,  die 
Spannung,  die  in  OB^C^O*  thätig  ist,  ebenfalls  noch  gleich  P  anzunehmen. 
Denken  wir  nun  in  B^  und  C  weiter  je  eine  Tangente  an  die  gebogene  Saite 
gezogen,  so  ist  klar,  dass  das  Element  B*  C^  durch  die  Spannung  so  beeinflusst 
wird,  als  zöge  in  B*  die  Kraft  P  in  der  Richtung  der  Tangente  B* S  und  in  C 
dieselbe  Kraft  P  in  der  Richtung  der  Tangente  C  S^  und  nehmen  wir  in  unserer 
Figur  femer  an,  dass  ^5'=  CS'  selbst  je  gleich  P  sei.  Für  unsere  weiteren 
Betrachtungen  wollen  wir  durch  B*  sowohl  wie  durch  C  zwei  Gerade  parallel 
der  Jf-Axe  legen  und  auch  die  K-Axen  der  Punkte  B  und  C  über  B*  und  C 
entsprechend  verlängern.  Sofort  sieht  man,  dass  die  Spannung  P  in  JE?'  unter 
dem  Winkel  a  und  in  C  unter  dem  Winkel  a'  gegen  die  XAxe  geneigt  ist.  In- 
dem wir  ganz  davon  absehen,  ob  a'  grösser  oder  kleiner  wie  a  ist,  kann  dann 
für  a'  auch  ein  a  -f-  ^a  gesetzt  werden. 

Zerlegen  wir  B' S  ^  P  und  C'S'=P  in  die  Componenten  nach  den  Rich- 
tungen der  Coordinaten,  so  sind  diese  Componenten 

für  B'  gleich  für  C  gleich 

B'r=  —  P'COS(L  Cr'=^  -h  P-coso!^  H-  Pcos  (a-hda) 

^V=  —  ^««  a  C'/=  -f-  P'sin  a'=  4-  Psin  (a  -h^a). 

Entwickeln  wir  rechts  die  Cosinus-  und  Sinusgrösse,  so  erhalten  wir 
(ci?s  a  •  cos  da  —  sin  ol  •  sin  da)  und  {sin  a  •  cos  da  -h  cos  a  »  sin  da).  Achten  wir  nun 
darauf,  dass  die  Biegung  äusserst  gering  ist,  dass  mithin  a  ein  sehr  kleiner  Winkel 
ist  und  auch  da  sehr  klein  ist,  so  dürfen  wir  cos  a  und  cos  da  gleich  1,  femer 
sin  a '  sin  da  als  Produkt  zweier  sehr  kleiner  Grössen  gleich  Null  annehmen  und 
für  sin  a  ein  a,  sowie  für  sin  da  ein  da  setzen.  Demgemäss  werden  die  Com- 
ponenten 

flir  B'  gleich  für  C 

—  P  -4-  /» 

—  /»a  -h  Pa-^Pda, 


k 
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Wir  erkennen,  dass  nunmehr  die  Kräften 
werden  kann,  als  würde  das  Element  ^'C  vc 
( —  Fa)  (H-  Fol)  und  der  allein  im  Sinne  der 
griflfen.  Das  Kräftepaar  (—  F)  (-+■  F)  hat  zum 
und  (-f-  F)  verlaufende  Gerade,  die  gleich  C 
Kräftepaar  das  Drehungsmoment  F*  dy  entst« 
Sinne  der  Zeiger  der  Uhr  zu  drehen  be 
(-hi'a)  hat  die  Strecke  B'D'^dx  zum  Hei 
tracht    kommende   Drehungsmoment  gleich 

Bogenmaass,  wie  es  hier  zu  nehmen  ist,  sehr 

auch    das   Moment   vom    zweiten  Kräftepaar 

dreht  aber,  wie  man  sofort  erkennt,  umgekel 

folgt  nunmehr,  dass  die  beiden  Kräftepaare  si 

heben  und  somit  nur  eine  Einzelkraft/'*  dfk  üb 

im  Sinne  der  Y  d.  h.  senkrecht  zur  Ruhelage 

dy 
femer,  wie  schon  bemerkt,  a  gleich  -^  femer 

wird  die  das  Element  B^C  bewegende  Kraft 

d> 

ZU  setzen  sein. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Masse  des  El 
schleunigung,  welche  die  Kraft  K  im  Sinne  d< 
so  ist 

K 

«==  — 

d^y 
Es  ist  aber^  auch  gleich  ^j^;  femer,  w< 

mit  Q,  das  specifische  Gewicht  der  Saite  mit 

Qs'd 

falls  g  die  Beschleunigung  durch  den  Erdkör] 

d^y      F'd^y 

dt^  ■"      ^Ä     '  ( 

oder 

d^y      P'g    d\y 
dn""  Q's'  dx^ 

als    die    aufzufindende   Differentialgleichi 

ergiebt^). 

15)  Indem  wir  die  in  der  letzten  Gleich 

einer  Constante  a'  zusammenfassen  erhalten  ' 

^Z»""*  dt^  '  ' 
und  müssen  constatiren,  dass  dies  dieselbe  Gl 
für  »allgemeine  Wellenbewegung«  bei  den  Tr 
reihe  erhielten.  Es  kann  dies  nicht  anders  s< 
es    mit   einer  Punktreihe,    mit  einer  Molekülr« 


^)  Man  vergL  hier  auch  insbes.  die  Arbeit  A.  Sta 
AbhL  d.  jABLONOWSKi'schen  Ges.  1846. 
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Moleküle  durch  Kräfte  bewegt  werden,  die  ganz  in  derselben  Weise  wirken. 
Dort  setzten  wir  von  vornherein  Elasticität  voraus,  hier  kommt  erst  Spannung  hin- 
ein, welche  sodann  gerade  wie  die  Elasticität  wirkt. 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  hat  die  bedeutendsten  Mathe- 
matiker beschäftigt  und  ergiebt  sich  hiemach,  dass  das  Problem  der  Saiten- 
schwingungen ein  schwieriges  war.  Zunächst  war  es  d' Alembert  *) ,  der  sich 
damit  beschäftigte,  und  folgten  sodann  Euler  *),  Dan.  Bernoulu'),  Lagrange ^). 
Die  allgemeine  Lösung  des  Problems  wurde  erhalten  in  der  Gleichung 

j;  =    >    lAi  <os  — y t  -^  Bi  stn  -y-  -t\  stn  —jT-oc {B), 

Es  bedeuten  in  ihr  Ai  und  Bi  Constanten,  ferner  i  eine  der  ganzen  Zahlen 
1,  2,  3  .... ;  ferner  L  die  Länge  der  Saite,  die  zwischen  den  beiden  als  fest 
anzunehmenden  Endpunkten  O  und  O^  unserer  Fig.  227  zu  denken  ist.  Wir  wollen 
nur  den  einfachsten  Fall  unserer  Gleichung  etwas  näher  betrachten,  indem  wir  näm- 
lich voraussetzen,  es  wäre  i  =  1  und  ^^  =  0.     Dies  bewirkt,  dass  die  Gleichung 

^r>r  wird:  /«ic     \  /'ir       \ 

y=^A^cos\^'tysin\j-'X^  .  .  .  .  (O. 

Sehen  wir  zunächst,  ob  diese  Gleichung  der  Differentialgleichung  {A)  Genüge 
leistet.     Differentiiren  wir  einmal,  so  erhalten  wir: 

dy  -     aic   .    (tL-K    \  IT 

dt  =  -^1  •  X""  \T*}'  •""  z  *• 

äy  ^      TC         /aw     \  it 

di AyX""\T-T""L''' 

Differentiiren  wir  zum  zweiten  Mal,  so  ergiebt  sich: 
(ßy  .     a*it*       /aic     A      .    ic 

(ßy  ^     IC*        /aic    \      .    IC 

ä^t A,.j-,cos\j-.tys,nj--x. 

Diese  Werthe   der  zweiten  Differentialquotienten  bestätigen   die  Zulässigkeit 

d^y 
der  Annahme  der  Werthe  für  i  und  Bi,     Denn  wenn  wir  -^-^  mita'multipliciren, 

so  ergiebt  sich,  dass  unsere  Gleichung  {A)  befriedigt  ist  Die  Gleichung  {C) 
bildet  demgemäss  eine  specielle  Lösung  des  Problems,  welche  Speciallösung 
noch  näher  jetzt  betrachtet  werden  soll. 

a)  Setzen  wir  ;c  =  0,  so  wird  für  jedes  /  das  j;  =  0.  Dies  beweist,  dass  der 
Punkt  Ot  wie  nicht  anders  zu  erwarten  war,  während  der  Bewegung  der  Saite 
ein  Punkt  der  Ruhe  bildet. 

b)  Setzen  wir  x  =  L,  so  findet  für  den  Punkt  O^  genau  dasselbe  statt. 

c)  Setzen  wir  — j —  =  -^  oder  gleich  -^  so  wird  der  betreffende  Cos  gleich 

Null  und  hiermit  y  für  jedes  x  gleich  Null.    Dies  beweist  aber  nothwendig,  dass 

L  3Z 

die  Saite  für  den  Werth  /«^r- sowie  für  den  Werth  /  =  s —  mit  allen  ihren 

2a  2a 

Punkten  die  Ruhelage  passirt. 

*)  Mem.  de  l'Acad.  de  Berlin,   1747. 

*)  Ib.  1748  und  Nov.  Comm.  Acad.  Petrop.  1779. 

8)  Ib.  1753. 

^)  Miscellanea  Societatis  Taurinensis  T.  L  1759. 
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d)  Ausser  den  bis  jetzl 
einzigen,  der  bewirkt,  dass 
ihrer   Bewegung   nur   die 
Knotenpunkte  zwischen  ( 

e)  Für  /=0  und  x  gl 

Maximalwerth.      Der    Mitt 
Punkten  am  meisten  nach 

negativen  hin,  falls  allgeme 

f)  Legt  man  dem  /  irg 

eine  Constante,  ftir  die  wii 
wird 


was  beweist,   dass  die  Cu 
einem  Momente  ihrer  I 
Construktion,  wie  bekannt, 
Radius  A*^  ist   dann    aucl 
Sinuscurve. 

g)  Somit  ist  die  Beweg 
die  uns  als  die  einfachste  1 
zeichneten  äussersten  Grens 
nach  einer  symmetrisch  na 
zur  ersten  Grenzlage  zurücl 

h)  Man  nennt  eine  sol 
die  zugleich  auch  als  die  C 

i)  Die   Saite    hat   alle 

nommen  innerhalb  der  Zeil 

ihre  möglichen  Werthe  ang 

in    welcher  -j-  ■  /  seine  Wei 

die  Zeit,    in  welcher   dies 
Gleichung 


oder 


gelten.     Es  war  aber  die  ( 
demgemäss  dann 


wird. 

k)  Dieselbe  Zeit  T  wi 

-j-  .  /  von  2«  bis  4w,  von 
ist   eine    volle    Schwingunj 
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»Schwingungsdauer«  der  Saite.  Führen  wir  anstatt  ihrer  die  »Schwingungs- 
zahl«  N  ein,  so  ist  für  T  ein-^  zu  setzen,  d.  h.  es  ist 

1)  Diese  Formel  oder  auch  die  vorausgehende  für  T  ist  eine  höchst  be- 
merkenswerthe  und  wurde  sie  bereits  im  Jahre  17 17  von  Brook  Taylor  in  seiner 
Schrift  »Methodus  Incrementorum  Directa  Et  Inversa«  in  Propositio  XXHI  abge- 
leitet. Die  Ueberschrift  zu  dieser  Propositio  lautet:  »Datis  longitudine  (Z)  Nervi 
ejusdem  pondere,  et  pondere  tendente  {F)  inuenire  tempus  periodicum  (7^.« 
Man  nennt  daher  diese  Formel  nach  ihrem  Autor  stets  die  »TAVLOR'sche  Formel«. 
Sie  spielt  in  der  Lehre  vom  Schall  eine  bedeutende  Rolle,  und  werden  wir  ihr 
hernach  auch  noch  weitere  Aufmerksamkeit  schenken. 

16)  Legen  wir  in  der  obigen  Fundamentalgleichung  (C)  dem  /  den  Werth  2 

bei  und  setzen  auch  jetzt  wiederum  voraus,  es  wäre  B^  s»  0,  so  erhalten  wir  für 

y  die  Gleichung: 

/2aic      \    .   2it  ,^ 

y^A^  cos  1-7-  'tistfiy-x {E). 

L 

Hier  wird  nun  nicht  bloss  für  Jif  =  0  und  x^^  L,    sondern  auch  für  :c  =»  tt 

das  y  gleich  Null.     Daher   hat   die  Saite   bei  ihrer  Bewegung  jetzt  in  der  Mitte 

einen  Knotenpunkt     Setzen  wir  femer  /=sNu11  so  wird: 

A      '    2it 
y^A^stn-j-'  X, 

was  beweist,  dass  auch  jetzt  auch  die  Saite  in  ihren  Grenzlagen  eine  Sinuscurve 
bildet  und  dass  sie  dies,  wenn  /  auch  irgend  einen  andern  constanten Werth/* erhält, 

thut.    Denn  es  wird  dann  stets  cos  -y-  /•  eine  Constante,  die  mit  A^  zusammen 

eine  neue  Constante  A*  liefert,  so  dass  die  gesammten  Curvenformen  auch  jetzt 

Sinuslinien  sind. 

Sofort  erkennt  man  auch, 
dass  für  diesen  Fall  die  Zeichnung 
der    Fig.   228    maassgebend    ist 

^  (Ph.  238.)  **  ^**''  ^^^  ^^^^  JP  =  0  bis  *  =  ^ 

Z 

liefert  die  Gleichung  den  positiven,  für  jc  =  -^   bis  jc  =  Z  den   negativen  Theil 

der  Curve  Om^Mm^O\  Schwingt  die  eine  Hälfte  herunter,  so  schwingt  die 
andere  hinauf,  so  dass  nach  einer  halben  Schwingungszeit  die  Curve  die  Form 
Otn\Mfn\0*  annimmt  und  von  hier  aus  wieder  der  zuerst  angenommenen  Grenz- 
lage zueilt. 

Es  ist  sehr  leicht  zu  erkennen,  wie  gross  die  Schwingungsdauer  und  die 
Schwingungszahl  in  unserem  jetzigen  Falle  ist,  in  welchem  die  Saite,  wie  man 
weiss,  ihre  zweite  Oberschwingung  vollbringt  Denn  einmal  lässt  uns  die 
TAVLOR*sche  Formel  direkt  erkennen,  dass  die  Schwingungszahl  jetzt  doppelt  so 
gross  wie  vorhin  sein  muss  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  unsere  Saite  der 
Fig.  228  gemäss  so  aufgefasst  werden  kann,  als  hätte  man  es  mit  zwei  Saiten  OM 
und  MO*  zu  thun,  von  denen  jede  die  halbe  Länge  wie  bei  Fig.  227  besitzt    Für 

Z 
Z  müssten  wir  dann  in  unserer  Formel  {D)  ein—  einsetzen,  was  ein  doppelt  so 
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grosses  N  zur  Folge   bat    Das    andere  Mal  gelangt  man  zum  selben  Resultat, 

wenn   man    die  Cosinusgrösse  in  {E)  beachtet  und  bemerkt,   dass  innerhalb  der 

2ait 
Zeit,  in  welcher  —j-  •  /  die  Werthe  von  0  bis  2it  annimmt,  /  den  Werth 

r  •  =  ^  =  Zl/i^  und  N  den  Werth  \V^ 

erreichen  muss. 

Man  erkennt  nun  weiter,  dass  die  ferneren  Oberschwingungen  eintreten, 
falls  man  <  =  3,  4,  .  .  .  setzt,  wobei  dann  2,  3  .  .  .  Schwingungsknoten  zu  den 
beiden  festen  Endpunkten  O  und  O'  hinzutreten.  Die  Saite  vollführt  dann  3,  4  . . . 
mal  so  viel  Schwingungen  wie  bei  der  Grundschwingung. 

Diese  merkwürdigen  Oberschwingungen  der  Saite  liefern  Töne,  welche  man 
ebenso  wie  bei  andern  schwingenden  Körpern  mit  dem  Namen  »Obertönec  be- 
zeichnet. Sie  sind  auch  ihrer  Tonhöhe  nach  vollkommen  identisch  mit  dem, 
was  man  »Flageolettönec  zu  nennen  pflegt  und  spielen  in  der  Lehre  vom 
Schall  eine  wichtige  Rolle.  Der  Umstand,  dass  die  Schwingungszahlen  der  auf- 
einander folgenden  Obertöne  der  Zahlenreihe  1,  2,  3,  .  .  .  entsprechen,  verlieh 
diesen  Tönen  auch  noch  die  bestimmtere  Benennung  »harmonische  Ober- 
tön ec.  Die  Rechtfertigung  dieses  Beiworts  »harmonisch«  liegt  insbesondere 
in  folgender  merkwürdigen  Erscheinung.  Wir  haben  bis  daher  die  Ober- 
schwingungen oder  Partialschwingungen  bei  Stäben,  Stimmgabeln,  Ringen  und 
Saiten  in  der  Weise  auftreten  und  gelten  lassen,  dass  eine  jede  solche  Schwingung 
für  sich  allein  bestehe,  dass  also  z.  B.  die  4.  Oberschwingung  allein  da  sei. 
Ein  an  einem  Ende  fester  Stab  zeigt  dann  also  auf  seiner  Länge  zwei  Schwingungs- 
knoten, eine  Saite  theilt  sich  in  drei  gleiche  Abtheilungen  und  zwei  diese  Ab- 
theilungen begrenzende  Schwingungsknoten.  Es  kann  nun  aber  auch  so  kommen, 
dass  zwei,  drei  und  mehr  Oberschwingungen  zu  gleicher  Zeit  sich  einstellen, 
demgemäss  zwei,  drei  und  mehr  Obertöne  gleichzeitig  wahrgenommen  werden. 
Sobald  dies  der  Fall  ist,  redet  man  von  einem  Zusammenklang  und  speciell 
von  »Harmoniec  in  des  Wortes  eigentlichster  Bedeutung,  wenn  eben  dieser  Zu- 
sammenklang von  unserem  Ohre  speciell  auch  als  »Wohlklang«  erkannt  wird. 
Da  nun  die  Obertöne  der  Saiten  sich  wie 

1:2:3:4:5:6    .... 
d.  h.  wie 

C:c:g:c':e'^:g'' 

verhalten,  so  erkennen  wir  sofort,  wie  zwei  oder  drei  oder  vier  dieser  Ober- 
töne, wenn  sie  zusammen  erklingen,  eine  »Harmonie«  geben,  wie  insbesondere, 
wenn  etwa  der  4.,  5.  und  6.  Oberton  zusammenklingt,  der  Durdreiklang  entsteht, 
wie  femer  beim  Zusammenklang  je  zweier  aufeinanderfolgender  Obertöne  das 
Intervall  der  Octave,  Quinte,  Quarte,  grossen  Terz,  kleinen  Terz  er- 
scheint, welche  Intervalle  ja  für  unser  jetziges  Tonsystem  die  harmonischen 
Intervalle  sind. 

Wir  werden  im  Artikel  über  den  Zusammenklang  der  Töne  diesem  Gegen- 
stande weitere  Aufmerksamkeit  schenken,  und  sehen  desshalb  für  jetzt  von  diesen 
Obertönen  ab,  um  uns  sogleich  noch  weiter  der  TA\xoR*schen  Formel  zuzu* 
wenden. 

17)  Die  Formel  (Z>)  gestattet  für  die  praktische  Verwendung,  bezüglich  der 
Grössen  Q  und  s,  noch  eine  Umformung;.  Indem  wir  nämlich  dem  Produkt  Q  •  s 
den  Faktor  1  hinzufügen,  stellt  l  -  Q  -  s  =  p*  offenbar  das  Gewicht  der 
Längeneinheit  der  Saite   dar,  d.  h.  wenn  die  Länge  der  Saite  in  Millimetern 
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angegeben  ist:  das  Gewicht  eines  Saitenstücks  von  1  mm  Länge.  Die  hiermit  in 
Verbindung  stehende  Zahl  wird  gegenüber  von  P,  wegen  der  Feinheit  der  Saiten 
eine  sehr  kleine  sein,  und  fUhrt  man  daher  besser  das  Gewicht  p  der  ganzen 
Saite  ein,  so  dass  fiir/*  ein //Z  zu  setzen  ist,  demgemäss  dann  die  Formel 
(D)  zu 


^-y, 


P'g 


wird  und  wobei  auch  noch  das  2Z  im  Nenner  vor  dem  Wurzelzeichen  unter 
letzteres  geschafft  wurde.  P  und  p  werden  am  besten  in  Grammen  ausgedrückt 
und  zeigt  sich  nunmehr  erst  die  merkwürdige  Bedeutung  der  Formel  darin,  dass 
man  die  Tonhöhe  einer  Saite  bestimmen  kann  mittelst  eines  Maassstabes 
(Grösse  Z)  und  einer  Waage  (Grösse  P  und  /),  indem  ^  so  wie  so  schon  als 
9S10 mm  bekannt  angenommen  werden  soll.  Es  kommt  demgemäss  das  Ohr 
gar  nicht  in  Betracht.     Die  difücilste  Grösse  bei  der  praktischen  Bestimmung 

von  N  ist  die  Grösse  /,  und  geschieht  ihre  Bestimmung 
nur  mit  Hilfe  einer  feinen  Waage.    Soll  der  Versuch 
wirklich  zu  einem  brauchbaren  Resultate  führen,  so  ist 
zu  ihm   ein  allerdings  schon  etwas  kostbarer  Apparat 
nöthig,  den  wir  in  Fig.  229  abgebildet  haben  und  der 
mit  dem  Namen  des  WEBER'schen  Monochords  all- 
gemeiner bekannt  ist^).    Auf  einem  soliden  hölzernen 
Dreifussgestell    erheben    sich    die    beiden    vertikalen 
Ständer  SS,  welche  oben  durch  das  Querstück  K  ver- 
bunden sind.    Zwischen  ^«S  verschiebt  sich  die  starke 
Holzklemme  M,  die  mittelst  einer,  auf  der  Rückseite  des 
Apparats  zu  denkenden  Klemmschraube  in  beliebiger 
Höhe  fest  gemacht  werden  kann.     Mit  M  verbunden 
ist  der  Theil  JV,    welcher   seinerseits  relativ  gegen  M 
durch    die    Schraube  s    bewegt  werden  kann.     An  N 
sitzt  femer  eine  in  Metall  gearbeitete  Klemmvorrichtung, 
die  zunächst  in  einem  Sandsteinstück  festgemacht  ist, 
das  seinerseits  dann  in  iV  eingefügt  ist.     Die  oberste 
Festklemmung  der  Saite  geschieht  mittelst  einer  ein- 
fachen, am  Verbindungsstück  IC  angebrachten  Klemme. 
Von  hieraus  läuft  die  Saite  zwischen  zwei  Metallhalb- 
cylindern  herab,    welche    die    eigentliche  Klemmvor- 
richtung  in  N  bilden,    indem  die  Halbcylinder  durch 
eine  Schraube   zusammengeschraubt    werden    können 
und  so  die  Saite  zwischen  sich   absolut  festklemmen. 
Eine  ähnliche  Klemmvorrichtung  flir  die  Saite  befindet 
sich  am  unteren  Verbindungsstück  C/'der  beiden  Ständer. 
Soll  eine  Bestimmung  der  Schwingungszahl  einer  Saite 
vorgenommen  werden,  so  macht  man  letztere  zunächst 
am    obersten   Ende    bei  JC  fest,    zieht  sie    durch   die 
geöffneten  Klemmen  von  N  und  (7  hindnrch  und  be- 
(Ph.  229.)  festigt  unten  an  ihr  eine  Wagschale,  sodann  corrigirt  man 

an  den  drei  Fussschrauben  des  Apparats  der  Art,  dass  die  Saite,  die  schon  durch  die 
Waagschale  ziemlich  gerade  gezogen  ist,  möglichst  frei  und  central  verläuft,  legt  dann 
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noch  auf  die  Wagschale  so  viel  Gewicht,  als  man  eben  zur  vollständigen  und  ge- 
MTÜnschten  Spannung  nöthig  hat  und  schliesst  beide  Klemmen  in  N  und  U.  Die 
Saite  ist  dann  unveränderlich,  ohne  Biegung  und  ohne  Reibung  in  den  Klemmen 
abgegrenzt.  Die  Länge  des  abgegrenzten  Stückes  wird  an  einem  Maassstab  ab- 
gelesen, der  an  einem  der  Ständer  sich  befindet.  Hiermit  ist  L  gegeben  und 
auch  F  als  das  Gewicht  der  Wagschale  +  dem  auf  diese  noch  zugelegten  Ge- 
wichte bekannt  Sodann  wird  die  Saite  erst  unten  unmittelbar  an  der  Grenz- 
stelle und  dann  oben  ebenfalls  unmittelbar  an  der  unteren  Fläche  der  Halbcylinder 
in  N  mit  einem  scharfen  Messer  abgeschnitten  und  mittelst  einer  freien  Wage 
ihr  Gewicht  /  bestimmt.  Der  Versuch  ist  dann  fertig  und  braucht  jetzt  nur  noch 
die  einfache  Ausrechnung  der  Schwingungszahl  nach  der  zuletzt  gegebenen  Formel 
zu  geschehen. 

Nach  der  TAVLOR'schen  Formel  ist  es  auch  sofort  möglich,  die  bekannten 
Einzelgesetze  der  Saiten  Schwingungen,  wie  das  »Spannungsgesetz«,  das 
»Längengesetz«  u.  s.  w.  auszudrücken.  Bezüglich  des  Längengesetzes  muss 
man  indess  bei  der  zuletzt  auf  pag.  728  gegebenen  Formel  vorsichtig  sein.  Es 
könnte  nämlich  scheinen,  als  verhielten  sich  die  Schwingungszahlen  zweier  un- 
gleich langer,  sonst  aber  völlig  gleicher  Saiten  umgekehrt  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Saitenlängen,  während  die  Formel  (Z?)  besagt  umgekehrt  wie 
die  Saitenlängen  selbst  Nun,  der  Grund  für  diesen  Widerspruch  ist  leicht  ge- 
funden. In  der  letzten  Gleichung,  bei  welcher  L  unter  dem  Wurzelzeichen  steht, 
darf  man  nicht  vergessen,  dass  im  Faktor  p  auch  noch  ein  L  mitspricht,  indem 
ja  p=sip*'L  ist  Für  die  Aufstellung  der  Einzelgesetze  ist  daher  die  Form  der 
Gleichung  {D)  besser  und  erkennt  man  bei  ihr,  dass  auch  noch  anstatt  der 
Grösse  Q  zwei  andere  Grössen  eingeführt  werden  können,  wodurch  die  Formel 
für    eine   praktische  Verwendung  ebenfalls  geeignet  wird.    Bezeichnen  wir  näm- 

iP  •  IC 

lieh  den  Durchmesser  der  Saite  mit  d^    so  ist  Q  =  — - —  und  somit 

L'  d  '    IC-  J 

Hiermit  ist  die  Formel  so  geworden,  dass  man  beim  Versuche,  die  Zahl  der 
Schwingungen  zu  bestimmen,  die  Benutzung  einer  feinen  Waage  zur  Bestimmung 
von  p  nicht  mehr  nöthig  hat. 

Man  erkennt  femer,  dass  der  Nutzen  der  TxYLOR'schen  Formel  nicht  etwa 
blos  fUr  Tonhöhenbestimmungen  bei  Saiten^  sondern  für  alle  tongebenden  Körper 
besteht.  Denn,  sollte  z.  B.  die  Zahl  der  Schwingungen  einer  Stimmgabel  be- 
stimmt werden,  so  stimmt  man  mit  ihr  zunächst  eine  Saite  unisono  und  wendet 
nir  letztere  dann  die  Formel  an. 

18)  Es  ist  bereits  auseinander  gesetzt  worden,  dass  die  Saiten,  auch  wenn 
sie  fein  sind,  doch  nicht  genau  der  Theorie  entsprechen,  d.  h.  nunmehr  einfacher 
ausgedrückt:  doch  nicht  genau  der  TAVLOR'schen  Formel  folgen.  Es  fragt  sich 
nun  vor  allem,  wie  werden  denn  die  Abweichungen  sein,  bleiben  die  berechneten 
Schwingungszahlen  unter  den  beobachteten  oder  sind  sie  letzteren  gegenüber 
grösser?  Diese  Frage  lässt  sich  sofort  entscheiden.  Wir  haben  bei  unseren  Saiten 
bis  daher  angenommen,  sie  hätten  an  und  für  sich  gar  keine  Elasticitä^  welche 
die  Biegung  ausgleichen  könne,  und  erst  die  hinzugebrachte  Spannung  vermöge 
dies.  Daraus  folgt  aber  sofort,  dass,  wenn  die  Saite  nun  doch  eine  gewisse 
Elasticität  ursprünglich  besitzt,  diese  sich  in  gleichem  Sinne  wie  die  Spannung 
äussern  muss,  so  dass  die  Sache  in  Wirklichkeit  so  ist,  als  wäre  die  Saite  stärker 
gespannt    Daraus  folgt  aber,  dass  die   beobachteten  Schmj^ujigszahlenj^^ 
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grösser  ausfallen  müssen  wie  die  berechneten  iV.  Um  an  einem  bestimmten 
Beispiele  zu  erkennen,  wie  gross  die  Unterschiede  sein  können,  benutzte  ich  eine 
900  mm  lange  und  schon  ziemlich  dünne  Stahlsaite,  deren  Durchmesser  gleich 
0*41  mm  war.  Von  dieser  Saite  grenzte  ich  am  Weber' sehen  Monochord  nadi- 
einander  die  fünf  ersten  Partiallängen  mit  900,  450,  300,  225  und  180  mj»  ab  und 
erhielt  Resultate,  die  in  folgender  Tabelle  zusammengestellt  sind. 


Ton 

N^ 

N 

A'»  — iV 

7 

7* 

7- 

1 

76 

76 

0 

1*000 

i-ooo 

1-000 

2 

164 

152 

2 

2000 

2*026 

1-013 

Z 

232 

228 

4 

3*000 

3053 

1-018 

4 

316 

304 

12 

4000 

4158 

1039 

5 

400 

380 

20 

5O00 

5-262 

1053 

Es  ist  hierbei  zunächst  angenommen  worden,  dass  beim  Ton  1  beide 
Schwingungszahlen  N*  und  N  denselben  Werth  hätten.  Ferner  bedeutet  /  das 
theoretische  Verhältniss  jedes  folgenden  Partialtons  zum  ersten,  /*  dagegen  das- 
selbe Verhäitniss  nach  der  Beobachtung.  /*•  ist  das  Verhältniss  je  eines 
beobachteten  Ton  zum  je  dazugehörigen  berechneten.  Man  sieht,  dass  die  Ab 
weichungen  der  wirklichen  Saite  von  der  idealen  bezüglich  des  Längengesetzes 
aufiällig  genug  sind  und  dass  selbst  bei  einer  verhältnissmässig  dünnen  Saite  die 
Hälfte  nicht  genau  die  Octave,  das  Viertel  nicht  genau  die  Doppeloctave  geliefert 
hat.  Wenn  dieser  Umstand  schon  bei  einer  dünnen  Saite  eintritt,  so  begreift 
es  sich  bei  einer  dickeren  Saite  noch  mehr,  dass  ihre  Hälfte,  ihr  Drittel  n.  s.  w. 
keineswegs  die  genauen  Intervalle  1:2:3...  liefern. 

Der  Nachweis,  dass  die  Saiten  und  zwar  die  feinsten  Drähte  und  Fäden 
nicht  ohne  Biegungselasticität  sind,  lässt  sich  noch  in  anderer  Weise  führen. 
Wenn  man  nämlich  ein  immer  kürzeres  Stück  eines  solchen  feinen  Fadens  ab- 
schneidet, so  lässt  sich  schliesslich  ein  solches  Stück  wie  ein  Stab  behandeln, 
indem  man  es  an  irgend  einem  andern  schwingenden  Körper,  z.  B.  einer  Stinam- 
gabel,  befestigt,  welche  beim  Schwingen  auch  den  Faden  in  eine  Transversal- 
Wellenbewegung  versetzt.  Sehr  gut  eignen  sich  hierzu  feine  Glasfäden,  und 
hat  insbesondere  Valerius^)  nachgewiesen,  dass  solche  Fäden  so  schwingen  wie 
starre  Lamellen,  die  an  und  für  sich  als  Stäbe  behandelt  werden  können.  So 
zeigt  z.  B.  ein  Faden,  der  am  Ende  eines  Stimmgabelzinkens  so  befestigt  ist, 
dass  die  Schwingungen  der  Gabel  sich  senkrecht  zur  Länge  des  Fadens  über- 
tragen, vielleicht  die  Gestalt  der  Fig.  230a, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  das  linke 
Ende  des  Fadens  an  den  horizontal  zu 
denkenden  Zinken  einer  Stimmgabel  be> 
festigt  ist  und  hierbei,  den  Excursionen 
dieses  Zinkenendes  entsprechend,  in  einer 


Hl 


hl 

(Ph.  230.) 

kleinen  Strecke  aß  einer  geraden  Linie  hin  und  her  geführt  wird.  Es  bilden 
sich  dann  an  diesem  Faden,  der  nach  rechts  hin  frei  ist,  falls  eben  seine 
Länge  und  Dicke  dem  Tone  der  Stimmgabel  gerade  entspricht,  in  n^  und  n^ 
zwei  Knoten,  genau  so  wie  bei  einem  Stabe,  der  an  beiden  Enden  frei  ist 
Heftet  man  sodann  von  demselben  Faden  an  eine  andere  Gabel,  welche  4  mal 
so  viel  Schwingungen  macht  wie  die  erstere,  ein  Stück  desselben  Fadens,  welches 
halb  so  lang  als  der  erste  Faden  ist,  so  zeigt  es  sich  beim  Schwingen  der  Gabel 


*)  Poggendorff's  Annal.,  Bd.  129  (x866),  pag.  308—330. 
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in  der  Gestalt  Fig.  230^  und  lässt  sich  erkennen,  wie  jet2t  die  Abtheilung  «j'  n^* 
halb  so  gross  ist  wie  n^  n^  ganz  entsprechend  dem  Gesetze  bei  Stäben,  wonach 
die  Schwingungszahlen  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  ent- 
sprechenden Schwingungsstrecken.    (Vergl.  Gesetz  5  im  Abschnitt  9  dieses  Art.) 

19)  Wir  wenden  uns  nun  zu  der  zweiten  Hauptabtheilung  der  tönenden 
Körper,  nämlich  zu  den  »flächen förmigen«  Körpern.  Auch  hier  ist  wieder- 
um zu  unterscheiden,  ob  diese  Körper  durch  innere  Rigorosität  oder  durch 
Spannung  befähigt  sind  bezw.  werden,  um  eben  schwingen  und  tönen  zu  können. 
Zu  der  ersteren  Unterabtheilung  gehören  die  »Klangscheibe nc,  und  wollen 
wir  zunächst  die  ebenen  Klang  Scheiben  betrachten.  Da  uns  bei  diesen 
Scheiben  der  Name  Chladni  in  erster  Linie  begegnet,  in  so  fern,  als  man  dem 
Forscher  Chladni  so  ziemlich  alles  zu  verdanken  hat,  was  man  im  grossen  und 
ganzen  bis  jetzt  von  den  Schwingungen  dieser  Scheiben  weiss,  so  pflegt  man 
diese  auch  entsprechend  die  »CHLADNi'schen  Klangscheibenc  zu  nennen^). 

Gerade  wie  alle  starren  Körper  verlangen  auch  die  Scheiben,  wenn  sie 
schwingen,  wenn  sie  tönen  sollen,  eine  entsprechende  Festklemmung  bezw.  Auf- 
lage, wobei  stets  wieder  der  Hauptgrundsatz  beachtet  werden  muss,  dass,  wenn 
man  eine  bestimmte  Partialschwingung  haben  will,  man  nur  an  solchen 
Stellen  klemmen  oder  unterstützen  darf,  welche  eben  bei  dieser 
Partialschwingung  Knotenstellen,  Ruhestellen  werden.  Wie  man  die 
Suspendirung  bei  bestimmten  Fällen  nun  wirklich  vornimmt,  wird  sich  im  folgenden 
nach  verschiedenen  Richtungen  hin  ergeben. 

Als  Material  der  Scheiben  kann  sehr  verschiedenes  in  Betracht  kommen. 
Chladni  selbst  verwendete  fast  ausschliesslich  Glas.  Später  benutzte  man  meistens 
Metallscheiben.  In  beiden  Fällen  ist  es  nicht  leicht,  tadellose  Scheiben  zu 
erhalten,  da  weder  Glas  noch  Metall  Scheiben  anzufertigen  gestattet,  die  durch- 
weg von  gleicher  molekularer  Beschaffenheit  sind.  Bei  bestimmten  Fragen  muss 
man  aber  geradezu  ein  Material  verwenden,  welches  vielleicht  nach  zwei  zu  ein- 
ander senkrechten  Richtungen  auffällige  Verschiedenheiten  zeigt.  Es  kann  hier- 
bei sehr  wohl  feinfaseriges  Resonanzholz  zur  Verwendung  kommen.  Für  eine 
andere  Frage  ist  es  wichtig,  ein  Material  zu  verwenden,  welches  leicht  Flüssig- 
keiten aufsaugt,  aber  möglichst  überall  gleiche  molekulare  Beschafienheit  zeigt 
und  behält.     Man  kann  in  diesem  Falle  vor  allem  Gypsscheiben  verwerthen. 

Die  allgemeine  Erscheinung,  die  wir  nun  bei  solchen  Scheiben  zu  erwarten 
haben,  besteht  in  den  »CHLADNi'schen  Klangfigurenc,  deren  Entdeckung  ein 
interessantes  Beispiel  davon  liefert,  wie  plötzlich  Ideencombinationen  entstehen, 
die  nach  zwei  Richtungen  hin  zu  den  merkwürdigsten  Dingen  führten.  Jedermann 
kennt  die  hochinteressanten  elektrischen  Figuren,  welche  man  unter  dem  Namen 
der  »Lichtenberg' sehen  Figuren«  bei  den  Vorlesungen  über  Reibungselektricität 
darzustellen  pflegt.  Viele  Zuschauer  hatten  diese  Figuren,  deren  Entdeckung  ins 
Jahr  177 1  fällt,  in  Göttingen  bei  ihrem  Entdecker  Lichtenbero  gesehen  und 
keinem  war  ein  Gedanke  gekommen,  der  zur  Entdeckung  der  CHLADNi'schen 
Klangfiguren  führen  musste,  bis  eben  Chladni  selbst  einmal  Gelegenheit  fand, 
einen  Blick  auf  eine  solche  Scheibe,  einen  Harzkuchen,  auf  welchem  Lichtenberg 
seine  Figuren  hervorrief,  werfen  zu  können.  Bei  Chladni,  dessen  Ideen  sich  zu 
jener  Zeit  wohl  hauptsächlich  aut  dem  Gebiete  des  Schalls  bewegten,  trat  aber 
der  Gedanke  auf:  ob  nicht  bei  Scheiben,  wenn  man  Sand  darauf  streue  und  sie 
zum  Tönen  brächte,  auch  Figuren  entständen,  wohl  momentan  hervor,  und  dieser 


1)  Siehe  Meij>k:    »Chladni's  Leben  und  Wirken«.  2.  Aufl.     Marbui 
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Gedanke  machte  ihn  bald  zum  berühmten  Entdecker  der  nach  ihm  benannten 
Klangfiguren. 

20)  Die  erste  von  Chladni  wahrgenommene  Klangfigur  ist  in  unserer  Fig.  231 

dargestellt.  Sie  bildete  auf 
einer  kreisrunden  Scheibe  einen 
10  strahligen  Stern,  oder  nach 
anderer  Auffassung  fünf  Dia- 
meter. Es  ist  sehr  erklärlich, 
wie  mit  diesem  einmaligen 
Versuche  ein  weites  Feld  der 
theoretischen  und  experimen- 
ellen  Forschung  eröffnet  war,  ein 
(P^^i)  (P11.2S8.)  Feld,  das  fast  keine  Grenzen 

hat,  indem  ja  die  zu  wählenden  Formen  der  Scheiben  unendlich  mannigfaltig 
sein  können.  Was  die  strenge  mathematische  Theorie  betrifift,  so  ist  sie  wohl  erst 
nur  in  wenigen  Fällen  dahin  gelangt,  Resultate  zu  liefern,  die  allseitig  eine  An- 
wendung auf  das  Experiment  gestatten.  Diese  wenigen  Fälle  setzen  möglichst 
einfache  Figuren  voraus  und  werden  wir  namentlich  sehen,  wie  bei  bestimmten 
Figuren,  auf  einer  Kreisfläche  erzeugt,  die  Theorie  vollkommen  befriedigende 
Resultate  lieferte. 

Zunächst  muss  eine  Thatsache  hervorgehoben  werden,  nämlich  die,  dass 
eine  Scheibe,  sie  mag  eine  äussere  Begrenzung  haben  wie  sie  will, 
einSystem  von  regelmässigen  Partialt önen  liefert, denen  entsprechend 
die  Scheibe  auch  ganz  bestimmte  Klangfiguren  zeigt.  Fig.  232  mag  diesen 

merkwürdigen    Satz   erläutern.     Die 


af 


Figur  stellt  auf  einer  sehr  unregel- 
mässig begrenzten  Scheibe  drei  Klang- 
Jy  figuren  dar,  denen  die  Töne  mit 
242,  356  und  640  Schwingungen  ent- 
sprachen. Der  Einfachheit  halber 
sind  die  drei  verschiedenen  Klang- 
figuren auf  derselben  Fläche  ver- 
zeichnet, nämlich  die  Curven  a 
(punktirt)  ^  (gestrichelt)  und  c  (ge- 
strichelt punktirt).  Die  äussere,  stär- 
ker gezeichnete  Contour  der  Figur 
bedeutet  die  Umgrenzung  der  Scheibe. 
Chladni  wählte  als  Umgren- 
zungsform der  Scheiben  das  Recht- 
eck, das  Quadrat,  das  Dreieck 
und  das  Sechseck,  femer  den 
Kreis  und  die  Ellipse.  Wir  werden 
uns  hier  zu  beschränken  haben  auf 
einige  Haupterscheinungen  für  qua- 
dratische und  kreisförmige 
Scheiben.  Fig.  233  versinnlicht 
(Ph.  288.)  nun  die  sechs  verschiedenen  Arten 

von  Figuren,   wie  sie  bei  quadratischen  Scheiben  vorkommen  und  allein  vor- 
kommen können,  nämlich:  ^  ^ 
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a)  symmetrisch  zu  den  beiden  Diagonalen  der  Ecken  und  den  beiden 
Diagonalen  der  Mitten  der  Seiten, 

b)  symmetrisch  zu  den  beiden  Diagonalen  der  Ecken, 

c)  symmetrisch  zu  den  beiden  Diagonalen  der  Mitten  der  Seiten, 

d)  symmetrisch  zu  einer  Diagonale  der  Ecken, 

e)  symmetrisch  zu  einer  Diagonale  der  Mitten  der  Seiten, 

f)  unsymmetrisch. 
Chladni  wandte  zum  Herausbringen  einer  bestimmten  Klangfigur  den  VioHn- 

bogen  an  und  strich  an  einer  Stelle  des  Scheibenrandes,  während  er  die  Scheibe 
selbst  zwischen  dem  Daumen  und  Zeigefinger  der  andern  Hand  festhielt.  Es  ist 
dies  ein  recht  mtlhsames  und  für  manchen  auch  geradezu  unausftlhrbares  Ge- 
schäft, da  selbst  bei  kleineren  leichteren  Scheiben  zum  Festhalten  eine  nicht  ge- 
ringe Krafl  erforderlich  ist.  Man  hat  deshalb  später  eine  besondere  Klemme 
verwendet^  in  welcher  die  Scheibe  an  einer  Stelle  festgeklemmt  werden  kann. 
Hierbei  muss  jedoch  wieder  hervorgehoben  werden,  dass  stets  durch  ein  solches 
Einklemmen  der  Scheibe  Gewalt  angethan  wird,  der  zu  Folge  auch  bestimmte 
Aenderungen  in  der  Lage  einer  Klangfigur  eintreten  müssen.  Diese  Gewalt  ver- 
meidet man  aber  auch  durch  einen  ganz  andern  Modus  der  Unterstützung  und 
Tonerregung.  Die  letztere  betreffend  verwende  ich  ein  Streich  Stäbchen, 
welches  je  nach  der  Grösse  und  Masse  der  Scheibe  seinen  Dimensionen  nach 
bald  grösser  bald  kleiner  sein  kann,  so  dass  man  bald  von  einer  zwei  bis  drei 
Millimeter  dicken  Glasröhre,  bald  von  einem  feinen,  kaum  ein  halbes  Millimeter 
dicken  Glasfaden  Gebrauch  machen  muss.  Die  Unterstützung  einer  Scheibe 
mache  ich  stets  auf  sogenannten  »Füsschenc.  Man  stellt 
sie  aus  konischen  Korkpropfen,  K  Fig.  234,  her,  welche 
oben  noch  je  ein  Stückchen  dicken,  steifen  Clavierfilz/ 
aufgeklebt  erhalten  und  unten  auf  der  breiteren  Basis- 
fläche mit  Flanell  b  überzogen  werden.  Mit  vier  bis  fünf 
solcher  Füsschen,  von  denen  Fig.  234  eines  in  natürlicher 
Grösse  darstellt,  reicht  man  aus,  um  eine  grosse  Anzahl  von 
Klangfiguren  sofort  hervorzubringen.  Soll  dies  wirklich 
geschehen,  so  sind  zwei  Regeln  zu  beachten,  welche  als  ' 
Fundamentalregeln  auch  bei  Stäben  und  allen  tongebenden 
Körpern  in  entsprechend  gleicher  Weise  gelten:  nämlich  erstens  müssen  die 
Füsse  an  solchen  Stellen  der  Scheibe  untergesetzt  werden,  durch 
welche  Stellen  voraussichtlich  Knotenlini ender  gewünschten Partial- 
schwingung  laufen,  zweitens:  das  Streichstäbchen  muss  auf  der 
Oberfläche  der  Scheibe  senkrecht  zu  dieser  an  einer  solchen  Stelle 
aufgekittet  werden,  welche  bei  der  betreffenden  Partialschwingung 
ein  Schwingungsfeld  wird,  indem  wir  unter  einem  »Schwingungsfeldc  ein 
Flächenstück  verstehen,  welches  eben  von  einer  oder  mehreren  Knotenlinien  bezw. 
von  Knotenlinien  und  der  äusseren  Contur  der  Scheibe  begrenzt  wird.  Nun  würde 
man  aber  doch  noch,  wenn  eine  bestimmte  Figur  zu  beliebiger  Zeit  wiederholt 
herausgebracht  werden  soll,  bezüglich  des  Untersetzens  der  Füsschen  sich  immer 
wieder  darüber  im  Ungewissen  befinden,  wo  die  Füsschen  sofort  hinzusetzen 
sind  und  thut  man  gut,  ein  Stück  Papier  unter  den  Füssen  zu  verwenden,  auf 
welchem  die  schon  einmal  völlig  gut  gelungene  Klangfigur  aufgezeichnet  wurde. 
Auf  die  Knotenlinien  dieses  Papiers  setzt  man  dann  die  vier  Füsschen,  legt  auf 
diese  die  Scheibe  und  kittet  dann  das  Streichstäbchen  auf  der  Scheibe  fest  Ein 
Beispiel  wird  diese  Methode  noch  erläutern.    Gesetzt   man  wolle  ^i®^^?fälp 
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haben.  Dann  legt  man  die  betreffende  Zeichnung  auf  eine  ebene  Tischplatte, 
setzt  bei  1,  2,  3  und  4  die  Füsschen  auf,  legt  auf  letztere  die  Scheibe  und  kittet 
auf  sie  bei  s  das  Streichstäbchen.  Streicht  man  das  Stäbchen  an,  so  wird  augen- 
blicklich der  auf  die  Scheibe  gestreute  Sand  die  unterhalb  der  Scheibe  verzeichnete 
Figur  bilden.  Das  Aufsetzen  der  Füsschen  auf  die  vorgezeichneten  Knotenlinien 
muss  selbstverständlich  möglichst  rationell  geschehen,  indem  einmal  durch  die  vier 
Stützen  eine  möglichst  sichere  Lage  der  Scheibe  erzielt  werden  muss  und  anderer- 
seits auch  vier  Punkte  von  Knotenlinien  gewählt  werden  müssen,  die  dem  be- 
treffenden Curvensystem  am  besten  zur  Entstehung  verhelfen.  So  würde  es,  was 
den  letzteren  Punkt  anlangt,  z.  B.  nicht  rationell  gewesen  sein,  wenn  wir  das 
Füsschen  3  weggenommen  hätten  und  mit  4  so  placirt  hätten,  wie  es  (3)  und 
(4)  anzeigt.  Denn  bei  dieser  Vertheilung  hätten  wir  für  die  längste  die  Scheibe 
durchziehende  Knotenlinie  gar  keinen  Ruhepunkt  vorbereitet. 

21)  Wenn  es  nun  auch  nicht  in  unserer  Absicht  liegt,  auf  bestimmte  theore- 
tische Entwicklungen  weiter  einzugehen,  so  müssen  wir  doch  eine  Reihe  allge- 
meiner Gesetzmässigkeiten  hervorheben,  die  z.  Thl.  schon  von  Chladni  entdeckt 
wurden  und  in  seiner  Akustik  zur  Darstellung  kamen.  Hierbei  werden  wir  aber 
solche  Gesetzmässigkeiten,  welche  als  allgemeine  akustische  anzusehen  sind  und 
als  allgemein  bekannt  angenommen  werden  dürfen,  nicht  mehr  hervorheben. 

a)  Die  Schwingungsfelder  beiderseits  einer  Knotenlinie  befinden 
sich  im  selben  Momente  in  entgegengesetzter  Schwingungsbewegung. 

b)  Einem  und  demselben  Tone  können  unter  Umständen  zwei 
verschiedene  Klangfiguren  entsprechen.  Als  interessantes  Beispiel  dienen 
die  beiden  Figuren  233  ä  und  ^.  Ob  die  eine  oder  die  andere  Figur  heraus- 
kommt, das  hängt  nämlich  von  der  Unterstützung  der  Scheibe  und  der  Anstreich- 
stelle ab.  Der  Ton  war  z.  B.  bei  einer  von  mir  untersuchten  Messingscheibe 
für  beide  Figuren  gleich  436  Schwingungen. 

c)  Unter  den  Klangfiguren  können  zweifelsohne  auch  gerad- 
linige Knotenlinien  vorkommen.  Dahin  sind  z.  B.  zu  rechnen  die  beiden 
Figuren  233  ^  und  c.  Man  bekommt  zwar  meistens  Hyperbeln,  aber  diese  sind 
sicherlich  nur  die  Folge  von  Unregelmässigkeiten  der  Scheibe.  Denn  wenn  man 
eine  absolut  gleichmässige  Scheibe  voraussetzen  darf,  so  ist  gar  kein  Grund 
denkbar,  wesshalb  nicht  bei  der  Fig.  233^  die  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen- 
den Geraden  existiren  sollten,  weil  nur  diese  Figur  vier  absolut  gleichartige  Qua- 
dranten liefert,  die  auch  beim  Schwingen  der  Scheibe  als  absolut  identisch  an- 
gesehen werden  müssen.     Ein  gleiches  gilt  vom  Kreuz  durch  die  Ecken. 

d)  Haben  zwei  Quadratscheiben  dieselbe  Dicke  und  sind  vom 
se  Iben  Material,  so  verhalten  sich  die  Seh  wingungs zahlen  für  Töne  der- 
selben Klangfigur  umgekehrt  wie  die  Quadratzahlen  der  Seiten  der 
Scheiben,  d.  h.  es  ist 

e)  Haben  zwei  Quadratscheiben  dieselbe  Fläche  bei  ungleicher 
Dicke,  so  ist  für  dieselbe  Schwingungsfigur 

Es  ist  jedoch  keineswegs  festgestellt,  ob  diese  beiden  zuletzt  hervorgehobenen 
Gesetze  durchweg  fUr  jede  Schwingungsfigur  bei  höheren  Obertönen  und  auch 
für  Scheiben  mit  immer  grösseren  und  grösseren  l^ic^^ft jcÄj|l|f gl;  v^j(jO<   .^^ 
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22)  Es  fragt  sich  nun,  wie  man  sich  das  Znstandekommen  der  CHLADNi'schen 
Klangfiguren  erklären  kann?  Bei  der  Beantwortung  dieser  Frage  tritt  uns  eine 
Auffassung  Wheatstone's  *)  entgegen,  die  jedenfalls  beachtenswerth  ist,  wenn 
auch    noch    nicht    sicher    feststeht,    ob    diese  Anschauung  durchweg  haltbar  ist. 


So  viel  steht  aber  fest,  dass  Wheatstone  im  Stande  ist, 
eine  Reihe  von  Klangfiguren  nach  seiner  Manier  sehr  be- 
friedigend zu  construiren.  Er  nimmt  an,  dass  z.  B.  bei 
einer  Quadratscheibe  sich  zwei  Primärwellen  einstellen, 
die  je  parallel  zu  den  Seiten  verlaufen,  so,  dass  wenn  die 
Bewegung  parallel  den  Seiten  AB  und  CD  Fig.  235  ge- 
dacht wird,  in  den  Geraden  n^n^  und  n^n^  zwei 
ELnotenlinien  genau  so  wie  bei  einem  an  beiden  Enden 
AB  und   CD  freien  Stabe  entstehen;    ebenso    soll  sich 


A 
H 


-r-r^-j- 


^ 
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i^ 


T 
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dann  gleichzeitig  auch  parallel  AD  und  BC  eine  Wellenbewegung  fort- 
pflanzen, bei  welcher  die  Knotenlinien  «i'«/  und  z»,'«,'  zu  Stande  kommen. 
Die  Sache  wird  dann  weiter  so  verlaufen,  wie  die  Fig.  235  genauer  darstellt.  Sie 
zeigt  nämlich  drei  verschieden  gezeichnete  Systeme  von  geraden  Linien, 
nämlich  a)  stark  hervorgehobene,  ganz  ausgezogene  Geraden  als  die  Knoten- 
linien der  Primärwellen,  b)  feiner  ausgezogene  Geraden,  welche  anzeigen,  dass 
auf  den  Primärschwingungsfeldem,  auf  denen  sie  verzeichnet  sind,  in  einem  be- 
stimmten Momente  diese  Schwingungsfelder  nach  oben  von  der  Ruhelage  der 
Scheibe  aus  gerechnet,  schwingen;  c)  gestrichelte  Geraden,  welche  die  im  selben 
Momente  nach  unten  schwingenden  Schwingungsfelder  anzeigen.  Demgemäss 
müssen  nun  aber,  falls  die  beiden  Primärschwingungen  zu  gleicher  Zeit  statt- 
finden, folgende  Punkte  der  Scheibe  in  Ruhe  bleiben: 

a)  selbstverständlich  die  Punkte,  in  welchen  sich  die  Primärknoten  schneiden. 
Denn    diese  Punkte    gehören  ja  Ruhestellen  für  beide  Primärschwingungen   an. 

b)  auch  solche  Punkte,  in  denen  sich  eine  gestrichelte  und  eine  feiner  aus- 
gezogene Linie  schneiden,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass  je  diese  2  Geraden 
gleichweit  von  den  entsprechenden  Seitenkanten  abstehen.  Denn  nur  solche 
Geraden  deuten  gleiche  Schwingungsintensitäten  und  zwar  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  (nach  oben  und  nach  unten  von  der  Ruhelage  der  Scheibe)  an. 
Diese  Ruhepunkte  sind  nun  alle  in  unserer  Figur  als  stärker  markirte  Punkte 
hervorgehoben  worden,  und  sieht  man,  dass  dieselben  in  ihrer  Gesammtheit  die 
allbekannte  CHLADNi'sche  Figur  des  Kreuzes  durch  die  Ecken  der  Scheibe  bilden. 

In  neuester  Zeit  hat  Shohä  Tanaka  in  Wiedem.  Ann.  Bd.  XXXIL  1887  eine 
Abhandlung  veröffentlicht,  worin  die  Klangfiguren  Chladni's  insbesondere  mit 
Rücksicht  aut  die  WHEATSTONE'sche  Auffassung  behandelt  werden  und  wobei 
diese  letztere  eine  wesentliche  Stütze  erfahren  hat. 

23)  Was  die  Klangfiguren  kreisrunder  Scheiben  betrifft,  so  muss  erwähnt 
werden,  dass  hier  im  allgemeinen  einfachere  Formen  zu  erwarten  sind.  Denn 
wenn  man  bei  einer  Kreisscheibe  an  irgend  einem  Punkte  die  Festklemmung 
besorgt,  so  kann  durch  diesen  Punkt  und  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  stets  ein 
Durchmesser  gelegt  werden.  Nun  ist  die  am  häufigsten  vorkommende  Form 
der  Klangfiguren  bei  einer  kreisförmigen  Scheibe  diejenige,  wobei  sie  sich  in 
4,  6,  8  .  .  .  Sectoren  theilt,  ganz  dem  entsprechend,  was  wir  bei  einem  Ring 
kennen  lernten.  Mag  man  also  bei  einer  solchen  Kreisfläche  an  einem  Punkt 
unterstützen,    wo    man  will:    die    eine  Gattung    von  Klangfiguren   nämlich,    das 


1)  Phil.  Transact.   1833. 
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System  der  sie  durchschneidenden  Diameter,  ist  stets  gesichert.  Das 
kann  bei  quadratischen  Scheiben  nicht  eintreten,  vielmehr  sind  es  hierbei  nur 
die  Diagonalen  der  Ecken  und  Mitten  der  Seiten,  welche  das  Analogon  zu  den 
Diametem  des  Kreises  bilden  und  erscheinen  diese  Diagonalen  als  Knotenpunkte 
nur,  wenn  die  Unterstützungspunkte  der  Scheibe  auch  wieder  auf  den  Diagonalen 
liegen,  nicht  aber,  wenn  diese  irgendwo  daneben  gewählt  werden. 

Ein  anderer  Umstand  bedingt  eine  weitere  Vereinfachung.  Es  leuchtet  ein, 
dass,  wenn  man  bei  einer  Kreisscheibe  in  ihrer  Mitte  das  Streichstfibchen  fest- 
kittet und  die  Mitte  der  Scheibe  zu  schwingen  anfängt,  dass  diese  Schwingungen 
sich  radiär  nach  dem  Rande  hin  fortpflanzen,  hier  reflektirt  werden  und  mit 
neuen  Wellen,  die  vom  Mittelpunkt  weiter  nach  aussen  verlaufen,  zusammentreffen 
können,  um  so  stehende  Wellen  zu  liefern,  mit  denen  Knotenlinien  in  Verbin- 
dung treten,  die  nothwendig  concentrische  Kreise  sein  müssen.  Daher  ist  das 
zweite  System  der  Knotenlinien  das  der  »concentrischenKreisec  und  dieses 
System  ist  auch  häufig  leicht  garantirt,  falls  irgend  ein  Punkt  der  Scheibe  unter- 
stützt wird.  Denn  durch  jeden  solchen  Punkt  lässt  sich  ein  concentriscber  Kreis 
legen,  welcher  dann  in  vielen  Fällen  nahezu  einen  solchen  Radius  haben  wird, 
dass  er  auch  wirklich  Knotenlinie  werden  kann. 

Ebenso  leuchtet  ein,  wie  die  Combination  der  beiden  Systeme,  nämlich 
das  S3rstem  der  Diameter  und  das  der  concentrischen  Kreise,  möglich  ist. 
Alle  diese  drei  Systeme  sind  einfacher,  wie  viele  andere  bei  einer  quadratischen 
Scheibe  und  erklärt  es  sich  wohl,  wesshalb  das  Problem,  die  drei  Systeme  der 
Klangfiguren  bei  einer  Kreisscheibe  theoretisch  zu  behandeln,  besser  gelungen 
ist  wie  die  Theorie  für  die  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Figuren  bei  einer  Quadrat- 
scheibe. Diese  schöne  theoretische  Untersuchung,  welche  zugleich  als  eine  der 
hervorragendsten  auf  dem  gesammten  Gebiete  der  theoretischen  Physik  zu  be- 
trachten ist,  insofern  als  sie  ein  Problem  löste,  das  allen  vorangegangenen  An- 
strengungen getrotzt  hatte,  verdanken  wir  Kirchhoff.  ^) 

Indem  wir  die  Hauptresultate  dieser  theoretischen  und  experimentellen  Unter- 
suchung nun  mittheilen,  sei  bemerkt,  dass  für  den  Grundton  die  Formel 


^=:^V 
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die  Anzahl  der  Schwingungen  zu  berechnen  gestattet,  falls  man  für  ä  die 
Dicke  uud  für  J?  den  Radius  der  Scheibe  emsetzt.  Die  übrigen  in  der  Formel 
vorkommenden  Grössen  sind  nach  den  im  vorausgehenden  mitgetheilten  Formeln 
bekannt.  Falls  nicht  der  Grundton,  sondern  die  Obertöne  überhaupt  in  Betracht 
kommen,  existirt  eine  einfache  Formel  nicht,  vielmehr  muss  man  nach  umfang- 
reicher Berechnung  eine  Tabelle  benutzen,  die  wir  für  einige  der  am  meisten  in 
Betracht  kommenden  Klangfiguren  mittheilen  wollen. 

Tabelle  für  Schwingungszahlen. 


Durchmesser 

Concentrische  Kreise      .     . 

2 
0 

0 

1 

3 
0 

1 
1 

1000 

1*613 

2-812 

3-708 

1)  POGG.  Ann.  Bd.  XXXI.  1850. 
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Durchmesser 

Concentrische  Kreise      .     . 

0 

1 

0 
2 

0 
3 

1 
1 

l 
2 

Radien 

0-681 

0-392 
0-842 

0-257 
0-592 
0-894 

0-781 

0-498 
0-871 

Es  ist  sehr  interessant,  die  durch  das  Experiment  gewonnenen  Zahlen,  die 
Stkehlke  bei  sechs  möglichst  regelmässigen  Glasscheiben  als  Mittelzahlen  fest- 
stellte, kennen  zu  lernen,  um  sie  mit  den  theoretisch  vorausbestimmten  Zahlen 
Kirchhoff's  vergleichen  zu  können.  Wir  setzen  diese  Zahlen  des  Experiments  *) 
hier  her: 


Schwingungszahlen:     1000 
Radien:   0-677 


1-610 
0-391 
0-841 


2312 
0-258 
0-Ö92 
0-895 


3-698 

0-779  —  0-497 
0-870 


Dieser  Vergleich  wird  am  besten  die  Bedeutung  der  KiRCHHOFF'schen  Arbeit 
erkennen  lassen. 

24.  Die  zweite  Unterabtheilung  der  flächen  förmigen  Körper,  die  durch 
innere  Rigorosität  elastisch  sind,  bilden  die  »krummflächigen«  Körper. 
Auch  hier  ist  die  Formenverschiedenheit,  welche  diese  Körper  zeigen  können, 
eine  unbegrenzte,  indem  der  Versuch  zeigt,  dass  ein  jedes  Stück  einer  dünnen 
Glasschale,  einer  Flasche  u.  s.  w.,  falls  es  eben  noch  gross  genug  ist  und 
passend  eingeklemmt  und  unterstützt  werden  kann,  sich  auch  zum  Tönen 
bringen  lässt.  Aus  dieser  so  grossen  Mannigfaltigkeit  der  Formen  sind  es  aber 
doch  nur  ganz  bestimmte,  die  schliesslich  als  die  alleinigen  einer  näheren  Unter- 
suchung bis  jetzt  unterworfen  wurden,  und  können  alle  diese  Formen  unter  der 
Bezeichnung  »glockenförmige  Körper«  zusammengefasst  werden.  Es  ge- 
hören dahin  vor  allem  die  eigentlichen  Glocken  selbst,  sodann  alU  Formen, 
die  im  kleineren  Maassstabe  in  Glas  oder  Metall  die  Glockenform  erhalten 
haben;  femer  gehören  hierher  die  kreisförmigen  Cy linder  und  die  kreisförmigen 
konischen  Flächen.  Es  ergiebt  sich  uomit,  dass  man  diese  Körper  auch  wohl 
unter  der  Bezeichnung  »Rotationskörper«  zusammenfassen  kann.  D.iraus 
folgt  aber,  dass  man  von  elliptisch  gestalteten  Formen,  die  ja  auch  mit  Leichtig- 
keit, insbesondere  als  elliptisch  geformte  Blechcylinder,  hergestellt  und  dem  Ver- 
such unterworfen  werden  können,  absehen  will. 

Stellen  wir  uns  nun  eine  solche  Glockenform  vor,  so  leuchtet  ein,  dass  es  die 
ebene  Kreisscheibe  ist,  welche  hier  zunächst  die  nöthigen  Analogien  erkennen 
lässt.  Denn  es  ist  ja  eine  solche  Glocke  eigentlich  nichts  anderes  als  eine 
centrisch  gebogene  kreisförmige  Scheibe.  Den  Uebergang  von  einer  solchen 
ebenen  Scheibe  zu  einer  Glocke  würden  die  Schalen  bilden,  wie  z.  B.  eine 
gläserne  oder  porcellanene  Abdampfschale. 

Hiemach  lässt  sich  im  Voraus  erkennen,  dass  solche  Körper  zunächst  zwei 
Systeme  von  Knotenlinien  zeigen  müssen,  nämlich  erstens  das  System  der  sich 
durchschneidenden  Diameter  und  zweitens  das  System  der  concentrischen 
Kreise.  Ersteres  System  ist  das  allgemein  bekannte  und  zeigt  eine  Glocke,  eine 
Schale,    ein  Trichter,    ein  Cylinder   bei    der  Grundschwingung    an    vier  Stellen 
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des  Glockenrandes  ihren  Anfang  nehmen,  über  den  Scheitel  der  Glocke  hin- 
laufen und  dann  an  zwei  diametral  entgegengesetzten  Stellen  des  Glockenrandes 
enden.  Der  ganze  Glockenmantel  zertällt  hierdurch  in  vier  Quadranten,  wo- 
durch der  Grundtypus  einer  Kreisscheibe  nachgewiesen  ist.  Man  sieht  daher,  dass 
eine  Glocke  bei  ihrem  tiefsten  Tone  vier  Knotenlinien  zeigen  muss. 

Merkwürdig  ist  es  nun,  dass  es  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen  ist,  das  System 
der  concentrischen  —  mit  dem  Rande  der  Glocke  parallel  laufenden  — 
Kreise  herauszubringen.  Wenn  man  aber  genauer  zusieht,  so  begreift  es  sich, 
dass  man  hierbei  verschiedenen  Schwierigkeiten  begegnen  muss.  Vor  allem 
leuchtet  sofort  ein,  dass  Glocken,  Glasstülpen,  wenn  dieselben  nach  dem  Scheitel 
zu  dicker  und  dicker  werden  oder  gar  hier  in  einen  Knopf  endigen,  überhaupt 
jf  nicht  zu  solchen  Schwingungen  gebracht  werden  können. 
///  FJg-  236  stellt  eine  Schale  dar,  welche  in  ihrer  Ruhe- 
lage durch  die  ausgezogene  Contour  angedeutet  ist 
Soll  nun  die  Grundschwingnng  im  System  mit  con- 
centrischen Kreisen  eintreten,  so  müsste  die  Schale 
auf  einen  Cylinder  C  —  etwa  in  einer  offenen  Schachtel 
bestehend  —  gesetzt  werden,  dessen  oberer  Umfang 
(Ph.  286.)  so    gross    ist    wie    der    Umfang    des    einen    Knoten- 

kreises, der  sich  beim  Schwingen  der  Glocke  voraussichtlich  bilden  kann. 
Das  Anstreichen  der  Glocke  kann  hierbei  nur  so  geschehen,  dass  man  am 
Scheitel  m  derselben  ein  Streich  Stäbchen  s  ankittet»  Gesetzt  nun,  es  wäre 
alles  naul^i  Wunsch  geordnet ,  so  würde  die  Schale  in  ihren  äussersten 
Schwingungsphasen  die  gestrichelten  Contouren  bilden.  Um 
gang,  wie  er  ist,  zu  erkennen^  mu^s  nifin  noch  die  Figur 
Mittelaxe  rotiren  iasscn.  Die  IHinkte  //  werden  sich  dann  in  einem  Kreise  be- 
vegen^  der  eben  der  eine  herauszubringende  Knotenkreis  ist.  Das  Gelingen 
dieses  Versuchs  setzt  aber  vor  nlleni  voraus,  dass  man  einen  Cylinder  C  an- 
wendete, der  gerade  den  dem  Knotenkreise  ri  ents[}rechenden  Durchmesser  hnite. 
Aber  dies  einmal  zugegeben,  wird  der  Versuch  doch  wohl  kaum  gelingen.    Denn 

man  bringt  im  Anstreichen  des  Stäbchens  i 
nicht  die  nötlnge  Energie  heraus,  welche 
eine  entsjjrechende  Biegung  des  Thcils  der 
Schale,  der  um  den  Scheitet  m  herum  tieg^ 
veranlassen  könnte. 

25)  Von  diesen  centralen  Schwingungen 
sehen  wir  daher  ab  und  bleiben  somit  für 
die  Glocken  nur  die  radiären  Übrig.  Z^^ 
Sichtbarmachung  der  Knotenlinien  kann  man 
selbstverständlich  trockenen  Sand,  wte  t>ei 
ebenen  Scheiben  nicht  verwenden.  Man  ver- 
fahrt Start  dessen  so^  dass  man  die  Glocfee 
zunächst  mittelst  eines  grösseren  Pinsels  mit 
dünner  Kalkmilch  im  Innern  überstreicht, 
dass  man  dann  auf  diese  Kalkmilch  ziemlich  grobkörnigen,  rein  gewaschen^" 
Sand  aufstreut  und  dann  die  Glocke  am  Rande  mit  einem  Violinbogen  an- 
streicht. Ist  man  im  Stande,  den  Bof;en  sicher  und  regelmässig  zu  fübrea- 
so  zeigt  sich  eine  sehr  merkwllrdige  Erscheinung,  welche  in  Fig.  237  auf  photo- 


den  ganzen  Vor- 
ihre  vertikale 


(Pb.  237 ) 
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graphischem  Wege  dargestellt  wurde.  Während  des  Schwingens  und  Tönens 
der  Glocke  bewegt  sich  nämlich  der  Sand  von  vier  radiären  Stellen  aus  auf 
bogenförmigen  Bahnen  durch  die  Kalkmilch  hindurch  und  wird  hierbei  nach  vier 
anderen  radiären  Stellen  zusammengeführt,  um  auf  diesen  als  den  zu  versinn- 
lichenden  Knoten  liegen  zu  bleiben.  Hält  man  mit  dem  Streichen  ein,  so  bleiben 
die  Bahnen,  welche  die  einzelnen  Sandhäufchen  und  Sandkörner  in  die  Kalkmilch 
eingruben,  dauernd  bestehen  und  die  Glocke  bietet,  wenn  man  sie  passend  vom 
Licht  durchscheinen  lässt  und  schief  auf  dieselbe  hinblickt,  das  Aussehen  der 
Fig.  237,  zu  deren  Erläuterung  wohl  nichts  mehr  hinzugefügt  zu  werden  braucht, 
da  ja  die  vier  Knotenlinien  und  die  bogenförmigen  Bewegungscurven  der  Sand« 
partikelchen  deutlich  hervortreten. 

Die  Glocke  liefert  also  beim  tiefsten  Ton  vier,  beim  nächsten  Oberton 
sechs,  beim  nächsten  acht  u.  s.  w.  Knoten.  Chladni  hat  verschiedene  Glas- 
glocken untersucht  und  kam  zu  dem  Resultat,  dass  die  Obertöne  derselben  im 
Grossen  und  Ganzen  mit  den  Quadranten  der  Zahlen  2  .  .  3  .  .  4  .  .  6  .  .  im 
Verhältniss  übereinkämen.  Die  grosse  Verschiedenheit  dieser  Glocken  insbe- 
sondere wegen  der  nicht  gleichmässigen  Wandstärke  vom  Rande  der  Glocke 
nach  dem  Scheitel  hin  gestatten  auch  gar  nicht  ein  solches  einfaches  Gesetz 
auszusprechen.  Will  man  es  mit  Regelmässigkeit  zu  thun  haben,  so  muss  man 
überhaupt  Glasgefässe  verlassen  und  Metallgefässe  nehmen.  Die  letzteren  lassen 
sich  in  zwei  Formen  recht  regelmässig  herstellen,  einmal  als  Cylinder  und  dann 
als  Trichter.  Letztere  sind  auf  ihr  genaues  Verhältniss  der  Schwingungen  der 
Obertöne  und  überhaupt  noch  nicht  genauer  untersucht,  dagegen  verdanken  wir 
Fenkner»)  eine  recht  interessante  Arbeit  über  die  kreisförmigen  Cylinder. 
Nach  dieser  Untersuchung  verhalten  sich  die  Schwingungszahlen  Nq  und  -A^ 
zweier  Cylinder  —  sie  wurden  sorgfältig  von  Weissblech  hergestellt  —  wenn  die 
Z>Q  und  £>  Durchmesser,  ä^  und  d  die  Dicken  der  Wandstärke  bedeuten  —  wie 

N'^  d  '  Dy 
wobei   also   das  Merkwürdige  besteht,    dass  die  Höhe  der  Cylinder  von  keinem 
Einfluss    ist.     In  einer  anderen  Arbeit  beschäftigte  sich  Fenkner  mit  den  Ober- 
tönen und  fand,  dass  diese  den  Zahlen 

l:f:5:8:12:16  .  .  . 
d.  h.  den  Tönen 

C\f\c^\c^\g^\c^  .  .  . 
entsprächen. 

26)  Wir  wenden  uns  nun  noch  zur  letzten  Gruppe  der  transversal  schwingen- 
den Körper:  zu  den  flächen  förmigen  Körpern,  aber  solchen,  die  durch  Spannung 
elastisch  werden,  also  zu  den  »Membranenc.  Auch  hier  setzt  die  Theorie 
voraus,  man  habe  es  mit  absolut  biegsamen  Körpern  zu  thun,  welche  erst  durch 
Spannung  in  sich  Elasticität  aufnehmen.  Dass  auch  bei  Membranen  ein  solches 
absolutes  Fehlen  von  Elasticität  der  Biegung  nicht  angenommen  werden  darf, 
leuchtet  ein.  Denn  auch  das  feinste  Seidenpapier  zeigt,  dass  es  nicht  jede  ihm 
gegebene  Biegung  beibehält,  sondern  bestrebt  ist,  sie  wieder  zu  verlassen,  nament- 
lich zeigt  ein  kleines  Flächenstückchen  eines  solchen  Papiers,  das  etwa  an  einer 
Seite  festgehalten  und  gebogen  wird,  wie  die  ursprüngliche  Gestalt  sofort  wieder 
eingenommen  wird,  falls  die  äussere  Kraft  aufhört.  Membranen  bieten  nun 
gleich  von  vornherein  zwei  Schwierigkeiten,  die  wir  bei  Saiten  nicht  antreffen. 
Zunächst   ist   es   unmöglich,    sich   eine  Membran    zu  verschaffen,  welche  in  ge- 
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spanntem  Zustand  in  allen  ihren  Theilen  gleichartig  ist.  Denn  einmal  ist  ja  das 
Material,  aus  welchem  man  Membranen  macht:  thierische  Felle,  thierische  Blasen, 
Papiersorten  und  Kautschuk,  von  vornherein  mehr  oder  weniger  unregelmässig. 
Sodann  aber,  eine  solche  Regelmässigkeit  auch  zugegeben,  wird  diese  während 
des  Aufziehens  mehr  oder  weniger  verloren  gehen.  Hierbei  muss  nämlich,  wenn 
wir  vom  Kautschuk  absehen,  der  betreffende  Körper  vorher  nass  gemacht  werden: 
nach  dem  Aufziehen  verschwindet  die  Feuchtigkeit  und  da  diese  von  vornherein 
nicht  gleichmässig  vertheilt  sein  konnte,  so  kommen  bestimmte  Partien  der 
Membran  auch  später  wie  andere  zum  Trocknen,  womit  nothwendig  die  Theil- 
chen  dieser  Partien  schliesslich  in  weitere  Abstände  von  einander  kommen  wie 
auf  den  Stellen,  die  früher  trocken  wurden. 

Ein  anderer  Umstand  betrifft  die  Unmöglichkeit,  einer  Membran  eine  be- 
stimmte, durch  Gewichte  auszudrückende  Spannung  zu  geben.  Man  hat  es 
daher  mit  einem  Körper  zu  thun,  der  zwar  durch  Spannung  elastisch  wird,  dessen 
Spannung  man  aber  nicht  messen  kann  und  nur  als  eine  grössere  oder  geringere 
zu  erkennen  und  einzutheilen  vermag.  Bei  den  theoretischen  Untersuchungen 
und  den  aus  ihnen  hervorgehenden  Formeln  für  die  Schwingungszahl  wird  des- 
halb die  Spannung  P  zweifelsohne  vorkommen  müssen,  ohne  dass  man  vermag, 
experimentell  sie  zu  bestimmen  und  beliebig  zu  verändern. 

Was  nun  die  Art  der  äusseren  Begrenzung  der  Membranen  anlangt,  so  kann 
diese  ebenso  wie  bei  Scheiben  unendlich  mannigfach  sein.  Man  beschränkte 
sich  bis  jetzt  aber  auf  eine  rektanguläre,  quadratische,  kreisrunde  und 
wohl  auch  elliptische  Begrenzung.  Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Mem- 
branen über  einen  Rahmen,  einen  Kasten  oder  ein  Glasgefäss  gespannt  wurden, 
so  dass  schliesslich  die  äusseren  Contouren  der  Membranen  als  fest  zu  betrachten 
sind.  Nicht  ohne  Interesse  und  Bedeutung  ist  aber  auch  eine  Umgrenzung,  wobei 
eine  Membran  nach  einer  Seite  hin  frei  wird.  Man  denke  sich  z.  B.  eine 
aufgezogene  kreisförmige  Membran,  welche  hernach  in  der  Richtung  eines  Dia- 
meters durchgeschnitten  wird :  Eine  solche  Hälfte  der  Membran  würde  dann  auf 
der  Länge  eines  Halbkreises  fest  und  längs  ihres  Durchmessers  mit  einem  freien 
Rande  schwingen. 

Die  Art  der  Schwingungserregung  bei  Membranen  kann  eine  sehr  verschiedene 
sein.  Das  einfachste  Mittel  ist,  sie  mit  einem  Klöpfelchen  oder  Hämmerchen 
anzuschlagen:  eine  Methode,  die  zunächst  in  der  praklischen  Musik  die  alleinige 
bildet,  aber  auch  bei  akustischen  Versuchen,  namentlich  wenn  es  sich  nur  um 
die  Grundschwingung  handelt,  sehr  brauchbar  ist.  In  dieser  letzteren  Beziehung 
kann  man,  falls  die  Membran  über  einen  Rahmen  gespannt  ist,  auch  durch 
Klopfen  auf  diesen  Rahmen  schon  diese  Membran  zum  Schwingen  bringen.  Ein 
anhaltendes  Tönen  kommt  auf  diese  Manier  nicht  heraus  und  unterscheiden  sich 
die  Membranen  hierdurch  wesentlich  von  den  tongebenden  Körpern,  die  wir  bis 
jetzt  betrachtet  haben:  Ein  Stab,  eine  Saite,  eine  CHLADNi'sche  Scheibe,  sie  tönen, 
einmal  angeschlagen,  längere  Zeit  nach  und  wissen  wir  dies  ja  namentlich  von 
den  Glocken  und  Stimmgabeln.  Der  Grund  für  diese  Verschiedenheit  liegt  in 
der  molekularen  Beschaffenheit  der  Membranen  und  nicht  zunächst  etwa  in  der 
geringen  Masse.  Ebenso  nämlich  wie  eine  Bleiplatte,  eine  Gypsplatte,  eine  Platte 
aus  Papiermache,  nachdem  sie  angeschlagen  wurde,  nicht  nachtönt,  ist  dies  auch 
bei  der  Membran  der  Fall.  Sie  ist  ein  Körper,  bei  dem  das  innere  Geftige 
durchaus  nicht  so  regelmässig  wie  bei  andern  Körpern  ist,  vielmehr  durchsetzen 
die  Masse  der  Membran  zahllose  Risse  und  Röhrchen,  so  dass  das  Ganze  nicht 
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den    regelmässigen   molekuaren  Zusamnienhang    bekommt   wie  bei  einer  Glas- 
oder Messingscheibe. 

Ein  Anstreichen  der  Membranen  mittelst  eines  Violinbogens  geht  nicht  an; 
dagegen  gestattet  das  Streichstäbchen  wiederum  eine  ausgedehnte  Anwendung. 
Da  jedoch  die  Masse  einer  Membran  oft  genug  sehr  dünn  ist,  so  wird  das 
Streichstäbschen  in  einem  solchen  Falle  immerhin  die  Schwingungen  derselben 
verändern  können.  Will  man  diese  Aenderung  möglichst  ausgeschlossen  sehen, 
so  darf  nur  ein  sehr  feines  Stäbchen  verwendet  werden,  das  anzustreichen  eine 
besondere  Geschicklichkeit  erheischt 

Weiterhin  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Membranen  sehr  gut  auch  durch 
Resonanz  zum  Schwingen,  wenn  auch  nicht  zum  anhaltenden  Tönen  gebracht 
werden  können.  In  vielen  Fällen  sind  die  Membranen  ja  leichte  Massen  und 
da  sie  auf  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  Luft  umgeben  sind,  so  wird  eine  Schall- 
bewegung von  einem  tönenden  Körper  A  nach  der  Membran  B  hin  sehr  leicht 
durch  die  Luft  übertragen  werden  können,  während  eine  Scheibe  hierbei  kaum 
erregt  wird.  Gerade  diese  Eigenschaft,  auf  die  Töne  eines  anderen  schwingen- 
den Körpers  wie  namentlich  einer  Orgelpfeife  oder  die  menschliche  Stimme  hin 
zu  reagiren,  macht  die  Membranen  zur  Klanganalyse  der  Körper  sehr  geeignet,  in- 
dem man  hierbei  aus  der  Bewegung  der  Membran  rückwärts  Schlüsse  ziehen  kann 
bezüglich  der  Schwingungen  des  Körpers  selbst,  welche  die  Membran  erregten. 
Ein  Beispiel  wird  diesen  wichtigen  Umstand  sofort  erläutern  helfen.  Wir  wollen 
uns  vorstellen,  wir  hätten  eine  Reihe  von  Membranen,  deren  Grundton  nach 
den  Schwingungszahlen  der  diatonischen  Tonleiter  stimmten;  die  Membranen 
seien  in  horizontaler  Lage  der  Reihe  nach  aufgestellt  und  auf  eine  jede  sei  ein 
klein  wenig  Sand  gestreut.  In  einiger  Entfernung  hiervon  wollen  wir  uns  vor- 
stellen, dass  zwei  Personen  je  einen  Ton  singen,  welch  beide  Töne  zusammen 
durch  die  Luft  nach  den  Membranen  übertragen  würden  und  es  ergebe  sich, 
dass  die  Membran,  deren  Grundton  //,  und  diejenige,  deren  Grundton  gis  wäre, 
eine  Sandbewegung  zeige,  während  der  Sand  auf  den  übrigen  Membranen  still 
läge,  so  wäre  dies  der  Beweis,  dass  in  dem  gemeinsamen  Klange,  der  von  den 
beiden  Stimmen  erregt  wird,  ein  d  und  ein  gis  stecke. 

27)  Bezüglich  der  Schwingungsgesetze  der  frei 
schwingenden  Membranen  wollen  wir  uns  an  eine 
wichtige  experimentelle  Untersuchung  zweier  französi- 
scher Geleheten  Bernaid  und  Bourget^)  halten,  wo- 
bei speciell  die  quadratischen  Membranen  berück- 
sichtigt wurden,  wobei  femer  ein  Anschluss  an  theo- 
retische Untersuchungen  von  Poisson  und  Lam£  statt- 
fand. 

Nach   diesen  theoretischen  Untersuchungen  Pols-     -^ 

(Ph.  388.) 
son's    ergiebt    sich    für    die    Schwingungszahlen    der 

Obertöne  einer  quadratischen  Membran  die  Formel 


4.. 


^^Y^^w^i^^p^ 


Q 

worin  zunächst  P  die  Spannung  bedeutet:  so  zu  verstehen,  dass  diese  senkrecht 
zu  den  Seiten  des  Quadrats  und  gleichmässig  wirkt.  Q  bedeutet  das  Gewicht 
der  Membran.     Femer  müssen  wir  bezüglich  der  Grössen  m  und  n  das  Nöthige 
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kennen  lernen.  Der  Grundtypus  für  sämnatliche  Partialschwingungen  einer  qua- 
dratischen Membran  erhellt  aus  der  Fig.  238.  Sie  zeigt  eine  Klangfigur  mit  dem 
Typus  («,  n)  =  (2,  1)  d.  h.  parallel  mit  den  Seiten  A  B  und  D  C  durchsetzen 
die  Membranen  in  gleichen  Abständen  von  einander  zwei  geradlinige  Knoten- 
linien, ebenso  läuft  parallel  den  Saiten  AD  und  BC  eine  Knotenlinie,  so- 
dass die  Membran  in  sechs  congruente  Rechtecke  zerfällt.  Was  an  diesem 
speciellen  Beispiel  erläutert  wird,  kann  verallgemeinert  werden  und  bedeutet 
(m,  n)  den  allgemeinen  Typus,  wobei  parallel  dem  einen  Seitenpaar  des  Qua- 
drats m^  parallel  dem  anderen  n  geradlinige  Knotenlinien  in  je  gleichen  Ab- 
ständen von  einander  die  Fläche  durchziehen.  Für  den  Grundton  ist  m^=n=o, 
d.  h.  die  Membran  schwingt  als  Ganzes  auf  und  nieder.  Für  die  Fälle,  wo  jw  =  « 
ist,  sind  die  Schwingungsielder  der  Membran  lauter  Quadrate,  sonst  aber  lauter 
Rechtecke. 

Berechnet  man  nach  obiger  Formel  die  Schwingungszahlen,  indem  man  den 
Grundton  mit  1  bezeichnet,  so  ist  die  Reihe  der  Obertöne  folgende: 
1-00        2-00        300        4-00        500 
1-58        2-24        3-16        4-12      u.  s.  w. 
2ÖÖ        364        4-30 
2-92        3-61        4-47 
3-81        4-53 
4  74 
Man   erkennt   hieraus,    dass    unter  den  vielen  Membrantönen  auch  die  den 
natürlichen  Zahlen  1,  2,  3,  4  .  .  .  entsprechenden  vorkommen,  und  sind  diese,  wie 
unschwer   zu    erkennen  ist,    diejenigen  Töne,  wobei  die  Membran  parallel  dem 
einen  Seitenpaar  m  in  gleichen  Abständen  von  einander  stehenden  und  parallel 
dem  andern  eine  ebenso  grosse  Zahl  n  =  m  Knotenlinien  zeigt.    In  obiger  Formel 
würde   hierbei    also    m=n   zu   setzen  sein.     Eine  Membran,  welche  sich  dem- 
gemäss  z.  B.  in  vier  Quadrate  theilt,  giebt  einen  Ton,  der  die  Octave  des  Grund- 
tons   ist.     Eine    Membran    mit   neun  Quadraten   giebt   die  Quinte  der  Octave 
des    Grundtons.     Dieses   Resultat   muss    auch    noch    anders   abgeleitet   werden 
können.      Denn    es    muss  offenbar   die   Membran  mit  vier  Quadraten  denselben 
Ton    geben    wie  eine    quadratische  Membran,  deren  Seite  halb  so  gross  ist  wie 
die   ganze  Membran,    die   sich    beim  Schwingen   in    vier  Quadrate  teilte.     Man 
beweist   dies   aus   der   allgemeinen  Formel,    wenn   man  auf  den  zweiten  Factor 

'  ^  achtet.  Eine  Membran  derselben  Spannung  aber  mit  einer  Seitenlänge 
gleich  i  hat  ein  ö  =  i  ini  Vergleich  zum  Gewicht  der  Membran  mit  der  Seiten- 
länge 1.  Daher  ist  anstatt  1/—^ ein  2«l/---~^  zu  setzen,  womit  ja  der  ge- 
forderte Beweis  geführt  ist.  Melde. 


V 
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1)  In  dem  Artikel  »Allgemeine  Wellenlehre«  ist  ausser  der  Transversal  Wellen- 
bewegung noch  eine  zweite  Schwingungsbewegung  besprochen  worden,  welche 
man  die  »Longitudinalwellenbewegung«  zu  nennen  pflegt.  Daselbst  wurde 
auch  schon  hervorgehoben,  dass  die  Wellenbewegung  in  luftförmigen  Körpern, 
insbesondere  also   in  der  atmosphärischen  Luft,    nur   eine   longitudinale  sein 
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könne,  und  die  transversale  hier  ganz  fehle.  Zum  Zustandekommen  der  letzte- 
ren ist  nämlich  eine  Formabgrenzung  mit  freier  Oberfläche  oder  eine  lineare 
Gestalt  des  betreflenden  schwingenden  Körpers  erforderlich,  welcher  Gestalt  der 
lufttörmige  Körper  widerstrebt,  indem  er  weder  eine  freie,  in  sich  abgegrenzte 
Fläche  einnehmen  kann,  noch  sich  als  eine  Luftsaite  oder  ein  Luflstab  herrichten 
lässt.  Daher  werden  auch  die  schwingenden  Luftsäulen  und  die  von  ihnen  ge- 
lieferten Töne  nur  durch  Longitudinalschwingungen  der  von  der  Wand  der  Röhre 
abgegrenzten  Luftmasse  zu  Stande  kommen,  so  dass  wir  es  in  dem  jetzigen  Artikel 
namentlich  auch  mit  den  Tönen  der  Luftsäulen,  mit  den  Tönen  der  Orgelpfeifen 
zu  thun  haben  werden. 

Aber  die  Longitudinalschwingungen  sind  auch  anderen  Körpern  eigen  und 
lässt  sich  unschwer  nachweisen,  dass  sie  auch  bei  dem  tropfbar  flüssigen  Zustand 
vorkommen,  dass  z.  B.  auch  eine  Orgelpfeife  unter  Wasser  einen  Ton  geben 
kann,  welchen  die  Longitudinalschwingungen  der  von  der  Pfeife  eingeschlossenen 
Wassermenge  erzeugen.  Sodann  sind  es  vor  allem  die  festen  Körper,  bei  welchen 
die  Longitudinalschwingungen  vorkommen.  Diese  Thatsache  bei  festen  Körpern 
ist  verhältnissmässig  erst  spät  entdeckt  worden  und  verdanken  wir  diese  Entdeckung 
dem  Altmeister  Chladni,  der  in  seiner  akustischen  Erstlingsschrifl:  »Entdeckungen 
über  die  Theorie  des  Klanges«  im  Jahre  1787  hervorhebt,  dass  es  ihm  gelungen 
sei,  bei  einer  Saite  Töne  zu  erhalten,  die  erzeugt  würden,  wenn  man  den  Violin- 
bogen nicht  senkrecht  zur  Saite,  sondern  unter  einem  spitzen  Winkel  gegen  die- 
selbe hinführe.  Bald  hierauf  hat  Chladni  diesen  Schwingungen  bei  Saiten  und 
Stäben  weitere  Aufmerksamkeit  geschenkt  und  die  Gesetze  derselben  auf  experi- 
mentellem Wege  vollkommen  ermittelt^ 

Während  bei  den  Transversalschwingungen  Biegungen  des  betreffenden 
Körpers  eintreten  und  das  resultirende  Gebilde  ein  Wellenberg  und  Wellenthal 
ist,  begegnen  wir  bei  den  Longitudinalschwingungen,  wie  dies  im  Artikel  »Allge- 
meine Wellenlehre«  erläutert  wurde,  »Verdichtungen«  und  »Verdünnungen«, 
doch  muss  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  diese  nicht  etwa  die  Analoga 
der  Wellenberge  und  Wellenthäler  sind,  sondern,  dass  bei  einer  Longitudinal- 
schwingung,  wenn  dieselbe  wie  sie  ist  in  eine  Transversalschwingung  umgesetzt 
wird,  den  Stellen  der  Verdichtungen  und  Verdünnungen  die  Knotenstellen  der 
Transversalbewegung  entsprechen,  und  dass  die  Wellenberge  und  Wellenthäler 
der  Transversalbewegung  denjenigen  Stellen  der  Longitudinalbewegung  entsprechen, 
welche  man  »Bäuche«  zu  nennen  pflegt,  d.  h.  diejenigen  Stellen  des  longitudi- 
nalschwingenden  Körpers,  welche,  je  zwischen  einer  Verdichtung  und  Verdünnung 
liegend,  das  Mittelding  hiervon  bilden  und  somit  Stellen  unveränderter 
Dichtigkeit  bleiben. 

2)  In  derselben  Weise,  wie  die  Trans  Versalschwingungen  der  Körper  in  ihrer 
theoretischen  Behandlung  als  ein  Problem  der  Elasticitätslehre  aufzufassen  sind, 
ist  dies  nun  auch  bei  den  Longitudinalschwingungen  der  Fall.  Bei  der  allge- 
meinen Lösung  des  Problems  der  Schwingungserscheinungen  der  Körper  würden 
daher  die  betreffenden  Bewegungsgleichungen  in  einem  Theile  die  Transversal-» 
im  anderen  die  Longitudinalschwingungen  darstellen. 

Die  einfachsten  Verhältnisse  der  experimentellen  Seite  bei  den  Longitudinal- 
schwingungen der  festen  Körper  bietet  ein  an  beiden  Enden  freier  Stab. 
Wie  er  ist,  kann  er  unmittelbar  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt  werden. 
Es  lassen  sich  hierbei  Stäbe  von  Metall,  von  Glas  oder  von  Holz  verwenden. 
Metall-  und  Holzstäbe  bringt  man  dadurch  zum  Tönen,  dass  man  zunächst  sich 
einen  Tuchlappen  verschafft,  diesen  auf  einer  Seite  mit  gepulvertem  Colonhonium 
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bestreut  und  mit  diesem  Lappen  den  Stab  longitudinal  reibt  Bei  Glasstäben 
verwendet  man  am  besten  einen  Flanellappen,  der  mit  Wasser  oder  verdünntem 
Alkohol  durchnässt  ist.  Hierbei  ist  es,  wenn  die  Longitudinaltöne  rein  heraus- 
kommen sollen,  nöthig,  dass  beim  Reiben  mit  dem  Lappen,  welcher  den  Stab 
ringsum  umfasst,  der  letztere  durch  die  Hand,  welche  den  Lappen  führt,  nicht 
zu  fest  gefasst  wird,  sondern  ein  gewisses,  elastisches  Nachlassen  während  des 
Reibens  stattfindet.  An  einer  Stelle  muss  der  Stab  festgehalten  werden.  Dies 
macht  sich  am  einfachsten  mit  der  linken  Hand,  während  die  rechte  das  An- 
streichen besorgt.  Soll  die  Grundschwingung,  der  Grundton,  herauskommen, 
so  muss  der  Stab  in  seiner  Mitte  festgehalten  und  an  einer  seiner  freien  Hälften 
gestrichen  werden.  Das  Festhalten  wird  auch  in  vorzüglicher  Weise  dadurch  be- 
wirkt, dass  man  ein  etAva  zollanges  Stück  eines  Gummischlauches  über  den  Stab 
streift,  bis  es  aut  die  Mitte  gekommen  ist  und  dass  man  dann 
den  Stab  mit  einer  passenden  Klemme  in  der  Mitte  einklemmt 
Eine  solche  sehr  brauchbare  Klemme  ist  in  Fig.  239  zu  sehen 
und  kann  dieselbe  bequem  an  eine  Tischplatte  angeschraubt 
werden,  während  der  Stab  oben  zwischen  die  kreisförmig  ab- 
gerundeten Klemmbacken  gefasst  wird.  Solcher  Klemmen  be- 
sitzt man  für  weitere  Versuche  und  namentlich  für  wichtige  An- 
wendungen longitudinal  schwingender  Stäbe  am  besten  zwei 
Stück. 
(PiT^JO  Es  ist  selbstverständlich,  dass  der  Querschnitt  der  Stäbe  aller- 

meistens  ein  kreisförmiger  ist,  doch  können  ebenso  gut  auch  Stäbe  mit  recht- 
eckigem oder  quadratischem  Querschnitte  vorkommen.  Sehr  gut  eignen  sich  aber 
zu  den  Versuchen  auch  Röhren  und  lassen  sich  diese  sowohl  als  Metall-  wie 
als  Glasröhren  verwenden.  Letztere  bieten  wieder  die  besondere  Eigenthüm- 
lichkeit,  dass  sie  im  Innern  Sand  oder  irgend  ein  Pulver  oder  eine  Flüssigkeit 
aufnehmen  können,  in  deren  Bewegungsformen  sich  mancherlei  Interessantes 
manifestirt. 

3)  Da  auch  die  Longitudinalschwingungen  schliesslich  darin  bestehen,  dass 
die  einzelnen  Molektilschichten  in  je  einem  Querschnitte  des  Stabes  um  eine 
ursprüngliche  Ruhelage  Schwingungen  ausführen,  da  bei  der  Bildung  von  Tönen 
stehende  Schwingungen  nothwendig  vorhanden  sein  müssen,  so  leuchtet  ein, 
dass  die  Differentialgleichung  für  die  Longitudinalschwingimgen  ganz  das  Aussehen 
von  der  bei  den  Transversalschwingungen  bekommt.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  letzteren  nur  in  einer  Ebene  vor  sich  gehen,  haben  wir  ihre  Differential- 
gleichung als 

^/J  — «    dx^      '  '  ' 

im  Artikel  über  die  Transversalschwingungen  kennen  gelernt.  In  ihr  bedeutet 
y  die  senkrechte  Entfernung  der  Seitentheilchen  von  der  Ruhelage,  x  die  will- 
kürliche Variable  für  irgend  eine  Stelle  der  Länge  der  Saite  und  /  die  Zeit- 
variable.    Die  Grösse  a  war  eine  Constante,  nämlich 

wobei  /*  die  Spannung  und  p  das  Gewicht  der  iJlngeneinheit  der  Saite  be- 
deutete.    Für   unsere  Longitudinalschwingungen    lautet  die  Differentialgleichung: 
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und  stellt  jetzt  E  die  Verschiebung  der  einzelnen  Querschnitte  des  Stabes  in  der 
Richtung  der  Länge  des  Stabes  vor.  Die  Constante  ß  dagegen  wird  durch 
die  Gleichung: 

dargestellt,  in  welcher  statt  der  Grösse  /'jetzt  die  Grösse  £f  nämlich  der 
Elasticitätsmodulus  figurirt.  Die  Integration  der  obigen  Differentialgleichung 
liefert  fiir  5  den  Werth 

-.       _        iitx  (  .        ließ/        „    .    iicB/\ 

l=^2cos  —j-  lAiCos  —j-  -H  Bism  —j-  I  .  .  .  .  (2) 

Nehmen  wir  wiederum  einmal  an,  es  solle  die  Grundschwingung  stattfinden, 
und  es  wäre  Bi  gleich  Null,  so  würde 

^  i^x     ^  ic-ß/ 

\^=:iCOS'-Y  'A^'COS—j-  ....  (3) 

die  Gleichung   für   die  Verschiebung    der  einzelnen  Stabschichten  sein.     Dieser 

Ausdruck  für  6  wird  gleich  Null,  wenn  cos  -^  =  0,  d.  h.  jf  =  -^     wird.      Daher 

ist  die  Mitte  des  Stabes  bei  der  Grundschwingung  stets  eine  Knotenstelle.  Diffe- 
rentiiren  wir  \  nach  x^  so  ergiebt  sich 

d\  IC.   ITA     ^  ic«B«/ 

welcher  Ausdruck  für  :c  =  0  und  x  ==  /  gleich  Null  wird.  Dies  beweist,  dass  an 
den  Enden  des  Stabes  keine  Dichtigkeitsänderungen  vorkommen,  dass  mithin 
die  Enden  Stellen  der  »Bauch ec  sind. 

Um  den  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  abzuleiten,  beachten  wir,  dass 
für  ein  jedes  x  alle  Phasen  durchlaufen  sind  in  der  Zeit,  in  welcher  der  Ausdruck 

— -. —  alle  Werthe  von  0  —  2ic  angenommen  hat,  Die  Grösse  /  erreicht  inner- 
halb dieser  Zeit  den  Werth  V  der  Schwingungsdauer  und  ergiebt  sich  hierfür 
also  die  Bedingungsgleichung 

^ ^    '   =2it 
oder 

oder  für  die  Schwingungszahl  

wobei  E  in  Kilogrammen,  g  in  Millimetern,  L  in  Metern  und  s  wie  gewöhnlich 
ausgedrückt  werden  kann. 

Der  nächste  Oberton,  der  zweite,  tritt  ein,  wenn  1  s=s  2  gesetzt  wird  und  er- 
giebt sich  hierfür  

ebenso  allgemein  fUr  den  V  Oberton, 


-/-Äl^^---- 


(4*) 


wonach  sich  leicht  die  Einzelgesetze  der  Longitudinalschwingungen  ableiten  lassen. 
Das  wichtigste  ist  das,  dass  diese  Longitudinal8chwingiji,|^g^ji^^)i7^gjjy^<&|i^ 
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schnitt  der  Stäbe  unabhängig  sind.     Denn  in  den  Formeln  für  T  und  N^ 

kommt    die  Querschnittgrösse    oder    eine  Dimension  des  Querschnitts  nicht  vor. 

Das    war   bei    den  Transversalschwingungen    der  Stäbe    anders  und  können  die 

Formeln    hierfür  in  dem  betreffenden  Artikel  verglichen  werden.    Für  den  Fall, 

dass  ein  Stab  mit  rektangulärem  Querschnitt  in  Betracht  kommt  und  an  beiden 

Enden  frei  ist,  kann  die  Grösse  e,  welche  in  dem  Ausdruck  für  die  Schwingungs- 

2i -t-  1 
zahl    Ni  der  Transversalschwingungen    vorkommt,    gleich    — ^ —    gesetzt 

werden.    Das  Verhältniss  von  Ni  zu  Ni  würde  demgemäss  gleich 


oder 


Nf'       %-Yz- 


N.  ~(2<+l)»-jf>i 

.   ^         ■  8-1/3 

sein,  d.  h.  es  ist,  wenn  man  — * —  ausrechnet: 

it 

ik  °"  *'*^  (2/+1)»  ■  ~k 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  der  Stab  wäre  1  m  lang  und  0*01  m  dick,  so  ergiebt  sich 

%= '"■^^whr--'^ -*•*''•' w^* ^'^ 

Welcher  Oberton  des  transversalschwingenden  Stabes  ist  es  nun,  der  dem 
Grundtone  des  longitudinalschwingenden  am  nächsten  kommt?  Zu  dem  Ende 
haben  wir  /'«=  1  zu  setzen  und  bekommen  die  Bedingungsgleichung 

(2/4-1)«  =  4406, 
woraus  sich 

<  =  9-99 
berechnet,    d.  h.  der  10.  Transversalton  kommt  dem  Gnmdton  des  longitudinal- 
schwingenden Stabes  am  nächsten. 

4)  Man  kann  sich  vorstellen,  dass  ein  Stab  auch  an  beiden  Enden  fest 
gemacht  und  ebenfalls  in  der  Richtung  seiner  Länge  gerieben  wird.  Dieser  Fall 
kommt  bei  Stäben  wohl  nicht  häufig  vor,  aber  bei  Saiten  ist  es  der  gewöhnliche 
Fall.  Da  es  überhaupt  bei  den  Longitudinalschwingungen  nicht  auf  den  Quer- 
schnitt weder  der  Form  noch  der  Grösse  nach  ankommt,  so  muss  auch  eine 
an  beiden  Enden  befestigte  Saite  dasselbe  sein  wie  ein  an  beiden  Enden  be- 
festigter Stab.     Die  Gleichung  für  diesen  Fall  ist  nun 

?  =  ^  xw  -piAiC^fs  --f-  ■+■  B,sm  — j^j  ;  (6) 

und  unterscheidet  sie  sich  von  der  Gleichung  (2)  nur  dadurch,  dass  vor  der 
Klammer  anstatt  eines  Cosinus  ein  Sinus  steht.  Unter  der  Annahme,  dass  Bi 
gleich  Null  und  {  «  1  hat  man 

C  =  Ar  stn  -j-  •  cos  — y—  . 

Differentiiren  wir  wiederum  nach  jc,  so  ergiebt  sich 
(li         ^  n  nx  7t -3/ 

welcher  Ausdruck  für  *  =  h"  gleich  Null  wird,    demgemäss  die  Saite  beim  Lon- 

gitudinaigrundton  in  ihrer  Mitte  einen  Bauch  besitzt.  C^  r^r^n]r> 

igi  ize     y  ^ 
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Die  Schwingungsdauer  und  die  Schwingungszahl  ist  genau  dieselbe  wie 
bei  einem  an  beiden  Enden  freien  Stabe.  Auch  die  Tonhöhe  der  übrigen 
Obertöne  ist  in  beiden  Fällen  dieselbe  und  nur  die  Abtheilungsart  zeigt  eine  Ver- 
schiedenheit. Um  dies  für  die  2.  Oberschwingung  noch  deutlicher  zu  machen, 
wollen  wir  die  Fig.  240  betrachten,  die  überhaupt  noch  mancherlei  zu  erläutern 


a> 


S) 


(Ph.24a) 


gestattet.  Die  Fig.  stellt  in  a)  einen  Stab  AB,  A'B*,  mit  beiderseits  freien  Enden, 
in  b)  einen  solchen  mit  beiderseits  festen  Enden  dar  und  können  wir  uns  bei 
b)  anstatt  eines  Stabes  auch  eine  Saite  denken.  Auf  der  Länge  des  Stabes  sind 
Schattirungen  angebracht  und  bedeuten  die  dunkelsten  mit  +  bezeichneten  Stellen 
»Verdichtungen €,  die  ganz  hellen  mit  —  bezeichneten  Stellen  »Verdünnungen« 
und  die  mittels  stark  schattirten  Stellen  0  die  sogen.  »Bäuche«.  Bei  a)  sowohl 
wie  bei  b)  ist  der  Stab  in  zwei  um  eine  halbe  Schwingungszeit  auseinander 
liegende  Schwingungsphasen  dargestellt.  Fig.  240«  stellt  in  AB  den  Stab  vor  im 
Moment,  wo  im  linken  Viertel  vom  linken  Ende  aus  gerechnet  eine  Verdichtung 
stattfindet;  im  selben  Moment  wird  dann  im  Viertel  vom  rechten  Ende  aus  ge- 
rechnet eine  Verdünnung  eingetreten  sein.  Denken  wir,  dass  von  diesem  Mo- 
mente aus  gerechnet  der  Stab  eine  halbe  weitere  Schwingung  vollendet  hat,  so 
ist  der  Zustand  wie  P'ig.  240«  bei  A' B*  geworden:  an  der  Stelle,  wo  AB  eine 
Verdichtung  zeigte,  ist  jetzt  eine  Verdünnung  entstanden  und  umgekehrt;  die 
Stellen  der  Bäuche  bleiben  während  der  Schwingungen,  was  .sie  sind.  Die  Stellen 
-h  und  —  entsprechen  demgemäss  den  Knotenstellen.  Bei  b)  zeigt  AB  bei  seiner 
2.  Longitutinaloberschwingung  in  der  Mitte  eine  Verdichtung  und  gleichzeitig  an 
den  beiden  Enden  die  Mitte  von  je  einer  Verdünnung,  eine  halbe  Schwingungs- 
zeit später  ist  der  Zustand  wie  bei  b)  A' B\  Um  zu  zeigen,  wie  die  Querschichten 
gerade  in  den  beiden  Schwingungsmomenten  bei  a)  und  b)  im  Schwingen  be- 
griffen sind,  wurden  noch  Pfeile  beigezeichnet.  Man  wird  den  Zusammenhang 
der  Pfeilrichtungen  mit  den  Verdichtungen  und  Verdünnungen  bald  erkennen, 
und  namentlich  erkennen,  wie  die  Mitten  der  langen  Pfeile  den  Stellen  der 
Bäuche  entsprechen. 

Wir  können  die  AufFassuug  des  Zusammenhangs  noch  anders  gestalten,  wenn 
wir  den  Begriff  der  »Wellenlänge«  festhalten.  Wie  in  dem  Artikel  allgemeine 
Wellenlehre  auseinandergesetzt  wurde,  versteht  man  bei  der  Longitudinalbewegung 
unter  Wellenlänge  die  Strecke  von  einer  Verdichtung  bis  zur  nächsten,  oder  von 
einer  Verdünnung  bis  zur  nächsten,  während  die  Strecke  von  der  Mitte  einer  Ver- 
dichtung bis  zur  Mitte  einer  benachbarten  Verdünnung  eine  ^  Wellenlänge  ist 
Ebenso  ist  die  Strecke  von  der  Mitte  einer  Verdichtung  oder  der  Mitte  einer  Ver- 
dünnung bis  zur  Mitte  eines  Bauches  gleich  einer  J  Wellenlänge.  Beim  2.  Ober- 
ton ist  demgemäss   die  Länge  des  ganzen  Stabes  /  gleich  ei5g^|2g;5inzen,  Welleq^ 
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länge  a  des  betreffenden  Tones.     Denn  /  enthält  z.  B.  bei  Fi?.  %^Qa,  ^  AB  von 

links  nach  rechts  gerechnet,  die  Strecke  0  H-  als  \\f  die  Strecke  -i als  \\,  die 

Strecke  — 0  als  \\  in  Sumnoa  demnach  IX. 

Beim  Grundton    liegt  beim  beiderseits  freien  Stab  ein  Knoten  in  der  Mitte 
des  Stabes  und  je  ein  Bauch  an  den  Enden  und  ist  demgemäss  die  Länge  /  des 

Stabes  gleich   -^.     Allgemein:    bedeutet  /  die  Ordnungszahl  des  Obertons  eines 

solchen  oder  eines  an  beiden  Enden  festen  Stabes  oder  einer  Saite,  /  deren 
Länge  so  wie  X/  die  betreffende  Wellenlänge  des  Tons,  so  besteht  die  wichtige 
Gleichung 

/=^'---  (7) 

oder 

V=yf---  (8) 

eine  Gleichung,  die  bald  in  ihrer  weiteren  Bedeutung  sich  zeigen  wird. 

i'-X 
5)  Wenn  wir  aus  Gleichung  (7)  den  Werth  -«-für  /=Z  in  Gleichung  (4^ 

einsetzen,  bekommen  wir 

oder 

X..^.«|/S....  (9) 

oder 


yrri 


Achten  wir  darauf,  dsss  die  Schwingungszahl  N/  gleich  dem  reciproken 
Werth  der  Schwingungsdauer  und  umgekehrt  l/N/  =  T/  ist,  so  besteht  auch  die 
Gleichung 


T/      r     s 


i 


Nach  einem  Hauptsatze  der  allgemeinen  Wellenlehre  ist  aber  der  Quotient 
\/T  nichts  anderes  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  in  dem  be- 
treffenden Medium.  Denn  in  der  Zeit,  in  welcher  eine  Schwingung  vollendet 
ist,  pflanzt  sich  die  Schwingungsbewegung  progressiv  um  eine  Wellenlänge  fort; 
folglich  ist  v^=^\/T  oder  allgemein  v  ^=^\i/Ti ,  Hieraus  ergiebt  sich  aber  der 
sehr  bemerkenswerthe  Zusammenhang: 

.  =  >/S....  (,0) 

Es  lässt  sich  demgemäss  auch  das  v  bestimmen,  wenn  ausser  g  und  s  auch 
der  Elasticitätsmodul  des  betreffenden  Stoffes  bekannt  ist.  Besser  ist  es  aber, 
wenn  man  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  die  Gleichung  (9) 
verwendet.  Denn  da  rechts  gemäss  Gleichung  (10)  der  Wurzelausdruck  gleich 
V  ist,  so  besteht  die  Gleichung 

v^hNi (11) 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (8) 

v^^.Ni (12) 
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Man  bestimmt  demgemäss  die  Anzahl  der  Schwingungen  N/  und  multipli- 
cirt  diese  Zahl  mit  der  doppelten  Länge  des  Stabes.  Fast  ausschliesslich  wird 
hierbei  wohl  der  Grundton  oder  bei  gewissen  Versuche,  welche  wir  hernach  kennen 
lernen  werden,  auch  der  2.  Oberton  verwendet. 

Diese  letztere  Methode :  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  durch 
feste  Körper  hindurch  aus  der  Anzahl  der  Schwingungen  und  der  Länge  eines 
in  Longitudinalschwingungen  versetzten  Stabes  zu  bestimmen,  wurde  zuerst  von 
Chladni  zur  Anwendung  gebracht  und  muss  diese  Anwendung  als  eine  der  inter- 
essantesten und  wichtigsten  Errungenschaften  betrachtet  werden,  welche  wir 
diesem  hoch  bedeutenden  Forscher  zu  verdanken  haben.  Indem  Chladni  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Luft  als  Einheit  ansah,  fand  er  für 

Zinn 76  Eichenholz lO? 

Silber 9*0  Buche 12*5 

Messing   ....     107  Ahorn 13"3 

Kupfer     ....     12-0  Ulme 14-4 

Eisen 16-7  Linde lö'O 

Gebrannte  Erde    .     11*0  Fichte 16*8 

Glas 16-7  Tanne 180 

6)  Die  Formeln  für  die  Transversal-  und  Longitudinalschwingungen  der  Stäbe 
enthalten  als  eine  Hauptgrösse  den  »Elasticitätsmodulusc  Falls  diese  Formeln 
dazu  dienen  sollten,  die  Schwingungszahlen  N  oder  N^  zu  bestimmen,  muss  dem- 
gemäss E  bekannt  sein,  eine  Voraussetzung,  der  nicht  immer  entsprochen  wird. 
Denn  wenn  auch  bei  vielen  Körpern  der  Elasticitätsmodulus  hinreichend  genau 
bekannt  ist,  so  ist  er  bei  anderen  nicht  oder  nicht  hinreichend  genau  bekannt. 
Aber  gerade  dieser  Umstand  lässt  die  Schwingungen  der  Stäbe  und  namentlich 
die  Longitudinalschwingungen  wiederum  in  anderer  Hinsicht  bedeutungsvoll  er- 
scheinen, indem  man  aus  ihnen  nicht  N,  sondern  gerade  E  bestimmt.  Diese 
Bestimmung  des  Elasticitätsmodulus  pflegt  man  die  »akustische«  zu 
nennen  und  ist  sie  von  besonderem  Werthe  gegenüber  der  »mechanischen«, 
welche  letztere  einen  umfangreichen  Apparat  und  eine  sehr  solide  Aufstellung 
des  Apparats  nebst  sehr  sorgfältiger  Messung  verlangt. 

Soll  nun  E  auf  akustischem  Wege  bestimmt  werden  unter  Benutzung 
unserer  Formeln  Hlr  die  Stäbe,  so  setzt  dies  voraus,  dass  N  als  bekannt  oder  als 
direkt  bestimmbar  angesehen  werden  darf.  Dies  ist  nun  in  der  That  der 
Fall.  Die  Anzahl  der  Schwingungen  eines  Stabes  lässt  sich  auf  verschiedenen 
Wegen  mit  Genauigkeit  bestimmen.  Da  die  Formeln  für  die  Transversal- 
Schwingungen  der  Stäbe  complicirter  sind  wie  die  fUr  die  Longitudinal- 
schwingungen, so  benutzt  man  vortheilhafter  diese  letzteren.  Man  hat  also,  wenn 
man  einen  beiderseits  freien  Stab  voraussetzt  und  die  Gleichung  (4)  beachtet,  für 
E  jetzt  die  Gleichung 

^^i_il — fl_f  ....  (13) 

wobei  angenommen  wird,  dass  man  den  Longitudinal-Grundton  gelten  lassen 
will.  Soll  E  in  Kilogrammen  erhalten  werden,  so  muss,  der  Bemerkung  ent- 
sprechend, welche  der  Gleichung  (4)  angeschlossen  wurde,  L  in  Metern,  g  in 
Millimetern  und  s  wie  gewöhnlich  angegeben  sein. 

Was  die  Bestimmung  von  N^  anlangt,  so  muss  noch  auf  den  folgenden  Um- 
stand aufmerksam  gemacht  werden.    Bekanntlich  ist  das  Ohr,  wenn  es  die  richtige 

')  In  J.  H.  Voigt's  Magazin  für*den  neuen  Zustand  der  Naturkunde.     Jahrgang 


sondere  dann,  wenn  der  Vergleichston  vielleicht  m  einer  anderen  Kiangtarbe  aul- 
tritt. Ein  solcher  Irrthum  tritt  häufig  bei  Longitudinaltönen  ein.  da  dieselbe 
meistens  sehr  hoch  sind  und  man  genöthigt  ist,  das  N^  nach  einer  tiefer  ge- 
stimmten Octave  eines  anderen  tongebenden  Körpers  zu  bestimmen.  Es  Hegt 
bei  den  Bestimmungen,  welche  ich  häufig  gemacht  habe,  die  Sache  z.  B.  so,  dass 
ein  AppuNN'sches  Sonometer,  mit  Harmonikazungen  construirt,  benutzt  wird, 
dessen  Töne  der  »kleinen«  Octaven  von  r— 128  bis  r^  =  256  angehören  und 
mit  4  zu  4  Schwingungen  in  32  Stufen  aufsteigen.  Diesen  Tönen  gegenüber 
kann  man  bei  einem  hohen  Longitudinalton  zweifelhaft  sein,  ob  ein  N^  um  2 
oder  3  oder  4  Oktaven  höher  ist  wie  der  Harmonikaton.  Eine  solche  Ungewiss- 
heit  und  ein  hiermit  in  Verbindung  stehender  Fehler  wird  jedoch  bald  entdeckt, 
indem  bei  einem  solchen  Fehler  E,  worüber  man  doch  schon  so  ungefähr  eine 
Annahme  machen  zu  dürfen  glaubt,  so  auffällig  verschieden  erhalten  wird,  dass 
man  merkt,  es  müsse  wohl  das  N^  um  eine  oder  zwei  Oktaven  falsch  ange- 
nommen sein. 

Ein  Beispiel  möge  diese  Methode  erläutern.  Ein  kreisrunder  Stahlstab  von 
1*398  m  Länge  gab  einen  Longitudinal grundton,  der  mit  No.  25  der  AppuNN'schen 
Sonometers  mit  einem  tiefsten  Ton  =  126  Schwingungen  den  Octaven  nach  genau 
übereinstimmte.  Dies  No.  25  war  gleich  126  -h  425  =  226  Schw.  Gesetzt  ich  hätte 
angenommen,  dass  iV' gleich  der  zweiten  Octave  von  226  sei,  so  wäre  iV"=  226*4  =  904. 
Der  hiermit  berechnete  Werth  von  E  ist  gleich  5080  und  ergiebt  sich  sofort, 
dass  die  Annahme  für  N^  eine  irrige  war  und  dass  N^  nicht  als  die  2.,  son- 
dern als  die  3.  Oktave  von  226  anzusehen  war.  Es  ist  also  anstatt  des  an- 
genommenen N^  =  904  ein  JSP  =  2*904  und  statt  N^^  ein  2^*904*  einzusetzen,  dem 
fürs  Endresultat  genügt  wird,  wenn  wir  unseren  Werth  5080  mit  4  multipli- 
ciren  um  ^=20320  zu  erhalten. 

7)  Bei  dieser  Methode  der  Bestimmung  des  Elasticitätsmodulus  ist  die  Grösse 
Sf  das  specifische  Gewicht,  als  bekannt  vorausgesetzt  Doch  wäre  es  erwünscht, 
eine  Methode  zu  besitzen,  bei  welcher  man  dieser  Grösse  nicht  bedarf.  Man 
gelangt  hierzu  durch  folgende  Betrachtungen.    In  der  Formel  für  die  Longitudinal-. 

Schwingungen  lässt  sich  in  dem  Wurzelausdruck  1/  — —  das  s  auch  durch  einen 

anderen  Ausdruck  ersetzen.     Bezeichnen  wir  nämlich  den  Querschnitt  einer  Saite 

(oder  eines  Stabes)  mit  q  =  — -r— ,    wo   d  den  Durchmesser  der  Saite  bedeutet, 

so    ist   das   Gesammtgewicht   eines   Saitenstücks    gleich    q-L-s^=p    und    somit 

p  4tp  ^p 

x  =  ^^-^=  ,o      r  =  -yf-  >  falls  man  unter  ^  das  Gewicht  der  Längeneinheit 

der  Saite  versteht.     Demgemäss  ist  auch 


2Lr        4t'P 

Für    die   Transversalschwingungen   des  Grundtons    derselben  Saite  ist 
temer  

2Lr      p 

und  demgemäss  nun 
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Hieraus  folgt 

^~'  N^'  d^tz' 

wobei  wir  uns  nur  merken  wollen,  dass,  wenn  E  in  Kilogrannmen  gefunden 
werden  soll,  F  ebenfalls  in  Kilogrammen  ausgedrückt  sein  muss.  Der  Durch- 
messer d  muss  ferner  in  Millimetern  gemessen  sein.  Zur  Bestimmung  von  E  hat 
man  demgemäss  nötig,  neben  der  Spannung  F  der  Saite,  die  ja  unmittelbar 
gegeben  ist,  die  Schwingszahl  N'  des  Longitudinal-Grundtons,  N  des  Transver- 
salgrundtons, sowie  den  Durchmesser  d  der  Saite  zu  bestimmen,  welches  letztere 
mittelst  einer  Mikrometerschraube  leicht  gelingt.  Ein  Beispiel  mag  die  Methode 
erläutern. 

Eine  1  m  lange  Stahlseite  ergab  nach  dem  AppuNN'schen  Sonometer  beim 
Longitudinalton  eine  höhere  Octave  des  Tons  No.  8  gleich  126  -h32=  158  Schwin- 
gungen.    Da    femer   der  Longitudinalton    die    4.  Octave   hiervon  war,    so   war 

iV^'=  158*2*  =  2528   Schwingungen.     Femer  ergab  sich   der  Transversalgrundton 

1  oß    I    \f\A       1  ac^ 
als  die   tiefere  Octave  vom  Ton  No.  10  gleich r °^  "o"   ^-  ^-  ^^  ^^ 

Schwingungen.  Mittelst  einer  Mikrometerschraube  wurde  d  gleich  0*4 14  mm  ge- 
messen.    Die  Saite  war  mit  3  kg  gespannt.     Es  ist  somit  hiernach 

^      2528'  4.3  ^^^,^   ^ 

E= ä ä =  20675  kg, 

83     0-414  .31415 

8)  Die  Schall  Schwingungen  bei  der  Gruppe  der  gasförmigen  Körper 
kann  nur  eine  longitudinale  sein  und  sind  die  Gründe  hierfür  im  Artikel  über 
die  »Transversalschwingungen  tönender  Körper«  hervorgehoben  worden.  Die 
hohe  Bedeutung  der  Schallschwingung  in  Gasen,  insbesondere  der  Hauptsache 
nach  in  der  atmosphärischen  Luft  besteht  nicht  blos  in  dem  Faktum,  dass 
solche  Körper  auch  Töne  zu  erzeugen  vermögen,  sondern  vor  allem  darin,  dass 
es  ja  ein  Gas,  nämlich  die  athmosphärische  Luft  ist,  welche  die  Schwingungs- 
bewegungen anderer  tönender  Körper  aufnimmt  und  von  diesem  Körper  aus  zu 
unserem  Ohre  weiter  leitet.  Fehlt  dieses  Zwischenmedium  der  Luft,  so  hört  auch 
die  Wahrnehmung  eines  Tones  für  uns  auf.  Indem  wir  als  primär  schwingenden 
Körper  z.  B.  eine  Stimmgabel  voraussetzen,  werden  wir  als  die  ursprüngliche 
Bewegung  eine  stehende  Transversalschwingung  der  Gabel  haben;  diese 
Bewegung  überträgt  sich  auf  die  Luft  und  wird  in  dieser  in  eine  fortlaufende 
Longitudinalschwingung  umgesetzt,  bei  welcher  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen sich  fortpflanzen;  diese  treffen  unser  Ohr,  passiren  zunächst  den 
äusseren  Gehörgang,  schlagen  sodann  an  das  Trommelfell  an  und  rufen  bei  diesem 
wiederum  eine  stehende  Transversalbewegung  hervor,  deren  Weiterfilhrung 
nach  dem  inneren  Ohre  hier  nicht  zu  betrachten  ist. 

Ueberall,  wo  wir  es  mit  fortlaufenden  Wellen  zu  thun  haben,  kommt 
das  in  Betracht,  was  wir  »Schalleitung«  zu  nennen  pflegen  und  interessirt  uns 
hierbei  ganz  besonders  auch  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Wellen 
fortflanzen,  mit  welcher  sie  das  Medium  »weiterleitet».  Demgemäss  ist  das 
Hauptschema  aller  Schallbewegung  und  Schallwahmehmung  folgendes. 

1)  Schallquelle,  2)  Schalleiter,  3)  Schallempfänger 

Primärer  schwingender  -     -.      •..  r     .1      r      j  Ohr  mit  stehenden 

..    .  ,       j          Luft  mit  fortlaufenden  ^ 

Korper  mit  stehenden              -,  ,    .  Transversal- 

*     ,     .                                       Schwingungen  ,      .                         t 

Schwingungen.                                  ®    ®  sc^i^^^ggungeiir>Q[c 


Betracht.  Aber  wir  wissen,  dass  dieses  Medium  auch  im  Stande  ist,  als  primär 
schwingender  Körper  mit  stehenden  Schwingungen  aufzutreten  und  so  inrie 
ein  anderer  schwingender  Körper  Töne  zu  liefern.  Wir  haben  es  also  bei 
den  Gasen,  insbesondere  bei  der  Luft,  auch  mit  demjenigen  Medium  zu  thun, 
welches  bei  der  überaus  grossen  und  mannigfachen  Gruppe  der  Blasinstrumente 
die  Rolle  spielt.  Hierbei  kommt  die  Luft  durchweg  in  einer  begrenzten  Form 
vor,  feste  Wände  hüllen  eine)  Luflmasse  ein,  diese  Luftmasse  geräth  in  stehende 
Longitudinalbewegungen,  diese  theilen  sich  der  übrigen  weiten  Luftmasse  mit, 
werden  hier  zur  fortlaufenden  Longitudinalbewegung,  um  zuletzt  sich  wieder  auf 
unser  Ohr  zu  werfen  und  das  Trommelfell  in  eine  stehende  Transversalbewegung 
zu  versetzen. 

Unendlich  mannigfaltig  kann  die  Begrenzung  der  Luftmasse  bei  den  Blas- 
instrumenten sein,  wie  wir  ja  schon  daraus  erkennen,  dass  fortwährend  unter 
unseren  Augen  neue  Formen  von  Instrumenten  erfunden  und  practisch  ver- 
werthet  werden.  Es  kann  nicht  in  unserer  Absicht  liegen,  uns  hier  weiter  zu 
verbreiten,  vielmehr  müssen  wir  uns  beschränken  auf  die  einfachsten  Formen 
und  diese  sind  die  cylindrischen  oder  prismatischen  geradlinigenRöhren- 
formen,  das  was  man  auch  wohl  mit  dem  Namen  einer  >Luftsäule€  bezeichnet, 
also  auch  das,  was  in  der  Praxis  als  »Orgelpfeifec  figurirt  Hierbei  wollen  wir 
aber  gleich  bemerken,  dass,  wenn  wir  jetzt  von  den  Schwingungen  und  Tönen 
einer  Orgelpfeiie  reden,  wir  nur  die  sogenannten  »Labialpfeifenc  meinen,  dass 
dagegen  nicht  an  die  iZungenpfeifenc  gedacht  werden  soll.  Diese  letzteren, 
bei  denen  ja,  wie  bekannt,  vor  allem  eine  schwingende  Lamelle,  also  ein 
transversal  schwingender  Körper  vorkommt,  sind  tongebende  Körper  anderer 
Art  und  kommen  hier  jetzt  nicht  zur  Betrachtung. 

9)  Man  sollte  meinen,  dass  die  Orgelpfeife,  die  schon  Jahrhunderte  hindurch 
als  tongebender  Körper  verwendet  wird  und  mit  ihren  Tönen  das  ganze  Wesen 
des  Menschen  zu  ergreifen  vermag,  indem  sie  ja  recht  eigentlich  ihre  Ver- 
wendung beim  Gottesdienste  findet,  man  sollte  meinen,  dass  ein  solcher  Apparat, 
mit  dem  sich  so  überaus  viele  Theoretiker  und  Praktiker  beschäftigt  haben, 
nach  jeder  Richtung  hin  erkannt  sei  und  dass  man  kaum  bei  ihm  noch 
eine  Frage  aufwerfen  könne,  die  nicht  sofort  ihre  Beantwortung  erhielt  Dem 
ist  aber  nun  ganz  und  gar  nicht  so,  vielmehr  müssen  wir  heute  noch  gestehen, 
dass  der  Bewegungsvorgang  und  Schwingungsvorgang  bei  der  Luft,  die  ja  das 
tönende  Element  bei  der  Orgelpfeife  abgiebt,  keineswegs  vollkommen  erforscht 
und  erkannt  ist,  ja  man  muss,  trotz  aller  Untersuchungen,  die  namentlich  auch 
in  neuerer  Zeit  gemacht  worden  sind,  gestehen,  dass  die  Frage  über  die  eigent- 
liche Entstehunng  des  Tones  bei  den  Orgelpfeifen  noch  nicht  endgültig  gelöst  ist, 
nicht  so  gelöst  ist,  dass  man  sagen  kann:  man  übersehe  klar  und  deutlich  den 
Zusammenhang  der  einzelnen  Factoren,  man  habe  nicht  mehr  mit  Vermutungen 
und  einem  wenig  beweisenden  Raisonnement,  sondern  mit  vollgültigen  Beweisen 
und  zwar  vollgültigen  experimentellen  Beweisen  zu  thun.  Denn  dass  mitRedens- 
arten  wie  z.  B.  »der  aus  der  Stimmritze  kommende  Luftstrom  bricht  sich  an  der 
Oberlippe  und  erzeugt  so  stehende  Wellen  etc.c  nichts  gewonnen  ist,  leuchtet  ein. 
Ich  halte  an  der,  auch  in  meiner  »Akustikc  vertretenen  Auffassung  fest,  nämlich 
an  der  Auffassung,  dass  die  Töne  der  Orgelpfeifen  »Töne  stärkster  Resonanzc 
sind  und  dadurch  zu  Stande  kommen,  dass  der  aus  der  Stimmritze  austretende 
Luftstrom  gegenüber  der  Oberlippe  einen  Reibungston  erzeugt,  der  mit  der 
Schnelligkeit  der  Luftausströmung  an  Höhe  wächst,  der  femer  von  der  Stellung 
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des  Labiums  abhängig  ist  und  eben  diejenige  Höhe  erreichen  muss,  welche  für 
den  Eigenton  der  darüberstehenden  Luftsäule  passt,  wenn  letztere  in  kräftiges 
Mitschwingen  geraten  soll.  Hat  der  Reibungston  diese  richtige  Höhe  nicht,  so 
erfolgt  das  möglichst  beste  Mittönen  der  Luftsäule  nicht  und  sagt  man  von  dieser 
dann,  »sie  spreche  nicht  an«.  Der  ganze  Vorgang  ist  demgemäss  ein  Vorgang 
der  Resonanz,  die  namentlich  deshalb  so  kräftig  ausfällt,  weil  sie  unter  den 
möglichst  günstigen  Verhältnissen  zu  Stande  kommt.  Denn  es  besteht  ein  be- 
merkenswerthes  Gesetz,  dass  feste  Körper  am  besten  durch  feste,  flüssige 
am  besten  durch  flüssige  und  gasförmige  Körper  am  besten  durch  gas- 
förmige in  Resonanz  versetzt  werden  können.  Die  Vibrationen  des  Reibungs- 
tones sind  aber  Luftvibrationen  und  das  Medium  des  resonirenden  Körpers  ist 
ebenfalls  Luft. 

10)  Da  die  Luftsäule  nur  longitudinale  Schwingungen  ausführen  kann,  so 
haben  wir  es  bei  ihr  mit  Verdichtungen  und  Verdünnungen  und  femer  mit 
sogen.  Bäuchen  zu  thun.  Eine  erste  wichtige 
Frage  kann  nun  sein,  wo  liegen  diese  Gebilde  auf 
der  Länge  des  tönenden  Luftrohres?  Auch  diese 
Frage  hat  ganz  besondere  Schwierigkeiten  der 
experimentellen  Forschung  und  Entscheidung  be- 
reitet. Am  meisten  endschied  hier  in  einem  Sinne 
eine  Untersuchung  von  Rud.  König  ^),  dem  ja  die 
Akustik  so  viele  werthvolle  Errungenschaften  zu 
verdanken  hat  Zur  Erläuterung  diene  die  Fig.  24L 
Sie  stellt  einen  Querdurchschnitt  durch  das  Pfeifen- 
rohr und  die  übrigen  Theile  der  Versuchseinrichtung 
dar.  Der  einfach  schief  schraffirte  Theil  ist  der 
Querschnitt  der  Pfeife,  die  ihrer  Länge  nach  2*330  m 
und  in  der  Quere  VI  cm  im  Quadrat  mass.  Diese 
Pfeife  war  in  der  Längsmitte  ihrer  Rückwand  mit 
einer  1  cm  breiten  Spalte  /  durchsetzt.  Befestigt 
wurde  die  Pfeife  auf  einer  Unterlage,  die  in  der 
Fig.  241  in  dem  doppelt  schief  schraffirten  Theile  zu  sehen  ist.  Der  schwarz 
angelegte  Theil  der  Figur  stellt  den  Querdurchschnitt  durch  einen  Trog  vor,  in 
welchen  die  Pfeife  mit  der  Rückwand  nach  unten  gelegt  wurde.  Wurde  femer 
in  diesen  Trog  Wasser  gegossen  —  in  der  Figur  horizontal  schraffirt  —  so 
kam  durch  dieses  die  Pfeife  auf  der  Rückwand  wieder  zum  Verschluss,  indem  das 
Wasser  die  Spalte  /  ausfüllte.  Femer  bedeutet  a  einen  rechtwinkligen  Schieber, 
der  auf  der  Pfeife  hin  und  her  bewegt  werden  konnte.  An  diesem  Schieber 
war  durch  eine  passende  Klemmvorrichtung  s  ein  zweifach  rechtwinklig  um- 
gebogenes Glasrohr  vv  befestigt,  welches  letztere  mit  dem  kurzen,  offenen  Ende 
bis  in  die  Längsaxe  der  Pfeife  hineinragte  und  am  anderen  Ende  mit  einem 
Gummischlauch  r  communicirte.  Beim  Versuch  wurde  r  mit  seinem  freien  Ende 
in  den  Gehörgang  des  Beobachters  eingesetzt,  um  so  zu  hören,  an  welchen 
Stellen  der  Pfeife  der  Ton  am  stärksten,  an  welchen  er  am  schwächsten  wirkte. 
Die  Verschiebung  des  Schiebers  a  incl.  der  Röhre  v  konnte  aufs  genaueste 
gemessen  werden.  An  den  Stellen  der  Pfeife,  an  welchen  die  Verdichtungen 
und  Verdünnungen  wechseln,  muss  der  Ton  ein  Maximum  seiner  Stärke  erreichen, 


(Ph.  241.) 


^)  >  Quelques  experiences  d'Acoustiquec,   Paris  1882,    pag.  206 — 217,  und  hiernach  Wied. 
Ann.   13,  pag.  569-582.  Digitized  by  GoOglc 
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während   an  den  Bäuchen  das  Minimum  der  Tonstärke  eintritt.    Es  zeigte  sieb 
jedoch,  dass  auch  hier  das  betreffende  Beobachtungsorgan,  also  in  diesem  Falle 
das  Ohr,  besser  urtheilte,  wenn  es  Abweichungen  vom  Minimum  der  Stärke  als 
vom  Maximum  erkennen  sollte  und  war  demgemäss  die  Bestimmung  der  Knoten- 
steilen    nicht   sicher,    während   die   Stellen   der   Bäuche    mit   der   grössten 
Schärfe   bestimmt   werden   konnten.     Gleitet  man,  sagt  König,   mit  dem 
Suchrohre    {ji)   durch    eine  Bauchstelle  hin  und  her,  so  lässt  sich  das  plötzliche 
Auftreten   der   Verstärkung    des   Tons   auf  beiden    Seiten   der  Bauchstelle    wie 
Glockenschläge  vernehmen.     Diese  beiden  Punkte,  wo  der  plötzliche  Uebei^gang 
von  der  geringen  zu  der  beträchtlich  stärkeren  Intensität  des  Tones  stattfindet, 
markirt   man    und   in  der  Mitte  zwischen  beiden  liegt  dann  der  Bauch.     Diese 
zwei  Punkte  rücken  bei  den  höheren  Theiltönen  nicht  nur  absolut,  sondern  auch 
im  Verhältnis  zu  der  Wellenlänge  des  Tons  immer  näher  aneinander  nnd  werden 
immer   schärfer   ausgeprägt,    sodass,    wenn  sie  beim  zweiten  Ton  der  offenen 
Pfeife  um  lA  cm  auseinander  liegen,  also  um  ^  oder  \  der  halben  Wellenlänge, 
sie  beim  achten  Ton  nur  noch  um  2  cm  von  einander  entfernt  sind,  eine  Länge, 
die  blos  ungefähr  dem  -j^^  der  halben  Welle  des  betreffenden  Tons  entspricht. 

Bei  einer  so  langen  Pfeife,  wie  sie  von  König  verwendet  wurde,  lassen  sich, 
wenn  sie  offen  ist,  die  Obertöne  leicht  bis  zum  achten  erhalten;  bei  der  ge- 
deckten kommen  nur  die  ungeradzahligen  Obertöne  vor  und  beobachtete  Kökig 
noch  bequem  den  17.  Oberton.  Um  aber  einen  bestimmten  Oberton  zu  erhalten, 
wurde  einestheils  der  Winddruck  H,  mit  dem  die  Pfeife  angeblasen  wurde, 
verändert  und  andemtheils  auch  die  Oberlippe  der  Kernspalte  gegenüber  verstellt. 
Je  grösser /T,  desto  höher  der  Oberton;  je  kleiner  der  Abstand^  der  Oberlippe 
von  der  Kemspalte,  desto  höher  ebenfalls  der  Oberton.  So  war  H  bei  dem 
III.  Oberton  der  offenen  Pfeife  gleich  4  cm  und  A  gleich  27  cm^  dagegen  beim 
VIII  Oberton  H  gleich  10  cm  und  A  gleich  15  cm.  Fast  dieselben  Werthe  von 
II  und  A  ergaben  sich  flir  den  V.  und  XVII.  Oberton  der  gedeckten  Pfeife.  In 
der  folgenden  Tabelle  enthält  nun  die  erste  Verticalcolumne  die  Ordnungszahl 
des  betreffenden  Obertons,  in  der  zweiten  Columne  die  Schwingungszahl  JV  des 
betr.  Obertons  und  zwar  in  ganzen  Schwingungen  gerechnet.  Ferner  bedeutet 
nach  den  Signirungen  die  Columne 

n  die  Anzahl  der  Bäuche; 

-Sj  den  Abstand  des  nächsten  Bauches  von  der  Kern  spalte  in  mm; 

E^  den  Abstand  des  letzten  Bauches  vom  offenen  Ende  der  Pfeife; 

^  den  mitdereren  Abstand  der  Bäuche:  identisch  mit  der  mittleren  halben 
Wellenlänge  des  betr.  Tons; 

V  die  aus  der  Grösse  -^  berechnete  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls 
in  Metern. 


Ord. 

N 

n 

^1 

mfft 

X 
2 

V 

m 

^1 
mm 

mm 

s 

m 

in. 

188 

2 

620 

810 

900 

338-4 

280 

90 

870 

2-700 

IV. 

256 

3 

412 

602 

658 

336-9 

246 

56 

302 

2-632 

V. 

328 

4 

315 

477 

513 

336-5 

198 

36 

284 

2-564 

VI. 

400 

5 

263 

368 

425 

340-0 

162 

57 

219 

2-549 

vn. 

468 

6 

208 

298 

365 

341-6 

90 

67 

157 

2-487 

vm. 

540 

7 

173 

271 

314 

339-1 

98 

43 

)igitized  1 

141 

-§.'e 

338-77 
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11)  Diese  Experimente  König's  belehren  uns  über  mancherlei.  Zunächst  zeigt 
die  Columne  n,  dass  bei  jedem  Oberton  durchs  Experiment  sich  zwei  Bäuche 
weniger  constatiren  Hessen,  wie  wir  sonst  bei  einem  beiderseits  offenen 
Rohre  anzunehmen  pflegen.  Ein  solches  Rohr  zeigt  nach  den  üblichen  Annahmen, 
wenn  es  seine  Grundschwingung  liefert,  in  der  Mitte  1  Knoten  und  an  beiden 
Enden  je  einen,  also  im  ganzen  2  Bäuche.  Beim  2.  Oberton  treten  2  Knoten, 
ein  Bauch  in  der  Mitte  und  je  ein  Bauch  an  den  Enden,  also  3  Bäuche  auf.  So 
müsste  denn  der  3.  Oberton  3  Knoten  und  ff^"^^ 

4  Bäuche  haben.  Es  muss  dem  gegenüber 
aber  bemerkt  werden,  dass  auch  bei  einer 
beiderseits  ganz  gleich  verlaufenden  Luft- 
säule mit  beiderseits  offenen  Enden  der 
Schwingungsvorgang  keineswegs  so  verläuft, 
dass  gerade  an  den  offenen  Enden  sich  die 
Bäuche  befinden.  Die  stehende  Schwingung 
greift  vielmehr  beiderseits  über  die  offenen 
Enden  hinaus  und  fallen  demgemäss  die 
beiden  äussersten  Bäuche  ausserhalb  der 
Säule  in  den  freien  Luftraum.  Fig.  242 
versinnlicht  diesen  Vorgang  für  die  Grund- 
schwingung und  zwar  a  bei  gleichen  offenen 
Enden,  b  bei  einer  Luftsäule,  welche  an 
einem  Ende  nicht  völlig  offen  ist,  sondern 
einen  Deckel  mit  einem  Loche  als  theil- 
weisen  Abschluss  erhalten  hat.  Die  Schraf- 
firung  deutet  an,  wie  bei  a  ^genau  in  der 
Mitte  ein  Knoten  liegt,  für  welchen  aber 
der  Moment  einer  Verdichtung  angenommen 
ist.  Bei  b  dagegen  liegt  dieser  Knoten  näher 
nach  dem  nur  theilweise  offenen  Ende  hin, 
hier  beiderseits  über  die  Enden  hinaus  in  die  freie  Luft.  Eine  Pfeife  mit  einer 
Labiumeinrichtung  an  einem  Ende  kann  als  eine  Röhre  Fig.  242^  entsprechend 
angesehen  werden.  In  ähnlicher  Weise  gestalten  sich  auch  die  Verhältnisse  bei 
den  folgenden  Obertönen. 

Die  Zahl  der  beobachteten  Bäuche  bei  den  KöNio'schen  Versuchen  steht 
demnach  nicht  im  Widerspruch  mit  den  Erscheinungen  bei  Luftsäulen  mit  beider- 
seits offenen  Enden.  Um  den  Zusammenhang  aber  noch  etwas  vollständiger  zu 
übersehen,  wurden  in  obiger  Tabelle  noch  die  Columnen  ^j,  ^j,  s  und  Z*  ge- 
bildet. In  der  Columne  d^  steht  die  Anzahl  Millimeter,  um  welche  man  von 
der  Kemspalte  aus  nach  aussen  unterhalb  vom  Labium  gehen  müsste,  um  wieder 
auf  einen  Bauch  zu  kommen,  dessen  Entfernung  von  dem  der  Kemspalte  am 
nächsten  beobachteten  Bauch  gleich  der  gefundenen  mittleren  Entfernung  zweier 

Bäuche  gleich  ^  zu  setzen  wäre.    Der  unterste  Bauch  bei  Ny  steht  z.  B.  um  E^  = 

315  mm  von  der  Kemspalte  ab;  -jr-  beträgt  513  mm\  folglich  müsste  man  von  der 

Kernspalte  aus  um  d^  =  513—315  =  198  mm  noch  unter  die  Kemspalte  gehen, 
um  auf  einen  Bauch  zu  kommen.  Die  Columne  d^  enthält  die  ähnlichen  Zahlen 
für  das  offene  obere  Ende  der  Pfeife.  Der  von  diesem  Ende  um  ^3  =  477  »iw 
entfernte   nächste  Bauch   für  Ny  würde   einen   ausserhalb  der  Pfeife  gelegenen 
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nächsten  Bauch  bekommen,  der  um  ^,  ==  513— 477  =  X  56»i»»  vom  offenen 
Ende  entfernt  läge.    Die  Columne  s  enthält  die  Summe  (^i  -h  ^j),  welche  Summe 

zur  Länge  der  Pfeife  näm- 
hs       h       h^      h      h*      ^f lieh  2330 /»hinzugefügt, 

eine    beiderseits    offene 


—   Pfeife    lieferte,    die     als 
(Pb.  34S.)  ^^^^  ideale  zu  betrachten 

wäre,  indem  sie  z.  B.  für 
JVk  die  Abtheilungen  so  zeigte,  wie  die  Fig.  243,  bei  welcher  wirklich  6  Bäuche 
und  5  Knoten  vorhanden  sind,  mit  der  speciellen  idealen  Annahme,  dass  zwei 
dieser  Bäuche  genau  an  den  offenen  Enden  liegen.  Die  Bäuche  sind  in  der 
Figur  mit  d^  .  .  .  d^,  die  Knoten  mit  k^  *  ^  >  k^  bezeichnet  und  deuten  die  k  mit 
ungeraden  Indices  Verdichtungen,  die  k  mit  geraden  Indices  dagegen  die  im 
selben  Moment  stattfindenden  Verdünnungen  an  den  Knotenstellen  an. 

Man  erkennt  aus  den  vorausgehenden  Darstellungen,  dass  die  Methode,  aus 
der  Länge  L  und  der  Anzahl  der  Schwingungen  A"  einer  Luftsäule,  insbesondere 
einer  Orgelpfeife,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  bestimmen,  zunächst  keine 
genaue  werden  kann.  Denn,  wenn  wir  unter  Benutzung  des  Grundtons  einer 
offenen  Orgelpfeife  diese  Bestimmung  machen  wollten,  so  würde  die  Formel 

zur  Anwendung  kommen  müssen.  Aber  wir  sahen,  dass  die  Strecke  2Z  nicht 
die  Wellenlänge  X  des  betreffenden  Tones  repräsentirt,  indem  die  beiden  Bäuche 
für  den  Grundton  der  Pfeife  ausserhalb  derselben  fallend  anzunehmen  sind  und 

demgemäss  L  nicht  ein—  und  2Z  nicht  ein  X,  sondern  weniger  repräsentirt.    Es 

müsste  also  zu  L  noch  eine  Grösse  AZ  hinzugefügt  werden,  um  v  richtig  zu  er- 
halten. Diese  Grösse  AZ  hängt  von  verschiedenen  Factoren  ab,  so  dass  sie  nicht 
so  ohne  weiteres  bekannt  ist.  Allen  diesen  Schwierigkeiten  entgeht  man  aber 
nach  den  Untersuchungen  König's,   wenn   man  nicht  die  Länge  der  Orgelpfeife 

sondern   die  Grösse  ^  oder  die  Entfernung  zweier  benachbarten  Bäuche  einführt, 

welche  Entfernung  ja  sehr  scharf  bestimmt  werden  kann.  Demgemäss  wird  all- 
gemein, wenn  der  /te  Oberton  zur  Bestimmung  von  v  benutzt  werden  soll,  bei 
welchem  zwei  benachbarte  Bäuche  im  Sinne  von  König  im  gegenseitigen  Abstand 

^  gemessen  sind,  die  Formel 

zur  Anwendung  kommen  müssen.  Um  noch  ein  Beispiel  aus  der  Tabelle  zu 
geben,  wäre  für  den  4.  Oberton 

V  =  2-658-256  =  336896  mm  =  336*9  m, 
12)  Die  Longitudinalschwingungen  der  Stäbe  und  der  Luftsäulen  sind  auch 
durch  verschiedene  Untersuchungen  Kundt's^)  nutzbar  gemacht  worden  in  der 
Art,  dass  man  jetzt  im  Stande  ist,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls 
in  Gasen,  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern  mit  besonderer  Schärfe  zu  be- 
stimmen. Diese  Untersuchungen  gipfelten  in  einer  Entdeckung  Kundt's,  welche 
man  als  die  »KuNDx'schen  Staub figurenc  zu  bezeichnen  pflegt,  und  wollen 
wir  diesem  Gegenstande  hier  noch  Aufmerksamkeit  schenken,  namentlich  auch 
deshalb,   weil  diese  Staubfiguren  ein  vorzügliches  Mittel  abgeben,    um  eine  Auf- 


*)  PoGG.  Ann.  127,  Bd.   1865,  pag.  487  u.  f.;    ferner  ib.,  Bd.  135,  pag.  337.. 
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klärung  über  den  Vorgang  einer  schwingenden  Luftsäule,  über  die  Abtbeilungen 
hierbei  u.  s.  w.  zu  erhalten.  Es  gestatten  diese  Figuren,  ganz  so  wie  die  Methode 
König's,  die  wir  im  Vorausgehenden  betrachteten,  die  Lage  der  Knoten  und 
Bäuche  aufs  genaueste  festzustellen,  aber  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  bei 
der  Kundt' sehen  Methode  nicht  das  Ohr  zu  Hilfe  nimmt,  sondern  in  einer 
Formgestaltung,  welche  der  Staub  in  dem  Luftrohr  schliesslich  dauernd  behält, 
sofort  die  Knoten  und  Bäuche  vor  Augen  hat.  Man  kann  demnach  die 
KöNiG'sche  Methode   eine   subjektive,    die   KuNDx'sche   eine   objektive   nennen. 

J  -^ 

jf ■  -  .  -      ^THd  y — j-  .^ 


\WQm^<^m»£ffmw 


^) 


(Ph.  244.) 


Fig.  244  versinnlicht  die  Einrichtung,  welche  getroffen  werden  kann,  um  diese 
Staubfiguren  zu  erhalten.  AB  stellt  eine  ca.  Vb  m  lange  Glasröhre  von  ca.  SO  mm 
lichter  Weite  vor.  Ins  offene  Ende  A  kann  eine  Glasröhre  oder  ein  Glasstab  aß 
von  etwa  low»»  Dicke  eingeschoben  werden,  jedoch  so,  dass  vorher  an  das  Ende 
a  dieses  Stabes  ein  cylindrischer  Korkstopfen  befestigt  wurde,  der  so  dick  sein 
muss,  dass  er  eine  Verschiebung  von  aß  noch  gestattet,  ohne  dass  hierbei  etwa 
stärkere  Reibung  am  Innern  des  Rohrs  AB  eintritt.  Der  Durchmesser  des  Stopfens 
muss  also  nur  nahezu  den  inneren  Durchmesser  von  AB  erreichen.  Die  Länge 
aß  kann  ebenso  gross  sein  wie  die  von  AB,  doch  können  auch,  je  nachdem  man 
bestimmte  höhere  oder  tiefere  Töne  haben  will,  die  Längen  von  aß  innerhalb 
weiter  Grenzen  variiren.  Für  andere  Anwendungen  kann  aber  auch  anstatt  eines 
Glasstabs  oder  einer  Glasröhre  ein  Metallstab  oder  eine  Metall  röhre  oder 
auch  ein  Holzstab  genommen  werden.  Der  Stab  aß  möge  der  iKlangstab« 
heissen.  Da  er  nur  mit  seinen  Longitudinaltönen  zur  Verwendung  kommt,  so 
muss  er  zunächst  in  passender  Weise  mittelst  einer  oder  zweier  Klemmen,  nach 
Art  der  in  Fig.  239  dargestellten,  über  einer  Tischplatte  festgehalten  werden.  Eine 
Klemme  ist  nöthig,  wenn  der  Stab  aß  mit  seinem  Longitudinal-G  rund  ton  er- 
klingen soll.  Denn  hierbei  muss  er  in  seiner  Mitte  eingeklemmt  sein  und  auf 
seiner  Hälfte  nach  a  oder  ß  hin  mit  einem  nassen  Lappen  bezw.,  wenn  er  aus 
Metall  oder  Holz  besteht,  mit  einem  mit  Harzpulver  überstreuten  Lappen  gerieben 
werden.  Der  Stab  aß  kommt  hierbei,  da  er  nur  an  einer  Stelle  unterstützt  ist 
nicht  in  eine  so  sichere  Lage,  als  wenn  er  an  zwei  Stellen  unterstützt  werden 
kann,  d.  h.  wenn  man  nicht  den  Grundton,  sondern  den  zweiten  Oberton  be- 
nutzt. Alsdann  wird  in  je  einem  Viertel  vom  Ende  a  und  ß  aus  gerechnet  an  den 
Stellen  n  der  Stab  durch  je  eine  Klemme  der  Fig.  239  festgemacht  werden  müssen. 
Dieses  Festmachen  darf  jedoch  nicht  rigoros  geschehen  sondern  nur  annähernd,  und 
habe  ich,  wie  schon  oben  bemerkt,  gefunden,  dass  man  mit  grossem  Vortheil  einen, 
bezw.  zwei  über  den  Stab  aß  gezogene  und  über  den  Stellen  n  haftende  Gummi- 
ringe verwendet,  auf  welche  hernach  die  Backen  der  Klemmen  aufdrücken.  Ist 
der  Stab  aß  nun  fest  gelagert,  so  wird  die  »Luftröhret  AB  mit  dem  Ende  von 
A  über  das  Ende  von  a  gebracht  und  ihrerseits  hernach  möglichst  genau  so  unter- 
stützt, dass  ihre  Mittelaxe  mit  der  von  aß  coincidirt.  Am  Ende  B  wird  femer 
ein  »Stempel«  78  verwendet,  um  das  Luftrohr  hier  bei  B  zu  einem  gedeckten 
machen  zu  können  und  ausserdem  auch,  je  nachdem  der  Stempel  weiter  oder 
weniger  weit  in  AB  hereingeschoben  wird,  die  schwingende  jy^flt^le  zwischen 


sich  ordentlich  centrisch  verschieben  lässt,  kann  man  auf  das  Ende  B  einen  mit 
einem  Loche  durchsetzten  Messingdeckel  aufkitten,  in  welchem  Loche  der  Stiel 
des  Stempels  hin  und  her  gleiten  kann.    Der  Apparat  ist  dann  iwm  Versuche  fertig. 

Um  diesen  Versuch  nun  weiter  anzustellen,  bedarf  es  eines  leichten  Pulvers 
oder  Staub  s  und  eignet  sich  hierzu  vor  allem  Kork  fei  licht,  welches  leicht  aus 
einem  guten  Korkstopfen  mittelst  einer  mittel  feinen  Holzraspel  hergestellt  werden 
kann.     Vor   allem    muss    dann    das  Luftrohr    vollkommen   trocken  fi;emacht 
werden.     Ist    dies    geschehen,   so  bringt   man   eine  kleine  Menge  Korkpulver  in 
die  Röhre  und  vertheilt  dies  der  Länge  nach  möglichst  regelmässig  in  derselben. 
Sodann  schiebt  man  die  Luftröhre  AB  mit  dem  Ende  j^  über  a  und  streicht  a  p 
zwischen  den  Stellen  nn  an.   Alsbald  wird  sich  hierbei  der  Staub  in  eigenthümlichen 
Staubriefen  wie  sie  in  Fig.  244 tf  versinnlich t  sind,  ordnen.     Sollte  es  aber  nicht 
alsbald  geschehen,  so  verstelle  man  den  Stempel  7Ö  oder  auch,  man  verschiebe 
das  Rohrv^^  bis  eben  die  Staub  riefen  beim  Anstreichen  von  «p  sofort  eintreten. 
Die  Stelle  7  muss  nothwendig  einem  Knoten   entsprechen.     Von  hier  nach  dena 
Ende  a    hin    bilden    sieb    weiter   eine  Anzahl    Knoten  a^j   n^  .  .  .  und  sind  die 
Stellen  mitten  zwischen  diesen  Knoten,  die  in  der  Figur  sich  als  kleine  Staub* 
kreise  documentiren,  als  die  Bäuche  zu  betrachten.     Am  Ende  a  kann  ebenfalls 
ein  Knoten  liegen,  nämlich  dann,  wenn  die  Länge  »7  gleich  einer  ganzen  Zahl 
von  Halbwellcn  des  betreffenden  Tons  des  Klangstabs  isL    Ist  diese  Länge  um 
\  Wellenlänge    grosser    oder  kleiner,    so   liegt  der  nächste  Knoten  vom  Ende  a 
um  I  Wellenlänge  ab. 

Es  hängt  von  verschiedenen  Verstellungen  des  Stempels  ab,  ob  gerade  die 
Staubfiguren  sich  so  wie  in  der  Fig,  244  zeigen.  Jedenfalls  aber  liegt  nahe  am 
Ende  7  stets  ein  Knoten,  der  sich  in  bestimmter  Weise  documentirt.  Alle  Stellen, 
welche   dann  gleich  der  Stelle  an  7  gebildet  sind,  sind  dann  ebenfalls  Knoten. 

Die  Entfernung  zweier  Knoten  ist  gleich  ^  gleich  einer  halben  Wellenlänge  des 

betreffenden  Tons  und  kntJpfen  sich  an  diese  Grösse  ^  nun  die  bedeutungsvollen 
Anwendungen  der  KuNDT'schen  Methode. 

13)  Zunächst  leuchtet  ein,  wie  man  sofort  im  Stande  ist,  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit  des  Schalls  durch  die  Luft  in  der  Röhre  zn  bestimmen.  Zu 
dem  Ende  misst  man  die  Länge  L  einer  möglichst  grossen  Zahl  von  Halbwellen 
zwischen  der  Mitte  zweier  Knoten,  die  nicht  die  nächsten  an  et  und  7  sind 

und   dividirt  diese  Länge  durch  die  Anzahl  m  der  Halbwellen,  um  ^r-  =  -   zu 

erhalten-  Ist  dies  geschehen,  so  benutzt  man  die  am  Schlüsse  von  Abschnitt  11 
gegebene  Formel,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  man  den  l>öngitudinalton  des 
Stabes  «p  kennt.  Ein  Beispiel  mag  diesen  Fall  erläutern.  Der  Stab  aß  wurde. 
mit  seiner  Grund  Schwingung  benutzt  und  gab  hierbei  ein  JV/=  1648  Schwingungen, 
Ferner  fand  ich,  dass  12  Plalb  wellen  im  Luft  röhr  AB  eine  Länge  L  von  1207  mm 

einnahmen.    Es  war  demgemäss  ^=  1207/12=  100*6  »im  und  sonach  ü=2'-s -^ 

=  201^2*  1648»wn  =  33L5ffl- 

Es  leuchtet  sofort  ein,  wie  man  das  Rohr  AB  auch  anstatt  mit  Luft  mit 
einem  andern  Gase  füllen  kann  und  licss  ich  die  Luft  durch  Leuchtgas  ver- 
drängen.    Es    fand   sich,    dass  9  Halbwellen    auf  1218  mm  gingen.     Demgemäss 

war  -  =  135  33OTW  undr  =  2'g-'j?V^=270'7*164SOTi7«  =  446'l  w».    Die  >speci- 


DigitizeJI 


l_. 


Schwingungen  der  Gase;   KüNDT'sche  S taubüguren.  759 

fische  Fortpflanzungsgeschwindigkeitc  des  Leuchtgases  wäre  demgemäss 

AAfi*  1 

gleich   F=  09t. g  =  1'33.     Hierbei   ist  aber  zu  erkennen,    dass  dies  kein  reines, 

sondern  noch  stark  mit  Luft  gemengtes  Leuchtgas  war.  Denn  als  die  Luft 
sorgfaltiger   aus   der   Röhre   AB   herausgeschält   und    durch  Leuchtgas   ersetzt 

wurde,  gingen  auf  8  Halbwellen  1177  mm;  und  war  hiemach  x-=  lAl'l  mm  und 

V  =  294*2  •  1648  mm  =  484*8  m.  Bei  diesen  Versuchen  wurden  die  Gase,  Luft  und 
Leuchtgas  genommen  wie  sie  waren.  Selbstverständlich  müssen  aber  die  Zahlen 
für  V  sich  ändern,  wenn  wir  völlig  reine,  von  Wasserdampf  und  Kohlensäure  be- 
freite Luft  und  gereinigtes  Leuchtgas  nehmen.  Kundt  fand  bei  seinen  Versuchen, 
dass  nahezu  für 

Luft 32  Halbwellen 

Kohlensäure      ...    40  „ 

Leuchtgas      ....     20  „ 

Wasserstoff    ....      9  „ 

eintraten,  so  dass  die  specifischen  Schallleitungen  in  diesen  Gasen  sich  ftir 

Luft  gleich 1*00 

Kohlensäure    „ 0*80 

Leuchtgas        „ 1-60 

Wasserstoff      „ 3-56 

herausstellten,  demgemäss  sich  der  Wasserstoff  auch  hier  wieder  vor  andern  Gasen 

in  bemerkenswerther   Weise  auszeichnet.    Der    erste  Nutzen  der  KuNDx'schen 

Methode  besteht  also  in  einer  überaus  leichten  und  sicheren  Bestimmung 

der  Schallgeschwindigkeit  in  Gasen  und  Dämpfen. 

Die  zweite  Bedeutung  der  Methode  besteht  darin,  dass  man  in  sehr  leichter 

Weise   auch   die  Schallleitungsfähigkeit  in  festen  Körpern  bestimmen 

kann.     Zu    dem  Ende   ist   daran   zu  denken,    dass   der  Klangstab  aß,  wenn  er 

X* 
seine  Longitudinal-Grundschwingung  macht,  genau  in  seiner  Länge  2  «-r-misst, 

wenn  wir  mit  X*  die  Wellenlänge  des  betreffenden  Tons  fürs  Medium  des  Stabes 

bezeichnen.   Demgemäss  ist  auch  z^*  =  2  •  /* •  -A^.    In  unseren  bisherigen  Versuchen 

bestand  aß  in  einem  Glasstab,  dessen  Länge  gleich  1505  mm  war.     Es  war  also 

2/*  =  3010»iw  und  v*  =  SOlO 'lß4S mm =49ßO mm.  Dieses  »♦ist  berechnet  worden 

X* 
aus  der  Schwingungszahl  JV  und  der  Länge  /♦  =  2  •  -j-  des  Stabes,   d.  h.  diese 

Bestimmung  von  v*  ist  diejenige,  welche  wir  im  Abschnitt  5  als  die  CHLADNi*sche 
kennen  gelernt  haben.  Aber  die  Methode  Kundt's  gestattet  »*  zu  finden,  o  h  n  e 
dass  iV  bekannt  ist.  Denn  wir  hatten  beim  ersten  Versuche,  wo  wir  Luft  in  der 
Röhre  AB  verwendeten,  gefunden,  dass  12  Halbwellen  auf  1207  mm  gingen  und 

war  demgemäss  für  die  Luft  «;  =  2  •  ^*J\r=  2012 'N*  mm.    Für  unseren  Stab  aß 

X* 
ist  ferner   v*  ==  2  - -^  -  J\^,  mithin  »V^  =  ^*A  =  3010/201-2  =  14-96,    d.  h.  das 

betreffende  Glas  leitet  den  Schall  ca.  15  mal  schneller  fort  wie  die  Luft  in  der  Röhre. 
14)  Die  KuNDx'sche  Methode,  Longitudinalschwingungen  in  einem  Körper 
zu  erregen,  kann  auch  leicht  bei  tropfbar  flüssigen  Körpern  zur  Anwendung 
kommen.  Bereits  Cagniard  de  la  Tour  wies  im  Jahre  1834  nach^),  dass  eine 
in  einer  Glasröhre  befindliche  Flüssigkeitssäule,    wenn  die  Glasröhre  mit  einem 

')  Annal.  de  chim.  et  phys.    T.  LVI. 
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Orgelpfeife,  die  im  Innern  und  Aeussem  von  Wasser  umgeben  war,  tönte,  sobald 
eben  durch  eine  Druckpumpe  Wasser  durch  die  Pfeife  getrieben  wurde,  ein  Ver- 
such, der  sich  auch  leicht  in  anderer  Form  wiederholen  lässt,  wenn  maxi  über 
einen  entsprechenden  Druck  in  einer  Wasserleitung  verfügen  kann.  Im  Anscbluss 
an  seine  Untersuchungen  über  schwingende  Luftsäulen,  deren  Bedeutung  in  den 
beiden  vorausgehenden  Abschnitten  dargethan  wurde,  hat  Kundt  in  Verbindung 
mit  O.  Lehmann  im  Jahre  1874  nachgewiesen'),  dass  auch  eine  in  einer  Röhre 
enthaltene  Flüssigkeitssäule  in  ganz  gleicherweise,  wie  eine  Luftsäule  in  Schwingung 
versetzt  werden  kann,  und  dass  hierbei  auch  in  ganz  ähnlicher  Weise  die  eigen- 
thümlichen  Rippen-Figuren  bei  einem  auf  der  innem  Basis  der  Röhre  vertheilten 
Pulver  sich  bilden,  welche  Figuren  dann  in  derselben  Weise,  wie  die  Staubfiguren 
bei  den  Gassäulen,  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls 


h 


(Ph.  245). 

in  Flüssigkeiten  benutzt  werden  können.  Fig.  245  versinnlicht  eine  hierbei  ge- 
troffene Einrichtung.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Klangstab  aß  seinen 
2.  Oberton  liefert,  wird  er  in  einem  1/4  von  a  aus,  mittelst  eines  Kautschuck- 
propfens  p  ins  Ende  A  des  Flüssigkeitsrohrs  AB  eingesetzt.  Am  Ende  B  ist  ein 
Stempel  verschiebbar,  bestehend  aus  einem  cylindrischen  Kautsch uckpropfen  q 
in  welchen  ein  enges,  beiderseits  offenes  Glasrohr  c  fest  eingekittet  ist,  welches 
Rohr  c  einestheils  mit  der  Flüssigkeit  vn  AB  und  andererseits  durch  den  Gummi- 
schlauch r  und  das  Ansatzrohr  d  mit  dem  Gefass  F  communicirt,  welches  letztere 
mit  derselben  Flüssigkeit,  welche  auch  das  Rohr  AB  enthält,  bis  zu  passender 
Höhe  angefüllt  ist.  Durch  Hereinschieben  oder  Herausziehen  des  Stempels  qc 
kann  die  Flüssigkeitssäule  m  AB  verkürzt  oder  verlängert  werden  und  bleibt 
AB,  wenn  es  einmal  ganz  mit  Flüssigkeit  geftillt  ist,  auch  hierbei  gefüllt,  denn 
es  dringt  beim  Hineinschieben  von  qc  aas  AB  Flüssigkeit  ins  Reservegefäss  F 
und  umgekehrt  beim  Herausziehen  von  qc  Flüssigkeit  aus  letzterem  ins  Rohr 
AB  nach. 

Soll  der  Versuch  aber  gelingen,  so  sind  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen.  Die 
eine  besteht  darin,  dass  jede  Spur  von  irgend  einem  Gas,  welches  die  Flüssig- 
keit in  sich  enthält,  durch  anhaltendes  Kochen  ausgetrieben  wird.  Insbesondere 
muss  also,  wenn  Wasser  verwendet  wird,  die  Lufl  aus  diesem  vollkommen  ent- 
fernt werden.  Die  zweite  Bedingung  liegt  in  der  richtigen  Wahl  des  feinen  Pulvers, 
welches  man  in  die  Röhre  bringt.  Korkpulver  lässt  sich  hier  nicht  verwenden, 
vielmehr  muss  statt  seiner  ein  schweres,  feines  Pulver  verwendet  werden,  als 
welches  sich  namentlich  Eisenpulver  (ferrum  limaium)  sehr  gut  erwies.  Ueber  die 
Riefenfiguren,  welche  dieses  Pulver  bildet,  ist  nichts  weiter  zu  sagen,  da  sie  genaa 
den  Korkpulverriefen,  wie  sie  in  einem  Gas  entstehen,  gleichen.  Melde. 

»)  Ann.  de.  chim.  et  phys.     Ser.  m.  T.  XXV. 
«)  POGG.  Ann.,  Bd.  CLUI. 
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Zusammenklang  der  Töne. 


1)  Der  »Zusammenklang  der  Tönet  ist  eine  bedeutungsvolle  Sache  und 
kann  damit  alles  gemeint  sein,  was  Harmonie,  Disharmonie,  als  das  Hauptwesen 
der  Musik  betrifft.  In  einer  solchen  Ausdehnung  darf  das  Thema  des  vorliegenden 
Artikels  nicht  aufgefasst  werden,  vielmehr  wollen  wir  uns  in  ihm  nur  mit  rein 
physikalischen  Erscheinungen  befassen,  ohne  dass  wir  diese  auch  näher  auf  das 
eigentliche  Gebiet  der  Musik  hin  verfolgen. 

Wenn  von  einem  »Zusammenklänge  die  Rede  ist,  so  kommt  bei  ihm  etwas 
doppeltes  in  Betracht,  einmal  nämlich  der  Vorgang,  wie  er  objektiv  ausserhalb 
unseres  Ohres  stattfindet  und  welcher  Vorgang  besteht,  ohne  dass  von  einer  sub- 
jektiven Thätigkeit  eines  Beobachters  die  Rede  ist;  sodann  der  Vorgang  in 
uns  selbst,  welcher  letztere  auch  wieder  aus  zwei  Vorgängen  sich  zusammensetzt: 
einem  rein  mechanischen  oder  wenn  man  will,  physiologischen,  und  dann  dem 
Schlussvorgang,  dem  psychologischen  oder  dem  seelischen.  Hiemach  würde  bei 
einem  Zusammenklang  wohl  auch  besser  nach  zwei  Hauptrichtungen  unter- 
schieden, nämlich 

A.  Mechanisches. 

1)  Ausserhalb  des  Ohres  oder  rein  mechanisches. 

2)  Innerhalb  des  Ohres  bezw.  im  Gehirn  oder  physiologisches. 

B.  Psychisches. 

Es  ist  diese  Verschiedenheit  und  Eintheilung  aber  nichts,  was  den  Schall- 
schwingungen allein  eigen  wäre,  sondern  gilt  für  jedes  Gebiet  der  Erscheinungen 
als  maassgebend.  Es  kann  also  dieselbe  Eintheilung  oder  irgend  eine  anders 
ausgedrückte  ebenso  gut  für  das  optische  oder  ein  anderes  Gebiet  gelten. 

Was  wir  hier  zunächst  zu  betrachten  haben,  sind  die  Bewegungsphänomene 
ausserhalb  unseres  Ohres.  Da  es  jedoch  in  der  Darstellung  zu  Weitläufigkeiten 
führen  würde,  wenn  wir  von  dem,  was  diese  äusseren  Bewegimgen  schliesslich 
bei  der  Umsetzung  ins  Psychische  erzeugen,  ganz  absähen,  so  müssen  wir  die 
ersteren  doch  in  einer  gewissen  Verbindung  mit  dem  letzteren  auffassen.  Es  wird 
dies  ebenso  geschehen  müssen,  wie  es  bei  optischen  Dingen  geschieht,  wo  wir 
ja  auch  z.  B.  von  einfachen  Farben,  von  Complementärfarben,  von  starken  und 
schwachen  Lichtreizen  u.  s.  w.  reden,  Dinge,  welche  zwar  als  Folge  äusserer 
Bewegungen  zu  denken  sind,  aber  doch  meistens  erst  nach  unserer  Perception 
entsprechend  erkannt  und  classificirt  werden. 

2)  Die  Schallerscheinungen,  deren  Wahrnehmung  durchs  Organ  des 
Ohrs  und  nur  allein  durch  dieses  der  Seele  möglich  gemacht  wird,  sind  gar 
mannigfacher  Art  und  werden  die  Hauptarten  hiervon  auch  durch  specifische 
Namen  unterschieden.  Man  kann  alle  diese  Arten  mit  dem  gemeinsamen  Namen 
»Schalle  umfassen.  Zeigt  es  sich  hierbei,  dass  regelmässige,  in  gleichen  Zeit- 
abschnitten sich  wiederholende  Eindrücke  stattfinden,  Eindrücke,  welche 
namentlich  auch  rasch  genug  erfolgen,  so  hat  man  es  im  allgemeinen 
mit  dem  zu  thun,  was  wir  einen  »Klang«  zu  nennen  pflegen.  Aber  auch  das, 
was  »Klang«  genannt  wird,  ist  nach  zwei  Richtungen  hin  verschieden.  Im  Falle 
nämlich,  dass  bei  den  Pulsen,  welche  erfolgen,  nur  ein  einziges  Tempo  ob- 
waltet und  die  Pulse  auch  die  denkbar  einfachsten  sind,  und  nicht  etwa 
noch  aus  einfacheren  zusammengesetzt  betrachtet  werden  müssen,  hat  man  es 
zu  thun  mit  einem  einfachen  Klang,    den  man  dann  auch  mit  dem, 
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»Ton«  bezeichnet.  Ist  dagegen  ein  einheitliches  Tempo  der  Pulse  nicht  vor- 
handen, lassen  sich  diese  letzteren  in  Componenten  zerlegen,  von  denen  erst 
jede  Componente,  wenn  sie  allein  aufträte,  einen  einfachen  Ton  bilden  würde, 
so  redet  man  von  einem  zusammengesetzten  Klang  und  gebraucht  hier- 
für auch  häufig  den  Ausdruck  »Klang«  allein  ohne  ein  bezeichnendes  Beiwort. 
Ebenso  .kann  dann  ein  »Klang«,  auch  durch  die  Bezeichnung  »zusammen- 
gesetzter Ton«  gegeben  sein,  wobei  das  Beiwort  »zusammengesetzt« 
aber  nicht  fehlen  darf.  Das  Analogon  aus  der  Optik  heranzuziehen,  ist 
nicht  nur  zulässig,  sondern  auch  nothwendig.  Was  flir  das  Ohr,  für  den  nervus 
acusücus  Schallwellen,  schliesslich  Töne  und  Klänge  sind,  das  sind  fürs  Auge, 
für  den  nervus  opticus^  die  Lichtwellen  und  schliesslich  die  Farben.  Auch  bei 
diesen  reden  wir  von  sogen,  »einfachen«  oder  »homogenen«  Farben  und 
verstehen  darunter  solche  Farben,  bei  welchen  bloss  eine  Schwingungsgattung 
des  Aethers  mit  nur  einer  Schwingungszahl  oder  wenigstens  mit  sehr  nahe  zu- 
sammenfallenden Schwingungszahlen  des  Lichtes  thätig  ist.  Solche  Farben  sind 
z.  B.  das  Gelb  des  Natriumlichtes,  das  Grün  des  Thalliumlichtes,  das 
Blau  des  Indiumlichtes.  Sodann  reden  wir  aber  auch  von  »zusammen- 
gesetzten« Farben  oder  von  »Mischfarben«.  Solche  Farben  sind  vor  allem 
das  Sonnenlicht,  wie  überhaupt  das  Licht  der  Planeten,  femer  das  Licht  unserer 
irdischen  Lichtquellen,  das  Licht  einer  Barium  flamme  u.  s.  w. 

Diese  Beispiele  aus  der  Optik  sind  leicht  zu  wählen,  und  fragt  es  sich, 
welches  sind  denn  nun  in  der  Akustik  einfache  und  welches  sind  zusammen- 
gesetzte Töne?  Hier  muss  man  sagen,  dass,  wenn  wir  die  Sache  strengnehmen 
wollen,  genau  einfache  Töne,  ohne  irgend  welche  Beimengungen  von  Neben- 
tönen und,  was  wir  noch  zu  betrachten  haben,  ohne  Beimengungen  von  »Ge- 
räuschen« gar  nicht  existiren^  sondern  dass,  wenn  von  einfachen  Tönen  die 
Rede  ist,  diese  es  nur  der  Hauptsache  nach  sind,  bei  der  man  von  kleinen  und 
schwachen  Nebendingen  absehen  kann.  Wir  wissen,  dass  wir  als  Beispiele 
für  solche  einfache  Töne  annähernd  diejenigen  ansehen  können,  welche  beim 
Anblasen  kugelförmiger  Lufträume,  bei  gedeckten  Orgelpfeifen,  bei 
Stimmgabeln  die  durch  den  elektrischen  Strom  ins  Schwingen  ver 
setzt  werden,  auftreten. 

3)  Bei  einfachen  und  zusammengesetzten  Tönen  ist  das  Charakteristische 
die  Regelmässigkeit  der  Pulse,  der  strenge  Isochronismus  dieser  Pulse,  wobei 
also  z.  B.  genau  in  jedem  y^  einer  Sekunde  sich  ein  Puls  wiederholt  oder 
wobei,  falls  etwa  ein  zusammengesetzter  Ton  in  Betracht  kommt,  sich  neben  den 
100  Pulsen  in  einer  Sekunde  gleichzeitig  noch  ein  zweiter  Ton  mit  150  Pulsen, 
von  denen  jeder  Puls  in  -^^  Sekunden  erfolgt,  auftritt.  Nun  können  wir 
uns  auch  vorstellen,  dass  z.  B.  in  der  Sekunde  zwar  100  Pulse  erfolgen, 
aber  dass  dies  in  den  verschiedensten  Intervallen  geschieht,  dass  z.  B.  ein 
solcher  Puls  die  Zeit  von  j^,  ein  anderer  von  ^^,  ein  dritter  von  ^  u.  s.  w. 
Sekunde  in  Anspruch  nimmt.  Eine  solche  Schallbewegung  erzeugt  nicht  das, 
was  ein  Ton  oder  ein  Klang  ist,  vielmehr  haben  wir  es  hier  mit  dem  zu  thun, 
was  den  Tönen  und  Klängen  gegenüber  als  »Geräusch«  unterschieden  wird. 
Das  Geräusch  wird  demgemäss  von  uns  dann  wahrgenommen,  wenn  ausserhalb 
des  Ohres  die  Pulse  keinen  Isochronismus  besitzen.  Die  Natur  liefert  uns  vielfach 
solche  Geräusche,  die  wir  wiederum  ihrer  besonderen  Art  nach  und  zum  Theil 
sehr  fein  zu  charakterisiren  und  zu  unterscheiden  vermögen,  ja  das  Leben  in  der 
Natur,  die  sonst,  wenn  wir  vom  Thier-  und  Pflanzenleben  absehen,  ohne  Leben  zu 
sein  scheint  und  häufig  als  die  »leblose«  Natur  bezeichnet  wird,  istderHaupt- 
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Sache  nach  in  solchen  Geräuschen  vertreten.  Vom  Brausen  des  Meeres  bis 
herab  zum  Murmeln,  Plätschern  und  Rieseln  eines  Bächleins,  vom  Tosen 
und  Sausen  des  Sturmes  bis  herab  zum  Fächeln  eines  Lüftchens,  vom 
mächtigen,  sinnbetäubenden  Schlage  des  Donners  bis  zum  leisen  noch  kaum 
wahrnehmbaren  Grollen  des  in  der  Ferne  abziehenden  Gewitters,  alles  dies  sind 
Sprachen  der  leblosen  Natur,  die  uns  begeistern  und  unsere  Phantasien  zu  erregen 
vermögen,  Sprachen,  die  der  Akustiker  aber  unter  der  gemeinsamen  Benennung 
Geräusche  zusammenfassen  muss.  Unzählige  andere  Formen  der  Geräusche 
können  wir  künstlich  hervorrufen:  beim  Sägen,  beim  Hämmern,  beim  Reiben 
u.  s.  w.  entstehen  Geräusche;*  beim  Durchströmen  der  Luft  durch  unregelmässige 
Ritze  oder  beim  Vorbeistreifen  derselben  an  allerhand  Kanten  und  Hindernissen 
entstehen  Geräusche;  tiberall  begegnen  wir  diesen  Schallerscheinungen,  überall 
leben  wir  in  ihnen  und  mit  ihnen. 

Das  Geräusch  entsteht  aber  auch  noch  in  einer  zweiten  Weise,  wobei  ausser- 
halb unseres  Ohres  an  und  für  sich  ganz  regelmässige  isochrone  Schwingungen 
vorhanden  sind.  Denken  wir  uns  nämlich  eine  grössere  Anzahl  sonst  im  Ein- 
zelnen ganz  regelmässiger  Töne,  die  jedoch  alle  nur  wenig  von  einander  ab- 
weichen, z.  B.  zehn  Töne  von  c  aufwärts  so,  dass  jeder  folgende  Ton  etwa  nur 
um  vier  Schwingungen  höher  ist  wie  der  vorausgehende.  Wir  werden  noch  näher 
sehen,  dass  je  zwei  solcher  Töne  bei  ihrem  Zusammenklang  das  Phänomen  der 
iSchwebungenc  oder  »Stössec  liefern,  welches  Phänomen  von  uns  als  ein 
im  Ganzen  unangenehmes  empfunden  wird.  Klingen  nun  so  nahe  liegende  Töne 
zusammen,  so  tritt  etwas  Doppeltes  ein:  einmal  nämlich  ist  das  Ohr,  abgesehen 
von  den  Stössen,  nicht  im  Stande,  die  einzelnen  Componenten  getrennt  wahrzu- 
nehmen, so  dass  in  unserer  Schlusswahmehmung  eine  Unbestimmtheit  in  der 
Auffassung  der  Tonhöhe  eintritt;  sodann  aber  sind  die  Stösse,  auch  wenn  sie 
ganz  allein  und  auf  irgend  eine  andere  Weise  mechanisch  erzeugt  werden,  ganz 
dazu  angethan,  speciell  das  Gefühl  von  dem  zu  erzeugen,  was  wir  ein  »Rassel- 
geräusche zu  nennen  pflegen.  Ganz  dieselbe  Empfindung  eines  Geräusches  er- 
halten wir  auch  durch  das  bekannte  Experiment,  wobei  ein  längeres  Lineal  auf 
die  Tastatur  eines  Claviers  gelegt  wird  und  beim  Niederdrücken  des  ersteren  eine 
grössere  Summe  wenig  von  einander  verschiedener  Töne  zum  Ohre  gelangt. 

Die  Geräusche  spielen  demnach  bei  jeder  Tonbildung  und  Tonwahmehmung 
eine  sehr  wichtige  Rolle  und  muss  mit  ihnen,  wenn  wir  von  Klängen  und  von 
»Klangfarbe!  reden,  sehr  wohl  gerechnet  werden. 

4)  Bevor  wir  auf  die  einzelnen  Erscheinungen  des  Zusammenklangs  näher 
eingehen,  wollen  wir  eine  Parallele  zwischen  dem  Auge  und  dem  Ohre  ziehen, 
welche  uns  zeigen  wird,  dass  hier  neben  den  Analogien  auch  wesentliche  Ver- 
schiedenheiten bestehen.  Zunächst  besteht  eine  Analogie  darin,  dass  die  Gebiete 
des  Lichts  und  des  Schalls  an  Grenzen  gebunden  sind,  indem,  wie  wir  wissen, 
beim  Licht  etwa  400—800  Billionen  Schwingungen  des  Aethers  diejenigen 
Schwingungsmengen  umfassen,  welche  vom  äussersten  Roth  an  bis  zum  Ultra- 
violett hin  von  uns  als  die  verschiedenen  Farben  wahrgenommen  werden.  Keine 
der  Grenzen  nach  der  einen  und  nach  der  anderen  Seite  hin  ist  eine  strenge. 
Beim  Schall  sind  es  ganz  andere  Grenzzahlen,  nämlich  etwa  24  nach  der  unteren 
und  höchstens  etwa  40000  nach  der  oberen  Grenze  hin.  Schon  hieraus  erkennen 
wir,  dass  zwischen  beiden  Erscheinungsgebieten  eine  weite  Kluft  gelegen  ist. 
Denn  von  der  Zahl  40  Tausend  bis  400  Billion  ist  eine  weite  Entfernung,  auf 
welcher  wir  bis  jetzt  noch  nicht  im  Stande  gewesen  sind,  etwaige  Verbindungs- 
glieder nachzuweisen.    Dass,  wie  wir  wissen,  über  Roth  hinaus  noch  eine  weite^ 
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istj  [ändert  an  dem  Vorhandensein  jener  Kluft  kaum  etwas,  denn  es  bleibt  hier- 
nach immer  noch  der  Sprung  von  40  Tausend  auf  (JO  Billion. 

Die  absoluten  Zahlen  für  beide  Gebiete  weichen  demgemäss  sehr  ab,   eben- 
so  sehr  die  Materie,    welche  sich  bei  den  Schwingungen  betheiligt.     Dort   ist    es 
der  hypothetische  Aether,    der  Lichtätherj    de&sen  Materiellität   bis  jetzt  von 
uns  nicht  direkt  nachgewiesen  werden  konnte.    Hier  ist  es  die  greifbare  Materie 
fester  und  flüssiger  Körper  und  vor  allem  auch  der  Hauptträger  des  Schalls:   die 
Luft.     Sehen  wir  auf  relative  Zahlen,    so  zeigt  sich  zwiscben  Licht  und  Schall 
ebenfalls  eine  Verschiedenheit,     Beim  sichtbaren  Licht  bewegen  sich  die   Ver- 
hältnisse der  Schwingungszahlen  zwischen  1  und  2,  so  dass,  wenn  wir  die  Nomen - 
clatur    von    den  Scballerscheinungen  anwenden  wollen,  das  sichtbare  Licht  etwa. 
eine  Octave  umfasst.     Beim  Schalle  dagegen,  wenn  wir  die  äussersten  Grenzen 
24—40000  annehmen,  liegen  die  Verhältniss^ahlen  zwischen  1  und  höchstens  zu  2*  ^, 
d.  h.  die  hörbaren  Töne   würden   etwa  11  Octaven   umfassen  und  würde  hier* 
nach    eine  Ueberlegenheit  des  Ohres  zu  erkennen  sein,    wenn  wir  uns  gestatten 
wollen,  den  Intervall  entnaassstab  flir*s  Auge  und  Ohr  gemeinsam  anzulegen. 

Ueber  die  Zulässigkeit  dieses  gemeinsamen  Maassstabes  kann  gestritten  werden 
und  wäre  demgcmäss  auch  die  fvir  das  Ohr  sich  ergebende  Ueberlegenheit,  bezüg- 
lich der  bemessenen  Intervalle,  keine  apodiktische.    In  anderer  Beziehung  aber  ist 
das  Ohr  dem  Auge  entschieden  überlegen,  nämlich  in  der  Fähigkeit:   aus  einem 
ihm     dargebotenen    Klange    die    einzelnen^    den    Klang    bildenden    Com- 
ponentenj    die  einzelnen  Töne  herauszuhören,  d.  h.  in  der  Fähigkeit  des 
Ohrs;    eine   Klanganalyse    unmittelbar    fertig    zu   bringen.     Dies  vermag 
das  Auge  nicht  und  wollen  wir  zunächst  dieser  Verschiedenheit  Aufmerksam  keil 
schenken.     Denken  wir  einen  bestimmten  Fall.     Nehmen  wir  ein  blaues  Cobalt- 
glas    zur    Hand    und    sehen  durch  dasselbe  hindurch  nach  einer  hellen,  weissen 
Wand,    so    empfinden    wir  ein   schönes  Blau;   nehmen  wir  anstatt  eines  Glases 
zwei  öder  drei  Gläser  hintereinander,  so  ist  die  Farbe  noch  dieselbe,  aber  dunkler* 
Die   Farbe  der  l^erception  ist  also  das,   was  wir  iBlau«  nennen,  d,  h.  wir  liaben 
die  Empfindung    von  einer  F^arbe  und  sind  gänzlich  ausser  Stand,  durch  unser 
Auge  festzustellen,  ob  in  dem,  was  wir  blau  nennen,  vieUeicht  auch  etwas  anderes 
steckt.     Um  dies  festzustellen!  müssen  wir  eine  Farbenanalyse  anwenden,  die  be- 
kann termaassen    darin    besteht,    dass  wir  das  zu  untersuchende  Licht,  ehe  es  in 
unser  Auge  gelangt,  durch  ein  Glasprisma  gehen  lassen,  oder  dass  wir  uns  eines 
Spectralapparates  bedienen.    Geschieht  dies  nun,  so  zeigt  sich,  dass  das  Spectrum, 
falls  die  Dicke  der  Glasscheibe  die  entsprechende  ist,  aus  zwei  völlig  getrennten 
Theilen   besieht.     Der    eine  Teil   umfasst   das  Blau  und  Violett  des  Spectnims, 
der   andere  ein  Stück  vom  Roth,  während  die  zwischen  liegenden  Farbenthcile 
des  Spektrums;  Orange,  Gelb  und  Grün  nicht  vertreten  sind.   Dass  der  blauviolette 
Theil   des  Spectrums   übrig   bleibtj   war  wohl  zu  erwarten  und  entspricht  in  ihm 
die  Spectralanalyse    der    direkten  Wahrnehmung    durchs  Auge;    dass    aber  auch 
noch   ein  entschiedenes  Roth  vertreten  istj   das  kann  das  Auge  nicht  erkennen, 
das   muss  ihm   erst  vom   Spcctralap parat  gesagt  werden,   der  im  Stande  ist,   die 
einzelnen  Farbenantheile  zu  trennen  und  die  getrennten  Theile  an  verschiedenen 
Stellen  auf  der  Strecke  eines  Farbenbandes,  das  wir  mit  dem  Namen  »Spectrum« 
bezeichnen,  uns  vorzuhalten, 

Suchen   wir  nach  dem  analogen  Fall  beim  Ohr,  so  würde  es  etwa  so  sein, 
als    wenn   wir  auf  dem  Ciavier  ein  a  und  gleichzeitig  das  unter  ihm  liegende  e 
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anschlagen.  Unser  Ohr  vernimmt  einen  Zusammenklang,  aber  nicht  so,  dass 
hierbei  von  uns  etwa  das  c  als  solches  nicht  herausgehört  würde,  im  Gegentheil, 
wir  hören  wirklich  beide  Töne,  beide  Componenten  einzeln  ohne  dass  wir 
nöthig  hätten,  erst  eine  künstliche  Trennung  der  Schallwellen  vorzunehmen. 
Das  Ohr  ist  also  im  Stande,  nicht  nur  wenn  zwei  Töne  gleichzeitig  erklingen,  diese 
einzeln  zu  hören,  sondern  vermag  auch  aus  einer  noch  mehr  zusammengesetzten 
Klangmasse  eine  Reihe  von  Tönen  einzeln  herauszuhören  und  dürfen  wir  be- 
züglich der  letzteren  Sache  uns  nur  einen  Dirigenten  seinem  Orchester  und  Chor 
gegenüber  vorstellen,  der  ja  oft  in  staunenswerther  Weise  im  Stande  ist,  die 
einzelnen  Töne  herauszuhören. 

5)  Die  erste  wichtige  Thatsache,  welche  uns  beim  Tönen  der  festen  Körper 
entgegentritt,  ist  das  Phänomen  der  sogenannten  »Obertöne«,  doch  wollen  wir 
diese  zunächst  ohne  ihre  Bedeutung  beim  Zusammenklang  betrachten.  Alle  ton- 
gebenden Körper  haben  nämlich  die  Eigentümlichkeit,  dass  sie  bei  den 
Schwingungen  nicht  blos  einen,  sondern  zwei,  drei  und  mehr  Töne  von  ver- 
schiedener Höhe  liefern,  bei  welchen  einzelnen  Tönen  der  schwingende  Körper 
sich  je  mit  anderen  Abtheilungen  zeigt.  Diese  Abtheilungen  werden  dann  stets 
durch  sogen.  »Knoten«  gebildet,  und  je  nachdem  eben  diese  Knoten  mehr 
einem  Punkte,  einer  geraden  Linie  oder  einer  Curve  entsprechen,  redet  man  von 
»Knotenpunkten«  und  »Knotenlinien«.  Diese  Knoten  sind  während  des 
Schwingens  und  Tönens  des  Körpers  Stellen  der  Ruhe  und  zwar  frei  sich 
bildende  Stellen  der  Ruhe,  welche  beim  Einklemmen  und  Abgrenzen  der 
schwingenden  Körper  als  solche  von  vornherein  in  Betracht  kommen.  Eine 
Saite  muss  an  beiden  Enden  eingeklemmt  werden  und  sind  demgemäss  die  End- 
punkte so  wie  so  Stellen  der  Ruhe.  Beim  Schwingen  der  Saite  können  sich  aber 
noch  weitere  Stellen  ihrer  Länge  als  Ruhestellen  ausbilden  und  sind  dies  dann 
die  eigentlich  »freien«  Knoten.  Eine  CHLADNi'sche  Scheibe  kann  an  einer  Stelle 
festgeklemmt  werden.  Ist  diese  dann  auch  ein  Ruhepunkt,  so  bilden  sich  beim 
freien  Schwingen  hernach  Ruhelinien,  die  wir  als  CHLADNi'sche  Klangfiguren 
kennen  und  bewundern.  Man  kann  sehr  passend  diejenigen  Theile  des  schwingen- 
den Körpers,  welche  von  Knotenpunkten  und  Knotenlinien  begrenzt  werden, 
als  »Schwingungsstrecken«  oder  »Schwingungsfelder«  bezeichnen  und 
wird  man  die  erstere  Benennung  bei  linienförmigen,  die  letztere  bei  flächen- 
förmigen  Körpern  zu  gebrauchen  haben.  Liegt  eine  solche  Strecke  so,  dass  sie 
zwischen  zwei  freie  Knoten  oder  so,  dass  sie  rings  herum  von  einer  freien 
Knotenlinie  eingeschlossen  ist,  so  kann  man  von  einer  »inneren«  Schwingungs- 
strecke oder  einem  »inneren«  Schwingungsfeld  reden.  Liegen  solche  Strecken 
und  Felder  aber  so,  dass  sie  einerseits  nur  von  einem  Knoten  oder  einer  Knoten- 
linie begrenzt  sind,  während  die  andere  Grenze  von  der  äusseren  Contour  des 
schwingenden  Körpers  gebildet  wird,  so  kann  man  sie  als  »Endstrecken«  bezw. 
»äussere«  Schwingungsfelder  ansehen.  Bei  einer  kreisförmigen  Membran  z.  B. 
besteht  eine  Hauptschwingungsart  darin,  dass  jene  als  Knotenlinien  lauter  con- 
centrische  Kreise  besitzt.  Das  mnerste  Schwingungsfeld  wäre  dann  eine  Kreis- 
fläche und  ebenso  wäre  das  äussere  Schwingungsfeld  eine  Ringfläche,  die  nach 
innen  von  einer  freien  kreisförmigen  Knotenlinie,  nach  aussen  aber  von  der  lesten 
kreisförmigen  Grenze  des  Rahmens  begrenzt  wird. 

Der  einfachste  und  rege  1  massigste  Fall  einer  Schwingung  besteht  nun  streng- 
genommen bei  einer  longitudinal  schwingenden  Saite.  Ihre  Schwingungen 
vollziehen  sich  in  der  Richtung  der  Saitenlänge.  Beim  tiefsten  Tone  bildet  sich 
in  der  Mitte  der  Saite  ein  Bauch  und  besteht  die  Saite  beim  Ertönen  ihres  Grund- 
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tons  somit  aus  nur  einer  Endstrecke.  Nun  kann  dieselbe  Saite  auch  einen  freien 
Knoten  bekommen,  der  sich  in  der  Mitte  der  Saite  einstellt.  Es  bilden  sich 
demnach  zwei  äussere  Schwingungstrecken.  Der  Ton,  den  sie  hierbei  liefert, 
hat  doppelt  so  viel  Schwingungen  wie  der  Grundton.  Bei  einer  dritten  Abtheilung 
bekommt  die  Saite  zwei  freie  Knoten.  Der  Ton  hat  dreimal  so  viel  Schwingungen 
wie  der  Grundton.  Solche  Töne  nennt  man  nun  insbesondere,  weil  sie  alle 
höher  sind  wie  der  Grundton  »Obertönec  oder  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
die  Saite  sich  bei  den  einzelnen  Obertönen  in  immer  andere  Schwingungsstrecken 
theilt,  auch  »Partialtöne«  oder  auch  »Aliquottönec  Um  einen  solchen  be- 
stimmten Oberton  bezeichnen  zu  können,  pflegt  man  den  Grundton  auch  den 
ersten  Oberton  zu  nennen.  Demgemäss  würde  eine  longitudinal  schwingende 
Saite  folgendes  Schema  aufzustellen  gestatten. 

Oberton  Schwin^ngs-  Zahl  der 

zahl  freien  Knoten 

1  1.    iV  0 

2  %   N'  1 

3  ^.   N*  2 


i  L  j\r  1  —  1 

Das  Merkwürdigste  hierbei  ist  die  in  der  zweiten  Columne  sich  darstellende 
Gesetzmässigkeit,  welche  sich  im  Satze  aussprechen  lässt:  dass  die  Obertöne 
einer  longitudinal  schwingenden  Saite  bezüglich  der  Schwingungs- 
zahlen das  Gesetz  der  natürlichen  Zahlen  befolgen.  Mit  der  weiteren 
Rücksicht  darauf,  dass  die  nächsten  Primzahlen  1,  2,  3  und  5  mit  ihren  nächsten 
Verdoppelungen  4,  6  und  8  die  Reihe  1,  2,  3,  4,  5,  6  und  8  liefern,  welche  Zahlen 
in  den  Verhältnissen  1:2,  2:3,  3:4,  4:5,  5:6,  3:5  und  5:8  die  Intervalle 
Octave,  Quinte,  Quarte,  grosse  und  kleine  Terz,  grosse  und  kleine 
Sexte  darstellen,  welche  Intervalle  ja  unser  ganzes  Musikwesen,  sofern  Harmonie 
und  Wohlklang  hierbei  vertreten  ist,  ausmachen,  pflegt  man  ein  solches  System 
von  Obertönen  ein  »harmonischesc  zu  nennen  und  nennt  auch  die  Ober- 
töne selbst  harmonische  Obertöne. 

Da  die  Obertöne  7  (9),  11,  13,  14  u.  s.  w.  unter  sich  und  auch  mit  den  tieferen 
Obertönen  1,  2,  3,  4,  5,  6  und  8  keine  Verhältnisse  liefern,  die  von  uns  zu  den 
»harmonischen €  gerechnet  werden,  so  ist  es  klar,  dass,  wenn  man  den  Namen 
»harmonisch«  gebraucht,  er  eigentlich  nur  für  die  tieferen  und  dem  Grundton 
1  am  nächsten  gelegenen  Obertöne  1,  2,  3,  4,  5,  6  und  8  so  wie  deren  weitere 
Verdoppelungen  gilt,  nach,  welchen  folgende  harmonische  Obertöne-Reihe  bis 
zum  64.  gerechnet  resultirt: 
1  —  2  —  3  —  4— 5  — 6  — 8  — 10—12— 16  — 20— 24  — 32  — 40  — 48  — 64. 

6)  Dasselbe  Gesetz  der  Obertöne  finden  wir  bei  den  Longitudinal- 
Schwingungen  der  Stäbe,  falls  diese  entweder  an  beiden  Enden  frei  oder  an 
beiden  Enden  fest  sind,  genau  bestätigt.  Stäbe,  welche  an  einem  Ende  fest,  am 
anderen  frei  sind,  befolgen  ein  anderes  Gesetz,  indem  bei  ihnen  sich  die 
Schwingungszahlen  der  Longitudinal-Obertöne  wie  die  ungeraden 
Zahlen  1:3:5...  verhalten. 

Aber  die  Longitudinaltöne  fester  Körper,  so  bedeutungsvoll  sie  sonst  sind, 
finden  in  der  Musik  keine  Verwendung,  weil  sie  einestheils  zu  hoch,  und  andern- 
theils  den  Transversaltönen  gegenüber  zu  schwer  herauszubringen  sind.  Es 
existirt  daher  kein  einziges  Instrument,  bei  welchen  die  Longitudinaltöne  fester 
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Körper  eine  musikalische  Verwendung  gefunden  hätten.  Anders  ist  es  bei  den 
gasförmigen  Körpern.  Denn  bei  ihnen  sind  es  nur  Longitudinaltöne,  welche 
überhaupt  vorkommen  können.  Die  Obertöne  der  Luftsäulen,  der  Orgelpfeifen, 
die  Obertöne  der  grossen  Reihe  der  Blasinstrumente  sind  daher  von  hoher  Be- 
deutung. Indem  wir  die  einfache  Luftsäule  einer  Orgelpfeife  berücksichtigen, 
kommt  es  darauf  an,  ob  man  es  mit  offenen  oder  gedeckten  Pfeifen  zu  thun 
hat.  Bei  offenen  Pfeifen  lautet  das  Gesetz  der  Schwingungszahlen  der  Obertöne 
so  wie  bei  den  Longitndinalschwingungen  einer  Saite  oder  eines  an  beiden  Enden 
freien  oder  festen  Stabes.  Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  wie  die  Zahlen 
1:2:3:...  Aber  es  muss  sofort  bemerkt  werden,  dass  bei  Orgelpfeifen  dies  Gesetz 
im  allgemeinen  nicht  streng  befolgt  wird,  dass  die  Verhältnisse  1:2,  2:3,  3:4 
nur  annähernd  erreicht  werden.  Man  kann  sich  davon  überzeugen,  wenn  man 
eine  Orgelpfeife  so  anbläst,  dass  sie  ihren  Grundton  giebt  und  hernach  durch 
stärkeres  Blasen  den  nächsten  Oberton,  die  höhere  Octave  herauszubringen  sucht. 
Es  kann  diese  Abweichung  vom  strengen  Gesetz  nicht  auffallen,  wenn  man  be- 
denkt, dass  eine  Orgelpfeife  an  beiden  Enden  verschieden  beschaffen  ist  und  der 
Begrifi  einer  »offenen«  oder  auch  der  einer  »gedeckten«  Pfeife  ein  relativer  ist. 
Je  nachdem  die  Labiumöffnung  grösser  oder  kleiner  ist,  wird  die  Pfeife  mehr 
oder  weniger  an  diesem  Ende  als  offen  oder  geschlossen  gelten  können.  Femer 
spricht  entschieden  hier  noch  mit  die  Grösse  des  Querschnitts  der  Pfeife  zu 
ihrer  Länge  sowie  beider  Dimensionen  zur  Weite  und  sonstigen  Einrichtung 
des  Labiums.  So  zeigte  es  sich,  dass  eine  engmensurirte  offene  Holzpfeife  von 
588  mm  Länge  und  einem  quadratischen  Querschnitt  mit  einer  Seitenlänge  von 
20  mm  die  ersten  vier  Obertöne  fast  genau  im  Verhälmiss  1:2:3:4  gab.  Eine 
andere  Pfeite,  cylindrisch,  585  mm  lang  bei  einem  Durchmesser  von  50  mm  gab 
ihren  Grundton  mit  260,  den  nächsten  Oberton  dagegen  nicht  mit  520,  sondern 
mit  552  Schwingungen. 

In  früherer  Zeit  bestanden  die  Blechblaseinstrumente  in  einer  längeren  oder 
kürzeren  engen  Röhre,  die  nur  nach  dem  einen  Ende  hin  sich  trichterförmig 
erweiterte.  Die  verschiedenen  Töne,  welche  ein  solches  Instrument  geben  konnte, 
waren  nur  die  »natürlichen«  Obertöne,  also  diejenigen,  welche  wir  bis  da- 
her als  solche  kennen  lernten.  Die  höheren  Obertöne  lagen  so  nahe,  dass 
sie  nur  um  Stufen  der  diatonischen  bezw.  chromatischen  Tonleiter  von  ein- 
ander abwichen.  Solche  Obertöne  nannte  man  daher  auch  »Naturtöne«  und 
pflegt  man  auch  jetzt  noch  von  einer  »Naturtrompete«  zu  reden,  d.  h.  einer 
solchen,  welche  aus  einem  continuirlichen  Luftrohr  ohne  Klappen  oder  Ventile 
besteht.  Diese  Naturinstrumente  haben  im  Laufe  der  Jahrzehnte  mehr  und  mehr 
andern  Platz  machen  müssen,  nämlich  den  Ventil-  und  Klappeninstrumenten 
Bei  diesen  ist  der  Luftkanal  an  bestimmten  Stellen  ähnlich  wie  schon  lange  bei 
den  Holzblaseinstrumenten,  der  Flöte  u.  s.  w.,  durch  Löcher  unterbrochen,  die 
ihrerseits  wiederum  durch  Ventile  oder  Klappen  geöffnet  oder  geschlossen  werden 
können.  Man  erreicht  beim  Oefinen  einer  solchen  Klappe  ein  Luftrohr  mit 
kürzerer  Länge  und  werden  die  höheren  Töne  mechanisch  auch  leichter  zu  er- 
halten sein,  als  wenn  der  Bläser  aus  einem  langen  Rohr  diesen  oder  jenen  Ober- 
ton herausblasen  soll.  Ob  hiermit  aber  nicht  eine  gewisse  Charakterverschiedenheit 
der  Töne  und  zwar  häufig  zum  Nachteil  der  Ventilinstrumente  eintritt,  mag  dahin 
gestellt  bleiben. 

7)  Ebenso  wie  das  System  der  Obertöne  bei  den  nur  longitudinal  schwingenden 
Luftsäulen  eine  bedeutungsvolle  Sache  ist,  zeigt  sich  dasselbe  auch  bei  den 
transversalschwingenden  Körpern,  vor  allem  bei  den  Saiten,  vm  ]^e^^y^Qg^^ 
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Das  Gesetz  der  Obertöne  bei  einer  solchen  Saite  ist  das  der  natürlichen  Zahlen, 
der  pythagoreii*schen  Zahlen,  also  der  Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  Man  pflegt  diese  Ober- 
töne bei  Saiten  auch  »Flageolettöne«  zu  nennen.  Da  das  Gesetz  in  mög- 
lichster Strenge  befolgt  wird,  so  sind  die  Obertöne  1,  2,  3  und  5  wie  deren 
Vielfache  bei  den  transversalschwingenden  Saiten  auch  als  harmonische  zu 
bezeichnen :  ein  Umstand,  an  welchen  sich  im  Laufe  der  Zeiten  eine  merkwürdige 
Spekulation  angeknüpft  hat. 

Alle  andern  transversalschwingenden  Körper  besitzen  Obertöne,  welche  nicht 
das  Gesetz  der  natürlichen  Zahlen  befolgen  und  nennt  man  daher  solche  Ober- 
töne »unharmonische«.  Für  einen  an  beiden  Enden  freien  Stab  z.  B.  verhalten 

/2«   I    \\ 
sich  die  Obertöne  wie  die  Quadrate  von! — ^ — ),    wenn  man   hierin  für  n  die 


Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  als  Ordnungszahlen  der  betr.  Obertöne  einsetzt.  Der  (»  -f-  1) 
Oberton  zum  »ten  verhält  sich  demgemäss  wie 

(ili±ry^y,  (ÜLti)'=,  (,,  ^  „. ..  (,,  ^  „.. 

Bezeichnet  man  die  Schwingungszahl  des  Grundtons  mit  1,  so  würde  die 
Zahlenreihe  für  die  nächsten  Obertöne  folgende  sein: 

1;  2-77;  5-44;  900;  1344  .  .  ., 
woraus  man  erkennt:   erstens,    dass    die  Schwingungszahlen    rasch  wachsen  und 
zweitens,  dass  sie  Tönen  angehören,  von  denen  die   auf  den  Grundton    nächst- 
folgenden zu  diesem  unharmonisch  sind. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Obertöne  transversalschmngender  Platten,  femer 
die  der  glockenförmigen  Körper  und  ebenso  die  der  Membranen  unharmonisch. 
Die  Angaben  über  die  Schwingungszahlen  dieser  Obertöne  mögen  hier  unter- 
bleiben und  verweise  ich  speciell  auf  die  Darstellungen   in  meiner  »Akustik«^). 

8)  Bisher  hatten  die  Obertöne  eines  schwingenden  Körpers  für  uns  nur  in 
so  fem  Bedeutung,  als  wir  einen  jeden  einzelnen  Oberton,  für  sich  allein  be- 
stehend, auffassten  und  noch  nicht  weiter  an  die  Möglichkeit  dachten,  dass  auch 
gleichzeitig  zwei  und  mehr  Obertöne  zusammen  erklingen  können. 
Dieses  letztere  Phänomen  ist  es  aber  gerade,  welches  unsere  Zeit,  wenn  von 
Obertönen  die  Rede  ist,  vorzugsweise  im  Auge  hat.  Thatsache  ist  nämlich :  dass 
wenn  irgend  ein  schwingender  Körper  zum  Tönen  gebracht  wird,  er 
allermeistens  nicht  blos  einen  seiner  Obertöne,  sondern  gleichzeitig 
deren  zwei,  drei  oder  mehr  hören  lässt,  daher  rührend,  dass  der  be- 
treffende Körper  gleichzeitig  sich  in  verschied  enePartial  ab  theilungen 
theilt,  welchen  verschiedenen  Abtheilungen  je  ein  Oberton  entspricht 
Es  gehen  also  von  dem  schwingenden  Körper  gleichzeitig  zwei  oder  mehr  Töne 
aus,  entsprechend  dem,  was  wir  von  einem  leuchtenden  Körper  wissen,  der  ja 
auch  meistentheils  mehrere  Farben  gleichzeitig  aussendet.  Die  zweite  merkwürdige 
Thatsache  ist  die:  dass  unser  Ohr  im  Stande  ist,  die  einzelnen  Ober- 
töne, welche  gleichzeitig  ausgesendet  werden,  vielfach  auch  einzeln 
zu  eikennen,  einzeln  zu  hören,  um  sich  hierdurch  wesentlich  vom 
Auge  zu  unterscheiden,  welches  nicht  die  einzelnen  Farben  aus  einem 
ihm  überlieferten  Farbengemische  allein  zu  erkennen  vermag. 

Vor  allem  erhebt  sich  nun  die  wichtige  Frage:  seit  wann  kennt  man 
diese  merkwürdigeThatsache vom  gleichzeitigenErklingen  undWahr- 
nehmen  der  Obertöne?  Man  sollte  meinen,  dass  diese  Thatsache  bereits  den 


*)  Leipzig  bei  Brockhaus  1883. 
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Pythagoräern  aufgefallen  wäre.  Aber  es  sind  uns  m.  E.  keine  dahin  zielende 
Berichte  überliefert  worden,  ja  es  wird  meistens  angenommen,  dass  erst  im  Jahre 
1701  durch  den  französischen  Forscher  Sauveür  die  genannte  Thatsache  erkannt 
und  bekannt  wurde.  Dem  muss  aber  widersprochen  werden.  Poggendorff  be- 
zeichnet in  seinem  »Biographisch-literarischen  Handwörterbuch«  als  Denjenigen, 
welcher  zuerst  dieses  Phänomen  erkannt  habe,  einen  Anderen,  nämlich  den 
Fellow  des  Menton  College  in  Oxford  William  Noble,  welcher  im  Jahre  1681 
starb.  Die  Abhandlung,  in  welcher  nach  Poggendorff  diese  Thatsache  constatirt 
sein  soll,  rührt  von  Dr.  Wallis  her  und  findet  sich  in  den  Philosophical  Trans- 
actions  vom  Jahre  1677  unter  dem  Titel:  >On  the  trembling  of  consonant  strings, 
a  new  musical  discoveryc.  Schon  der  Titel  zeigt,  dass  der  Inhalt  dieser  Ab- 
handlung es  zu  thun  hat  mit  einer  Resonanzerscheinung.  Es  wird  hierbei 
nämlich  nachgewiesen,  dass  eine  Saite,  welche  z.  B.  auf  g  abgestimmt  ist,  eine 
andere,  welche  eine  Quinte  plus  einer  Octave  tiefer  ist,  also  C  giebt,  zum  Mit- 
schwingen veranlassen  kann  und  zwar  so,  dass  die  tiefere  Saite  sich  hierbei  in 
drei  gleiche  Theile  mit  zwei  Knotenpunkten  abtheilt,  d.  h.  nicht  etwa  als  ganze 
Saite  mitschwingt,  sondern  nur  ihre  dritte  Oberschwingung  macht,  wobei  sie  eben- 
falls ein  g  im  Einklang  mit  der  primär  zum  Tönen  gebrachten  Saite  hören  lässt. 
Solche  Experimente  sind  es,  welche  in  dieser  Abhandlung  beschrieben  werden. 
Ich  habe  aber  nicht  finden  können,  dass  es  sich  hierin  auch  um  das  gleich- 
zeitige Hören«  von  Obertönen  handle.  Nach  Chladni  (Akustik,  §  185)  muss 
man  annehmen,  dass  Mersenne  (1588 — 1648),  bezw.  auch  Cartesius  (1596— 1650) 
das  betr.  Phänomen  kannten,  wenn  beide  auch  vielleicht  die  Erklärung  hierfür 
noch  nicht  richtig  zu  geben  wussten.  Leider  giebt  Chladni  die  betr.  Stelle 
in  den  Schriften  von  Mersenne  nicht  näher  an  und  ist  es  mir  nicht  möglich 
gewesen,  dieselbe  im  Wortlaut  kennen  zu  lernen.  Die  betr.  Stellen  bei 
Cartesius  finden  sich  in  seinen  Epistolis  P.  II  im  75.  und  106.  Briefe.  Jedenfalls 
ist  es  eine  sehr  merkwürdige  Thatsache,  dass  dieses  Phänomen  der  Wahrnehmung 
der  Ohertöne  insbesondere  bei  Saiten  nicht  früher  als  gegen  das  Ende  des 
16.  Jahrhunderts  erwähnt  wird,  und  dass  namentlich  die  Pythagoräer,  welche  doch 
so  viel  mit  den  Tönen  und  Tonverhältnissen  der  Saiten  zu  thun  hatten,  darauf 
nicht  aufmerksam  wurden.  Wenn  dem  nun  aber  so  ist,  so  darf  hieraus  auch  ein 
Schluss  gezogen  werden,  nämhch  der,  dass  das  gleichzeitige  Wahrnehmen  von 
Obertönen  zum  Begriffe  einer  musikalischen  Con-  und  Dissonanz  von  vornherein 
nicht  nöthig  ist.  Denn  etwas,  was  man  akustisch  überhaupt  nicht  wahrnimmt, 
kann  unmöglich  als  existirend  und  bestimmend  angesehen  werden.  Der  Begrifi 
der  Quinte  z.  B.  existirt  vollkommen  und  die  Quinte  gilt  nach  der  Octave  seit 
dem  Alterthum  als  die  nächst  vollendetste  Consonanz  auch  dann,  wenn  die  beiden 
primären  Töne  ohne  jede  Spur  von  Obertönen  auftreten.  Treten  sie  mit  solchen 
auf,  so  ist  die  weitere  Frage:  erstens:  welche  klingen  mit  und  zweitens  in 
welcher  Stärke  klingen  sie  mit?  Hiervon  hängt  es  weiter  ab,  ob  zwei  Töne 
z.  B.  C  und  G,  wenn  sie  zusammen  klingen,  noch  eine  sogenannte  Con-  oder 
eine  Dissonanz  bilden.  Die  vier  ersten  Obertöne  von  C  sind  C*'C'g-c\  die  von 
G  sind  G-g-d''g'\  Klingt  c^  und  d^  hinreichend  stark  mit,  so  stört  ofienbar  diese 
Secunde  den  Wohlklang  von  C  und  G.  Man  hat  es  dann  auch  gar  nicht  mehr 
mit  einem  C  und  G  allein  zu  thun,  sondern  im  gegebenen  Beispiele  mit  vier 
Tönen  einerseits  und  vier  Tönen  andererseits.  Auch  die  Octave  kann  zur  Disso- 
nanz werden,  wenn  wir  voraussetzen,  es  klänge  z.  B.  mit  dem  Grundton  C  der 
siebente  Oberton,  das  b\  stark  mit  und  fände  neben  sich  den  vierten  Oberton 
von  c  nämlich  das  r",    das  ebenfalls  als  stark  mitklingend  vorausgesetzt  werden 
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das  Verhältniss  1  :  2  oder  2:3  u.  s.  w.  auch  ohne  jede  Spur  einer  Wahrnehmung 
von  Obertönen  seit  Alters  her  als  ein  dem  Ton-Geftihl  nicht  widersprechendes 
angesehen  wird. 

9)  Die  tongebenden  Körper  unterscheiden  sich  nach  dem  Vorausgehenden 
nach  zwei  Richtungen,  nämhch  als  solche,  welche  sogenannte  »harmonische« 
und  solche,  welche  »unharmonische»  Obertöne  besitzen.  Die  ersteren  Körper 
spielen  allein  bei  der  Construktion  derjenigen  Instrumente  eine  solche  Rolle,  dass  wir 
die  letzteren  im  strengeren  Sinne  als  »musikalischelnstrumentec  bezeichnen 
können.  Es  sind  dies  die  »Saiteninstrumente«  und  die  »Blasinstrumente«. 
Erstere,  bei  welchen  Saiten  mit  ihren  Transversalschwingungen  verwendet  werden, 
besitzen  am  reinsten  Obertöne,  welche  sich  wie  die  Zahlen  1:2:3...  verhalten. 
Die  Blasinstrumente  thun  dies  auch,  aber  im  allgemeinen  nicht  so  rein  und  liegt 
darin  schon  ein  Grund,  wesshalb  letztere  im  musikalischen  Sinne  nicht  auf  der- 
selben Rangstufe  wie  die  Saiteninstrumente  anzunehmen  sind,  eine  Thatsache, 
welche  bereits  das  Alterthum  zu  würdigen  verstand.  Denn  der  Streit  des  Apollo 
mit  dem  Marsyas,  d.  h.  der  Leyer  mit  der  Flöte,  welcher  zu  Ungunsten  des 
Letzteren  entschieden  wurde,  ist  bekannt.  Die  Instrumente  mit  unharmonischen 
Obertönen,  z.  B.  die  Trommel,  die  Pauke,  die  Becken,  der  Triangel  u.  s.  w.  sind 
zwar  nicl^t  gänzlich  von  der  Theilnahme  im  Concerte  der  eigentlichen  musikali- 
schen Instrumente  ausgeschlossen,  aber  sie  spielen  doch  nur  eine  untergeordnete 
Rolle.  Sie  dienen  nur  bei  bestimmten  Gelegenheiten  und  bestimmten  Momenten 
dem  Tondichter  zur  Erzielung  besonderer  Effekte,  welche  sich  allerdings  dann 
nur  durch  solche  Instrumente  erzielen  lassen. 

Diese  Thatsachen  verweisen  uns  nun  wiederum  speciell  auf  die  Zahlenreihe 
1:2:3:4:5:6:8  .  .  . 

Eine  etwas  lange  Saite  lässt  die  Obertöne  dieser  Reihe  hören  und  fühlt  sich 
das  Ohr  hierbei  wohl.  Die  Aeolsharfe  ist  ein  solcher  Obertöne-Apparat  und 
wissen  wir,  dass  derselbe  von  zauberhafter  Wirkung  auf  unser  Ohr  ist.  Auch 
Appunn  hat  einen  sogenannten  »Obertöneapparat«  construirt,  bei  welchem 
die  tongebenden  Körper  Harmonikazungen  sind.  Bei  einem  dieser  Apparate 
giebt  der  tiefste  Ton  32  Schwingungen  und  reihen  sich  an  ihn  dann  weitere  64 
Obertöne.  Man  kann  nun  den  interessanten  Versuch  machen  und  die  oben  am 
Schlüsse  von  Abschnitt  5  aufgeführten  16  Obertöne  zu  gl  ei  eher  zeit  ertönen 
lassen.  Man  erhält  hierbei  nur  Töne  des  Dreiklangs  c-e-g  und  fühlt  sich  das  Ohr 
einer  solchen  Klangmasse  gegenüber  sehr  wohl.  Ja  es  würde  noch  mehr  sich 
befriedigt  fühlen,  wenn  jeder  Harmonikaton  ein  einfacher  Ton  wäre,  während 
man  doch  weiss,  dass  solche  Harmonikatöne  je  für  sich  wiederum  Obertöne  und 
zum  Theil  unharmonische,  wenn  auch  schwache,  im  Gefolge  haben.  Ganz  anders 
fallt  aber  das  Experiment  aus,  wenn  wir  z.  B.  16  Untertasten  des  Claviers  auf 
einmal  mittelst  einer  Latte  niederdrücken  oder  auch  nur  die  Hälfte  von  dieser 
Zahl  auf  einander  folgender  Tasten  bewegen.  Das  Ohr  empfindet  hierbei  ein 
vollständiges  Geräusch  und  wird  von  einer  solchen  Tonmasse  beleidigt.  Diese 
beiden  Thatsachen  lassen  sich  in  folgenden  zwei  wichtigen  Sätzen  zusammenfassen. 

Erster  Satz.  Wenn  eine  Tonmenge  zum  Ohre  gelangt,  deren  ein- 
zelne Componenten  als  der  Reihenfolge  der  Töne  1:2:3:4:5:6:8 
und  deren  Verdoppelungen  entsprechendangesehen  werden  können 
und  wobei  auch  einzelne  Componenten  fehlen  können,  so  wird  selbst 


Obertöne;    Klangfarbe.  771 

eine  solche  zusammengesetzte  Klangmässe  vom  Ohre  in  befriedigen- 
der Weise  aufgenommen. 

Zweiter  Satz.  Wenn  dagegen  eine  Klangmasse  zum  Ohre  gelangt, 
deren  einzelne  Componenten,  den  Grundton  mit  eingerechnet,  nicht 
das  Gesetz  der  natürlichen  Zahlen  befolgen,  sondern  namentlich 
vom  Grundton  aus  gerechnet  nahe  zusammenliegende  Töne  sind,  so 
empfindet  das  Ohr  keinen  Wohlklang,  sondern  einen  Missklang  bezw. 
geradezu  ein  Geräusch. 

10)  Nehmen  wir  einmal  als  tiefsten  Ton  das  CL^  mit  32  Schwingungen  an, 
so  würde  der  8.  Oberton  32*8  =  256  Schwingungen  vollführen  und  gleich  dem 
eingestrichenen  r^  sein.  Der  höchste  auf  dem  Ciavier  etwa  noch  benutzte  Ton 
würde  das  flinfgestrichene  c^  sein  mit  4096  Schwingungen.  Dividiren  wir  hier- 
ein mit  32,  so  ergiebt  sich  128.  Es  könnten  also,  wenn  alle  Obertöne  zum  C^^ 
mitklängen,  deren  128  sein,  so  dass  die  Reihe  der  Obertöne,  die  dieser  Annahme 
entspräche,  nach  den  natürlichen  Zahlen  von  1— 2  — 3  .  .  .  bis  128  verlaufen 
würde. 

Unendliche  Spekulationen  können  sich  an  diese  Zahlenreihe  der  Obertöne 
anschliessen  und  sind  von  Alters  her  auch  wirklich  angeschlossen  worden.  Wir 
wollen  hier  auf  den  Werth  oder  Unwerth  dieser  Spekulationen  nicht  eingehen 
und  nur  noch  auf  eine  Gesetzmässigkeit  aufmerksam  machen. 

Es  kann  nämlich  die  Frage  entstehen:  wenn  wir  irgend  einen  zu  einem  An- 
fangstone T^  gehörigen  Oberton  T^  herausgreifen  und  auch  von  ihm  aus  die  zu 
ihm  gehörigen  Obertöne  beachten,  kommen  dann  diese  Obertöne  von  Tn  auch 
in  der  Reihe  der  Obertöne  von  T^  vor?  Diese  Frage  muss  bejaht  werden.  Denn 
denken  wir  z.  B.  unter  Tn  den  5.  Oberton  von  T^^l  an  gerechnet,  so  würde 
die  Reihe  der  Obertöne  von  dem  Ton  T^  sein 

1  .5  — 2-5  — 3-5  — 4.5    .  .  . 
d.  h.     5     —     10  —  15    —  20  ...  ., 
welches  Zahlen  sind,  die  auch  in  der  Zahlenreihe  der  Obertöne  vom  Ton  T^^=l 
vorkommen. 

Erklingt  daher  zu  einem  Tone  7\  die  Schaar  seiner  Obertöne  mit,  so  klingt 
in  ihr  auch  die  Schaar  der  Obertöne  für  einen  Ton  Tn  mit.  Da  ferner  die  Ober- 
töne von  7n  auch  schon  in  denen  von  T^  vertreten  sind,  so  kann  die  Sache 
auch  so  aufgefasst  werden,  als  verstärkten  die  Obertöne  von  Tn  bestimmte  Ober- 
töne von  T^y  für  welche  sich  leicht  ein  allgemeines  Gesetz  angeben  lässt.  Dieses 
Gesetz  lautet  nun  so: 

Setzt  man  voraus,  dass  ein  Ton  7\  mit  seinen  Obertönen  erklingt 
und  dass  hierbei  sich  auch  der  Ton  Tn  gleichzeitig  mit  seinen  Ober- 
tönen hören  lässt,  so  werden  durch  die  Obertöne  von  Tn  die  m^n 
Obertöne  von  7\  verstärkt,  wobei  w  jede  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Klängen  auch  die  Obertöne  noch  irgend  eines  andern  Tons  Tp  aus 
der  Reihe  der  Obertöne  des  Tons  7\  mit,  so  werden  bei  diesen 
letzteren  auch  die  m^p  Obertöne  durch  die  von  Tp  verstärkt,  allge- 
mein also  würden,  wenn  bei  sämmtlichen  Obertönen  von  7\  deren 
jeweilige  Obertöne  mitklängen,  durch  letztere  sämmtliche  Obertöne 
des  primären  Tons  T^  verstärkt  werden. 

11)  Die  Hauptbedeutung  der  Obertöne  besteht  darin,  dass  sie  in  Verbindung 
mit  den  Geräuschen  das  bewirken,  was  wir  die  »Klangfarbe<  eines  Tons  zu 
nennen  pflegen,  eine  Constatirung,  welche  wir  den  Forschungen  von  v.  Helmholtz 
seit  dem  Erscheinen  seines  Werkes:    »Lehre   von   den  Tonempfindungen  i86ß«^ 
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die  liichtsorten.     Der  Name  »Klangfarbec  wurde    wohl    auch  von  v.  Helmholtz 
zuerst  eingeführt,  und  ist  dies  der  Beweis  dafür,  dass  wir  es  hier  in  der  Akustik 
und    in    der  Optik    mit    einem    vollkommenen   Analogon    zu    thun   haben.     Wir 
gebrauchen    für   Farben  eindrücke    die    entsprechenden  Benennungen  und    reden 
z.  B.  von  »Blaue.     Aber  dieses  Blau  ist  ein  ausserordentlich  verschiedenes  und 
würde  es  schwer  sein,  alle  die  Namen  tür  die  verschiedenen  »Blaue    hier  anzu- 
führen.    Wir  reden  von  »Dunkelblau«,  »Hellblau«,  »Schwarzblau«,  »Weissblau«, 
»Grünblau«,  »Wasserblau«,  »Himmelblau«,  »Veilchenblau«  u.  s.  w.    Es  entsprechen 
alle    diese   »Blau«    etwa  dem,    was  wir  in  der  Akustik  einmal  ein  »^j«  nennen: 
Eine  Sängerin  kann  es  uns  vorsingen,  eine  Männerstimme  kann  es,    eine  Orgel- 
pfeife ertönt   mit  diesem  c^,    eine  Glocke    lässt  denselben  Ton  vernehmen,    ein 
Violinspieler,  ein  Zitherspieler,  ein  Clavierspieler  giebt  dieses  c^  an  und  können 
wir,    wenn  wir  einigermaassen  geübt  sind,  alle  diese  >£^€  als  von  einander  ver- 
schieden  erkennen  und  können  sogar  angeben,  von  welchem  Organe  und  von 
welchem  Instrumente  sie  stammen.    Worin  liegt  nun  der  Grund  dieser  Verschieden- 
heit in  dem,  was  wir  »Klangfarbe«,  in  dem,  was  wir  »Lichtfarbe«  nennen? 
Für  das  Letztere  weiss  man  es  längst.    Das  Prisma  belehrt  uns  sofort,  dass  wenn 
wir  mit  ihm  die  verschiedenen  »Blau«  untersuchen,  ein  verschiedenartiges  Spek- 
trum bei  ihnen  eintritt     Wir  sind  mittelst  des  Prismas  im  Stande,    in  objektiver 
Weise  ein  Spektrum  zu  erzeugen,  d.  h.  räumlich  auf  einem  Schirm  oder  auch 
auf  unserer  Netzhaut  nebeneinander  die  Componenten,  welche  sich  beider 
Mischfarbe,  die  wir  als  dieses  und  jenes  »Blau«  bezeichnen,  zusammenfinden,  ab- 
gesondert darzustellen.    Das  Auge  für  sich  ohne  Prisma  vermag  diese  Compo- 
nenten  nicht  zu  erkennen,  sondern  muss  den  Gesammteindruck  von  diesem 
und  jenem  Blau  hinnehmen  wie  er  ist.    Das  Ohr  befindet  sich  wohl  häufig  auch  in 
derselben  Lage  wie  das  Auge,  nämlich  dann,  wenn  die  Componenten,  die  zu  dem 
am  stärksten  wirkenden  Tone  hinzutreten,  zu  schwach  sind.     Allermeistens  aber 
ist  das  Ohr  bei  aufmerksamer  Beobachtung  im  Stande  zu  sagen:  in  diesem  r^,  von 
der  Violine  angegeben,  höre  ich  noch  ein  £^  und  ein  ^3  mit  u.  s.  w.    Gelingt  es 
dem  Ohre  direkt  nicht,  die  Componenten  wegen  ihrer  zu  geringen  Stärke  neben 
dem  Hauptton  zu  erkennen,   so  giebt  es  nach  v.  Helmholtz  ein  Hauptmittel  um 
dies  fertig  zu  bringen,  nämlich  die  »Resonatoren«.     Sie  bestehen  meistens  in 
einer  Kugel    aus  Glas    oder  Metall,    die    an    zwei    diametral    entgegengesetzten 
Stellen  offen  ist.    Je  nach  der  Grösse  dieser  Kugel  und  je  nach  der  Grösse  der 
Oeffnungen,   giebt  das  von  ihr  eingeschlossene  Lufiquantum,    wenn    es  mit  dem 
Munde  oder  einer  Luftspalte  angeblasen  wird,   einen  bestimmten  Grundton,  der 
selbst  möglichst  frei  von  Obertönen  ist.     Nehmen  wir  an,  ein  solcher  Resonator 
liefere  beim  Anblasen  ein  ^j  und  wir  hielten  ihn  bei  der  Untersuchung  des  oben 
erwähnten   c^,    welches    der  Violinist   anstreicht,    vor  unser  Ohr.     Was  wird  ge- 
schehen?  Der  Resonator  wird  durch  das  leise  im  Tone  ^^  mitklingende  g^  zum 
Mittönen  gebracht.    Die  Töne  r^  und  die  Componente  ^3  dagegen  veranlassen  ihn 
nicht  zur  Resonanz,  und  folgt  hieraus  nothwendig,  dass  diesen  Tönen  c^  und  ^j 
gegenüber  die  Componente  g^  in  verstärktem  Maasse    von  uns  wahrgenommen, 
d.  h.  ihr  Vorhandensein  in  unzweifelhafter  Weise  als  Componente  des  Klanges  c^ 
erkannt  wird. 

Es  muss  bezüglich  der  Resonatoren  hier  auf  einen  Umstand  aufmerksam 
gemacht  werden,  dessen  Nichtbeachtung  zu  wesentlich  fehlerhaften  Schlüssen 
führen    kann.      Der  Vorgang   bei   der  Anwendung   der  Resonatoren  ist  der  der 
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Resonanz.  Nun  wissen  wir  aber,  dass  ein  tönender  Körper  »He,  der  einem 
Körper  »I<  gegenüber  mitschwingt,  dies  am  besten  thut,  wenn  er  und  der  Körper 
»If  unisono  gestimmt  sind.  Aber  »II«  resonirt  auch  dann,  wenn  sein  Eigenton 
ein  Oberton  von  >I«  ist,  d.  h.  auch  dann,  wenn  die  Schwingungszahl  seines 
Grundtons  2,  3,  .  .  .  mal  so  gross  ist,  wie  die  von  »I«.  Dieses  Resoniren  von 
»U«  kann  also  auch  dann  eintreten,  wenn  dieser  Ton  als  Oberton  in  dem 
Klange  von  >I«  gar  nicht  enthalten  ist.  Wenn  demgemäss  in  unserem 
obigen  Beispiel  das  c^  ein  völlig  einfacher  Ton  ist,  der  die  Componenten  ^^  und  e^ 
die  wir  annahmen,  gar  nicht  besitzt,  so  würde  der  Resonator  ^^  vors  Ohr  ge- 
halten, dennoch  gemäss  des  Resonanzgesetzes  leise  mitklingen.  Ein  Schluss, 
durch  den  Resonator  mit  seinem  Grundton  ^^  veranlasst:  als  stecke  in  c^  die  Com- 
ponente  g^  wäre  in  diesem  Falle  ein  irriger  und  mancher  Irrthum  mag  wohl  aut 
diese  Weise  theils  mit,  theils  ohne  nachtheilige  Folgen  Hir  die  Beurtheilung  eines 
Thatbestandes  entstanden  sein.  Wenn  es  sich  demnach  um  den  Nachweis  des 
Vorhandenseins  eines  Obertons  von  einem  Klange  T  handelt,  so  muss  man  vor- 
sichtig in  seinem  Urtheile  bei  der  Anwendung  von  Resonatoren  vorgehen.  Nicht 
selten  wird  in  solchen  Fällen  eine  direkte  optische  Untersuchung  der  Schwingungs- 
bahnen   eines  Punktes    des  tongebenden  Körper  >I<  zum  sicheren  Ziele  führen. 

12)  Das,  was  wir  die  Qualität  eines  Tones,  oder  seine  Klangfarbe  zu 
nennen  pflegen,  besteht  also  im  Mitschwingen  der  Obertöne  zu  einem  Hauptton. 
Von  der  Stärke  dieses  Mitschwingens  und  von  der  Zahl  der  mitschwingenden 
Obertöne  und  ebenso  von  den  Ordnungszahlen  dieser  Obertöne  hängt  diese 
oder  jene  bestimmte  Klangfarbe  ab.  Ferner  muss  noch  auf  eine  andere  Quelle 
der  Verschiedenheit  der  Klangfarbe  aufmerksam  gemacht  werden  und  besteht 
diese  in  dem  Mitschwingen  desjenigen  Körpers,  an  welchem  der  tönende  Körper 
befestigt  ist.  Eine  Saite  z.  B.  wird  einen  anderen  Klang  liefern,  je  nachdem  sie 
über  einem  Resonanzboden  von  Holz  oder  über  einer  Steinplatte  ihre  Aus- 
spannung erhalten  hat.  Wir  wissen  ebenso,  dass  eine  Orgelpfeife  einen  anderen 
Klangcharakter  bekommt,  je  nachdem  ihr  Körper  aus  Holz  oder  Metall  gearbeitet 
ist,  ja  nachdem  im  letzteren  Falle  vielleicht  dünnes  Messingblech  oder  dickeres 
Zinn  genommen  wird.  Es  besteht  zwischen  einem  tongebenden  Körper  und 
seiner  nächsten  Umgebung,  an  welche  er  angrenzt,  eine  entschiedene  Wechsel- 
beziehung. Der  schwingende  Körper  tiberträgt  von  den  Unterstützungsstellen  aus 
seine  Bewegung  auf  seine  Unterstützung,  und  setzt  diese  auch  auf  gewisse  Strecken 
hin  in  eine  Vibrationsbewegung;  diese  Unterstützung  wirkt  auch  wieder  rückwärts 
auf  den  schwingenden  Körper  und  modiücirt  wiederum  dessen  Schwingungen. 
Auf  diese  Weise  ist  es  erklärlich,  wie  die  Unterstützung  sich  bei  der  Klangfarbe 
betheiligt  und  können  hier  namentlich  auch  Geräusche  mitwirken. 

Was  nun  die  Arten  der  Klangfarben  anbetrifft,  so  lassen  sich  dieselben  wohl 
im  Allgemeinen    classificiren.     Wir  würden   nach  dem  Vorausgehenden  zunächst 
vier  Hauptarten  zu  unterscheiden  haben,  nämlich: 
A  Töne  ohne  Obertöne, 
B  Klänge  mit  harmonischen  Obertönen, 
C  Klänge  mit  unharmonischen  Obertönen, 
D  Klänge  mit  Geräuschen. 

Was  die  Abtheilung  A  betrifft,  so  ist  schon  erwähnt  worden,  dass  sie  eigent- 
lich kaum  existirt.  Man  pflegt  als  Repräsentanten  hierfUr  die  Töne  anzusehen, 
welche  entstehen,  wenn  man  ein  dickbauchiges  Glas  mit  kurzem  Hals  durch  eine 
Luftspalte  anbläst.  Diese  Töne  zeichnen  sich  durch  eine  eigenthümliche  Weich- 
heit  aus.    Aber  völlig   frei  von  jeder  Beimengung   sind   sie  auch  n^ht.  .ind^P^ 
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mindestens  immer  ein  Luftgeräusch,  vom  Anblaseakt  herrührend,    sich  beimiscfat 
und  so  eigentlich  ein  Ton  der  Gruppe  D  erklingt. 

Ein  anderes  und  vielleicht  noch  besseres  Beispiel  erhält  man  in  einer 
Stimmgabel,  wie  sie  v.  Helmholtz  zu  seinem  Obertöneapparat  verwendete, 
welche  durch  den  elektrischen  Strom  zum  Schwingen  gebracht  wird  und  vor 
welcher  noch  ein  Luftresonator  auf  ihren  Grundton  abgestimmt  sich  befindet. 
Im  Allgemeinen  muss  man  sagen,  dass  die  Gruppe  A  umsomehr  erreicht  ^trird, 
je  leiser  man  den  Grundton  eines  Körpers  herausbringen  kann.  Denn  jede  Ver- 
stärkung des  Anstreichens,  des  Anblasens  und  des  Anschlagens  begünstigt  das 
Auftreten  der  Obertöne  und  das  Hineinmischen  von  Geräuschen. 

Die  grosse  Gruppe  B  schliesst  sich  den  Instrumenten  an,  welche  das  musika- 
lische Orchester  bilden,  und  lassen  sich  hier  noch  zwei  Unterabtheilungen  machen. 
nämlich 

B^  Klänge  mit  geradzahligen  und  ungeradzahligen  Obertönen, 
B^  Klänge  nur  mit  ungrad  zahl  igen  Obertönen. 

Um  die  Art  B^  herauszubringen,  kann  man  sich  zunächst  am  besten  an 
die  Saiten  halten.  Ihre  Obertöne  befolgen  das  Gesetz  der  natürlichen  Zahlen, 
indem  ihre  Schwingungszahlen  sich  wie  1:2:3:4:5  .  .  .  .verhalten.  Es  kommt 
nun  lediglich  auf  die  Art  des  Anstrichs,  des  Anschlags  u.  s.  w.  an,  ob  die  Saite 
möglichst  mit  allen  aufeinanderfolgenden  Obertönen  oder  nur  mit  bestimmten 
Obertönen  erklingt,  und  giebt  es  hier  namentlich  ein  leichtes  Mittel,  um  eine 
Saite    zu  veranlassen,    dass    sie   nur  den  Grundton  und  einen  einzigen  weiteren 

nt Oberton    hören    lässt.      Fig,  246  ä,   b 

^        -^""^^ 'TZiü^s^J^    und  c  zeigt,  wie  eine  Saite  sich  ab- 

theilt, wenn  sie  die  drei  ersten  Ober- 

h)         Jl,^^^ ^--^»^-— ^*^"-**^>jff    ^^^^  giebt.     Aus  dieser  Figur  erkennt 

man  sofort  die  Bedingungen,  welche 
eingehalten  werden  müssen,  wenn  man 
bestimmte  Obertöne  haben  will   oder 
auch  ausgeschieden  wünscht.    Bei  den 
Oberschwingungen  liegt  an  den  Stellen 
der  Saite  bei  m  stets  eine  Stelle  der  weitesten  Elongation.     Daraus  ergiebt  sich, 
dass,  wenn  man  die  Obertöne  haben  will,  man  als  Erregungsstelle  die  Stellen  m 
der  Saite  wählen  muss.     Will  man  die  3.  Oberschwingung  gerade  nicht  haben, 
so  darf   man    also    nicht  in  tn  oder  w,  Fig.  246  c  anstreichen    oder    anschlagen, 
sondern    etwa  bei    n   oder  «,.     Will   man  die  2.  Oberschwingung  nicht  haben, 
so  darf  man  nicht  in  m^  Fig.  246  ^,  sondern  etwa  in  n  anstreichen  oder  anschlagen. 
Daher  die  allgemeine  Regel :  schlägt  oder  streicht  man  die  Saite  an  einer  Stelle 
an,   und  diese  Stelle  entspricht  z.  B.  als  Knoten  dem  p  Oberton,  so  wird  durch 
die  Wahl  einer  solchen  Anschlag-  oder  Anstreichstelle  das  Zustandekommen  des 
/-Obertons   gerade    unmöglich   gemacht.     Beim    Ciavier   wird   z.  B.  von   dieser 
Regel  schon  seit  lange  Gebrauch  gemacht,  indem  die  Hämmer  in  einem  \  vom 
einen  Endpunkt  der  Saiten  anschlagen,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  der  7.  Ober- 
ton,   der   ja    bekanntlich    bis  jetzt  sich  nicht  recht  in  unser  Musiksystem  gefugt 
hat,  und  den  wir  bisher  auch  immer  in  der  Reihe  der  acht  ersten  Obertöne  weg- 
gelassen haben,  rieht  zur  Geltung  kommt. 

Bekanntermaassen  kommen  die  Obertöne,  die  Flageolettöne,  je  einzeln  zum 
Vorschein,  wenn  man  die  Saite  an  einer  Knotenstelle  des  betr.  Obertons  leise 
berührt  und  an  einem  näclisten  Schwingungsbauch  oder  in  der  Nähe  eines  solchen 
anschlägt  oder  anstreicht     Will  man  den  Ton  3  haben,  so  würde  also  am  ratio- 
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neusten  in  n,  zu  berühren  und  in  w,  zu  erregen  sein  oder  auch  so,  dass  in  «„ 
berührt  und  in  m  oder  m,  erregt  würde.  Wenn  man  nun  die  Berührung  in  «, 
oder  n,f  mit  einem  Finger  der  linken  Hand  und  die  Erregung  mit  der  rechten 
Hand  ausführt,  so  kann  man,  nachdem  die  Erregung  stattgefunden  hat,  den 
Finger  der  linken  Hand  von  der  Stelle  «,  oder  n„  abgleiten  lassen,  jedoch  so, 
dass  man  gleichzeitig  die  ganze  Saite  ein  wenig  auszieht  und  sie  so  nöthigt, 
ihre  Grundschwingung  zu  machen.  Man  combinirt  auf  diese  interessante  Manier 
die  Grundschwingung  mit  dem  betr.  3.  Flageoletton. 

In  gleicher  Weise  wie  bei  Saiten  bieten  sich  die  Obertöne  auch  bei  den 
Orgelpfeifen  dar  und  ist  bei  diesen  die  Gruppe  B2  mit  nur  ungeradzahligen  Ober- 
tönen ganz  speciell  in  den  »gedecktenc  Pfeifen  vertreten,  deren  Obertöne,  wie 
schon  erwähnt,  sich  wie  die  Zahlen  1:3:5  .  .  .  verhalten.  Die  offenen  Labial- 
pfeifen liefern  Obertöne  mit  geraden  und  zugleich  ungeraden  Ordnungszahlen. 

Die  grosse  Gruppe  tönender  Körper  mit  unharmonischen  Obertönen  ist  sehr 
reich  vertreten.  Es  gehören  zu  ihr  die  ebenen  Klangscheiben,  die  Glocken  und 
Alles,  was  eine  Form  ähnlich  einer  Glocke  annimmt,  ferner  die  geraden  und 
krummen  Stäbe,  die  Stimmgabeln,  ferner  die  Membranen.  Da  diese  Körper,  ins- 
besondere die  Glocken,  sich  durch  ihre  grosse  Masse  hervorthun,  so  sind  die 
Klänge,  welche  sie  liefern,  auch  von  ganz  besonderer  Mächtigkeit.  Auch  die 
nächsten  Obertöne  treten  häufig  zum  Grundton  mächtig  hinzu,  so  dass  es  oft 
nicht  leicht  ist,  den  eigentlichen  Hauptton  der  Glocke  rasch  anzugeben. 

Noch  müssen  wir  das,  was  Klangfarbe  ist,  nach  anderen  Gesichtspunkten 
betrachten.  Man  pflegt  das,  was  man  Klangfarbe  nennt,  häufig  mit  einem  Bei- 
wort noch  näher  zu  bezeichnen.  Man  redet  z.  B.  von  einem  »hellenc,  einem 
»dumpfen«  Klang,  namentlich  auch  von  einem  »Metallklang«.  Das  Wesen  eines 
hellen  Klanges  besteht  darin,  dass  bei  ihm  sich  hohe  Obertöne  zum  Grundton 
hinzugesellen,  wodurch  offenbar  etwas  Schärferes,  etwas  Helleres  erzielt  werden 
kann.  Werden  diese  hohen  Töne  auch  noch  besonders  mächtig,  so  sind  sie 
wegen  ihrer  Höhe  und  auch  wegen  ihrer  Intensität  fürs  Ohr  beleidigend,  man 
redet  sodann  von  einem  »gellenden«  Klang. 

Sind  die  Grundtöne  tief  und  von  wenig  Obertönen  begleitet,  so  entstehen 
die  dumpfen  Klänge.  Metallklang  treffen  wir  namentlich  in  seinem  Gegensatze 
zu  einem  dumpfen  Klange  bei  der  Zither  an.  Die  Metallsaiten  liefern  Töne  erstens 
von  grösserer  Mächtigkeit,  zweitens  von  grösserer  Höhe,  und  drittens  nament- 
lich begabt  mit  höheren  Obertönen  wie  die  übrigen  Saiten  des  Instruments.  Da- 
her kommt  bei  diesen  Metallsaiten  das  Charakteristische,  das  wir  aber  auch  gerade 
wegen  der  hohen  Obertöne  weniger  lange  vertragen.  Kurz,  man  sieht,  dass  das 
Wesen  der  Klänge,  nachdem  es  einmal  in  dem  Zusammenwirken  der  Obertöne 
erkannt  ist,  sich  auch  als  von  diesen  nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin 
abhängig  erweist. 

Um  noch  ein  Beispiel  zu  geben  von  der  Bedeutung  der  Geräusche  bei  den 
Klängen,  wollen  wir  an  die  Zun  gen  pfeifen  denken.  Bei  ihnen  existirt  eine 
Art,  wobei  die  Zunge  auf  die  Ränder  des  Luftkanals  aufschlägt.  Es  wird  hier- 
durch ein  Schnarren  erzeugt  und  pflegt  man  ja  diese  Pfeifen,  wenn  sie  in 
einer  Orgel  Verwendung  finden,  auch  »Schnarrwerke«  zu  nennen. 

13)  Diese  letztere  Erscheinung  des  »Schnarrens«  ist  nichts  weiter,  als  eine 
rasche  Aufeinanderfolge  einzelner  Pulse,  die  hier  durch  einen  schwingenden 
Körper,  die  Zunge,  bei  ihrem  Aufschlagen  auf  einen  Metallrand  erzeugt  werden. 
Das  Tempo  derselben  ist  dasselbe  wie  das  der  Schwingungen  der  Zunge,  also 
gleich  der  Schwingungszahl  des  Tones,  den  die  Zungenpfei^  iS^J^S*  vJ'Ü^^b? 
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auch  denkbar,  dass  zu  einem  Tone  sich  noch  rein  mechanische  Pulse  hinzu- 
gesellen, welche  nicht  im  selben  Tempo  der  Schwingungszahl  des  Tones, 
sondern  in  einem  langsameren  Tempo  erfolgen.  Es  lässt  sich  dies  auf  mannig- 
fache Weise  in's  Werk  setzen,  indem  wir  nur  neben  einem  regelmässig  tönenden 
Körper,  z.  B.  einer  Labialorgelpfeife,  noch  irgend  eine  sirenenartige  Einrichtung 
in  Gang  zu  bringen,  also  vielleicht  neben  der  Orgelpfeife  noch  ein  Rad  mit 
Zähnen  in  Umdrehung  zu  bringen  haben,  gegen  welche  Zähne  ein  Kartenblatt 
aufschlägt.  Hat  das  Rad  eine  hinreichende  Anzahl  Zähne  und  wird  es  schnell 
und  regelmässig  genug  gedreht,  so  kann  das  Tempo  der  Pulse,  durch's  Auf- 
schlagen des  Kartenblattes  erzeugt,  auch  dasselbe  werden,  wie  das  der  Schwin- 
gungen des  Tones  der  Pfeife,  so  dass  wir  jetzt  zwei  Töne  von  gleicher  Tonhöhe 
neben  einander  hätten,  jedoch  mit  wesentlich  anderem  Klangcharakter.  Im  All- 
gemeinen wird  das  Hinzutreten  von  mechanischen  Pulsen  zu  einem  regelmässigen 
Tone  als  eine  Störung  dieses  Tones  betrachtet  werden  müssen. 

Wir  begegnen  hier  nun  einem  zweiten  bedeutungsvollen  Phänomen  beim 
Zusammenklang  der  Töne,  nämlich  dem  der  »Schwebungenc  oder  »Stössec 
Sie  treten  bekanntermaassen  auf,  wenn  zwei  Töne  nahezu  unisono  erklingen  und 
sind  in  diesem  Falle  als  eine  Interferenzerscheinung  aufzufassen.  Das 
Gesetz  derselben  ist  dann  folgendes: 

Wenn  in  einer  Zeit  7',  welcher  wir  den  Namen  der  »Schwingungs- 
periodec  beilegen  wollen,  bei  einem  Tone  »I«  eine  Anzahl  n  und 
gleichzeitig  bei  einem  zweiten  höheren  Tone  »II«,  der  mit  >I<  zu- 
sammenklingt, n^  Schwingungen  erfolgen,  so  vernimmt  das  Ohr 
beim  Zusammenklang  der  beiden  Töne  in  der  Zeit  T  eine  Anzahl 
Stösse  gleich  m^=^ti  —  n.  Hierbei  muss  bemerkt  werden,  dass  n^  und  n 
die  kleinsten  ganzen  Verhältnisszahlen  der  Schwingungen  von  il< 
und  »II«  sein  sollen,  welche  der  Periode  y  entsprechen. 

Der  letztere  Zusatz  bedarf  wohl  noch  der  Erläuterung.  Gesetzt  der  Ton  »II« 
vollende  in  der  Sekunde  260,  der  Ton  »I«  dagegen  256  Schwingungen.  Diese 
beiden  Zahlen  sind  nicht  die  kleinsten  Verhältnisszahlen,  vielmehr  gestatten 
beide  eine  Division  mit  4  und  werden  sonach  zu  «'  =  65  und  n  =  64.  Aber 
dementsprechend  ist  T  auch  nicht  gleich  1  Sekunde,  sondern  gleich  \  Sekunde. 
Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  «'  und  n  keinen  gemeinsamen  Theiler  mehr 
besitzen  und  somit  zwei  Fälle  existiren,  nämlich 

Erster  Fall,  beide  Zahlen  n  und  »'  sind  ungerade. 

Zweiter  Fall,  n  ist  gerade  und  «'  ungerade  oder  umgekehrt. 
A  Vi  i 
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14)  Zum  näheren  Verständniss  des  ersten  Falles  diene  die  Fig.  247  ä.  In  ihr 
sind  durch  Punkte  und  durch  Kreuze  die  Pulse  der  beiden  Töne  bezeichnet  und 
sollen  diese  Punkte,  bezw.  Kreuze  zugleich  Verdichtungen  bedeuten,  wie  sie 
bei  der  Fortpflanzung  des  Schalles  an  unser  Ohr  anschlagen.  Die  Stellen 
zwischen  je  zwei  Verdichtungen  entsprechen  demgemäss  den  Verdünnungen. 
Indem  wir  annehmen,  dass  bei  A  die  Ote  Verdichtung  eines  Tones  »I«  von 
17  Pulsen  mit  der  Oten  Verdichtung  eines  Tones  »n«  von  21  Pulsen  zusammen- 
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fällt,  verläuft  die  Sache  so,  wie  auf  der  Geraden  AB  verzeichnet  ist.    Wir  wollen 
nun  in  einzelnen  Sätzen  das  Phänomen  der  Schwebungen  charakterisiren. 

Ein  vollständiges  Zusammenfallen  der  beiden  Verdichtungen 
findet  nur  nach  Ablauf  je  einer  Periode  J' statt. 

Dieses  vollständige  Zusammenfallen  entspricht  selbstverständ- 
lich einer  Wahrnehmung  einer  grösseren  Tonstärke. 

Aber  auch  während  der  Periode  T  fallen  je  zwei  Verdichtunge  n 
wenn  auch  nicht  vollständig,  so  doch  sehr  nahe  zusammen,  nämlich 
bei  den  Stellen  a^,  a^  und  a^^  und  ^3. 

Die  Stellen  a^  und  a^^  müssen  wir,  da  sie  nur  um  eine  einzige 
Schwingung  bei  den  Tönen  auseinanderliegen,  als  eine  einzige  Ver- 
stärkung a^  auffassen.  Demgemäss  hätten  wir  für  unser  gewähltes 
Beispiel  in  der  Zeit  7"  beim  Zusammenklang  von  >I«  und  »IIc  vier 
Tonverstärkungen  gleich  21  —  17  =  4. 

An  den  Stellen  b^^  b^^  b^  und  b^  fallen  sehr  nahe  je  eine  Ver- 
dichtung des  Tones  il«  mit  einer  Verdünnung  des  Tones  »IIc  bezw. 
umgekehrt  zusammen. 

Sind  die  Töne  von  genau  gleicher  Intensität,  so  wird  an  diesen 
Stellen  b  ein  nahezu  vollständiges  Vernichten  des  Tones  eintreten. 
Jedenfalls  wird  aber,  selbst  wenn  die  Gleichheit  der  Intensitäten 
auch  nicht  ganz  besteht,  an  den  Stellen  b  gegenüber  den  Stellen  a 
eine  Tonschwächung  eintreten. 

Das  ganze  Phänomen  der  Schwebungen  besteht  demgemäss  in 
vier  Verstärkungen  mit  dazwischen  liegenden  Schwächungen  und 
wird  durch  diesen  Wechsel  noch  eine  grössere  Contrastwirkung  aufs 
Ohr  hervorgerufen. 

Von  der  Mitte  M  der  Periode  aus  verläuft  das  Phänomen  der 
Schwebungen  sowohl  zeitlich  wie  sachlich  genau  symmetrisch. 

Fig.  247^  stellt  den  Verlauf  der  beiden  Pulsreihen  für  »I«  mit  «=17  und 
>II«  mit  fi  gleich  20  dar.  Wir  erkennen,  wie  hier  ebenfalls  bei  den  Stellen  a 
die  Verdichtungen  zusammenfallen  und  wie  an  den  Stellen  b  eine  Verdichtung 
von  »Ic  mit  einer  Verdünnung  von  ill«  zusammentriffl  und  wie  hiernach  die 
Zahl  der  Schwebungen  gleich  «'  —  «  =  20  —  17  =  3  ist. 

15)  Es  ist  nun  sehr  interessant,  das  Gesetz  der  Schwebungen  auch  in  einem 
merkwürdigen  Zahlenzusammenhang  kennen  zu  lernen.  Wir  wählen  hierfür 
die  Zahlen  21  und  17,  die  der  Fig.  247  ä  entsprechen.  Ihre  Difierenz  ist  4.  Dividiren 
wir  21  und  17  durch  4,  so  ergiebt  sich  5^  und  4^.  Bildet  man  nun  die  Vielfachen 
dieser  Zahlen  in  einer  Fortsetzung  bis  21  und  17  erhalten  ist,  so  sind  diese  Zahlen 

0  0 

h\  4i 
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15f  12| 

21  17. 

Rundet  man  nun  die  Zahlen  in  jeder  Horizontalreihe,  wobei  Brüche  vor- 
kommen, auf  ganze  Zahlen  ab,  so  erhält  man  die  Zahlen 
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Bei  den  Brüchen  J  können  wir  offenbar  nach  oben  und  nach  unten  hin  ab- 
runden, so  dass  hier  je  zwei  2^hlen  10  und  8,  bezw.  11  und  9  verzeichnet 
werden  müssen.     Das  bemerkenswerthe  Zahlengesetz  lautet  nun: 

»Das  möglichste  Zusammenfallen  der  Verdichtungen  findet  statt 
bei  den  in  den  letzten  Zahlenreihen  nebeneinander  stehenden  Puls- 
zahlen, die  wir  als  Coincidenzzahlen  bezeichnen  können  und  deren 
Gesetz  der  Ableitung  aus  dem  Vorstehenden  leicht  zu  erkennen  isLc 

Im  Falle  Fig.  247  ^  ist  «'=20  und  «=17,  mithin  die  Differenz  gleich  3. 
Die  Division  mit  3  in  diese  beiden  Zahlen  nebst  den  Vielfachen  hiervon  ergiebt: 

0  0 

13i  IH 

20  17. 

Mithin  sind  die  Coincidenzzahlen  im  obigen  Sinne: 
0  0 

7  6 

13  11 

20  17. 

Hieraus  erkennen  wir,  wie  es  die  Fig.  247^  auch  darthut,  dass  im  Falle,  wo 
eine  der  beiden  Zahlen  n  und  n'  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  nicht  zwei 
Zahlen  vorkommen,  die  je  beide  einem  möglichsten  Zusammenfall 
der  Pulse  entsprechen,  wie  wir  dies  für  «'=21  und  «=17  für  die  Pulse 
10  und  8  sowie  unmittelbar  dahinter  für  die  Pulse  11  und  9  sahen. 

Es  ist  nun  femer  interessant  zu  erfahren,  um  wie  viel,  zeitlich  gerechnet, 
das  Eintreten  der  möglichst  nahen  Pulse  auseinanderliegt. 

Beim  Falle  Fig.  247  a  sind  hierbei  zunächst  die  Coincidenzzahlen  5  und  4 
zu  beachten.  Da  wir  T  auch  gleich  der  Einheit  setzen  dürfen,  so  würden  zu 
5  Schwingungen  des  Tones  >IIc  5/21  und  zu  4  Schwingungen  des  Tones  >l€ 
4/17  der  Zeiteinheit  gehören.     Demgemäss  wäre  die  Differenz: 

5/21— 4/17  =  1/21-17. 
Die  Zeitdifferenz,   welche  der  Stelle  a^  der  Fig.  247  a  entspricht.     Für  die 
Stellen  a^'  und  a^"  ergeben  sich  die  Differenzen 

10/21— 8/17=2/21-17, 
11/21  — 9/17  =  — 2/2M7; 
für  die  Stelle  a^  die  Difierenz 

16/21  —  13/17  =  — 1/21-17. 
Im  Falle  Fig.  247^  werden  diese  Differenzen  für  die 

Stelle  «1  gleich    7/20  —  6/17  =  —  1/20-17, 
„      öj       „      13/20— 11/17  =  — 1/20-17. 
Für  die  Coincidenzen  einer  Verdichtung  von  »I«  mit  einer  Verdünnung  von 
»II«  oder  umgekehrt  lassen  sich  die  analogen  Zahlengesetze  unschwer  ablenken 
und  mag  dies  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

16)  Diese,  durch  zwei  wirkliche  Töne  erzeugten  Schwebungen  lassen  sich 
in  mechanischer  Weise  auch  mit  einem  einzigen  Tone  erzeugen  und  ist  der 
Effekt  genau  derselbe.  Hierbei  kann  man  z.  B.  die  DovE'sche  Sirene  sehr  gut 
benutzen  und  soll  diese  Methode  hier  erläutert  werden.  Fig.  248  stellt  die 
wesentlichen  Theile  einer  solchen  Sirene  dar.  Bekanntermaassen  liegen  bei  ihr 
drei  Löcherscheiben  über  einander:  nämlich  von  innen  nach  aussen  gerechnet 
a)  die  vier  Ventilringe  mit  16,  12,  10  und  8  Löchern;  b)  die  feste  Mittelloch- 
Bcheibe   mit   denselben  Löcherreihen;    c)   die   bewegliche    äussere  Scheibe    mit 
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ebenfalls  denselben  vier  Löcherkreisen.  Die  letztere  Scheibe  kommt  durch  den 
nach  aussen  dringenden  Luftstrom  in  Rotation,  wenn  einer  oder  mehrere  der 
Ventilringe  mit  den  Löchern  der  festen  Mittelscheibe  in  Coincidenz  gestellt  sind. 
Da  sich  nun  die  folgende  Erläuterung  des  Vorgangs 
nicht  wohl  im  Anschluss  an  eine  Zeichnung  geben  lässt, 
bei  welcher  die  Löcherreihen  übereinander  gestellt 
erscheinen,  so  ist  der  Ventilring  mit  16  Löchern  als  BB 
und  die  bewegliche  Scheibe  AA  mit  den  16  Löchern 
concentrisch  nebeneinander  gezeichnet.  In  Wirklich- 
keit muss  man  sie  dann  übereinander  denken.  Die  feste 
Mittelscheibe  kann  in  der  Zeichnung  entbehrt  werden. 
Nun  wird,  um  unsere  Schwebungen  auf  künstliche  Weise 
hervorzurufen,  über  die  eine  Hälfte  der  Löcher  des  Ventil-  (Ph.  248) 

rings  ein  Kartenblatthalbring  mittelst  Klebwachs  fest  aufgeklebt,  welcher  Ring  in  der 
Figur  schraffirt  gezeichnet  ist;  ein  ebensolcher  Kartenblatthalbring  läuft  über  eine 
Hälfte  der  16  Löcher  der  beweglichen  Scheibe  AA,  Er  Itann  auf  der  äusseren 
Fläche  der  letzteren  Scheibe  oder  auch,  wenn  die  Drehaxe  der  beweglichen 
Scheibe  ein  entsprechendes  Höherstellen  der  letzteren  gestattet,  auch  auf  der  Unter- 
seite der  beweglichen  Scheibe  aufgeklebt  werden.  Man  muss  sich  also  nun,  wie  ge- 
sagt, diese  so  theilweise  veränderten  Löcherreihen  über  einander  denken.  Denkt 
man  sich  ferner  die  bewegliche  Scheibe  anfangs  in  der  in  der  Figur  gezeichneten 
Stellung,  so  kommt  von  innen  nach  aussen  keine  Luft  hindurch.  Denn  was  an 
Luft  durch  die  acht  offenen  Löcher  1 — 8  des  Ventilrings  BB  hindurchgeht,  wird 
durch  den  Kartenblattring  von  AA  aufgehalten.  Ebenso  gelangt  die  Luft,  die 
durch  die  8  offenen  Löcher  1 — 8  der  beweglichen  Scheibe  AA  hindurch  könnte, 
wegen  der  darunter  liegenden  Verdeckung  der  Ventillöcher  gar  nicht  zu  den 
ersteren  Löchern.  Setzt  man  nun  aber  die  bewegliche  Scheibe  in  der  Richtung 
des  Pfeils  in  Rotation,  so  kommt  zunächst  das  Loch  1  von  AA  über  das  Loch  1 
von^^:  ein  Luftpuls  erfolgt;  sodann  kommt  das  Loch  1  von  AA  über  2  von 
BB  und  im  selben  Moment  das  Loch  2  von  AA  über  1  von  BB\  ein  zweiter 
Luftpuls  erfolgt,  aber  ein  etwas  stärkerer,  weil  jetzt  gleichzeitig  durch  zwei 
Löcher  die  Luft  nach  aussen  stürzt.  So  geht  es  weiter,  das  Maximum  der  Stärke 
des  Luftpulses  tritt  ein,  wenn  die  acht  Löcher  von  AA  gerade  über  den  acht 
Löchern  von  BB  stehen,  worauf  hinwieder  die  Stärke  der  Pulse  abnimmt,  bis 
wieder  die  in  der  Fig.  3  gezeichnete  Stellung  der  Scheibe  AA  eintritt.  Bei  jeder 
Umdrehung  von  AA  hat  man  demgemäss  eine  Schwebung  zu  vernehmen,  die 
sich  in  der  Sekunde  10  mal  wiederholt,  falls  man  10  Umdrehungen  in  der  Sekunde 
erreicht. 

Auf  diese  und  viele  andere  Arten  lassen  sich  akustische  Schwebungen  in 
rein  mechanischer  Weise  erzeugen,  deren  Wirkung  genau  dieselbe  ist,  wie  die 
durch  zwei  wirkliche  Töne,  d.  h.  durch  Interferenz  erzeugten  Schwebungen. 

17)  Eine  andere  höchst  merkwürdige  Erscheinung  beim  Zusammenklang 
zweier  primärer  Töne  >I«  und  >IIc  bilden  die  sogen.  »Combinationstönec. 
Auch  ihre  Entdeckung  fallt  erst  in  die  erste  Hälfte  des  vergangenen  Jahrhunderts 
und  muss  dem  Gräflich  Reuss-Plauen'schen  Hof-  und  Stadtorganisten  zu  Lobenstein 
Georg  Andreas  Sorge  zugeschrieben  werden.  In  seinem  »Vorgemach  der 
musikalischen  Compositionc  1745,  Thl.  I,  Cap.  V,  §  5  sagt  er:  »Wenn  man  auf 
einer  Orgel  C  anschlaget,  so  werden  Cy  g,  7,  e  u.  s.  w.  so  lange  gelind  beben 
als  man  den  Ton  hält.  Ja  noch  mehr:  Wenn  man  in  einer  Orgel  eine  Quinte 
z.  B.  c  und  g  rein  gestimmet,  so   wird  sich  das  ?  auch  ganz  gelinde  mit  hören  ^ 


aie  öesquiaiter,  so  aus  einer  v^umce  {g)  una   lerz  ^e)  Destenec,   SQmmc     ja  so- 
gar  zwei    Flutes  douces  geben,    wenn  man  7  und  a  rein  zusammenbläset,    noch 
den  dritten  Ton,  nämlich  ein  /,    welches  zu  probiren  steht.«     Dennoch  kann   es 
etwas  zweifelhaft  sein,  ob  nicht  schon  kurz  vor  Sorge  im  Jahre  1743  ein  Anderer, 
nämlich  der  Franzose  Romieu,  die  Entdeckung  der  Combinationstöne  gemacht 
hat,  welche  Entdeckung  zuerst  unbeachtet  blieb,   bis  acht  Jahre  später   Romieu 
der  Akademie  zu  Montpellier  eine  Abhandlung  unter  dem  Titel  »Nouvelle  de- 
couverte  des  sons  harmoniques  graves,   dont  la  rdsonance  est  tr^s  sensible  dans 
les  accords  des  instruments  ä  vents.«    Der  nächste,  der  ein  Anrecht  darauf  hat, 
die  Combinationstöne  beobachtet  und  auch  in  seinem  Musiksystem  verwendet  zu 
haben,  istTARTiNi,  ja  nach  ihm  pflegte  man  einen  solchen  dritten  Ton  1,  der 
z.  B.  beim  Intoniren  einer  reinen  Quinte  (2:3)  oder  reinen  Quarte  (3:4)  auf  der 
Violine  entstand,  den  »TARTiNi*schenc  Ton  zu  nennen.     Merkwürdigerweise  hörte 
Tartini  diesen  Ton  aber  um  eine  Octave  zu  hoch,  also  als  den  Ton  2,  da  er  ausser- 
dem von  anderen  CoQibinationstönen  wie  dem  Tone  2  nicht. redet,  so  muss  seine 
Kenntniss  von  diesen  Tönen  als  nicht  gross  angesehen  werden  und  jedenfalls  ist 
es  nicht  am  Platze,  diese  Töne  anstatt  »Combinationstönet  »TARxiNi'schec  Töne 
zu  nennen. 

Es  handelte  sich  nun  bald  um  die  Erklärung  dieses  dritten  Tons.  Der  erste, 
der  sie  gab,  war  kein  geringerer  wie  Lagrange  (nicht  wie  mehrfach  angenommen 
wird,  Thomas  Young)*).  In  den  Mise.  Taur.,  Tab.  I,  pag.  103— 105,  betrachtet 
er  die  Bewegung  eines  Lufttheilchens  in  Folge  des  gleichzeitigen  Erklingens 
zweier  Töne  und  sagt,  dass  beim  Begegnen  dieser  Töne  ein  Lufttheilchen  eine 
Bewegung  erhält,  welche  verschieden  ist  von  derjenigen,  die  von  jedem  einzelnen 
Tone  hervorgebracht  wird.  Fallen  nun  ihre  Schwingungen  immer  nach  einer 
gegebenen  Zeit  zusammen,  »so  kann  der  fortgesetzte  regelmässige  Ein- 
druck dieser  zusammengesetzten  Bewegung  von  den  einfachen  Bewe- 
gungen der  einzelnen  Theile  ausgeschieden  werden  und  ein  hinläng- 
lich gutes  Ohr  wird  einen  dritten  Ton  hören,  dessen  Verhältniss  zu 
den  übrigen  gefunden  wird,  wenn  man  die  Anzahl  der  Schwingungen 
mit  einander  vergleicht,  welche  jeder  der  Töne  zwischen  zwei  auf 
einander  lallenden  zusammentreffenden  vollbringt.c 

Hiernach  ergiebt  sich,  dass  Lagrange  als  Ursache  der  Combinationstöne  die 
Schwebungen  oder  Stösse  annimmt,  die,  wenn  sie  schnell  genug  werden,  vom 
Ohre  nicht  mehr  einzeln  unterschieden  werden  können  und  sonach  das  Gefiihl 
eines  neuen  Tones  hervorrufen. 

Wir  haben  aber  das  Gesetz  der  Schwebungen  kennen  gelernt  und  gesehen, 
dass  wenn  der  Ton  I  in  der  Sekunde  z.  B.  «,  der  Ton  II  dagegen  ri  Schwin- 
gungen vollbringt,  zu  gleicher  Zeit  ti  -- n  Schwebungen  entstehen.  Die  Zahl 
n!-^  n^=m  ist  also  dann  auch  die  Schwingungungszahl  des  dritten  Tons  oder 
des  Combinationstons. 

Diese  Erklärungsweise  der  Combination  ist  stets  unbeanstandet  geblieben,  bis 
v.  Helmholtz  im  Jahre  1856  in  Poggendorff's  Ann.,  Bd.  99,  pag.  497— 540, 
eine  Abhandlung  »Ueber  Combinationstöne«  veröffentlichte.  In  dieser  Abhand- 
lung wird  eine  neue  Auffassung  des  Zustandekommens  der  Combinationstöne  auf 
theoretischem  Wege  begründet. 


^)  Man  vergleiche  hierbei  die  werthvolle  Abhandlung  von  R.  Huyer  »Ueber  Combinations- 
töne« als  Programm  des  Oberrealgymnasiums  zu  Reichenberg.     Leipzig.   1882,  1883  und  1884. 
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Die  bisherige  Art  und  Weise,  die  Zusammenwirkung  zweier  Töne  zu  erläutern, 
wird  bekanntermaassen  auch  durch  mancherlei  Mechanismen,  Wellenapparate 
versinnlicht,  wobei  Stäbe  oder  Drähte,  oben  mit  kleinen  hellen  Kugeln  versehen, 
verwendet  werden.  Diese  Drähte  sind  ungleich  lang,  und  wenn  ihre  Füsse  alle 
auf  einer  horizontalen  Unterlage  aufgesetzt  werden,  so  stehen  ihre  Köpfe  in  einer 
Wellenlinie  mit  so  viel  Wellenlängen  als  eben  gewünscht  wird.  Sagen  wir 
z.  B.  20.  Richtet  man  sich  nun  für  das  Aufsetzen  der  Füsse  der  Drähte  auch  eine 
Wellenleiste  ein,  so  können  auf  dieser  auch  20  Wellen  vorhanden  sein.  Je  nach- 
dem man  nun  diese  Wellenleiste  gegen  die  Wellenlinie  der  Köpfe  einstellt,  be- 
kommt man  die  Erscheinungen  der  Interferenz  versinnlicht,  wie  sie  zwei  Wellen- 
bewegungen mit  gleicher  Schwingungszahl,  also  zwei  Unisonotöne,  liefern.  Wenn 
aber  die  Wellenleiste  auf  die  Länge  von  20  Wellen  der  Köpfe  nicht  auch  20, 
sondern  deren  21  erhält,  dann  ist  die  resultirende  Wellenügur  eine  ganz  andere. 
Lässt  man  z.  B.  ein  Thal  der  Füsse  mit  einem  Berg  der  Köpfe  zusammen  an- 
fangen, so  werden  die  resultirenden  Wellen  von  Anfang  an  bis  zur  Mitte  der 
Periode  immer  höher>  um  von  hier  aus  bis  zum  anderen  Ende  der  Periode 
wieder  abzunehmen.  Wir  haben  in  der  betreffenden  Periode  eine  Schwebung 
erhalten.  Nehmen  wir  an,  die  Drähte  wären  in  doppelter  Anzahl  vorhanden  und 
es  kämen  flir  dieselbe  Zeit  40  Wellen  der  Köpfe  auf  42  der  Füsse,  so  würden 
in  dieser  Zeit,  also  z.  B.  in  einer  Sekunde,  sich  zwei  Anschwellungen  in  der  re- 
sultirenden Wellencurve  zeigen. 

Der  Mechanismus  dieser  Wellenapparate  huldigt  einem  Princip,  nämlich  dem 
der  einfachen  Superposition.  Hierbei  wird  angenommen,  dass  wenn  eine 
Wellenbewegung  mit  einer  zweiten  zusammenwirkt,  die  Resultante  gleich  der 
Summe  der  einzelnen  Componenten  sei.  Das  Grundgesetz,  welches  den  Wellen- 
bewegungen angehört,  ist,  wie  wir  schon  im  Artikel  über  allgemeine  Wellen- 
bewegung gesehen  haben,  das,  dass  ein  schwingender  Punkt,  der  aus  seiner  Ruhe- 
lage herausgebracht  wird,  mit  einer  Kraft  k  =  ax  wieder  in  die  Ruhelage  zurück 
strebt,  d.  h.  diese  Kraft  k  ist  proportional  dem  Abstände  x  von  der  Ruhelage. 
Hält  man  an  diesem  Grundgesetz  fest,  so  zeigt  sich,  dass  wenn  zwei  Wellen  mit 
den  Schwingungszahlen  n  und  «'  und  den  Elongationsweiten  p  und  q  zusammen- 
kommen, das  resultirende  x  die  Form 

X  ^=  p sin^ntz^t -\-  %)  ■+- q  *  sm2n'izt 
annimmt,  d.  h.  x  ist  die  Summe  der  beiden  einzelnen  Componenten 

x^=p  '  sin2mz{t-h^)  und  x^  =  q  '  szn^n^Ttt. 
Aber  das  Fundamentalgesetz  k  =  ax  gilt  nur  für  kleine  Elongationsgrenzen  d.  h. 
für  Töne  mit  geringer  Intensität.  Wird  letztere  grösser  und  grösser,  werden  die 
beiden  zusammenklingenden  Töne  mächtiger,  dann  ist  die  Kraft,  mit  welcher  ein 
den  beiden  Wellenbewegungen  folgender  Punkt  in  seine  Ruhelage  zurückzukehren 
sucht,  nicht  mehr  k  =  ax,    sondern  es  spricht  in  diesem  Falle  noch  ein  zweites 

Glied  dx^  mit,  so  dass  ,  ,    ^ 

Jt^=ax  -{-  bx^ 

anzunehmen  ist.  Unter  Berücksichtigung  dieses  Fundamentalgesetzes  fand  nun 
V.  Helmholtz  für  die  resultirende  Bewegung  ein  ganz  anderes  Resultat,  nämlich 
eine  grössere  Anzahl  von  Tönen,  die  ausser  den  Tönen  der  primären  Compo- 
nenten mit  den  Schwingungszahlen  n  und  «'  noch  neu  auftreten.    Diese  Töne  sind 

1)      2«         und         2»' 


2)   «'-« 

9t 

»-h«' 

3)       3« 

>» 

3«' 

4)  2»  4-  «' 

n 

2«  —  «' 

ö)  «4-2« 

» 

«-2«'. 

Digitized  by 


Google 


782  Zusammenklang  der  Töne. 

Die  Töne  unter  1)  und  3)  sind  offenbar  gleich  den  beiden  nächsten  Obertonen 
der  prinnären  Töne  n  und  «'.  Die  Töne  der  Gruppe  4  und  5  lassen  sich  zusammen- 
fassen als  ndi2n'  und  «'±2n  und  mögen  diese  vorläufig  ausser  Acht  bleiben. 
Die  Töne  der  Reihe  2)  aber,  die  sind  es,  auf  welche  es  uns  jetzt  ganz  besonders 
ankommt.  Denn  offenbar  ist  n'  —  n  nichts  weiter  als  ein  Ton  gleich  der 
Differenz  der  primären  Töne.  Diese  Differenz  ist  aber,  wie  wir  gesehen  haben, 
das,  was  wir  bisher  als  Combinationston  von  n  und  n'  auftreten  sahen,  als  Ton. 
den  wir  als  aus  »'  —  n  Schwebungen  hervorgegangen  annahmen,  den  wir  jetzt 
aber,  nach  der  Untersuchung  von  v.  Helmholtz,  auf  ganz  andere  Weise  entstehen 
sehen,  nämlich  als  Folge  eines  in  veränderter  Weise  anzunehmenden  Grund- 
gesetzes. 

Der  Ton  «  -h  «'  in  der  2.  Reihe  ist  etwas  ganz  neues,  nämlich  ein  vierter 
Ton  ausser  n,  n'  und  n'  —  n  mit  einer  Schwingungszahl  gleich  der  Summe  der 
einzelnen  Componenten  n  und  n\  Es  ist  dieser  Ton  ein  zweiter  Combinationston, 
dem  v.  Helmholtz  den  Namen  »Summationstonc  gegeben  hat  Da  demgemäss 
mit  der  Benennung  »Combinationston c  eine  Unbestimmtheit  eintrat,  insofern  als 
man  nicht  wusste,  ob  der  bisher  als  alleiniger  Combinationston  betrachtete  Ton 
(«  —  «')  oder  der  neue  («  -h  «')  gemeint  war,  so  gab  v.  Helmholtz  dem  seit- 
herigen Combinationston  den  Namen  iDifferenztonc. 

18)  Stellen  wir  uns  vor,  dass  der  Combinationston  n' —  n,  also  der  Differenzton 
mit  einem  der  primären  Töne  n  oder  n^  wieder  einen  Differenzton  liefert,  so 
erhält  man  die  Töne  n  —  («'  —  «)  und  «' — («'-—«)  oder  (2« — n')  und  «,  von 
denen  der  erstere  ein  weiterer  neuer  Ton  ist  und  den  man  einen  Combinationston 
»zweiter  Ordnungc  zu  nennen  pflegt.  Derselbe  ist  ebenfalls  in  der  Gruppe  4 
oben  zu  finden,  so  dass  also  auch  die  Combinationstöne  zweiter,  dritter  und  vierter 
Ordnung  durch  die  Helmholtz' sehe  Theorie  erklärt  würden,  wobei  wir  uns  aber 
auf  den  Ton  2«  —  «'  beschränkt  haben,  während,  wie  die  Gruppen  4  und  5 
beweisen,  auch  noch  Summationslöne  höherer  Ordnung  in  Betracht  gezogen  werden 
können. 

Es  fragt  sich  nun,  wann  diese  Combinationstöne  im  Sinne  von  v.  Helmholtz 
deutlich  entstehen  und  gehört  werden.  Die  erste  Bedingung  für  ein  deutliches 
Hören  derselben  sind  möglichst  starke  Primärtöne.  Zweitens  ist  es  nothwendig, 
dass  diese  Primärtöne  möglichst  von  einem  und  demselben  Centrum  ausgehen. 
In  erster  Linie  erfüllt  nun  beide  Bedingungen  die  DovE'sche  Sirene,  welche  vier 
Löcherreihen  mit  8,  10,  12  und  16  Löchern  besitzt,  so  dass  man  sechs  ver- 
schiedene Intervalle  mit  ihr  zur  Verfügung  hat  nämlich: 

4:5,  5:6,  6:8  (=3:4),  4:6  (=2:3),  5:8  und  4:8  (=1:2). 

Schreiben  wir  uns  die  Reihe  der  acht  ersten  Obertöne  mit  Ausschluss  des 
7.  von  C  an  hin,  so  haben  wir 

C    c    g    c    'e    '^    c 
12    3     4    5     6    8. 

Nach  dieser  Zusammenstellung  erkennen  wir  sofort  den  merkwürdigen  Zu- 
sammenhang der  Differenztöne  mit  den  Obertönen,  denn  es  bestätigt  sich  der 
merkwürdige  Satz: 

»Die  Differenztöne  irgend  eines  Intervalls  sind  tiefer  wie  der 
obere  primäre  Ton  gelegene  Obertöne  der  Obertönereihe,  in  welcher 
die  primären  Töne  ebenfalls  als  Obertöne  figuriren. 

Die  verschiedenen  sechs  Differenztöne  unserer  sechs  Intervalle  bei  der  Sirene 
sind  z.  B. 

1     1     2(1)    2(1)    3    4(1).  PoooIp 
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Die  in  Klammem  beigesetzten  Zahlen  gehören  demjenigen  Differenzton  an, 
bei  welchem  das  betreffende,  oben  in  der  Reihe  der  sechs  Verhältnisse  in  eine 
Klammer  gesetzte  Verhältniss  angenommen  wird,  wenn  man  das  in  der  Reihe 
der  Obertöne  gegebene  Verhältniss  z.  6.  4:6  eine  Octave  tiefer,  d.  h.  als  2:3 
nimmt. 

Man  könnte  meinen,  der  Differenzton  müsste  auch  immer  tiefer  gelegen  sein 
wie  der  tiefste  Primärton.  Dem  ist  jedoch  nicht  so,  denn,  wenn  wir  aus  der 
Reihe  der  Obertöne  z.  B.  das  Verhältniss  3:8  nehmen,  so  klingt  als  Differenzton 
ein  Ton  gleich  5  mit.  Jedenfalls  können  wir  nunmehr  den  allgemeiner  gültigen 
Satz  aussprechen,  ein  Satz,  der  aber  auch  sofort  als  für  die  Summationstöne  gültig 
angesehen  werden  kann  und  sich  so  formuliren  lässt. 

Wenn  aus  der  Reihe  der  Obertöne  je  zwei  Töne  als  Primärtöne 
zusammen  erklingen,  so  klingt  ein  Differenzton  mit,  welcher  eben- 
falls ein  Ton  der  Obertonreihe  ist  und  tiefer  liegt  wie  der  höchste 
Primärton;  es  klingt  ferner  ein  Summationston  mit,  welcher  eben- 
falls ein  Ton  der  Obertonreihe  ist  und  höher  ist  als  der  höchste 
Primärton. 

Bei  der  Sirene  lassen  sich  die  Differenztöne  ohne  Schwierigkeit  wahrnehmen. 
Mittelst  eines  Resonators  gelingt  es  aber  selbstverständlich  besser.  Man  nimmt 
dann  einen  Resonator,  der  z.  B.  das  c  verstärkt.  Sodann  lässt  man  die  Löcher 
reihe  8  und  10,  wobei  das  Verhältniss  4:5  in  Betracht  kommt,  wirken.  Die  Töne 
dieses  Verhältnisses  werden,  je  schneller  die  Sirene  umlauft,  immer  höher.  Im 
Moment,  wo  die  Löcherreihe  8  den  Ton  7  und  die  Löcherreihe  10  den  Ton  7 
hören  lässt,  wird  das  mit  dem  Resoantor  c  hörende  Ohr  eine  deutliche  Ton- 
verstärkung des  c  hören.  Denn  7:7  =  4:5  lassen  den  Differenzton  1,  d.  h.  die 
tiefere  Doppeloctave  von  4  gleich  1  hören. 

Dasselbe  Experiment  lässt  sich  auch  objektiv  beobachten,  indem  man  den 
Resonator  durch  eine  Membran  ersetzt.  Reagirt  diese  auf  einen  schwach  klingen- 
den Ton  Cf  so  wird  der  auf  sie  in  geringer  Menge  gestreute  Sand,  .sobald  die 
Sirenen-Töne  ?  und  ?  geworden  sind,  sich  in  Bewegung  setzen. 

Die  Differenztöne  sind  den  primären  Tönen  gegenüber  viel  schwächer  und 
setzen,  um  sie  überhaupt  wahrzunehmen,  besondere  Verhältnisse  voraus.  Schon 
bei    einem  Harmonium    wird    man    aufmerksam  sein  müssen,    um  sie  zu  hören. 

Noch  weniger  werden  sie  bemerkt,  wenn  die  primären  Töne  von  zwei  ganz 
getrennten  Centren,  z.  B.  zwei  VioHnen,  zwei  Singstimmen  ausgehen.  Noch  weit 
weniger  sind  aber  die  Summationstöne  und  die  Difierenztöne  höherer  Ordnung 
wahrzunehmen.  Da  diese  Thatsache  existirt  und  eine  sogen.  Con-  oder  Dissonanz 
auch  besteht,  wenn  wir  die  leisesten  Primärtöne  auf  unser  Ohr  einwirken  lassen, 
wobei  sicher  keine  Spur  eines  Differenz-  oder  Summationstones  wahrgenommen 
wird,  so  scheint  mir  auch  ein  Princip,  welches  diese  Töne  heranzieht,  um  aus 
ihnen  heraus  das  Wesen  einer  Con-  und  Dissonanz  abzuleiten  und  eine  Classifi- 
cation der  Con-  und  Dissonanzen  zu  begründen,  nicht  haltbar  zu  sein. 

19)  So  stand  nun  diese  Angelegenheit  bis  zum  Jahre  1876,  als  Rud.  König 
eine  bedeutungsvolle  Untersuchung  i)  »Ueber  den  Zusammenklang  zweier  Tönec 
veröffentlichte,  wodurch  eine  wesentlich  neue  Sache  nach  verschiedenen  Richtungen 
hin  bekannt  und  ebenso  fest  begründet  wurde,  v.  Helmholtz  war  der  Ansicht, 
dass  die  Combinationstöne  nicht  durch  Stösse  erzeugt  werden  könnten,  man  könne 
sogar   weit   über  100  Stösse  noch  mit  dem  Ohre  als  ein  Schwirren  nachweisen, 
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ohne  dass  man  einen  Ton  durch  sie  erhalte.  Die  Stösse  spielten  nur  die  Rolle, 
dass  sie  die  Töne  rauh  machten  und  daher  die  Hauptursache  auch  von  dem 
seien,  was  man  »Dissonirenc,  »Dissonanzc  nennt.  Dem  ist  nun  nach  den  Unter- 
suchungen König's  nicht  so,  vielmehr  besteht  die  alte  Auffassung,  nach  welcher 
die  Stösse,  wenn  sie  schnell  genug  werden,  sich  zu  Tönen  gestalten,  vollständig 
zu  Recht  und  nennt  König  diese  Töne  ihrer  Entstehung  gemäss  »Stosstönec. 
Femer  muss  sofort  noch  weiter  bemerkt  werden,  dass  es  nach  dieser  Untersuchung 
von  König  zwei  Arten  von  Stosstönen  giebt,  die  von  ihm  als  »unterec  und 
»ob  er  et  unterschieden  werden. 

Die  nächste  Thatsache,  welche  König  veranlasste,  diesem  Gegenstande  seine 
volle  Aufmerksamkeit  zu  schenken,  war  der  festeingewurzelte  Irrthum,  als  kämen 
Stösse  nur  vor  bei  zwei  zunächst  wenig  von  einander  verschiedenen  Tönen,  z.  B. 
einem  Ton  gleich  128  und  einem  solchen  gleich  132,  welche  Töne  nach  dem, 
was  wir  bereits  wissen,  4  Stösse  hören  lassen.  Wird  anstatt  des  Tones  132  ein 
Ton  136  genommen,  so  zeigen  sich  8  Stösse,  wird  der  höhere  Ton  höher  und 
höher,  so  werden  die  Stösse  zahlreicher  und  zuletzt  so  schnell,  dass  sie  nur  noch 
eine  Rauhigkeit  des  Zusammenklangs  hervorbringen,  die  aber  auch  nach  und 
nach  immer  weniger  auffallt,  gerade  als  wenn  bei  einem  Licht,  welches  auf  irgend 
eine  Weise  flackernd  gemacht  wird,  das  Tempo  des  Flackerns  schliesslich  so 
rasch  wird,  dass  man  letzteres  überhaupt  nicht  mehr  wahrnimmt  und  in  Folge 
dessen  glaubt,  das  Licht  brenne  ruhig  und  continuirlich.  Nun  wies  König 
nach,  dass  vor  allem  auch  Stösse  entstehen  und  zwar  recht  langsame,  wenn 
man  weit  auseinander  liegende  Töne,  z.  B.  Töne,  die  nahe  um  eine 
Octave,  eine  Duodecime,  eine  Doppeloctave  u.  s.  w.  auseinander  liegen,  zusammen 
erklingen  lässt.  Diese  Thatsache  wurde  König  gegenüber  so  zu  erklären  ver- 
sucht, dass  man  annahm,  die  Obertöne  des  tieferen  Tons  im  Zusammenklang  mit 
dem  primären  höheren  seien  die  Ursache  dieser  Stösse,  aber  diese  Annahme  ist 
unhaltbar,  denn  die  Stösse  der  weit  auseinander  liegenden  Intervalle  existiren  auch 
ohne  jede  Spur  eines  Vorhandenseins  eines  Obertons  des  tieferen  primären  Tons- 

Diese  merkwürdige  Untersuchung  König's  wurde  mit  einem  Apparate  akusti- 
scher Einrichtungen  durchgeführt,  der  einer  der  grossartigsten  ist,  welche  je  zur 
Verwendung  kam  und  auch  durch  ihn  hat  der  hochberühmte  Forscher  und 
Construkteur  auf  dem  Gebiete  der  Akustik  sich  glänzend  hervorgethan.  Wenn 
ich  hernach  zur  Veriolgung  der  ersten  hauptsächlichsten  hierher  gehörenden  Er- 
scheinungen andere  einfachere  Hilfsmittel  angebe,  so  muss  doch,  um  eine  ge- 
nauere Vorstellung  von  der  Arbeit  König's  zu  bekommen,  der  Apparat,  den 
dieser  Forscher  benutzt  hat,  hier  in  seinen  Theilen  aufgeführt  werden.  Es  kamen 
zur  Verwendung: 

A.  Stimmgabeln. 

1)  Fünf  Stück  G-u  C,  E,  G  und  c  gebend.  Durch  Laufgewichte  konnte 
G-.\  auf  C-\  und  ebenso  jede  der  vier  auf  G-\  folgenden  Gabeln  auf  den  Ton 
der  vorhergehenden  tieferen  gebracht  werden,  so  dass  die  kleinsten  Tonfort- 
schreitungen  möglich  wurden.  Die  Gabel  G-\  hatte  Zinken  von  35  mm  Dicke, 
bbmm  Breite  und  Ihcm  Länge.     Die  fünf  Gabeln  wogen  \Z^  kgr. 

2)  Acht  Gabeln  c,  e,  g,  c\  c\  e\  /,  c'\ 

3)  Neun  Gabeln  auf  die  Töne  der  Octave  r"  bis  ^'"  und  den  siebenten  Ober- 
ton von  c  also  fllr  das  b^\ 

4)  Zwölf  Gabeln  für  ^'"  zu  c^^ ^  femer  für  den  elften,  dreizehnten  und  vier- 
zehnten Oberton  von  c  und  ebenso  noch  für  einen  Ton  mit  1194'65  ganzen 
Schwingungen,  der  mit  c^ »  256  Schwingungen  das  Verhältniss  3 : 7  bildet. 
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5)  Elf  Gabeln  für  c'^  h\%  c^  und  den  11.,  13.  und  14.  Oberton  von  c\ 

6)  Elf  Gabeln  für  A"'  bis  c^^ , 

7)  Neun  Gabeln  für  den  Ton  3968  bis  ^^=4096  mit  Zinken  von  14  «ww 
Breite  und  8  mm  Dicke. 

Im  Ganzen  also  65  Gabeln. 

B.  Resonatoren. 

1)  Zwei  Stück  für  die  Töne  von  C  bis  g^  aus  Messing  gearbeitet  mit  einem 
Durchmesser  von  Z^  cm  und  einer  Länge  von  115  cm,  Oefifnung  der  Deckel- 
platte 27  cm  lang,  Vi  cm  breit. 

2)  Zwei  Resonatoren  für  G  bis  ^.  Durchmesser  gleich  25  cm^  Länge  gleich 
50  cm,    Oefhiung  der  Deckelplatte  ^%  cm  lang,  7  cm  breit 

3)  Zwei  Resonatoren  für  g  bis  c^\  Länge  gleich  37  cm,  Durchmesser  gleich 
25  cm,    Oeffnung  der  Deckelplatte  \b  cm  lang  und  7  cm  breit. 

4)  Zwei  grosse  Resonatoren  von  Holz,  den  einen  von  40,  den  andern  von 
60  cm  Höhe  und  Breite  und  beide  von  einer  Länge  von  2  m,  Sie  waren  wie 
die  oben  beschriebenen  Messingresonatoren  mit  Schraubenstempeln  versehen,  so 
dass  sich  die  Stimmung  mit  der  grössten  Genauigkeit  herstellen  Hess. 

C.  Einrichtungen  zur  graphischen  Darstellung  der  Vibrationen. 

Von  ganz  besonderem  Interesse  waren  die  vibrographischen  Darstellungen, 
welche  König  mit  seinen  Stimmgabeln  herstellte.  Sie  wurden  nach  der  von 
LissAjous  und  Desains  zuerst  bekannt  gemachten  Manier  so  erhalten,  dass  eine 
Gabel  an  einem  ihrer  Zinken  eine  berusste  Glasplatte,  die  andere  einen  Schreib- 
stift trug.  Schwangen  beide  Gabeln,  so  combinirten  sich  ihre  Schwingungen 
und  man  erhielt  auf  der  Glasplatte  die  entsprechenden  resultirenden  Schwingungs- 
curven. 

20)  König  wählte  Stimmgabeln,  um  Töne  zu  haben,  welche  frei  von  Ober- 
tönen waren.  Einwürfe,  als  könnten  bei  diesen  Stössen  und  Stosstönen  Ober- 
töne des  tieferen  primären  Tons  das  maassgebende  Element  bilden,  sind  somit 
unbegründet.  Um  nun  auf  eine  andere  Weise  zu  operiren,  wobei  Stimmgabeln 
nicht  nöthig  sind  und  man  zunächst  die  ersten  Fundamentalgesetze  leicht  experi- 
mentell bestätigt  finden  kann,  benutzte  ich  den  bekannten  AppuNN'schen  Stoss- 
apparat  mit  33  Zungen  von  c  =  128  bis  r'=  256  Schwingungen.  Zu  einem  solchen 
hatte  ich  mir  noch  einen  zweiten  machen  lassen  mit  67  Zungen  von  c^  bis  c*\  Bei 
ersterem  und  letzterem  Apparate  gab  also  jeder  folgende  mit  jedem  vorausgehen- 
den Tone  4  Stösse.    Mit  diesen  beiden  Apparaten  standen  mir  vier  Obertöne, 

c  =  128,  c'  =  252,  /  =  384,  ^r"  =512, 
zu  Gebot.  Bleiben  wir  zunächst  beim  Intervall  c  —  c^  stehen.  Man  nehme  den 
Ton  128  und  den  nächsten  Ton  132  und  lasse  sie  zusammen  erklingen.  Man 
hört  die  bekannten  4  Stösse,  ebenso  beim  Ton  128  und  136  die  bekannten 
8  Stösse  u.  s.  w.  Das  sind  die  Stösse,  wie  sie  von  König  zur  Erklärung  der 
Combinationstöne  herangezogen  wurden.  Man  kann  von  c  an  fortschreiten  und 
schliesslich  zum  Intervall  einer  Octave  kommen.  Man  würde  aber  sehr  irren, 
wenn  man  glaubte,  dass  z.  B.  der  Ton  ^=128  und  c^ — 4^=252  eine  Anzahl 
124  Stösse  hören  liessen,  vielmehr  hört  man  deren  nur  4.  Femer,  wenn  man 
den  Ton  ^=128  mit  c^  —  8  =  248  zusammenklingen  lässt,  hört  man  nicht  120, 
sondern  deren  nur  8  Stösse.  Geht  man  über  256  hinaus,  so  kann  mit  128  der 
Ton  ^'  -H  4  =  260  oder  ^'  -+-  8  =  264  zusammen  erklingen.     Auch  hier  hört  man 
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nicht  132  und  136,   sondern  4  und  8  Stösse.     Es  besteht  demnach  zunächst  die 
erste  wichtige  Thatsache: 

>Dass  nicht  nur  zwei  nahe  unisono  klingende  Töne,  sondern 
auch  zwei  nahe  um  eine  Octave  (Oberton  2)  aus  einander  liegende 
Töne  langsame  und  leicht  zu  zählende  Stösse  liefern. 

Geht  man  mit  dem  höheren  primären  Ton  über  den  2.  Oberton  hinaus,  so 
nähert  man  sich  mehr  und  mehr  dem  3.  Oberton,  dem  ^  =  384.  Nimmt  man 
anstatt  des  Tones  384  den  Ton  /  —  4  =  380  oder  /  -+-  4  =  388,  so  hört  man  in 
beiden  Fällen  4  Stösse.  Geht  man  über  den  Oberton  3  hinaus,  so  nähert  man  sich 
dem  4.  Oberton  c*  =  512.  Ist  er  erreicht,  so  vernimmt  man  keine  Stösse,  ver- 
ändert man  ihn  aber  nach  oben  oder  unten,  so  lassen  sich  wieder  deutlich  zahl- 
bare Stösse  vernehmen.    Diese  Thatsachen  bestätigen  nun  den  allgemeinen  Satz: 

»Dass  zwei  Töne,  die  nicht  weit  um  die  Strecke  eines  Obertones 
auseinander  liegen,  langsame  und  leicht  zu  zählende  Stösse  liefern. 

König  unterscheidet  »unterec  und  »oberec  Stösse.  Geht  man  von  einem 
Tone  »Je  aus  und  betrachtet  diesen  als  1.  Oberton,  so  lässt  sich  ihm  gegenüber 
auch  der  2.  Oberton  u.  s.  w.  auffassen.  Entfernt  man  sich  nun  mit  einem  Tone 
>IIc  von  dem  Tone  »Ic  und  zwar  je  von  einem  Obertone  aus  gerechnet,  so  hat 
man  es  mit  Stössen  zu  thun,  die  immer  schneller  werden  und  diese  Stösse  nennt 
König  »unterec  Stösse.  Zugleich  mit  diesen  hört  man  aber  nach  König  eine 
zweite  Art  von  Stössen,  welche  bei  dieser  Entfernung  des  Tons  »IIc  vom  Grundton 
>Ic  an  Zahl  abnehmen  und  mehr  und  mehr  deutlich  zählbar  werden,  wenn  >!!€ 
sich  einem  Oberton  von  »Ic  nähert  um  ihrer  Zahl  nach  gleich  Null  zu  werden, 
wenn  dieser  Oberton  von  I  bei  der  Annäherung  von  II  gänzlich  erreicht  ist. 
König  giebt  für  die  Zahl  m  der  »unterenc  Stösse  die  Formel: 

m  =  n'  —  h'fi 
und  für  die  Zahl  m!  der  »oberenc  Stösse  die  Formel: 

m*  =  (//  -H  1)  «  —  «', 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  n  die  Zahl  der  Schwingungen  des  Grundtons  >I<, 
n!  die  des  höheren  Tons  »IIc  und  ferner  h  die  Ordnungszahl  der  Oberton- 
periode bedeutet,  für  welche  also  ^  =  1  zu  setzen  ist,  wenn  «'  sich  von  n  bis 
2«  bewegt,  wobei  ferner  i^  =  2  zu  setzen  ist,  wenn  «'  sich  von  2«  bis  3«  be- 
wegt u.  s.  w.     Nehmen  wir  also  ^  =  1  an,  so  wird 

/«  =  «'—«  und  /«'  =  2  «  —  «', 
mithin 

daher  der  Satz: 

>In  der  ersten  Periode,  d.  h.  innerhalb  des  1.  und  2.  Obertons  ist  die  Summe 
der  unteren  und  oberen  Stösse  unabhängig  von  «'  und  stets  constant  gleich  n, 
gleich  der  Schwingungszahl  des  Grundtons,  c 

Nehmen  wir  ^  =  2,  so  wird: 

m  =  n!  —  2«    und    »»'  =  3«  —  n\ 
somit  auch  hier  m-k-ni  ^=^n. 

Eben  dies  wird  sich  für  jedes  h  ergeben,  so  dass  der  zuletzt  ausgesprochene 
Satz  nicht  blos  für  die  erste  Periode,  sondern  für  die  2  ,  3.  u.  s.  w.  gilt.  Mit  diesem 
Zusammenhang  lässt  sich  nun  auch  eine  anschauliche  Darstellung  geben  und  habe 
ich  dies  in  Fig.  249  versucht  Auf  der  Strecke  MF  stellt  MN  das  Intervall  einer 
Octave,  NO  das  einer  Quinte  und  OP  das  einer  Quarte  vor.  Femer  bedeutet 
die  Ordinate  MA  wie  überhaupt  alle  Ordinaten  zwischen  AD  und  MP  den- 
selben Ton,  nämlich  den  Grundton  r,  welcher  als  tieferer  Ton  beim  Zusammenklang 
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beibehalten  werden  soll,  wenn  nach  und  nach  der  höhere  Primärton,  der  durch 
die  Ordinalen,  welche  zwischen  den  schief 
aufsteigenden  Geraden  AQ,  QR  und  RS 
einerseits  und  der  Abscisse  MF  anderer- 
seits nach  ihrer  Schwingungszahl  zu  denken 
sind,  mit  dem  tieferen  Ton  zusammen- 
klingt. Diese  letzteren  Ordinalen  stellen 
also  den  immer  höher  werdenden  Ton  n! 
dar,  der  in  der  Ordinate  NQ  den  2.  Ober- 
ton, in  OR  den  3.  und  in  FS  den  4.  Ober 
ton  erreicht.  Die  Ordinalen  zwischen  den 
schief  aufsteigenden  Geraden  J/^,  NC 
und  OD  einerseits  und  der  Abscisse  MF 
andererseits  stellen  nun  die  Schwingungs- 
zahlen der  unteren  Stösse  und  ebenso  (P1l249.) 
die  Ordinalen  zwischen  den  schief  abwärts  laufenden  Geraden  AN,  BO 
und  CF  einerseits  sowie  der  Abscisse  MF  andererseits  die  Schwingungszahlen 
der  oberen  Stösse  dar.  Innerhalb  dieser  dreieckigen  Felder  ist  aber  noch  eine 
Schrafifirung  ausgeführt  worden,  welche  das  Phänomen  der  doppelten  Stösse,  wie 
es  dem  Ohre  gegenüber  verläuft,  noch  näher  charaklerisirt.  Es  ist  schon  oben 
bemerkt  worden,  dass  die  Wahrnehmung  der  Stösse  als  solche  sich  mit  dem 
Wachsen  der  Anzahl  derselben  mehr  und  mehr  verliert  und  somit  umgekehrt  Stösse 
um  so  mehr  sich  in  einem  Zusammenklang  bemerklich  machen,  je  langsamer  sie 
erfolgen.  Die  dunklere  Schraffirung  in  der  Nähe  der  Punkte  M,  N^  O  und  /'deutet 
dies  nun  an.  Sie  zeigt,  dass  wenn  der  Ton  »'  anfängt  sich  von  den  betreffenden 
Obertönen  nach  oben  hin  zu  entfernen,  die  langsameren  unteren  Stösse  an 
Deutlichkeit  abnehmen  und  wenn  er  sich  diesen  Oberlönen  nach  oben  hin  stark 
nähert,  die  langsamen  oberen  Stösse  hervortreten  und  als  solche  sich  deutlich 
abheben,  um  auch  leicht  ihrer  Zahl  nach  festgestellt  werden  zu  können.  An 
den  Stellen  a,  ß,  7  treuen  die  beiden  Arten  von  Stössen  mit  gleicher  Anzahl  zu- 
sammen; in  der  Nähe  dieser  Stellen  sind  die  Schwingungszahlen  dieser  beiden 
Stossarten  wenig  verschieden  und  begreift  man,  wie  hier  vielleicht  ein  besonder 
verworrenes  Zusammenwirken  der  Stösse  sich  bemerklich  macht. 

21)  Ebenso  wie  man  die  langsamen  Stösse  einzeln  als  untere  und  obere  ver- 
nehmen und  zählen  kann,  ebenso  gehen  sie  nun,  wenn  sie  schneller  und  schneller 
werden,  in  von  einander  zu  unterscheidende  Töne,  in  die  von  König  als  »untere 
und  obere  Stosstönec  bezeichneten  über.  Es  wird  einleuchten,  dass  nicht 
beim  Zusammenklang  zweier  Töne  aus  beliebigen  Octaven,  das  Phänomen  der 
Stosstöne  in  derselben  Weise  verläuft.  König  untersuchte  aufs  genaueste  folgende 
Zusammenklänge : 

A  Intervalle  mit  dem  Grundton  C=64  und  dem  zweiten  primären  Ton 
«'  =  C  =  64  bis  zum  «'  =  8«  =  512. 

B  Intervalle  mit  ^=  128  und  «'=  ^  =  128  bis  «'=  8-«  =  1052. 

C  Intervalle  mit  /=  256  und  «'  =  ^'  bis  «'  =  6«  =  1536. 

D  Intervalle  mit  ^"  =  512  und  «'  =  ^"  bis  «'=4«  =  2048. 

E  Intervalle  mit  ^"'=  1024  und  ti  =  ^'"  bis  «'  =  c^^  4096. 

F  Intervalle  mit  ^/^=  2048  und  ri  =  c^^  bis  «'  =  4096. 

Wir  wollen  nun  gerade  einmal  die  Erscheinungen  für  die  Periode  B^  welche 
im  Vorausgehenden  von  mir  angenommen  wurde,  nach  der  Darstellung  König's 
schildern  hören.     Er  sagt: 
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»Bildet  man  die  verschiedenen  Intervalle  vom  Einklänge  («'  «=  128)  bis  tax 
dritten  Octave,  so  kann  man  die  Stösse  in  den  verschiedenen  Perioden  nicht 
mehr,  wegen  ihrer  doppelt  grossen  Anzahl,  bei  ganz  so  weiten  Intervallen 
beobachten,  als  sich  dies  mit  dem  tieferen  Tone  C  thun  liess.€ 

»Die  erst  einzeln  hörbaren  Stösse  gehen  bei  der  Sekunde  in  ein  einfaches 
Rollen,  bei  der  Terz  in  ein  verworrenes  Rasseln  über,  welches  über  die  Quarte 
hinaus  schon  schwach  wird.  Zwischen  der  Quinte  und  Sexte  bilden  die  Töne 
einen  rauhen  Znsammenklang  aus  dem  zwischen  der  Sexte  und  Septime  ein  deut- 
licheres Rollen  hervorzutreten  an&igt,  welches  bei  der  Septime  in  einzelnen 
vernehmbaren  und  bei  n  s  248  in  8  einzeln  zählbare  Stösse  übergeht,  <lie  bd 
der  Octave  «'«  ^  verschwinden. € 

»In  der  zweiten  Periode  n^ssc  mit  ti^^c*  bis  n*=^g*  ist  schon  bei  i«'  =  292 
nur  noch  eine  Rauhigkeit  wahrzunehmen,  und  bei  n*  =  304  bilden  die  beiden 
Töne  bereits  einen  ganz  ungestörten  Zusammenklang,  der  erst  bei  352  wieder 
rauh  wird  und  bei  360  in  ein  Rollen  übergeht,  welches  sich  darauf  in  die  einzelnen 
Stösse  auflösst,  die  bei  der  Duodezime  n'»»^'  verschwinden. c 

Man  sieht  demnach,  dass  der  Zusammenklang  eines  höheren  Tones  mit  dem 
Grundton  ^ eigentliche  untere  und  obere  Stosstöne  nicht  zu  beobachten  gestattete. 
Anders  ist  dies  bei  der  unter  C  bezeichneten  Gruppe.    König  bemert  hierbei: 

»Die  erst  einzeln  hörbaren  unteren  Stösse  gehen,  schon  ehe  die  Sekunde 
erreicht  ist,  in  ein  Rasseln  über,  welches  bis  zur  grossen  Terz  (»'=320  mithin 
m  s=  320  —  256  »  64  Stösse)  zu  einer  blossen  Rauhigkeit  wird.  Zugleich  hört 
man  ein  schwaches  grosses  Cs=64.  Bis  zur  Quinte  (if's=384)  steigt  dieser  Ton 
(also  der  untere  Stosston)  bis  zum  kleinen  ^=128,  während  von  der  Rauhigkeit 
von  etwa  ff' =360  bis  368  ab  nichts  mehr  zu  spüren  ist  Von  if'=s384  bis  448 
steigt  der  untere  Stosston  bis  g  und  ist  auffallend  stark  im  Verhältniss  zu  der 
Intensität,  welche  er  von  m  =  64  bis  m  =s  128  hatte.  —  Der  durch  die  oberen 
Stösse  m'  erzeugte  Ton  lässt  sich  schon  von  der  Terz  ab  bis  zur  Quinte,  während 
er  von  g  bis  c  sinkt,  vermittelst  der  Stösse  von  Hilfsgabeln  nachweisen,  wenn 
er  auch  sonst  kaum  hörbar  istc 

Femer  gebe  ich  nun  eine  Zusammenstellung  der  Resultate  nach  den  Beob- 
achtungen der  Gruppe  E.    König  bemerkt: 

»Nehmen  wir  jetzt  ^'"  zum  Grundton  der  Intervalle,  so  kommen  wir  damit 
in  diejenige  Gegend  der  Scala,  welche  fUr  die  Beobachtung  der  Stosstöne  ebenso 
geeignet  ist,  als  die  tiefsten  Octaven  für  die  Untersuchung  der  einzelnen,  noch 
nicht  zu  einem  Tone  verschmolzenen  Stösse  waren. 

»Die  Stosstöne  der  ersten  Periode  lassen  sich  in  folgender  Weise  hören: 
Der  Grundton  «  ==  c"*  giebt  mit 


d'" 
1194-6 

/'" 
1408 

^'" 

1664 

a'" 

1792 


Tntervall 


8:9 
6:7 
4:5 
8:4 
8:  11 
2:8 
8:  18 
8:5 

4:7 

8:  15 


c 

f 
/' 


r 

g" 
f 

c 


Bemerkungen. 


m  ist  allein  und  gut  bemerkbar. 

II    II       II         11      11        II       tt 

m  ist  lauter,  m'  schwächer  wie  m, 

m  und  m^   verschmelxen  zu  einem  Klange. 

m  und  m*  sind  gleich  laut. 

m  =  m\  der  Ton  ist  sehr  stark. 

m  und  m'  gleich  stark  und  deutlich. 

M  und  m'   stärker   als  bei  der  Quarte  und 

auch  einsein  hörbar. 
m  und  m'  etwa  gleich  stark  und  deutlich. 
m  ganz  unhörbar,  m*  hörbar  und  deutlich. 
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22)  Zum  Schlüsse  dieses  Artikels  wollen  wir  die  Haupterscheinungen  auf 
dem  Gebiete  des  Zusammenklanges  der  Töne  in  einigen  Sätzen  kurz 
charakterisiren. 

1)  Eigentlich  einfache  Töne  existiren  kaum  und  erreichen  wir 
dieselben  nur  möglichst  annähernd  in  den  Schwingungen  von  Stimm- 
gabeln, wenn  diese  insbesondere  vor  entsprechenden  Luftresonatoren 
stehen  und  ferner  in  den  Tönen  kugelförmiger  Lufträume.  Geräusche 
mischen  sich  aber  auch  hier  häufig  mit  ein. 

2)  Die  allermeisten  tönenden  Körper  lassen  gleichzeitig  zwei 
oder  mehr  Töne  erklingen,  von  denen  einer  als  Hauptton  seiner  In- 
tensität nach  hervortritt,  und  zu  dem  andere  Töne  sich  leiser  hinzu- 
gesellen. 

3)  Dieser  Hauptton  braucht  keineswegs  immer  der  Grundton  zu 
sein  und  ist  es  denkbar,  dass  bei  einer  Saite  z.  B.  der  3.  Oberton  ^' 
der  stärkste  Ton  ist,  und  dass  zugleich  der  Grundton  c  ganz  leise 
zum  Mitschwingen  veranlasst  wird. 

4)  Das,  was  wir  »Klangfarbec  nennen,  wird  nach  den  Forschungen 
von  V.  Helmholtz  hervorgerufen  durch  das  gleichzeitige  Zusammen- 
klingen eines  Haupttones  mit  leiseren  Nebentönen  oder  Obertönen, 
meistens  aber  auch  durch  Hinzukommen  von  Geräuschen. 

5)  Das  Wesen  der  sogen.  >Con-  und  Dissonanzenc  dagegen  besteht 
für  unser  Ohr,  nach  des  Verfassers  Ueberzeugung,  ohne  dass  irgend 
ein  dritter  Ton  zu  den  beiden  primären  Tönen  in  Betracht  zu  kommen 
braucht.  Es  muss  daher  nach  dieser  Ueberzeugung  unstatthaft  er- 
scheinen, dass  eine  Lehre  von  den  Con-  und  Dissonanzen  auf  die 
Obertöne,  Combinationstöne  und  Stosstöne  gegründet  werde. 
Kommen  solche  Töne  zu  den  primären  Tönen  hinzu,  so  können 
diese  selbstverständlich  entweder  im  Sinne  des  Con-  oder  Dissonirens 
wirken,  und  kann  dann  eine  jede  vollkommene  Consonanz  zur  Disso- 
nanz werden,  wenn  zu  ihr  sich  den  Wohlklang  störende  Nebentöne 
beigesellen. 

€)  Die  Bezeichnung  »harmonischec  Obertöne  passt  nur  für  die 
Töne  mit  den  Schwingungszahlen  1,  %  3  und  5,  sowie  deren  weiteren 
Verdoppelungen.  Denn  Alles,  was  mit  diesen  Zahlen  sich  zusammen- 
stellen lässt,  sind  Töne  des  grossen  und  kleinen  Dreiklangs. 

7)  Eine  Hauptstörung  eines  regelmässigen  Tones  oder  eines  con- 
sonirenden  Zusammenklanges  bilden  die  Stösse  oder  Schwebungen. 
Sie  können  durchs  Zusammenwirken  der  primären  Töne,  also  durch 
Interferenz  entstehen,  oder  es  können  auch  auf  rein  mechanische 
Weise  solche  Stösse  erzeugt  werden.  Ihre  Wirkung  muss  in  beiden 
Fällen  mehr  oder  weniger  die  einer  Beimischung  eines  Rassel- 
geräusches sein.  Zur  Erklärung  des  inneren  Wesens  einer  Con-  oder 
Dissonanz  können  aber  nach  des  Verfassers  Ueberzeugung  auch 
nicht  die  Stösse  herangezogen  werden,  denn  eine  sogen.  Dissonanz 
besteht  sicherlich  auch  ohne  jedes  Vorhandensein  von  Stössen. 

8)  Die  sogen.  »Combinationstönef  sind  Töne,  welche  im  Allge- 
meinen von  den  sogen.  »Stosstönenc  verschieden  sind,  und  auch  au^ 
verschiedene  Weise  erklärt  werden  müssen;  jene  nach  der  Theorie 
von  V.  Helmholtz,   diese   nach   der  Auffassung   vo^  li^^^^^Ö^^^ 
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der    festen   Begründung   dieser  Auffassung   durch   die  Forschungen 
RuD.  KöNio's. 

Im  Anschluss  an  diesen  zuletzt  hervorgehobenen  Zusammenhang  muss  hier 
noch  eine  in  neuester  Zeit  erschienene  Abhandlung  von  W.  Voigt  citirt  werden, 
in  welcher  auf  theoretischem  Wege  die  Richtigkeit  der  Untersuchungen  R.  Königes 
über  Stosstöne  vollkommen  bestätigt  wird.  Diese  Abhandlung  Voigt's  erschien 
in  No.  5  der  »Nachrichten  von  der  Königl.  Ges.  d.  Wiss.  d.  Univ.  Göttingenc 
vom  Jahre  1890.  Melde. 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls. 

1)  Wenn  man  die  Literatur  der  Akustik  überschaut,  so  wird  man  finden, 
dass  diejenige,  welche  sich  auf  die  Fortpflanzung  des  Schalls,  also  vor  allem  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  bezieht,  eine  ganz  besonders  um- 
fangreiche ist.  Der  Grund  muss  zunächst  in  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes 
liegen,  andererseits  auch  darin,  dass  man  bei  der  Erforschung  dieses  Gegenstandes 
in  der  mannigfachsten  Weise  vorgehen  kann,  während  z.  B.  bei  der  Bestimmung 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichts  nur  auf  wenigen  Wegen  das  Ziel 
erreicht  werden  kann.  Da  das  Luft  me  er  es  ist,  welches  die  Schall  Wahrnehmun- 
gen fast  ausschliesslich  ermöglicht,  so  leuchtet  ein,  wie  gerade  die  Frage  nach 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  in  der  Luft  in  erster  Linie  in  Be- 
tracht kommen  musste.  Der  Weg  zur  experimentellen  Bestimmung  war  zu  klar 
vorgezeichnet  und  schien  auch  in  so  leichter  Weise  zum  Ziele  zu  führen,  dass 
man  seit  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  bis  zum  ersten  Viertel  des 
gegenwärtigen  Jahrhunderts  in  verschiedenen  Ländern  die  Versuche  ausführte. 
Alle  diese  Beobachtungen  wurden  in  bekannter  Weise  so  angestellt,  dass  auf 
einer  Station  A  ein  Geschütz  abgefeuert  wurde,  dass  man  auf  einer  zweiten 
Station  B^  die  möglichst  weit  von  A  entfernt  lag,  nach  einer  Uhr  den  Zeitunter- 
schied zwischen  der  Wahrnehmung  des  Lichtblitzes  und  der  hierauf  folgenden 
Wahrnehmung  des  Knalls  bestimmte,  dann  die  Distanz  von  A  nach  B  maass  und 
letztere  durch  den  erhaltenen  Zeitunterschied  dividirte. 

So  einfach  indess  die  Sache  aussah  und  wegen  ihrer  Einfachheit  anlockte, 
so  zeigte  es  sich  doch  bald,  dass  Schwierigkeiten  vorhanden  waren,  die  man 
nicht  so  leicht  überwinden  sollte.  Jedenfalls  aber  lieferten  die  Untersuchungen 
ein  erstes  Resultat,  dem  zu  Folge  zwei  Dinge  in  ihrem  Einfluss  auf  die  Schall- 
geschwindigkeit erkannt  wurden,  nämlich  der  Wind  und  die  Temperatur, 
während  ein  drittes  Element,  der  Luftdruck,  sich  ohne  Einfluss  herausstellte. 
Was  den  Einfluss  des  Windes  betraf,  so  ergab  sich,  dass  die  Schallfortpflanzung 
mit  dem  Winde  rascher,  gegen  den  Wind  langsamer  als  in  ruhender  Luft  vor 
sich  geht.  Bezüglich  der  Temperatur  erkannte  man,  dass  ein  Zunehmen  der- 
selben auch  eine  Vermehrung  der  Schallgeschwindigkeit  im  Gefolge  hatte,  und 
hiermit  waren  die  ersten  bedeutungsvollen  Nachweisungen  des  Zusammenhangs 
der  Hauptelemente  geliefert. 

2)  Diesen,  insbesondere  zu  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  angestellten  Experi- 
menten ging  eine  bedeutsame  theoretische  Entwicklung  voraus,  welche 
ihren  Autor  in  keinem  geringeren  als  in  Newton  hatte.  Bereits  im  Jahre  1686 
am  28.  April  hatte  dieser  der  Royal  Society  sein  unsterbliches  Werk  ^^l^UPfpiß^^i^^ 
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naturalis  principia  mathematicac  handschrifUich  vorgelegt,  welche  Schrift  im  folgen- 
den Jahr  in  London  gedruckt  erschien  und  später  noch  in  zwei  weiteren  Auflagen 
von  Anderen  mit  Zusätzen  herausgegeben  wurde  und  im  Jahre  1872  durch 
Wolfers  auch  eine  Uebersetzung  ins  Deutsche  erfuhr.  Der  Tomus  secundus 
dieses  Werkes  enthält  neun  Sectiones  und  ist  es  die  Sectio  VIII,  welche  »De 
motu  per  fluida  propagatof  handelt.  Die  Propositio  XL VIII  enthält  den  wichtigen 
Satz,  der,  in  einer  Formel  dargestellt,  das  ist,  was  man  die  »NswTON'sche  Formel 
für  die  Schallgeschwindigkeit c  zu  nennen  pflegt.  Der  Satz  lautet:  Pulsuum  in 
fluido  elastico  propagatorum  velocitates  sunt  in  raiione  composita  ex  subdupliccUa 
rattone  vis  eldsticae  dir e de  et  subdupliccUa  rcUione  densitoHs  ifiverse;  si  modo  fluidi 
vis  elastica  ejusdam  condensationis  proportionalis  esse  suppancUur. 

Newton  bezeichnet  mit  dem  Worte  pulsus  einen  »Schlage,  eine  »Wellec' 
und  bedeutet  bei  ihm  ein  >moius  pulsuumt  das,  was  wir  »Wellenbewegungc 
nennen.  Demgemäss  war  bei  ihm  die  Fortpflanzung  des  Schalls  in  der  Luft  als 
die  Fortpflanzung  einer  »Wellenbewegungc  anzusehen,  bei  welcher  nicht  etwa 
die  Sache  so  zu  deuten  ist,  dass  dieselben  Lufttheilchen,  welche  am  Orte  der 
primären  Schallerregung  eine  Erschütterung  und  primäre  Bewegung  erhalten, 
sich  nun  nach  ferneren  und  ferneren  Punkten  im  Raum  hinbegeben,  so,  wie 
etwa  eine  fortgeschleuderte  Kugel  immer  an  fernere  und  fernere  Stellen  kommt, 
sondern  vielmehr  so,  dass  die  zunächst  primär  erregten  Lufttheilchen  an  Ort 
und  Stelle  in  ihrer  Bewegung  eine  Reihe  von  Phasen  durchmachen,  dass  sie 
dann  zur  Ruhe  kommen,  während  eine  weitere  benachbarte  Summe  von  Luft- 
theilchen nun  dieselben  Phasen  in  derselben  Reihenfolge  wie  die  erste  Summe 
durchmacht  u.  s.  w.  u.  s.  w.  Wir  wissen,  dass  man  nach  den  Darstellungen  im 
Artikel  über  »allgemeine  Wellenbewegung«  von  »Primitivbewegungen«  und 
einer  »resultirenden  Bewegung«  reden  kann.  Handelt  es  sich,  wie  wir  hier 
zunächst  voraussetzen,  um  die  Fortpflanzung  einer  Wellenbewegung,  »Schall« 
genannt,  in  der  Luft,  so  kann  nur  von  Longitudinalbewegungen  die  Rede 
sein.  Hierbei  bestehen  die  Primitivbewegungen  aus  einer,  das  Gesetz  der  Pendel- 
schwingungen befolgenden,  hin*  und  hergehenden  Bewegung  von  Luftschichten, 
wobei  dann  sehr  bald  das  resultirende  Gebilde  der  Luftverdichtungen  bezw.  auch 
Luftverdünnungen  eintritt,  welche  Gebilde  sich  von  Strecke  zu  Strecke  im  Räume 
weiter  fortpflanzen.  Halten  wir  demnach  nur  an  einer  Verdichtung  fest,  so 
schreitet  diese  Verdichtung  von  Strecke  zu  Strecke  fort,  d.  h.  es  gerathen  immer 
fernere  und  fernere  Theile  der  Luft  in  den  Zustand  dieser  Verdichtung.  Meistens 
stellt  man  sich  die  Sache  zunächst  so  vor,  dass  man  annimmt,  es  könne  sich 
der  ursprüngliche  Bewegungsmodus  von  einer  punktförmigen,  oder  besser  ausge- 
drückt, von  einer  engbegrenzten,  kugelförmigen  Anfangsstelle  aus  rings  herum  um 
diese  gleich  massig  ohne  jedes  Hinderniss  weiter  verbreiten.  Unter  dieser  An- 
nahme leuchtet  ein,  dass  das,  was  wir  anfangs  als  eine  Verdichtung  der  Luft 
ins  Auge  fassen,  bei  der  weiteren  Verbreitung  Kugelschalen  bilden  muss, 
deren  Radius  immer  grösser  und  grösser  wird,  ähnlich  dem  Gebilde  der  Wellen- 
berge, die  wir  auf  einer  Wasserfläche  in  Form  von  Wellenkreisen  mit  immer 
grösserer  Ausbreitung  mit  dem  Auge  leicht  verfolgen  können.  Diese  Ueber- 
tragung  auf  immer  grössere  Kugelschalen  bringt  es  mit  sich,  dass  die  Inten- 
sität des  Schalles  bei  dessen  Fortpflanzung  rasch  abnehmen  muss.  Denn  fassen 
wir  irgend  eine  Kugelschale  um  das  Erregungscentrum  ins  Auge,  so  bildet  diese 
den  Complex  aller  Lufttheilchen,  welche  sich  in  gleicher  Schwingungsphase  be- 
finden. Um  die  Bewegung  vom  Erregungscentrum  bis  zu  dieser  Schale  mit  dem 
Radius,   den  wir  /  nennen  wollen,  fortzupflanzen,  verfliesst  eine  gewisse  Zeit  /. 
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Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls. 


Nach  der  Zeit  2/  sind  viermal  so  viel  Theilchen  einer  Kugelschale  mit  doppelt 
so  grossem  Radius  von  der  Bewegung  ergriffen.  Die  gesammte  lebendige 
Kraft,  welche  auf  dieser  4 mal  so  grossen  Kugelschale  in  Betracht  kommt,  muss 
aber  dieselbe  sein,  wie  die  auf  der  ersten  Schale.  Ein  Flächenstück  /  auf  der 
4  mal  so  grossen  Schale  besitzt  sonach  den  vierten  Theil  der  lebendigen  Kraft, 
wie  dasselbe  Flächenstück/  auf  der  ersten.  Da  nun  diese  Fläche y  auch  als 
der  Querschnitt  unseres  Gehörgangs  angesehen  werden  kann,  so  würde  hieraus 
folgen,  dass  die  Intensität  des  Schalles  im  Quadrat  der  Entfernung 
von  der  Schallquelle  abnimmt. 

Der  NEWTON'sche  Satz  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  basirt  in  seiner 
Ableitung  auf  dem  im  Jahre  1679  ^^^  Mariotte  erkannten  Gesetze  und  beziehen 
sich  auf  dieses  Gesetz  offenbar  die  Schlussworte  der  obigen  Aufischrift  zur  Pro- 
pos. XLVUI.    Der  Satz  selbst  lässt  sich  in  einer  Formel 

'-Vi 

ausdrücken. 

3)  Es  mag  zunächst  im  folgenden  eine  Ableitung  dieser  Gleichung  gegeben 
werden.  Fig.  250  1)  stellt  ein  Stück  einer  Schallstrecke  dar,  wie  wir  sie  vom  Er- 
regungscentrum ausgehend  denken  können.    Auf  dieser  Strecke  können  wir  den 

Zustand   der  Luft  in    einer    cylin- 
drischen    oder    prismatischen    Be- 
grenzung denken,  so  dass  die  Quer- 
schnitte,   senkrecht    zur   Längsaxe 
diese  Cylinders  oder  Prismas  Kreise 
oder  z.  B.  Quadrate  sind.    Auf  der 
angenommenen  Schallstrecke    mö- 
gen nun  zwischen  den  Querschnitts- 
flächen A,  B,  C  und  £>  (Fig.  250) 
drei    Luflpartien    begrenzt    liegen, 
deren   Länge   in   der  Richtung   der  Fortpflanzung  des  Schalls,   von  links  nach 
rechts  gerechnet,  bei  ruhender  Luft  gleich  x  ist.     Bei  dieser  Fortpflanzung  der 
Bewegung  wird  die  Grenzschicht  A  zuerst  einen  Impuls  von  links  nach  rechts 
erhalten  und  wird  von  der  Ruhelage  Ami)  aus  nach  rechts  bis  A*  wie  in   2) 
hin  verschoben  werden.     Die  Zeit,   innerhalb  wejcher  diese  Verscheibung  sich 
vollzieht,    mag  /  heissen.     Der  Schwerpunkt  s  der  ersten   zwischen  A  und  B 
gelegenen  Schicht,    den  wir  hier  und  im  weiteren  im  Durchschnitt  der  beiden 
Diagonalen  der  Rechteckflächen    erkennen  wollen,    rückt  hierbei  bis  zu  einem 
Punkte  ^ '  in  2)  vor  und  ist  die  Verschiebung  dieses  Schwerpunkts,  wenn  wir  die 
Verschiebung  der  Grenzschicht  A  mit  äx  bezeichnen,  wie  sich   leicht  erkennen 

äx 
lässt,  gleich  -5- .     Sich  selbst  überlassen,  gleicht  die  zwischen  A  und  B  gelegene 

Luft  in  2)  ihre  vermehrte  Dichtigkeit  bald  wieder  aus  und  überträgt  die  Ver- 
dichtung auf  die  zwischen  B  und  C  gelegene  Luftmasse,  wobei  die  Schicht  B 
aus  ihrer  Stellung  in  1)  und  2)  nach  j9'  in  3)  rückt  und  wobei  weiter  der  Schwer- 
punkt Sf  in  2)  an  die  Stelle  von  s/  in  8)  rückt  und  somit  gegen  s,  in  2)  eben- 


(Pb.  250.) 


dx 
falls  um  "ö-  verschoben  ist. 


Vom  Momente,  der  in  2)  versinnlicht  ist,  bis  zum 


Momente  8)  ist  demnach  die  Verdichtung,  die  in  2)  in  ihrer  Mitte  durch  den 
Punkt  j'  bezeichnet  ist,  bis  s/  in  3)  weiter  vorgerückt,  welches  Vorrücken,  wie 
sich  ebenfalls  leicht  erkennen  lässt,  auf  einer  Strecke  gleich  x  stattgefunden  hat. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Spannung,  di< 
mit  p^  so  hat  sie  zwischen  A^  und  B  in  ! 
nach  dem  MARioTTE'schen  Gesetze,  wenn  ^ 
mit  1  bezeichnen,  die  Beziehung: 

(^  -h  dp)  (x  —  dx 
oder  nach  Ausführung  der  Multiplicatlon  unl 
und  dx,  gegen  p  und  x  gehalten,  klein  sind 

—  p  '  dx  -h  X  '  i 
oder 

dx X 

dp^J' 
Die  Bewegung,  welche  in  die  zwischen 
Momente  2)  bis  zum  Moment  3)  gekomn 
Spannungsverhältnissen  beiderseits  dieser  Li 
herrscht  im  Momente  2)  in  der  Masse  von 
der  Masse  I,  die  Spannung  p  -+■  dp,  also  ein 
3)  ist  der  letztere  Ueberdruck  auf  Null  gesu 
in  I"  und  III  wieder  die  Spannung  /.  Wii 
vom  Moment  2)  an  bis  zum  Moment  3)  von 

dass,  wenn  ein  gleichmässig  wirkender  i 

die  Zeit  /  hindurch  gewirkt  hätte,  dieselbe'' 
worden  wäre.  Da  hierbei  die  Schicht  B  m 
und  im  folgenden  als  1  bezeichnen  wollen, 

dp 
und  m  der  Zeit  /  der  Gegendruck  ~-  tiberw 

dp 
M,  welche  von  -~  geleistet  wird,  gleich 

Eine  durch  die  Zeit  /  hindurchwirkende 

Schwerpunkt  einer  Masse  so  wirkt,  dass  dies 

schiebt,  ertheilt  diesem  aber  nach  den  Geset 
eine  Geschwindigkeit 

^•dx 

2 

V 


t 
demgemäss  die  hierbei  entstandene  lebendige 

ist.    Da  die  Werthe  von  M  und  Z  gleich  se 

dp  *  dx        X  '  2 


oder 

oder,  da  nach  (1) 

ist,  auch 


2 


^/={k) 


^  X 
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794  Fortpflanzungsgeschwindigkett  des  Schalls. 

1 


-(fr-f 


oder 


oder 

sein  muss.     Die  Verdichtung  schritt  vom  Moment  2)  bis  zu  S)  in  der  Zeit  /  um 

X 

die  Strecke  x  fort.    Daher  ist  —  nichts  anderes  als  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit c  des  Schalls  und  somit 

7 

^  =  1/^.  (5) 

Es  bedeutet  hierin  i>  den  Druck  in  Gewichten  auf  die  Flächeneinheit  und 
s  das  Gewicht  der  Cubikeinheit  und  kann  zunächst/  leicht  durch  andere  Grössen 
ersetzt  werden.  Denn  bezeichnen  wir  den  herrschenden  Luftdruck,  durchs  Baro- 
meter gemessen  und  auf  0°  reducirt,  mit  b  und  das  specifische  Gewicht  des 
Quecksilbers  bei  0°  mit  d,  so  vsXp  =-  b  -  a.  Bezeichnen  wir  femer  das  specifische 
Gewicht  der  Luft  bei  0°  und  76  cm  Quecksilberdruck  mit  Sq,  dagegen  bei  irgend 
einer  Temperatur  f^  und  irgend  einem  Drucke  b,  wie  in  der  Formel  (5)  ange- 
nommen, mit  s,  so  ist 

b 

"^""^6(1  -ha/)' 
wobei  a  den  Ausdehnungsco^fficienten  der  Luft  vorstellt.     Führen  wir  nun  für 
/  und  s  die  zuletzt  gefundenen  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich 

0 

Da  hierbei  sich  b  weghob,  so  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz,  das s  die  Schall- 
geschwindigkeit vom  Barometerstand,  also  überhaupt  vom  Drucke, 
unter  welchem  die  Luft  steht,  unabhängig  ist.  Dies  gilt  jedoch  streng  ge- 
nommen nur,  so  lange  die  Luft  völlig  frei  von  Wasserdampf  ist  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  muss  im  Ausdruck  für  s  anstatt  b  ein  (b  —  0*3779  •/)  gesetzt  werden, 
worin  /  die  Spannkraft  des  vorhandenen  Wasserdampfes  darstellt.  Dieser  hier- 
nach corrigirte  Werth  von  s  mit  dem  für  /  =  ^  •  (j  in  Gleichung  (5)  eingeführt, 
liefert  aber  


'V 


0-3779  •/)      ' 

wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass,  wenn  ^,  b  und  /  in  Centimetem  ausgedrückt 
werden,  man  das  c  ebenfalls  in  Centimetem  erhält,  welche  Zahl  dann,  um  Meter 
zu  erhalten,  noch  mit  100  zu  dividiren  ist. 

4)  Bei  den  Methoden  der  direkten  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  bis 
zum  Jahre  1822  hin  waren  die  hauptsächlichsten  Resultate  folgende  ^).    Es  fanden: 

Mersenne  und  Gasendi  um  1640 z7s=448m. 

Die  Mitgliederder  Academiedel  Cimento  zuFlorenz  u.J.  1660    e;s=  361  m* 

Robert  Bovle,  ferner  Cassini  und  Huvohens  um  1700  .    .    .    .    r'=351«. 

Flamsteed  und  Hallev  1708  und  1709 l;  =  348«. 


*)  Man  vergleiche  auch  die  werthvolle  Abhandlung  von  Dr.  HrLPER  »Ueber  die  Methoden, 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls  in  gasförmigen  Körpern  zu  bestimmen.«  Programin 
des  Gymn.  zu  Schweidnitz  1880.  ^  1 
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LA  Caille,  Maraldi,  Cassini  de  Thury  im  J.  1738 zf  =  337    m. 

BiANCONi  1740 i?  =  318    m. 

DE  LA  CoNDAMiNE  1740  ZU  Quito,  um.bei  einem  bedeutend  ge- 
ringeren Luftdruck  (55  cm)  zu  messen      .     .     .     z;  =  339    m. 
Derselbe  1744  zu  Cayenne  an  der  Meeresküste  und  bei  einer 

bedeutend  höheren  Temperatur v  =  358     m, 

Kästner  in  Göttingen  1778  und  Müller  ebendaselbst.     .     .     .    z;  =  338    m. 
EspiNOSA  und  Bauza  zu  San  Jago  de  Chili  1794  bei  21 — 25^  C.    2f  =  356    m, 
Benzenberg  1809  und  181 1  aus  sorgßütigen  und  zahlreichen  Ver- 
suchen bei  O** v  =  333-7  m, 

Goldingham  bei  Madras  1820  und  182 1  bei  0^ 2^  =  331*0  m. 

Das  waren  Versuche  genug,  um  entscheiden  zu  können,  in  wie  weit  die  von 
Newton  gegebene  Theorie  mit  der  Erfahrung  übereinstimmte.  Rechnet  man 
nun  obige  Formel  (7)  für  /  =  0^  und  unter  Annahme  völlig  trockener  Luft  aus, 

so  findet  man 

V  =  279-93  m, 

ein  Resultat,  welches  so  auffällig  selbst  vom  kleinsten  der  obigen  Werthe,  näm- 
lich Z7  s=3  331-0,  abweicht,  dass  man  unmöglich  glauben  konnte,  es  wäre  die 
NEWTON'sche  Formel  richtig.  Dies  wurde  auch  schon  in  dem  zweiten  Decennium 
unseres  Jahrhunderts  deutlich  erkannt,  und  war  es  Laplace,  welcher  im  Jahre  18 16 
den  merkwürdigen  Grund  der  Nichtübereinstimmung  der  beiden  Werthe  in  einer 
Abhandlung  bekannt  machte,  welche  unter  dem  Titel  >Sur  la  vitesse  du  Son 
dans  l'air  et  dans  l'eauc  im  Tome  in  der  Annales  de  chimie  et  de  physique 
pag.  238 — 241  erschien,  nachdem  sie  am  23.  December  1816  in  der  Academie 
des  Sciences  gelesen  war.  Man  kann  nichts  besseres  thun,  als  die  Worte  des 
Autors  nach  dem  Originaltexte  hierher  setzen,  indem  hierdurch  der  nächste  Zu- 
sammenhang der  Verhältnisse  wohl  am  besten  erhellt.    Laplace  sagt: 

»Newton  hat  in  dem  zweiten  Buche  der  mathematischen  Principien  der 
Naturphilosophie  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  des  Schalls  gegeben. 
Die  Art  und  Weise,  wie  er  dazu  gelangt,  ist  einer  der  bemerkenswerthesten  Züge 
seines  Genies.  Die  Geschwindigkeit,  nach  diesem  Ausdruck  erhalten,  ist  eine 
viel  zu  kleine  und  ungefähr  um  ein  Sechstel  kleiner  als  diejenige,  welche  sich 
nach  den  Experimenten  ergab,  die  im  Jahre  1738  von  den  Mitgliedern  der  (fran- 
zösischen) Akademie  ausgeführt  wurden.  Newton,  der  schon  diese  Differenz, 
nach  den  Experimenten,  die  zu  seiner  Zeit  angestellt  wurden,  erkannt  hatte,  ver- 
suchte jene  zu  erklären;  aber  die  neueren  Entdeckungen  über  die  Natur  der 
atmosphärischen  Luft  haben  diese  Erklärung  zu  nichte  gemacht  und  ebenso 
alle  diejenigen  Erklärungen,  welche  verschiedene  andere  Mathematiker  in  Vor- 
schlag gebracht  hatten.  Glücklicherweise  beziehen  sich  diese  Entdeckungen  auch 
auf  ein  Phänomen,  welches  mir  der  wahre  Grund  des  Ueberschusses  der  beob- 
achteten Geschwindigkeit  des  Schalls  über  die  berechnete  zu  sein  scheint.  Der 
grösste  Theil  der  Physiker  hat  denn  auch  alsbald  diesen  Grund  angenommen. 
Dieses  Phänomen  ist  die  Wärme,  welche  die  Luft  bei  ihrer  Compression  frei- 
giebt.  Sobald  man  die  Temperatur  der  Luft  erhöht,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Druck  der  letzteren  derselbe  bleibt,  so  wird  ein  Theil  der  Wärme, 
die  sie  bekommt,  nur  eben  zu  dieser  Erwärmung  verwendet,  der  andere  Theil 
aber,  den  sie  empfangt  und  der  latent  bleibt,  dient  dazu,  ihr  Volumen  zu  ver- 
grössem.  Der  letztere  Theil  ist  auch  derjenige,  der  wieder  frei  wird,  sobald 
man  durch  Zusammendrückung  die  ausgedehnte  Luft  wieder  auf  ihr  ursprüng- 
liches Volumen    zurückführt.    Die   bei   der  Näherrückung   zweier   ^^'^^^l^^f^^ip 


Molektilschichten  einer  schwingenden  Luftsäule  frei  werdende  Wanne  erhöht  da- 
her deren  Temperatur  und  zerstreut  sich  nach  und  nach  in  die  Luft  besvr.  die 
anstossenden  Körper;    da  aber  diese  Diffussion  und  Strahlung  im  Vergleich  zur 
Geschwindigkeit  der  Schwingungen  sich  nur  langsam  vollzieht,  so  kann  man,  ohne 
merkliche  Fehler  zu    machen,   annehmen,    dass  die  Menge  der  Wärme  während 
der  Dauer  je   einer  Schwingung  zwischen  zwei   benachbarten  Molekülschichten 
dieselbe  bleibt.     So  werden  denn  diese  Schichten,    wenn  sie  sich  nähern,    sich 
auch  stärker  abstossen,  einmal,  weil  ihre  gegenseitige  Abstossung,  auch  wenn  die 
Temperatur   als  unveränderlich  vorausgesetzt  wird  (nach  Mariotte),    im  umge- 
kehrtem Verhältniss  ihrer  Abstände  wächst,  sodann  aber  auch,   weil  die  latente 
Wärme,   welche   (bei    der   Annähening)   frei    wird,    die    Temperatur    der    Luft- 
schichten   und   somit  die  Spannkraft  zwischen  ihnen  erhöht    Newton   hat    sein 
Augenmerk  nur  auf  die  erste   der   beiden  Ursachen  gerichtet,  aber  es  ist  klar, 
dass   auch   die   zweite    die  Schallgeschwindigkeit  vergrössem  muss,   weil  sie  die 
Abstossung   der  Luft   vermehrt.    Indem    ich  diese  Ursache  beim  Calcul  herOck- 
sichtigte,  gelangte  ich  zu  folgendem  Theorem: 

»Die  wirkliche  Geschwindigkeit  des  Schalls  ist  gleich  dem  Pro- 
dukt aus  der  Geschwindigkeit,  wie  sie  die  NEWxoN'sche  Formel  liefert 
und  der  Quadratwurzel  aus  dem  Verhältniss  der  specifischen  Wärme 
der  Luft  unter  Voraussetzung,  dass  dieselbe  stets  demselben  Drucke 
unterworfen  bleibt,  aber  verschiedene  Temperaturen  annehmen 
kann,  zur  specifischen  Wärme  der  Luft  unter  Annahme,  dass  diese 
Aenderungen  der  Temperatur  ohne  Volumveränderung  der  Luft  er- 
folgen,« 

5)  Es  ist  nun  nicht  schwierig,  den  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses 
LAPLACE'schen  Satzes  zu  erbringen.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  noch  einmal 
unsere  Fig.  250  und  fassen  in  ihr  die  zwischen  ß'  und  C  in  3)  gelegene  Luft- 
menge  11"  ins  Auge.  Ihre  Masse  ist  noch  dieselbe,  wie  die  von  II  in  1)  und  2),  d.  b, 
da  wir  den  Querschnitt  der  Schicht  als  1  ansehen,  gleich 

Wenn  wir  uns  nun  vorstellen,  dass  durch  Wärmezufuhr  dieses  Volumen  ohne 
Veränderung  des  auf  ihm  bestehenden  Druckes  auf  das  ursprüngliche  Volum  U 
in  1)  oder  U  in  2)  ausgedehnt  werden  sollte,  d.  h.  um  ein  Volum  1  -tix^dx 
zunehmen  sollte,  so  niüsste  die  vorhandene  Temperatur  t  um  eine  Anzahl  t 
Grade  erhöht  werden*  Diese  Wärmezufuhr  bewirkt  dann  etwas  Doppeltes: 
Erstens  eine  Erhöhung  der  Temperatur  von  /  auf  (/ H- t),  und  zweitens  eine 
Volumvergrösserung  von  {x  —  äx)  auf  jc,  also  um  dx.  Um  das  Letztere  fertig  zu 
bringen,  muss  aber,  wenn  wir  mit  c^  die  specifische  Wärme  der  Luft  bei 
constantem  Druck  und  mit  c^  die  bei  constantcm  Volumen  bezeichnen, 
die  Wärmemenge 

verwendet  werden,  welche  Menge  als  latent  im  neuen  Volumen  x  bestehen 
bleibt.  Wenn  wir  nun  jetzt  plötzlich  das  Volumen  x  auf  x  —  äi,  d,  h.  aufs  Vo- 
lumen  11'  in  3)  zusammendrückten,  so  würde  diese  latente  Wärme  w  wieder  frei. 
Sie  würde  sich  demgemäss  der  Luftmenge  IV  mittlieilen  und  deren  Temperatur 
von  (/H-t)  auf  ein  (/^-t  +  t^)  erhöhen,  zum  Tbeil  aber  würde  sie  sich  hernach 
auch,  wenn  wir  uns  die  ganze  Lufrstrecke  in  eine  Röhre  eingeschlossen  denken,  in 
die  Wand  dieser  Röhre  hin  verbreiten  können.  Aber,  wenn  wir  bedenken,  dass  das, 
was  wir  eine  Compression  der  Luftmasse  von  x  auf  j  — ^/nannten^  bei  der  Schall- 
fortpflanzung  während  einer  Verdichtung  der  Luft  eintritt  und  ferner  beachten, 
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dass  die  Zeit,  die  auf  eine  solche  Verdichtung  kommt,  eine  sehr  kurze  ist,  so 
dürfen  wir,  wie  dies  ja  Laplace  in  den  oben  citirten  Worten  schon  klar  aus- 
gesprochen hat,  annehmen,  dass  der  Verlust  an  Wärme,  der  bei  einer  raschen 
Compression,  d.  h.  während  des  kurzen  Zeittheilchens  einer  Verdichtung  nach  den 
Wänden  der  Röhre  hin  in  Betracht  kommen  könnte,  gleich  Null  zu  setzen  ist, 
d.  h.  wir  dürfen  annehmen,  dass  die  ganze  Compressionswärme  nur  dazu  kommt, 
die  Luft  von  II'  in  3)  zu  erwärmen,  so,  dass  unser  t'  den  vollen  Betrag  der 
Temperaturgrade  darstellt,  der  durch  die  Compressionswärme  w  in  II'  hervor- 
gerufen wird.  Dies  vorausgesetzt,  wird  demnach  diese  frei  werdende  Wärme- 
menge w  das  n'  so  erwärmen,  dass  die  Gleichung 

a/  =  Ä  •  2?  •  ^»  •  t' 
besteht,    oder,    wenn    man  für  w   den  oben   schon  erhaltenen  Ausdruck  gesetzt 
denkt  und  x  •  D  beiderseits  weglässt,  es  wird 

oder,  wenn  wir  das  Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen 

?  =  *  (8) 

''V 

setzen,  auch 

(^-1)=J (9) 

Es  kommt  nun  weiter  darauf  an,  für  t  und  t'  andere  Werthe  einzuführen. 
Bei  der  Volumvergrösserung  durch  Wärmezufuhr,  wobei  das  Volum  {x  —  dt)  =  11' 
in  3)  in*s  Volumen  x  übergeht,  ohne  dass  der  Druck,  der  auf  dem  Gase  lastet, 
sich  ändert,  kommt  das  GAY-LussAc'sche  Gesetz  zur  Anwendung,  dem  zu  Folge 

1  '  dx  =  X'  d'X 
ist,    wenn    a    den    Ausdehnungsconfficienten    der    Luft    bedeutet.      Demgemäss 
ist  also 

^  =  ^  (10) 

X  •  a 

Wenn    ferner   die  Luftmasse  U'  eine  Temperaturerhöhung  um  t'  Grade  bei 

einer  Verdichtung  erhält,  so  muss  die  in  ihr  schon  herrschende  Spannung  {p-^dp), 

wobei  also  dp  dem  MARiOTTE'schen  Gesetz  entspricht,  noch  um  eine  Spannung 

dp^  wachsen,    für    welche    die    GAY-LussAc'sche    Spannungsformel    giltig  ist, 

der  gemäss: 

dp'^{p^dp)ai'x' 

wird,  d.  h.  es  ist,  wenn  wir  den  Summanden  dp  •  (i*x^  als  verschwindend   klein 

ansehen : 

^/>'=/.a.T', 

d.h.  ^'  =  :?^...  (11) 

zu  setzen.  Führen  wir  diese  Werthe  für  t'  und  x  in  die  obige  Gleichung  (9)  ein, 
so  ergiebt  sich 

oder 

^  X 

Die  Spanrungsvermehrung  ist  demnach  nicht  blos  dp,  wie  es  Newton 
glaubte,  sondern  dp*  =  {dp  -■{'  df)  oder 


äp*=.äp^^'-''^-f-'''^äp^ktiA^-  ^^ 
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Nach  Gleichung  (1)  ist  aber =  dp\    daher 

-^  X 

Setzen   wir   anstatt   dp   in  Gleichung  (4a)  diesen  Werth   von  dp*  ein,    so 


ergiebt  sich 
oder 
oder 
oder 


k*  p  *  dx        X     ^     , 


Vi-y^ 


m 


.-Yi^.yj... 

als  die  dem  LAPLACE'schen  Satze  entsprechende  Formel. 

Da  k  für  die  verschiedenen  Gase  verschieden  ist  und  ebenso  s  ve»-schieden 
ist,  so  gestattet  die  Gleichung  (12)  auch  für  andere  Gase  im  Vergleich  mit  der 
Luft    die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   auf  theoretischem  Wege   zu  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  filr  ein  zweites  Gas  die  genannten  beiden  Grössen  mit  i'  und  s\ 
so  ist 

oder,  falls  s  und  c  fiir  die  Lutt  als  I  angenommen  werden: 


V  s'Jk 


n 


l 

1-395 

3-799 

1-396 

0-809 

1-368 

0-810 

1-361 

1-303 

1-239. 

Es    berechnet   sich  hiernach  i),  wenn  tnan  für  f'  die  von  REC^AULT  iür  ver- 
schiedene Gase  gefundenen  Werthc  von  f'  benutzt, 

T 

Luft 1 

Wasserstoff      ....     3'SOl 

Kohlensäure    .     ,     .     .     O'SOl 

Stickojcydul     ,     .     ,     ,     OSOl 

Ammoniak  .  .  *  .  r228 
6)  Die  directe  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  der  Luft,  wie  sie  bis 
zum  Jahre  1S22  viellach  ausgeführt  wurde,  hatte  in  der  bestimmtesten  Weise 
ergeben,  dass  der  Wind  von  bedeutendem  Einfluss  war.  In  Folge  dieser  Er- 
kenn tniss  hatte  man  verschiedentlich  nicht  blos  auf  der  einen,  sondern  auch  atif 
der  anderen  Station  die  Schüsse  abgefeuert,  um  eben  aus  den  je  beiderseitigen 
Werthen  das  Mittel  nehmen  zn  können,.  Soll  dieses  Mittelnehmen  aber  eine  Be- 
rechtigung haben,  so  müssen  die  Schüsse  gleichzeitig  abgefeuert  werden,  dean 
nur  dann  wird  ja  die  Schnelligkeit  des  Windes  für  beide  Schlisse  als  genau  die* 
selbe  angenommen  werden  können. 

Lapla.ce  musste  das  höchste  Interesse  daran  haben,  seine  Theorie  mit  der 
Erfahrung  vergleichen  zu  können,  und  waren  zu  dem  Ende  vor  Allem  tadellose 
und  einwurfsfreie  Experimente  erforderlich.    Auf  seine  Veranlassung  wurden  daher 


^)  WcT^*  WÜLLNEU,  Exp^üaentalphy^ik,  4.  Aufl.^  Bd.  I,  pog.  794» 
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die  Versuche  der  französiscbeu  Akademiker  vom  Jahre  1738  wiederholt.  Das  Bureau 
des  Longiiudes  zu  Paris  setzte  eine  Commission  nieder.  Als  Stationen  waren 
gewählt  Monthlery  und  Villejuif,  deren  Distanz  von  Arago  gleich  18622-27  m 
gefunden  worden  war.  Zu  Monthlery  beobachtete  A.  v.  Humboldt,  Gay-Lussac 
und  BouvARD,  in  Villejuif  Arago,  Matthieu  und  de  Pronv.  Die  Beobachtungen 
fanden  statt  in  den  Nächten  des  21.  und  22.  Juni  im  Jahre  1822.  Auf  beiden 
Stationen  wurden  12  Kanonenschüsse  abgefeuert  und  zwar  so,  dass  auf  jeder 
Station  alle  10  Minuten  ein  Schuss  abgegeben  wurde,  und  die  Schüsse  der  einen 
Station  mitten  zwischen  die  der  anderen  fielen,  d.  h.  je  zwei  der  aufeinander 
folgenden  Schüsse  der  beiden  Stationen  um  5  Minuten  auseinanderlagen.  Aus 
7  solchen  wechselseitigen  Schüssen  am  21.  Juni  berechnete  sich  die  Schall- 
geschwindigkeit in  trockener  Luft  bei  0°  und  unter  Benutzung  des  von  Gay-Lussac 
und  Welter  berechneten  Werthes  k=-\  -3748  gleich 

c  =  330-8  m. 
Im  nächsten  Jahre  unternahmen  die  holländischen  Physiker  Moll,  van  Beek 
und  Kuvtenbrouwer  neue  Beobachtungen,  wobei  möglichst  gleichzeitig  an  beiden 
Stationen  die  Schüsse  abgegeben  wurden.  Die  Standpunkte  waren  zwei  Hügel 
5  Meilen  von  Amsterdam  in  der  Heide  gelegen.  Das  Schlussmittel  aus  den  Be- 
rechnungen von  Moll  und  van  Beek  war  für  0°  C.  und  76  cm  Druck 

c  =  332-05  w, 
wobei  jedoch  bemerkt  werden  muss,  dass  hierbei  der  Ausdehnungscoefficient  der 
Luft  nach  Gay-Lussac  zu  a  =  000375  benutzt  wurde,  während  später  von Jolly 
der   genauere    Werth    gleich   0003669   gefunden    wurde,    bei    dessen  Zugrunde- 
legung sich 

^:=  332-25« 
ergiebt. 

Es  verdient  nun  weiter  hervorgehoben  zu  werden,  dass  Röber^)  auf  einen 
principiellen  Fehler  in  der  Berechnung  der  Schallgeschwindigkeit  von  Moll  und 
VAN  Beek  und  Anderen  aufmerksam  machte,  und  dass  weiter  van  Rees  zeigte, 
wie  man  genau  bei  dieser  Berechnung  zu  verfahren  habe.  Der  Satz  nämlich, 
dass  man  bei  gleichzeitig  erfolgenden  Schüssen,  wenn  Wind  geht,  einfach  nur 
das  Mittel  aus  den  beiderseitigen  Schallgeschwindigkeiten  v<^  von  der  Station  A 
nach  B  und  v^  von  B  nach  A  zu  nehmen  habe,  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Wind  genau  in  der  Richtung  von  A  nach  B  oder  umgekehrt  weht 
während,  wenn  er  die  Verbindungslinie  von  A  nach  B  kreuzt,  complicirtere  Ver- 
hältnisse stattfinden.  Für  die  erstere  Voraussetzung  lässt  sich  der  Zusammen- 
hang leicht  erkennen.  Nennen  wir  w  die  Geschwindigkeit  des  Windes  in  der 
Richtung  von  A  nach  B  so  ist,  wenn  /^  und  /,  ^^^  ^"^  <^en  Stationen  B  und  A 
erhaltenen  Zwischenzeiten  zwischen  Wahrnehmung  des  Lichtblitzes  und  des 
Schalles,  femer  c  die  Geschwindigkeit  bei  Windstille  und  d  die  Wegstrecke 
zwischen  A  und  B  bedeuten 


mithin 
oder 


l  fd       d\ 

d.  h.    es   ist   die  wahre  Schallgeschwindigkeit   das  arithmetische  Mittelbaus  den 
einzelnen  Schallgeschwindigkeiten.     Hieraus   ergiebt  sich  sofort  die  Nothwendig- 


*)  Fortschr.  der  Physik  der  Berliner  physikal.  Ges.,  Jahrg.  1865,  pag.  137.  Anja, 
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keit  von  gleichzeitigen  Schüssen.  Denn,  wenn  der  Wind  die  Richtung  voe 
A  nach  B  auch  beibehält,  aber  bei  einem  Schuss  von  B  aus,  der  z.  B.  später 
wie  der  von  A  aus  erfolgen  soll,  eine  andere  Geschwindigkeit  hat,  so  sind  die  w 
in  den  obigen  Gleichungen  ungleich  und  lassen  sich  nicht  eleminiren. 

Wenn  aber  nun  weiter  der  Wind  nicht  von-^  nach  B,  sondern  unter  einem 
Winkel  9  gegen  die  Verbindungsrichtung  AB  weht,  so  zeigte  van  Rees  *),  dass  c 
durch  eine  complicirtere  Formel  dargestellt  wird  und  dass  hierbei 


^2       4/i«-V  cos^^ 
zu  setzen  ist,  welcher  Werth  für  9  =  0  in  die  oben  mitgetheilte  Form  übergeht 

Es  hat  nun  Schröder  van  der  Kolk  im  Jahre  1865  die  mitgetheilten  und 
andere  Verhältnisse,  welche  Moll  und  van  Beek  übersehen  hatten,  genau  berfick- 
sichtigt*^  und  die  von  den  beiden  letzteren  Beobachtern  vorliegenden  Beob- 
achtungen bei  einer  neuen  Berechnung  zu  Grunde  gelegt.    Diese  ergab 

c  =:  332-77  d:  0*093  m, 
also  0*72  m  mehr  wie  bei  der  früheren  Rechnung. 

7)  Die  Lösung  der  Frage:    Wie  kann  die   Schallgeschwindigkeit  direkt  im 
Sinne  der  im  Vorausgehenden  so  zahlreichen  Versuche   bestimmt  werden,   trat 
in  ein  neues  Stadium,  als  Regnault  sich  der  Sache  bemächtigte,  und  gerade  voo 
diesem    Forscher    konnte    man    etwas   Neues    und    Bedeutungsvolles    erwarten. 
Regnault   hatte   zunächst   die  Ueberzeugung  gewonnen,    dass  die  früheren  Me- 
thoden   der   direkten  Messung   der   Schallgeschwindigkeit   einen  Fehler  in   sidi 
bargen,  der  im  Beobachter  selbst  lag  und  ein  physiologischer  genannt  werden 
muss.    Regnault  bemerkte  nämlich,  dass  der  Beobachter  sowohl  vom  Lichtblitz 
der  Geschütze  als  auch  von  dem  Schall  des  Geschützdonners  überrascht  werde, 
dass    einmal    eine   gewisse,    wenn   auch  noch  so  kleine  Zeit,    verfliessen  müsse 
zwischen  dem  wirklichen  Eintreffen  des  Lichtblitzes  auf  der  Netzhaut  und  dem 
Momente   der   selischen    Wahrnehmung,    ebenso    zwischen    dem    Anschlag    des 
Donners   an   das    Trommelfell    und    der   eigentlichen   selischen  Perception    des 
Schalles,   dass  femer  auch  jedenfalls  eine  gewisse  Zeit  verflösse  zwischen  diesen 
selischen  Momenten  und  der  wirklichen  Ausführung  der  Notirung  der  Zeiten  für 
den  Lichtblitz    und  den  Donner.     Aus   diesen  Gründen  suchte  Regnault   nach 
einer   Methode,    wobei  die    subjektive  Thätigkeit   eines  Beobachters  in  Wegfall 
kam,    indem  starre    mechanische  Einrichtungen   zu    functioniren   hatten,    denen 
er  zutraute,  dass  sie  die  entsprechenden  Schallwellen  genau  im  Momente  ihrer 
Ankunft  auch  signiren  müssten.     Ob  dem  wirklich  so  ist,    mag  zunächst  dahm- 
gestellt   bleiben.     Denn    man    kann  der  Ansicht  sein,    dass,    wenn    z.  B.    eine 
Membran  an   das   eine  Ende  eines  Hebels   angelehnt  ist,    dessen  anderes  Ende 
einen  Schreibstift  trägt,    und  die  Membran  plötzlich  einen  Stoss  nach  der  Seite 
des  Hebels-  hin    erfährt,    dass    dann    doch  eine   kleine   Zeit  verfliesst,  bis    der 
Hebel   anfängt   mit   dem  Schreibslifte  die  Marke  auf  einer  berussten  Trommel 
oder  Scheibe  zu  notiren.     Vielleicht  aber  konnte  diese  Zwizchenzeit  bei  starren 
Mechanismen   viel    geringer   sein,    als   bei   dem  von   der  subjektiven   selischen 
Beschaffenheit  des  Menschen  wesentlich  abhängigen  Muskelmechanismus. 

Wenn  Lufterschütterungen  mechanisch  auf  starre  Körper,  wie  Hebel  tiber- 
tragen werden  sollen,  so  kommen  als  diejenigen  Körper,  auf  welche  die  Er- 
schütterungen zunächst  einwirken,  nur  Membranen  in  Betracht  und  machte 
desshalb  Regnault  bei  seiner  Methode  von  diesen  einen  ausgedehnten  Gebrauch. 


1)  POGG.  Ann.,  Bd.   124,  pag.  465. 
»)  Pogg.  Ann.,  Bd.  124,  pag.  453. 
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Die  Grundgedanken  bei  den  RsGNAULT'schen  Methoden  waren  nun  folgende: 

1)  Man  erzeugt  an  einer  Station  A  eine  Lufterschütterung,  wobei  im  selben 
Moment,  wo  diese  entsteht,  ein  ausgespannter  Draht  zerrissen  wird,  und  so  ein 
elektrischer  Strom  unterbrochen  wird,  der  bis  zu  diesem  Momente  an  der 
Station  B  einen  Elektromagneten  in  Thätigkeit  erhielt,  in  welcher  Thätigkeit  ein 
Hebel  mit  dem  einen  Ende  nach  dem  Elektromagneten  hingezogen  wurde  und 
mit  dem  anderen  Ende  auf  eine  um  eine  verticale  Axe  sich  drehende  Schreib- 
trommel seine  Aufschrift  machte.  Diese  Aufschrift  hörte  also  auf  im  Moment, 
wo  der  in  A  ausgespannte  Draht  zerriss,  d.  h.  im  Momente,  als  die  Verdichtungs- 
welle sich  von  A  aus  nach  B  hin  in  Bewegung  setzte. 

3)  Im  Momente,  wo  die  Verdichtungswelle  in  B  ankommt,  trifft  sie  auf  eine 
in  verticaler  Ebene  ausgespannte  Membran.  Diese  macht  eine  Excursion  nach 
aussen  und  kommt  hierbei  in  Contakt  mit  einem  besonderen  Metallstitt,  wodurch 
wiederum  ein  elektrischer  Strom  geschlossen  wird,  der  denselben  Elektromagneten, 
welcher  im  Momente,  als  die  Verdichtung  die  Station  A  verliess,  unthätig  ge- 
worden war,  momentan  wieder  in  Thätigkeit  setzt  und  so  den  Hebel  veranlasst 
eine  zweite  Aufschrift  zu  machen,  die  aber  jetzt,  da  die  Bewegung  der  Membran 
nur  eine  kurz  andauernde  ist,  auch  nur  auf  eine  kurze  Strecke  hin  auf  der 
Schreibtrommel  bemerkbar  wird. 

s)  Die  Zwischenstrecke  zwischen  den  beiden  Stellen  der  Schreibtrommel, 
an  denen  einmal  der  Schreibstift  aufhörte  und  dann  wieder  anfing  zu  schreiben, 
entspricht  der  Zeit,  welche  die  Schallwelle  gebraucht  hat,  um  von  A  nach  B  zu 
gelangen.  Es  muss  demnach  noch  ein  Zeitmesser  hinzukommen,  und  benutzte 
Regnault  eine  Stimmgabel,  welche  ihre  Schwingungen  neben  dem  Schreibstift 
auf  die  Trommel  aufschrieb.  Kennt  man  die  Zahl  ihrer  Schwingungen  genau, 
so  lässt  sich  aus  der,  auf  die  den  beiden  Momenten  entsprechende  Zwischen- 
strecke, gehenden  Zahl  von  kleinen  Wellen  auch  die  Zwischenzeit  bestimmen,  wie 
dies  ja  zur  Genüge  aus  andern  Experimenten  bekannt  ist.  Kennt  man  die  Zahl 
der  Gabel-Schwingungen  nicht  genau,  so  muss  noch  ein  Pendel  verwendet  werden, 
das  neben  der  Stimmgabel  die  Sekundenmarken  oder  halbe  Sekundenmarken 
notirt. 

Mit  Ausnahme  der  Stimm-  ~^  t^     H     |r 

gabel  und  des  Pendels  stellt 
die  Fig.  251  schematisch  den 
Zusammenhang  dar,  der  klar 
wird,  wenn  noch  die  einzelnen 
Theile,  die  durch  beigesetzte 
Buchstaben    bezeichnet    sind, 

jetzt  namhaft  gemacht  werden.  (Ph.  25L) 

Es  stellt  nämlich  vor: 

E  die  Eiektricitätsquelle,  von  welcher  der  elektrische  Strom  in  der 
Richtung  des  beigesetzten  ungefiederten  Pfeils  nach  den  Klemmen  1,  2  u.  s.  w. 
verläuft; 

/  das  Drahtsttick  der  Stromleitung,  welches  zerrissen  wird  im  Moment,  wo 
die  Schallwelle  sich  von  links  nach  rechts  in  Bewegung  setzt; 

m  den  Elektromagneten; 

a  den  Anker,  der  sich  um  h  dreht,  damit  der  Schreibstift  j  auf  die  T  r  o  m  m  e  1 
T  schreiben  kann; 

M  die  Membran,  die  in  ji  ein  kleines  Platinblech  trägt,  das  durch  einen 
feinen  Draht  mit  der  Klemme  1  verbunden  ist.    Schwingt  if  nach  rechts,  so  geräth  a 
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in  Contakt  mit  dem  Metallstift  c;  es  ist  daher  wiederum  von  der  Klemme  1 
aus  über  die  Klemme  5  in  der  Richtung  der  gefiederten  Pfeile  der  Strom  her- 
gestellt 

8)  Recnault  stellte  nun  seine  Versuche  in  verschiedener  Weise  an,  einmal  so, 
dass  er  die  Lufterschütterung  an  einem  Ende  einer  langen  Röhrenleitung  durdi 
einen  Pistolenschuss  erzeugte,  während  das  andere  Ende  durch  eine  Membran 
abgeschlossen  war;  sodann  auch  so,  dass  er  in  freier  Luft  Kanonenschüsse 
abfeuerte  und  deren  Erschütterung  ebenfalls  auf  eine  weit  davon  aufgestellte 
Membran  wirken  Hess;  sodann  so,  dass  das  eine  Ende  plötzlich  durch  einen  ein- 
geführten Kolben  comprimirt  wurde. 

Die  Röhrenleitungen  in  Paris  waren  von  ungleichem  Durchmesser  und  un- 
gleicher Länge  nämlich: 

i)  eine  Gasröhrenleitung,  deren  Weite  gleich  OIOSm  war  und  von  welcher 

Strecken  von  566-74,  899-25  und  1351-95  benutzt  werden  konnten; 
s)  eine  Wasserleitung  mit  Röhren  von  0*300  m  Weite  und  einer  Gesammt- 
länge  von  19050  m] 

s)  eine  Gasleitung  mit  Röhren  von  0'2 16 /»  Weite  und  einer  Totallänge  von 

3625-24  m] 
i)  eine  Wasserleitung  mit  Röhren  von  1*10  m  Weite  und  einer  Totallä^ge 
von  4886*45  m. 

In  der  ersten  Leitung  wurde  ausser  der  atmosphärischen  Luft  auch 
Kohlensäure,  Wasserstoff  und  Leuchtgas  auf  die  Leitungsfähigkeit  unter- 
sucht, wobei  je  die  Werthe  von  c'  sich  ergaben,  die  bei  den  Berechnungen  anf 
pag.  798  benutzt  wurden. 

Die  ganze  Untersuchung  Regnaults  vertheilt  sich  auf  die  Jahre  1862 — 1866 
und  muss  als  eine  der  umfangreichsten  betrachtet  werden,  welche  jemals  zur 
Lösung  eines  wissenschaftlichen  Problems  unternommen  wurde.  Dem  ent- 
sprechend ist  auch  der  gesammte  Apparat,  den  man  Regnault  zur  Verlügmif 
gestellt  hatte,  so  grossartig,  wie  er  wenigstens  auf  dem  Gebiete  der  Lehre  voin 
Schall  zum  zweiten  Mal  bis  jetzt  nicht  anzutreffen  ist. 

Wir  geben  in  kurzen  Worten  die  Hauptresultate,  welche  Regnault  darch 
seine  Untersuchung  feststellen  wollte^). 

1)  Die  Intensität  der  Schallwelle  nimmt  beim  weiteren  Fortschreiten 

in  den  Röhren  ab  und  zwar  um  so  rascher,  je  enger  die  Röhren  sind. 

s)  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eines  Schalls,    falls  man  dieselbe 

Intensität  der  Erregung  voraussetzen  darf,    ist   in   verschiedenen  Röhren 

nicht  dieselbe,  sondern  verringert  sich  mit  dem  Durchmesser  der  Röhren. 

m)  Ein  Schall  von  grösserer  Intensität  pflanzt  sich  mit  einer  grösseren 

mittleren  Geschwindigkeit  fort,  wie  einer  von  geringerer. 
4)  Die  mittlere  Geschwindigkeit  eines  und  desselben  Schalles  in  derselben 
Röhre  verringert  sich  merklich  mit  der  Länge  des  von  ihm  zurückgelegten  Weges. 
Fl)  Die  Beschaffenheit  der  Röhren  wände  (ihre  Rauhigkeit)  übt  auf  die 
Intensität  des  Schalls  einen  Einfluss  aus,  der  sich  jedoch  um  so  mehr  ab- 
schwächt, je  grösser  der  Durchmesser  wird.  Diese  Einwirkung  ist  in 
Leitungen  von  1*1  m  Durchmesser  verschwindend  klein,  so  dass  man  an- 
nehmen darf,  es  pflanze  sich  in  ihnen  der  Schall  ebenso  schnell  wie  in 
freier  Luft  fort. 


I 


0  Vergl.  auch  die  oben  citirte  Abhdl.  t.  Dr.  Hilfee. 
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Mit  der  weitesten  Röhre  machte  Recnault  sehr  ausgedehnte  Versuche, 
deren  Darstellung  in  der  Originalabhandlung  allein  schon  233  Quartseiten  ein- 
nimmt. Der  Hauptwerth,  welcher  für  die  Schallgeschwindigkeit  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  ein  Pistolenschuss  mit  einer  Pulverladung  von  O'ö^r  Pulver 
abgefeuert  wurde,  war  bei  0° 

c  =  330-6  m. 

Da  in  der  Formel  fUr  die  Schallgeschwindigkeit  der  Co^flicient  k  vorkommt, 
so  lässt  sich,  wie  dies  vielfach  nach  Schallexperimenten  geschehen  ist,  k  auch 
berechnen.  Der  REGNAULx'sche  Werth  wird  dann  unter  Zugrundelegung  des 
zuletzt  mitgetheilten  c  gleich 

>&=  1-3945. 

9)  Mit  besonderem  Interesse  muss  auch  das  Resultat  der  ausgedehnten  Ver- 
suche in  freier  Luft  aufgefasst  werden.  Regnault  fand  bei  einer  Distanz  gleich 
1280  I»  aus  18  Einzelwerthen  den  Mittelwerth: 

c  =  331-37  m 
und  aus  149  Einzelwerthen  bei  einer  Distanz  gleich  2445  m 

^  =  330-71/». 

Vergleichen  wir  diesen  letzteren  Werth  mit  dem  oben  mitgetheilten  für  die 
Röhretileitung  mit  dem  grössten  Durchmesser,  so  ist  er  blos  um  O'll  m  grösser, 
was  dem  mehrfach,  wie  wir  noch  sehen  werden,  auch  von  Andern  bestätigten 
Satze  entspricht,  dass  die  Schallgeschwindigkeit  in  weiter  und  weiter  werdenden 
Röhren  mehr  und  mehr  den  Werth  wie  in  freier  Luft  annimmt. 

Wenn  man  nun  ganz  absieht  von  den  REGNAULT'schen  Versuchen  bei  Röhren 
und  nur  dessen  Versuche  in  freier  Luft  betrachtet,  so  muss  der  REGNAULT*sche 
Werth  330-71,  verglichen  mit  dem  von  Schröder  van  der  Kolk  genau  berechneten 
Werthe  aus  den  Beobachtungen  von  Moll  und  van  Beek,  nämlich  c  =  332*77 
als  ein  auffälliger  erscheinen.  Die  Differenz  beträgt  —  2-07  m  und  ist  diese  doch 
zu  gross,  als  dass  sie  nicht  eine  besondere  Ursache  voraussetzte.  Es  fragt  sich 
nur  welche?  Die  Standlinie  bei  den  Versuchen  der  holländischen  Physiker  war 
17669*5  m.  Die  bei  Regnault  nur  2445  lang,  mithin  nur  der  siebente  Theil  von 
ersterer.  Nach  der  von  Regnault  selbst  bestätigten  Thatsache,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit mit  der  Länge  des  durchlaufenen  Weges  etwas  abnehme  —  denn  er 
fand  bei  1280  m  Distanz  c  =  331  37  und  bei  2445  m  Distanz  c  =  330'71  —  könnte 
man  erwarten,  dass  die  holländischen  Physiker  eher  einen  noch  kleineren  Werth 
wie  330*71  hätten  finden  müssen;  sie  fanden  aber  einen  um  206  1»  grösseren. 
Es  bleibt  hiemach  nur  eine  Annahme  übrig,  nämlich  die  Verschiedenheit,  welche 
bei  den  beiden  Methoden  in  dem  Notirungsmodus  lag.  Moll  und  van  Beek 
notirten  persönlich  und  können  wir  diese  Notirung  geradezu  eine  persönliche 
nennen.  Im  Moment,  wo  der  Lichtblitz  wahrgenommen  wurde,  wurde  die  Zeit 
notirt,  im  Moment,  wo  der  Schall  zur  Wahrnehmung  kam,  die  zweite  Zeit.  Ein- 
mal war  also  das  Organ  des  Auges,  das  andere  Mal  das  des  Ohres  der  Vermittler 
zur  Auslössung  der  Willensäusserungen.  Regnault  wollte  nun  gerade  die  Fehler, 
welche  bei  dieser  persönlichen  Methode  sich  einstellen  konnten,  also  Verzöge- 
rungen, vermeiden  und  griff  zur  Methode  der  mechanischen  Notirungen. 
Bei  ihr  muss  sich  zunächst  eine  Membran  in  Bewegung  setzen,  dann  muss  ein 
Hebel  von  einem  Elektromagneten  angezogen  werden.  Man  darf  wohl  annehmen, 
dass  die  Membran,  sobald  sie  von  der  Verdichtungswelle  getroffen  wird,  ohne 
Verzug  sich  auch  in  Bewegung  setzt.  Anders  ist  es  aber  bei  der  Hebelbewegung. 
Denn  wenn  auch  der  elektrische  Strom  momentan  den  Einsenkem  des  Elektro- 
magneten umkreist,  so  wird  sicherlich  eine  kurze  Zeit  verfliessen,  bis  letzterer  das 
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Maximum  des  Magnetismus  annimmt  und,  wenn  er  dieses  Maximum  hat,  wird 
auch  eine  kurze  Zeit  noch  verfliessen,  bis  der  Hebel  so  weit  und  so  stark  an- 
gezogen wird,  dass  er  einen  Eindruck  auf  die  Schreibtrommel  machen  kann.  Wie 
dem  nun  auch  sei,  das  Faktum  der  Verschiedenheit  besteht,  und  können  wir 
dasselbe  noch  specieller  numerisch  bezeichnen.  Da  nämlich  die  Differenz  der 
beiden  Werthe  2*06  m  beträgt  und  das  c  rund  gerechnet  332  m  ist,  so  würde  die 
hierfür  nöthige  Zeitdifferenz  gleich  2*06/332  Sekunden  sein,  d.  h.  die  persönliche 
Notirung  ist  der  mechanischen  um  1/166  Sekunde  voraus.  So  würde  die 
Zeitdifferenz  bei  einer  Sekunde  Zwischenzeit  anzunehmen  sein,  d.  h.,  wenn 
aus  der  Entfernung  von  332  m  eine  Schallerregung  ausginge,  würde  sie  nach  der 
mechanischen  Notirungsweise  gegenüber  der  persönlichen  mit  einer  Verzögerung 
von  1/166  Sekunde  notirt  werden.  Ganz  anders  fällt  aber  die  Sache  aus,  wenn 
wir  die  ganzen  Zwischenzeiten  zwischen  Licht-  und  Schalleindruck  beiRsGNAULT 
und  den  holländischen  Physikern  in  Rechnung  ziehen.    Da   nämlich  die  Schall- 

ä 
geschwindigkeit  ^  =  t  ist,  so  besteht,  wenn  wir  Weg  und  Zeit  bei  den  holländi- 
schen Beobachtern  mit  d  und  /,  bei  Regnault  mit  d^  und  /|,  und  die  Verzöge- 
rung bei  Regnault  mit  A/  bezeichnen,  die  Gleichung 

d^_      d^ 

Denn  hätte  Regnault  nicht  eine  Zwischenzeit  /|,  sondern  eine  um  A/  kleinere 
Zwischenzeit  erhalten,    so  würde  sein  c  ebenso  gross  wie  das  der  holländischen 

d  d. 

Physiker  geworden  sein.     Nun  ist  aber  /  =—  und   /j  s=  -*■  mithin 


i^A. 


oder 

d^  —  A/«r, 
oder 

Setzt  man  die  entsprechenden  Zahlenwerthe  für  ^j,  ^  und  c^  ein,  so  erhält 
man  in  runder  Zahl 

A/=s  g^  Sekunde 

als   den  Unterschied   der  Notirungszeiten   zwischen   den   beiden  Beobachtungs- 
methoden. 

10)  Ein  Resultat  der  REGNAULT'schen  Experimente,  welches  später  in  seber 
Richtigkeit  angezweifelt  wurde,  ist  das  oben  im  dritten  Satze  mitgetheilte  Ergeb- 
niss.  Nach  Regnault  soll  hiernach  die  Schallgeschwindigkeit  bei  einer  inten- 
siveren Schallerregung  ebenfalls  eine  grössere  sein.  Wenn  dies  zugegeben 
werden  muss,  so  leuchtet  ein,  dass  auch  die  Theorie,  soweit  sie  unserer  Formel 
Gleichung  (7)  entspricht,  noch  nicht  vollständig  ist.  Denn  sie  enthält  kein  Ele- 
ment, welches  sich  auf  die  Intensität  des  Schalls  bezieht.  Derjenige,  welcher  nun 
die  REGNAULT'sche  Arbeit  genau  prüfte,  namentlich,  um  auch  diese  jetzt  in  Be- 
tracht kommende  Frage  wegen  des  Einflusses  der  Intensität  zu  entscheiden,  war 
der  holländische  Physiker  H.  J.  Rink,  dessen  Untersuchung  auch  in  einem  Auf- 
satze der  PoGGENDORFF'schen  Annalen,  Bd.  149,  pag.  533—546  im  Jahre  1873  unter 
dem  Titel  »Ueber  die  Geschwindigkeit  des  Schalls  nach  Herrn  Regnault's  Ver- 
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suchen  €  veröfTentlicht  wurde.  Rink  macht  zunächst  darauf  aufmerksam,  dass  man 
es  bei  den  REGNAULT'schen  Versuchen  auch  mit  sogen.  >Explosionswellenc  su 
thun  habe,  im  Gegensatze  zu  den  Wellen,  wie  sie  durch  einen  wirklich  tönenden 
Körper  erzeugt  werden.  Diese  Explosionswellen,  Explosionsverdichtungen  werden 
da  entstehen,  wo  wir  es  mit  einem  mehr  oder  minder  heftigen  Knalle  zu  thun 
haben,  also  bei  der  Entzündung  eines  exlosiven  Stoffes,  femer  beim  Ueberspringen 
eines  starken,  elektrischen  Funkens  durch  die  Luft,  femer  beim  sehr  raschen  und 
sehr  heftigen  Auftreffen  eines  harten  Gegenstandes  auf  einen  zweiten  u.  s.  w.  Das 
Wesen  einer  hierdurch  erzeugten  Welle  besteht  zunächst  in  der  Heftigkeit,  in 
der  Intensität  der  Erregung  und  aller  meistens  auch  in  der  Ausdehnung,  welche 
die  Erschütterung  gleich  von  vornherein  annimmt.  Diese  grosse  Intensität  bringt 
es  mit  sich,  dass  die  Luftmasse,  welche  zuerst  erschüttert  wird,  nicht  etwa  wie 
die  an  eine  Stimmgabel  oder  eine  -Saite  anstossende  Luft  an  Ort  und  Stelle  ver- 
bleibt und  hier  in  Verdichtungen  und  Verdünnungen  geräth,  sondern,  dass  diese 
nächste  Luftmasse  in  der  Richtung  der  Fortpflanzung  des  Schalles  fortgeschleudert 
wird,  d.  h.  eine  Progressivbewegung  erhält.  Eine  solche  Luttmasse,  wie  sie 
durch  einen  Pistolenschuss  oder  einen  Kanonenschuss  bewegt  wird,  kann  gewisser- 
maassen  selbst  wie  ein  Geschoss  betrachtet  werden,  das  anfangs  als  eine 
compakte  Masse  vorwärts  eilt,  hierbei  aber  sich  mehr  und  mehr  zerstreut  und 
schliesslich  nicht  mehr  im  Stande  ist,  eine  weitere  merkliche  Progressivbewegung 
den  vorliegenden  Luftschichten  mitzutheilen,  sondem  von  da  an  nur  eine  Ver- 
dichtungswelle im  Sinne  der  eigentlichen  Wellenbewegung  fortzupflanzen  vermag. 
Dieser  Charakter  der  Explosionswelle  ist  von  Regnault  selbst  deutlich  erkannt 
worden.  Denn  er  sagt  auf  pag.  45  seiner  berühmten  Abhandlung:  >0n  doit  donc 
admettre  qu'au  moment  du  tir  dune  arme  ä  feu,  k  gas  comprimi  qui  ien  ichappe 
est  lanci  tabord  comme  un  projectik^  qui  imprime,  tum  seuknutU  unt  compression, 
ntais  aussi  un  iranslation  aux  cauches  dair  voisines.  Ce  dernur  effet  devknt  pro- 
babkmeni  insensitk  ä  une  certaine  distance,  mais  il  doit  troubkr  notabkment  la 
vitesse  de  propagation  ilastique  dans  k  voisinage  du  dipart,  fai  eu  souvent  occa- 
sion  de  reconnattre  ks  effets  de  cette  transkition  dans  nus  experiences^  surtout  dans 
Celles  qui  ont  iti  faites  dans  de  tuyaux  de  petite  section,€ 

Man  darf  wohl  annehmen,  dass  auch  bei  der  Erregung  der  Luft  durch  wirk- 
lich tönende  Körper  eine  solche  Translation  nicht  ausgeschlossen  ist.  Bei  einem 
plötzlichen  Trompetenstoss,  den  ein  Bläser  in  die  Luft  hinein  thut,  wird  zweifel- 
los auch  eine  solche  Translation  eintreten. 

Wenn  dem  nun  so  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Schalls, 
der  durch  eine  Explosionswelle  erzeugt  wird,  zunächst  eine  grössere  werden  muss. 
Denn  die  Translation  wirkt  ja  gerade  so 

wie    ein   die   Schalleitung    begünstigender  ^1  '  J 

Wind.    Es  leuchtet  femer  ein,  dass,  wenn    *  ■        i 

man    die    Schallgeschwindigkeitj  zwischen  (P1l258) 

zwei  Strecken  B  und  C  misst,  welche  durch 

eine  Schicht  AB  von  der  Explosionsquelle  A  getrennt  ist,  man  mit  dem  Einflüsse 
der  Translation  weniger  oder  gar  nicht  mehr  wird  zu  schaffen  haben.  Ferner 
ist  klar,  dass,  wenn  die  in  A  (Fig.  252)  durch  einen  Pistolenschuss  erzeugte 
Explosionswelle  in  der  Röhrenleitung  nach  B  läuft  und  hier  die  Membran  m 
erschüttert  hat,  sie  nach  der  Reflexion  wieder  nach  ihrer  Ausgangsstation  zurück- 
kehren kann.  Wenn  man  nun,  wie  Regnault  es  wirklich  that,  nach  dem  Ab- 
feuern eines  Schusses  rasch  in  das  Ende  A  eine  zweite  Membran  einsetzt,  so 
wird  bei  der  Rückkehr  der  Welle  von  B  nach  A  auch  die  Membran  m^  erschüttert 
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werden.  Von  hieraus  kann  die  Welle  zum  zweiten  Mal  nach  B,  dann  zum  z^^eiten 
Mal  nach  A  u.  s.  w.  laufen.  Es  leuchtet  somit  ein,  dass,  wenn  wir  zur  Bestimmang 
der  Schallgeschwindigkeit  den  ersten  Lauf  von  A  nach  B  nicht  berttcksichtigen, 
vielleicht  auch  noch  den  Rücklauf  von  B  nach  A  unberücksichtigt  lassen  und 
erst  vom  zweiten  Lauf  von  A  nach  B  hin  u.  s.  w.  die  Schallgeschwindigkeit  be- 
stimmen, wir  dann  einen  von  der  Translation  unabhängigen,  d.h.  kleineren 
Werth  c  erhalten  müssen. 

Eine  solche  Benutzung   der  REGNAULT'schen    Beobachtungszahlen   hat     nun 
RiNK  gemacht,  und  geben  wir  zunächst  eine  Zusammenstellung  von  Zahlenwerthen, 
nach  welcher  seine  Schlussfolgerung  sich  als  gerechtfertigt  erweist. 
Durchlaufener  Weg  L  =s  1417-95  iw, 
Röhrendurchmessers  VI  m. 


Reihe 

^1 

^. 

^. 

^4 

^s 

2te 
öte 
8te 

88215 
882-21 
840-16  • 

88114 
881- .  .  • 
831-46 

880-86 
880-04 
830-79 

880'83 
330-48 
330-4 1 

830-58 
330-31 
330-77 

Mittel 

83218 

831-30 

380-40 

330-57 

330-55 

Es  bedeutet  hierin  L^  die  Strecke,  welche  zum  erstenmal  von  A  nach  B 
durchlaufen  wurde,  femer  Z,  dieselbe  Strecke  aber  von  B  nach  A  durch- 
laufen, Z3  dieselbe  Strecke  wieder  von  A  nach  ^durchlaufen.  Man  erkenn^ 
selbst  wenn  man  die  beiden,  jedenfalls  nicht  richtig  und  mangelhaft  abgedruckten 
Werthe,  die  mit  einem  *  versehen  sind,  weglässt,  sehr  deutlich,  dass  die  Werthe 
der  Columne  Z^  grösser  sind  wie  die  von  Z^  und  die  von  Z^  entschieden  wieder 
grösser  wie  die  von  Z3,  Z4  und  Z5. 

Nun  gebe  ich  noch  eine  vollständige  Tabelle  mit  Rücksicht  auch  auf  ver- 
schiedene Pulverladungen,  um  den  Einfluss  der  Intensität  der  Schallerregung 
auf  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  beurtheilen  zu  können. 

I^nge  des  durchlaufenen  Wegs  Z  =  1417-95  m, 
Durchmesser  der  Röhren  =  1*1  m. 


Reihe 

Lad.  ^r 

^s 

^4 

^* 

^6 

^T 

^8 

^9 

^10 

1 
17 

0-5 
05 

33002 
329-40 

330-59 
331-50 

329-89 
329-45 

330-37 
330-84 

329-71 
330-69 

330-24 
331-40 

328-99 
327-44 

380-86 

Mittel 

2 
5 
6 
7 
16* 

0-5 

l'O 
10 
10 
10 
1-0 

329-71 

330-36 
33004 
330-36 
330-81 
330-28 

331-04 

330-83 
330-48 
331-38 
330-35 
33112 

329-67 

330-56 
330-31 
329-77 
330-89 
33010 

330-61 

330-69 
33011 
331-23 
330-37 
331-35 

380-20 

329-76 
319-86 
33006 
330-65 
3-29-93 

330-82 

330-32 
330-56 
330-26 
329-93 
331-59 

328-22 

329-70 
329-86 
33005 
330-10 
329-84 

330-86 

330-34 
330-45 
330-32 
3-29-85 
330-15 

33012 

Mittel 
3 

1-0 
15 

330-37 
330-29 

330-83 
330-84 

330-33 
330-47 

330-95 
330-74 

329-98 
329-99 

330-53 
330-82 

329-91 
329-53 

330-62 
330-82 

330-44 

Mittel 

4 

8 

1-5 

2-0 
20 

330-29 

330-60 
330-79 

330-84 

330-12 
330-41 

330-47 

331-50 
330-77 

330-74 

32903 
330-93 

329-99 

330-68 
330-30 

330-82 

329*58 
330-49 

329-53 

329-86 
330-47 

330-82 

330-45 
33017 

330-31 

Mittel 

20 

330-70 

330-27 

331-13 

329-99 

330-44 

330-03 

330-17 

330-31 

330-38 

330-27 

330-75 

380-40 

330-57 

33015 

330-55 

329-46 
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Diese  Zablenzusammenstellung,  insbesor 
nommenen  Mittel,  sind  sehr  instruktiv.  Zunäc 
der  Pulverladung  von  0*5  auf  2*0  gr,  also  ai 
der  Schallgeschwindigkeit  anzeigt  Denn  wem 
reihe  eine  Zunahme  garantirt  scheint,  so  zei 
weise  wieder  gerade  das  Gegentheil.  Auch 
aus  den  Einzelmitteln  gebildet  wurden  und 
hinter  dem  Verticaldoppelstrich  notirt  sind,  li 
geschwindigkeit  mit  der  Pulverladung  const£ 
der  Strecke  Z,  erwartet  werden  konnte. 

Eine  weitere  interessante  Thatsache  ei 
Zahlenmaterial.  Es  sind  nämlich  auch  die  G 
den  Einzelmitteln  in  den  Verticalcolumnen. 
Evidenz,  dass  die  Werthe  für  die  L  mit  eine 
sind,  wie  bei  einem  ungeraden.  Auch  in  jed 
sich  dieses  regelmässige  Ab-  und  Zunehmer 
erkennt  man  deutlich  den  Einfluss  der  Me 
m  und  /Wj  waren  nämlich  sicherlich  nicht  vö! 
der  ganze  Notirungsmechanismus  auf  der  Stal 
nirt  haben  wie  in  A.  Bezeichnen  wir  daher  c 
wird,  mit  ^,  die,  welche  in  A  eintritt,  mit  l 
digkeitswerthe  für  L  mit  ungeraden  und  Va  \ 
und  erklärt  sich  hieraus  die  vorhandene  Tha 

Nimmt  man  aus  den  vier  Mittelwerthen 
Mittel,    so    ergiebt   sich  ^=:  330*31.    Dieser 
Werth,  den  Regnaxh^t  fand  für  die  Geschwii 
oben  mitgetheilt,  gleich  330*71  war.    Dieser  I 
wenn  auch  die  Röhrenleitung,  für  welche  die 
riO  I»  Durchmesser  hatte,  und,  wie  wir  noch 
ihrer  grossen  inneren  Weite  kaum  einen  Einflu 
der  Einfluss  der  Membranen  und  der  ganze 
schied  von  0*40  m  hervorgerufen  haben. 

11)  Die  Methode  der  Bestimmung  der  S< 
bis  jetzt  verfolgt  haben,  lässt  sich  auch  bei  ( 
festen  Körpern  verwenden.  Da  man  bei  < 
eines  Unterschiedes  zweier  specifischen  Wärm 
für  sie  die  Gleichung  (5)  unmittelbar  herai 
Gleichung 


-F¥ 


In  ihr  ist  bezüglich  s  nichts  weiter  z\ 
Gleichung  (1)  resultirenden  Werth  ein,  so  er 

Es  hindert  uns  nichts,  da  wir  bis  daher 
auch  noch  die  Länge  x  der  Einzelschichte: 
demzufolge  wird  dann:  

Bezüglich  g  ist  weiter  nichts  zu  bemerk« 
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annahmen,  ein  solches  Gebilde  aus  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  oder  einem 
festen  Material  bestehend,  hätten.  Wir  können  zweitens  in  Fig.  253  uns  zwischen 
den  Flächen  a  und  a,  eine  solche  Schicht  einer  Flüssigkeit  oder  eines  festen 
Körpers  denken,  auf  welche  eine  zweite  Schicht,  zwischen  a,  und  a„ 
legend  aufgesetzt  ist.  Bezeichnen  wir  den  Druck,  den  diese  letztere 
Schicht  auf  die  erstere  ausübt,  mit  d*p,  so  wird  diese  erstere  um 
d*x  zusammengedrückt  und  es  besteht  die  Beziehung: 

dp       d'p 


4si; 


.^ 


(P>^268.)  dx"  d'x' 

Nun  ist  aber,  wenn  s  das  specifische  Gewicht  des  betr.  Stoffes  bedeutet,  da 
der  Querschnitt  und  die  Höhe  der  Schichten  gleich  1  ist,  auch 

d'p=^s 
und  somit 

dp^ 5_ 

dx^  d'x^ 
Führen  wir  diesen  Werth  für  den  Quotienten  dp/dx  in  obige  Gleichung  för 
c  ein,  so  wird 


-Vf. 


oder,  wenn  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  fttr  d^x  ein  8  setzt 


-V\ 


Es  kommt  nun  darauf  an,  für  5  die  entsprechenden  Werthe  zu  finden  und 
wird  man  offenbar  bei  festen  Körpern  von  jenen  Thatsachen  auszugehen  haben, 
welche  bei  der  Bestimmung  des  Elasticitätsmodulus  ^  in  Betracht  kommen. 
Denn  wenn  man  z.  B.  weiss,  dass  eine  bestimmte  Kraft  i' eine  bestimmte  Ver- 
längerung X  hervorbringt,  falls  man  sie  an  einem  Stabe  oder  einem  Drahte, 
der  oben  befestigt  ist,  unten  wirken  lässt,  so  würde  dieselbe  Kraft  P,  wenn  sie 
zur  Compression  des  Stabes  verwendet  werden  könnte,  denselben  verkürzen 
und  zwar  um  dasselbe  Stück  X.  Wenn  man  nun  an  einen  Stab  von  der  Quer- 
schnittseinheit ein  Gewicht  E,  gleich  dem  Elasticitätsmodulus  anhängt,  so  würde 
dies  eine  Verlängerung  um  die  eigne  Länge  des  Stabes  bewirken,  also,  wenn  wir 
diese  gleich  1  annehmen,  eine  Verlängerung  gleich  1  liefern.  Hängen  wir  anstatt 
£  aber  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Körpers  an,  so  wird  die  Verlängerung 
nicht  £  sondern  8.    Es  besteht  demgemäss  die  Gleichung 

£_l 
s  ~  «' 
d.  h.  es  ist 

und  somit  geht  für  feste  Körper  unsere  Gleichung  (13)  auch  in  folgende  über: 

worin  wir,  um  c  in  Metern  zu  erhalten,  ^=9'81,  £  in  Grammen  und  s  wie 

gewöhnlich  gleich  7'8  auszudrücken  haben.    So  würden  wir,  wenn  wir  für  Stahl 

jE=21000-1000^  setzten,  ^^^^ 

^  =  5139  m 

erhalten. 

Bei    tropfbaren  Flüssigkeiten    suchen    wir    die  Grösse  S   mit   dem    sogen. 
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>Coropressionscoefficientenf  in  Verbindung  zu  bringen.  Bekanntermaassen 
hat  man  für  verschiedene  Flüssigkeiten  die  Volumveränderung  bestimmt,  für  den 
Fall,  dass  man  eine  Druckvermehrung  von  1  Atmosphäre  auf  die  Volumeinheit 
der  Flüssigkeit  einwirken  lässt.  Bezeichnen  wir  daher  den  Atmosphärendruck  mit 
bf  so  würde,  mit  Rücksicht  auf  die  Fig.  253,  der  Compressionscoöfficient  gleich  (i 
gesetzt,  die  Gleichung 

s  "  b 

bestehen,  d.  h.  es  wäre:  

Es  ist  bekannt,  dass  im  Jahre  1827  Colladon  und  Sturm  auf  dem  Genfer 
See  Versuche  über  die  Schallfortpflanzungsgeschwindigkeit  im  Wasser  anstellten, 
indem  sie  in  geschickter  Weise  die  Methode,  wie  sie  vorher  für  die  Schallge- 
schwindigkeit in  freier  Luft  zur  Anwendung  kam,  auch  für  Wasser  anwandten. 
Die  Temperatur  des  Wassers  war  8-0°  C,  und  wurde  die  Geschwindigkeit 

V==1437»i 
gefunden.    Um  diesen  Werth  der  Erfahrung  mit  dem  aus  obiger  Gleichung  sich 
ergebenden  vergleichen  zu  können,  setzen  wir  s  =  0*9998,    b  =  0'76  •  13'59  und 
|i  =  0'000049,  wonach  sich  in  voller  Uebereinstimmung  mit  dem  Resultate  der 

Erfahrung 

*  ^  =  1438  m 

berechnet. 

12)  An  die  Methoden  der  direkten  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit, 
soweit  sie  bis  jetzt  besprochen  wurden,  und  wobei  eine  Wegstrecke  und  eine 
Zeitdifferenz  in  Betracht  kam,  reihen  sich  andere  Methoden,  namentlich  die 
zuerst  von  Boscha  angegebenen  Methoden  an,  welche  man  als  die  Methoden  der 
»Coincidenzenc  zu  bezeichnen  pflegt,  Methoden,  wobei  schliesslich  zwar  auch 
wieder  eine  Wegstrecke  und  eine  Zeitdifferenz  in  Betracht  kommt,  die  aber  docli 
von  der  früheren  Methode  verschieden  sind,  schon  desshalb,  weil  hierbei  wesent- 
lich kleinere  Distanzen  benutzt  werden  können.  Das  Problem  der  akustischen 
Coincidenzen  wollen  wir  nun  im  folgenden,  soweit  es  im  Zusammenhang  mit 
unseren  jetzigen  Fragen  steht,  betrachten.  Ich  knüpfe  meine  Erläuterung  gleich 
an  eine  Einrichtung  an,  die  sich 
nach  den  Angaben  Boscha's  und 
R.  König's,  in  der  einen  oder  der 
andern  Form  realisiren  lässt. 

In  Fig.  254  ist  eine  Ein- 
richtung versinnlicht,  die  in  zwei 
Schlagwerken  mit  »trocken enc 


?/ 


T 


Schlägen  besteht,  welche  Schlag-  (PI1.2M.) 

werke  durch  den  elektrischen  Strom  im  Gang  erhalten  werden.  Zwei  Hebel  h 
und  V  werden  durch  je  einen  Elektromagneten  m  und  m\  sobald  der  Strom  von 
einem  Elektromotor  E  in  der  Richtung  der  Pfeile  läuft  und  in  einem  Quecksilber - 
näpfchen  q  durch  einen  Stimmgabelunterbrecher  *S,  dessen  Elektromagnet  |i 
zwischen  den  Gabelzinken  liegt,  geschlossen  und  geöffnet  wird,  so  in  Bewegung 
gesetzt,  dass  sie  bei  jeder  Strom  Öffnung  durch  eine  passend  angebrachte  Feder 
zum  präcisen  Aufschlagen  auf  je  eine  Metallplatte  /  und  p*  kommen,  dagegen 
bei  jedem  Stromschluss  durch  die  Elektromagnete  m  und  m^  von  den  Platten 
p  und  p*  entfernt  werden.  Den  Stromunterbrecher  S  muss  man  sich  mit  lang- 
samen Schwingungen  vorstellen,  demgemäss  König  eine  Gabel  gebrauchte,  welche 
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auch  sehr  wohl  eine  Eisenlamelle  genommen  werden,  die  in  einer  Sekunde 
vielleicht  blos  5  Mal  schwingt  Ebenso  kann  der  Stromunterbrecher  auch  in 
Gestalt  eines  Uhrpendels  mit  ganzen,  halben  oder  viertel  Sekundenschlägen  ver- 
treten sein. 

Man  kann  sich  nun  vorstellen,  dass  beide  Schlagwerke  möglichst  nahe  an 
einer  Station  A  sich  befinden.  Ein  aus  unmittelbarer  Nähe  auf  sie  hörender  Beob- 
achter wird  dann  beide  mit  vollkommenen  Unisonoschlägen  hören. 

Man  kann  sich  zweitens  vorstellen,  das  zweite  Schlagwerk  wäre  nicht  in  A 
sondern  in  B  stationirt.  Ein  Beobachter,  der  in  A  verbleibt,  wird  dann  im 
allgemeinen,  wenn  er  auf  beide  Schlagwerke  hört,  die  Schläge  des  einen  mit 
denen  des  andern  nicht  mehr  im  Einklang  vernehmen.  Ist  die  Strecke  von  A 
nach  B  gleich  d^  so  brauchen  die  Schläge  des  rechten  Schlagwerks,  falls  c  die 
Schallgeschwindigkeit  ist,  eine  Zeit  A/,  um  von  B  nach  A  zu  gelangen  und  isf 
diese  Zeit  A/  =  d/c^  oder  es  ist 

d 

Das  c  wäre  also  schon  gefunden,  wenn  man  nur  im  Stande  wäre,  A/  genau 
zu  bestimmen.  Auch  wenn  der  Beobachter  in  B  sich  aufstellt,  wird  er  im  all- 
gemeinen ebensowenig  wie  in  A  ein  Unisono  der  Schläge  vernehmen.  Denn 
jetzt  kommen  die  Schläge  des  linken  Schlagwerks  um  A/  später  zum  Ohr  wie 
die  des  rechten.  Es  kann  aber  vielleicht  eine  Coincidenz  der  Schläge  vernommen 
werden,  wenn  der  Beobachter  zwischen  A  und  B  steht?  Selbstverständlich. 
Denn,  wenn  der  Beobachter  sich  mitten  in  M  zwischen  A  und  B  befindet,  ist  er 
ja  von  beiden  Schlag  «merken  gleich  weit  entfernt;  jeder  Schlag  braucht  demnach 

A/ 
dieselbe  Zeit  —  um  zum  Ohre  des  Beobachters   zu    gelangen.     Ebenso   ist  das 
*t 

Unisono  garantirt,  falls  das  Ohr  in  irgend  einem  Punkte  einer  Ebene  liegt,  welche 
in  M  die  Standlinie  AB  senkrecht  durchschneidet.  Begreiflicher  Weise  ist  aber 
mit  einem  solchen  Unisono,  in  M  vernommen,    im  allgemeinen  auch  nichts  an- 

A/ 
zufangen.  Denn  man  ist  ausser  Stand,  -^  zu  bestimmen.  Alles  dies  gilt  im  All- 
gemeinen. Im  besondern  kann  aber  die  Sache  so  kommen,  dass,  wenn  die 
faktische  Zwischenzeit  zwischen  je  zwei  Schlägen  der  Schlagwerke  gleich  t  ist, 
auch  A/  gerade  gleich  t  ist,  also  z.  B.  wenn  t  =  ^  Sekunde  ist,  auch  A/  gleich 
\  Sekunde  ist.  Dies  tritt  aber  ein,  wenn  B  von  A  soweit  entfernt  ist,  dass 
die  Strecke  d  ein  Vielfaches  einer  Strecke  d  bildet,  welche  Strecke  d  vom  Schalle 
eben  in  der  Zwischenzeit  t  der  Schläge  durcheilt  wird.  Denn  gesetzt  d  wäre 
gleich  3  •  <J,  so  wird,  wenn  der  Beobachter  sich  beim  Schlagwerk  in  B  befindet, 
jeder  (« —  3te)  Schlag  von  A  mit  dem  «ten  von  ^  coincidiren,  d.  h.  das  Unisono 
ist  überhaupt  garantirt.  Nunmehr  ist  aber  die  Bestimmung  von  c  sofort  klar. 
Denn  t  kennt  man  ja  von  vornherein  aus  dem  Tempo  der  Uhrschläge;  d  lässt 
sich  leicht  abmessen.  Das  einzige,  was  nur  noch  unbestimmt  bleibt,  ist  die 
Ordnungszahl  k  von  d.  Das  schadet  aber  zur  Sache  nichts,  denn  gesetzt  man 
habe,  falls  die  Schlagwerke  \  Sekunden  schlagen,  für  ein  //=  134  w  das 
Unisono  vernommen,  so  würde  die  Gleichung 

^.>&.T  =  <r->&-|=134 
oder 

^.>&  =  5-134  =  670 
bestehen,  aus  welchem  Werthe  man  sofort  erkennt,  dass  die  Ordnungszahl  k  für 
T  gleich  2  angenommen  werden  muss,  demgemäss  c  ==  335  gefunden  wird. 
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Es  leuchtet  daher  ein,  dass  man  nach  der  bisherigen  Auseinandersetzung 
folgenden  Modus  der  Beobachtung  einzuhalten  hat:  Man  nimmt  das  Schlagwerk 
B  in  die  Hand  und  entfernt  sich  mit  ihm  langsam  von  A  soweit,  bis  wiederum 
der  völlige  Einklang  der  trockenen  Schläge  vernommen  wird.  Die  betreffende 
Distanz  AB  ist  dann  gleich 

Dies  Experiment  kann  beliebig  wiederholt  werden,  um  schliesslich  für  d  einen 
genaueren  Mittelwerth  zu  erhalten.  Gestattet  es  die  Wahrnehmung  der  Schläge, 
so  kann  man  sich  mit  dem  Schlagwerk  über  die  erste  Distanz  d  auch  hinaus- 
bewegen, bis  zum  zweiten-  oder  drittenmal  die  Coincidenz  der  Schläge  wahrge- 
nommen wird,  wofür  dann  offenbar  die  Gleichungen 

d  d 

—  =  ^  .  t    oder    ö"  =  ^ .  T 

bestehen,  aus  denen  sich  c  ebenfalls  berechnen  lässt. 

12)  Die  Methode   Boscha's,    die   wir    soeben    kennen   gelernt  haben,    setzt 

Unisono-Schlagwerke  voraus.    Interessanter  noch  ist  aber  die  zuerst  auch  von 

BoscHA  im  Jahre  1853  beschriebene^)  Methode,  wobei  Schlagwerke  mit  nahezu 

Unisono-Schlägen  verwendet  wurden,    z.  B.    zwei    Schlagwerke,    von    denen  das 

eine  in  100  Sekunden  genau  100  Schläge  machte,  während  das  andere  in  dieser 

Zeit  99  lieferte.    Demgemäss  sind  die  Zwischenzeiten  zwischen  je  zwei  Schlägen 

des  zweiten  Schlagwerks  keine  genauen  Sekunden,  sondern  sind  um  ^  Sekunde 

länger  oder  anders  ausgedrückt:   es   sind  n  Schläge   vom    schnell  schwingenden 

n  •  99 
Schlagwerk  gleich  -tt^x-  des  langsameren.    Allgemein  also  ist,  wenn  das  Schlag- 

lüv 

werk  I  in  ^  Sekunden  auch  a  Schläge  thut,  und  U  in  dieser  Zeit  einen  Schlag 
weniger  also  (a— 1)  Schläge  macht,  die  Zeitdiflferenz  zwischen  zwei  Schlägen 
von  II  und  zwischen  zwei  von  I  gleich  Ar  =  l/(a  —  J). 

Fig.  254  (pag.  809)  stellt  in  der  Strecke  AB  die  Distanz  dar,  in  welcher  die 
Schlagwerke  »Ic  und  »Ut  aufgestellt  werden.  Wir  wollen  diese  Strecke  wie  seit- 
her mit  d  bezeichnen.  Wenn  nun  ein  Beobachter  in  A  sich  befindet  und  auf  die 
Schläge  von  »I«  und  »Uc  hört,  so  kommen  die  Schläge  von  »IIc  aus  doppeltem 
Grunde  später  \ii  A  an  als  die  unmittelbar  in  A  vernommenen  Schläge  von  >l€. 
Bezeichnet  A/  die  Zeit,  welche  der  Schall  gebraucht,  um  von  B  nach  A  zu  ge- 
langen und  At  die  Zeit  des  Unterschieds  der  Zwischenzeiten  zweier  Schläge  von 
>l€  und  >II«,  so  können  wir  einmal  voraussetzen,  es  vernehme  der  Beobachter 
in  A  in  einem  bestimmten  Momente  t^  einen  genauen  Zusammenschlag  zweier 
Schläge  von  »I<  und  »IIc.  Soll  dies  möglich  werden,  so  muss  offenbar  der 
Hammer  von  »IIc,  der  diesen  Schlag  that,  um  die  Zeit  A/  früher  aufgeschlagen 
haben  wie  der  von  »Ic.  Wenn  wir  nun  diesen  Schlag  von  I  und  11  als  den  Oten 
bezeichnen,  wie  hört  der  Beobachter  in  A  nun  die  nächsten  beiden  Schläge 
von  »Ic  und  »II«?  Antwort:  Erhört  den  Schlag  »Ic  von  »Ic  zur  Zeit  (/oH-l) 
Sekunden.  Dagegen  den  Schlag  »Ic  von  II  zur  Zeit  {jt^-\-  1)  4-  Ax.  Wie  hört  der 
Beobachter  die  Schläge  2  von  I  und  11?  Antwort:  Er  hört  den  Schlag  2  von  I 
im  Momente  (/^  -t-  2)  Sekunden  und  den  Schlag  2  von  II  zur  Zeit  (/^  -h  2)  -h  2  •  Ax. 
Denn  die  Schläge  von  I  und  11  sind  jetzt  um  2  •  Ax  auseinander.  Allgemein 
also  wird  der  Beobachter  von  einem  Momente  t^  an  gerechnet,  wo  er  zwei  Schläge 
von  I  und  II  genau  zusammenschlagen  hörte,  den  »ten  Schlag  von  II  um  die 
Zeit  »-Ax  später  hören  wie  den  »ten  von  I.    Auch  kann  man  diese  Thatsache 


^)  AUgemeene  Konst-   en  Letterbode  1853,    No.  51,    und  Pogg.  Ann.,  Bd.  92,   pag.  485 
bis  494.  1884. 
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(a  —  1\ 
n  Schläge  von  I  vernimmt,  nur  «•! 1   Schläge    von   11.     Hieraus    ergicbt 

sich  aber,  dass  der  Beobachter  in  A  vom  Momente  der  zuerst  wahrgenommenen 
Coincidenz  zweier  Schläge  aus  gerechnet,  niemals  wieder  zwei  Schläge  von  I 
und  II  mit  derselben  Ordnungszahl  n  in  Coincidenz  vernehmen  kann. 
Denn  es  müsste  ja 

(/o  +  «)  =  (/o-H«)  +  «-At, 

d.  h.  «-AtäO  sein.  Eine  Coincidenz  kann  also  nur  eintreten,  wenn  wir  eine 
andere  Ordnungszahl  des  Sclilages  von  II  gegenüber  der  von  I  zulassen.  Be- 
zeichnen wir  sie  mit  n\  so  besteht  die  Gleichung 

(/oH-«)  =  (/o-t-«')H-«'-AT, 


d.  h.  es  muss 


«  =  «'(!-+-  At)  =  «'  (l  -h  ^-ZTf) 


a—  1 
sein,  oder  es  müssen  die  Proportionen 

na  2a  ma 

^  ■"  a  —  1  *"  2(ö— 1)  "■  »i(a— 1) 
bestehen,   d.  h.  es  coincidiren,  falls  wir  unserem  Beispiel   gemäss   ^  =  1 00  und 
{a  —  1)=  99  voraussetzen,  der  je  lOOte  Schlag  von  I  mit  dem  je  99ten  von  U. 
Die  Wegstrecke  d  kommt  demnach  bei  dem  Phänomen  dieser  Coincidenzen 
unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  nicht  weiter  in  Betracht. 

Befindet  sich  der  Beobachter,  falls  I  und  II  in  einer  Distanz  gleich  d  auf- 
gestellt bleiben,  nicht  in  ^  oder  ^,  sondern  dauernd  an  irgend  einem  andern 
Punkte,  z.  B.  in  C  (Fig.  254),  so  verläuft  vom  Momente  einer  einmal  wahrge- 
nommenen Coincidenz  an  gerechnet,  das  Phänomen  gerade  so  wie  vorhin.  Denn, 
bezeichnen  wir  die  Strecke  AC  mit  d\  so  ist  die  Strecke  BC=i{d* — d).  Be- 
zeichnen wir  femer  die  Zeit,  welche  der  Schall  gebraucht,  um  von  A  nach  C  zu 
gelangen,  mit  A/',  so  ist  die  Zeit,  die  er  braucht,  um  von  B  nach  C  zu  kommen, 
gleich  (A/'  —  A/).  Soll  also  im  Momente  /q  in  Ceine  Coincidenz  wahrgenommen 
werden,  so  muss  der  Ote  Schlag  von  I  um  die  Zeit  A/'  vor  /^  und  der  Ote  Schlag 
von  II  um  die  Zeit  (A/'  —  A/)  vor  /q  erfolgen.  Von  da  ab  kommen  aber  dann 
die  Grössen  A/'  und  (A/'  —  A/)  nicht  mehr  in  Betracht,  sondern  nur  noch,  wie 
vorhin  die  Grösse  At. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz,  dass  das  Phänomen  der  Coincidenzen 
bei  zwei  Schlagwerken,  deren  Anzahl  Schläge  nicht  übereinstimmen, 
schliesslich,  d.  h.  vom  Momente  /^  der  Oten  Coincidenz  an  gerechnet, 
dasselbe  ist,  gleichgültig  ob  die  beiden  Schlagwerke  sich  dauernd 
mit  dem  Beobachter  an  derselben  Stelle  befinden  oder  ob  der  Be- 
obachter sich  dauernd  irgend  wo  anders  befindet,  sei  es  im  letzteren 
Falle  so,  dass  die  Schlagwerke  beide  an  demselben  Orte  oder  auch 
an  verschiedenen  Orten  sich  befinden. 

14)  Dieser  Satz  gilt  aber  nur  so  lange,  als  der  Beobachter  während  der  Be- 
obachtungen seinen  Platz  nicht  verlässt  oder  falls  eins  der  Schlagwerke  oder 
auch  beide  während  der  Beobachtung  an  Ort  und  Stelle  verbleiben.  Bewegt 
sich  dagegen  der  Beobachter,  nachdem  er  im  Momente  t^  in  A  eine  Coincidenz 
zweier  Schläge  vernommen  hat,  fort,  so  ändert  sich  das  Phänomen,  und  auch 
die  hierbei  eintretenden  Erscheinungen  gestatten,  wie  Boscha  gezeigt  hat,  eine 
Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  c. 

Wir  nehmen    mit  Boscha  den  Fall  so  an,   dass  nach  dem  Moment  t^,    wo 
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der  Beobachter  in  A  die  Coincidenz  wahrnimmt,  er  sich  dann  durch  die  ganze 
Strecke  d  hindurch  nach  B  begiebt  Thut  er  dies,  so  vernimmt  er  in  B  irgend 
einen  Schlag  von  I  um  die  Zeit  d/  später  und  irgend  einen  von  II  um  dieselbe 
Zeit  früher  als  wenn  er  in  A  geblieben  wäre.  Eine  vom  Momente  /q  an  ge- 
rechnete nächste,  nicht  in  A  sondern  in  B  wahrgenommene  Coincidenz  von  I 
und  II  kann  also  eintreten,  wenn  die  Zeit 

d.  h.  wenn 

2A/=«- At  .  .  . 
ist.     Es  müsste  also,  da  n  nothwendig  ja  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  auch 

2A/ 

eine    ganze  2^hl    sein.     Setzen    wir  für   A/   seinen  Werth  —  und  für  At  seinen 
Werth  \/(a  —  1),  so  muss  auch 

c 
eine  ganze  Zahl  sein.     Da  aber  auch  (a  —  1)  schon   als   eine  ganze  Zahl  ange- 
noD)men  wurde,  so  wird  der  Quotient 

c 
stets  eine  ganze  Zahl  sein,  sobald  2^ ein  ganzes  Vielfaches  von  c  ist,  also  nament- 
lich, wenn  %d-=^c  ist.  Nehmen  wir  z.  B.  <:  =  332w  an,  so  müsste  hiemach 
d  =  166  m  sein.  Da  femer  in  unserem  Beispiel  a  =  100,  mithin  (a  —  1)  =  99 
angenommen  wurde,  so  wäre  «  =  99  ein  Resultat,  dessen  Richtigkeit  sich  auch 
direkt  bestätigen  lässt  Denn  der  Ote  Schlag  von  I,  in  A  vemommen,  erfolgte 
zur  Zeit  t^\  der  Ote  Schlag  von  II,  ebenfalls  in  A  vemommen,  müsste  faktisch 
zur  Zeit  (/^  — A/)  erfolgen,  weil  er  erst  die  Strecke  d  in  der  Zeit  A/  zu  durch- 
laufen hatte,  um  im  Moment  t^  ebenfalls  in  A  einzutreffen.  Der  99  te  Schlag 
von  Wn  A  vernommen  erfolgt  im  Moment  {t^  -h  99);  der  99  te  Schlag  von  II 
erfolgt  zur  Zeit  t^-^  99  —  A/-h  99  At.  Der  99 te  Schlag  von  I,  nun  aber  nicht 
in  A  sondern  in  B  vernommen,  wird  zur  Zeit  (/^  -h  99  -H  A/)  und  der  99  te  Schlag 
von  U  nicht  in  A^  sondern  auch  in  B  vemommen,  wird  natürlich  im  selben 
Momente  vernommen,  wo  er  erfolgte,  d.  h.  im  Moment  /o -h  99  —  A/-h99AT. 
Im    Falle    einer    zweiten    in    B    vemommenen    Coincidenz    muss    demnach 

(/o4-99+A/)  =  (/o  +  99— A/-h99At),  oder,  daAT  =  ^  ist,  auch  A/=  — A/-h1 
oder  2A/=l,  d.  h. 

sein,  wie  wir  von  vornherein  annahmen. 

Auf  dieser  Auseinandersetzung,  wobei  also  auf  der  Station  B  die  Coincidenz 
des  (ö —  l)ten  Schlages  von  I  und  II  vernommen  werden  soll,  basirt  demnach 
eine  Methode  der  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit.  Man  verfahrt  hierbei 
folgendermaassen.  Das  Schlagwerk  II  wird  vorläufig  von  I  etwa  um  die  Hälfte 
von  c  also  etwa  160  wi  entfernt.  Sodann  begiebt  man  sich  in  unmittelbare  Nähe 
von  I  und  wartet  eine  Coincidenz  ab.  Nach  diesem  Moment  begiebt  man  sich 
nach  II,  zählt  mit  den  Schlägen  von  I  oder  II  weiter  und  beobachtet  scharf,  ob 
im  Moment,  wo  man  (a  —  1)  zählt,  eine  Coincidenz  erfolgt.  Erfolgt  sie  nicht, 
erfolgt  z*  B.  der  Schlag  von  I  noch  früher  wie  der  von  II,  so  muss  zunächst  II 
weiter  von  I  entfernt  werden.  Sodann  begiebt  man  sich  wieder  nach  A^  wartet 
eine  Coincidenz  ab;  geht  dann  nach  B  und  hört,  ob  jetzt  die  (a  —  l)ten  Schläge 
coincidiren  u.  s.  w. 


Digitized  by 


Google 


8 14  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls. 

Man  kann  noch  eine  Vorfrage  in  Betracht  ziehen,  welche  Boscha  und  ebenso 
RöBER,  der  die  BoscHA'schen  Formeln  genauer  entwickelte,  nicht  zu  stellen  fttr 
nöthig  hielten,  die  aber  doch  ein  gewisses  Interesse  darbietet.  Die  Frage  ist  die : 
ob  es  denn  unter  allen  Umständen  überhaupt  möglich  ist,  von  zwei 
Schlagwerken  mit  den  Schägen  a  und  (a— 1)  in  ^eine  genügende  Co- 
incidenz  der  Schläge  einmal  zubekommen?  Die  Formeln,  welche  Boscha 
und  RöBER  zur  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  entwickeln,  gehen  von  der 
Bejahung  dieser  Frage  aus,  und  auch  ich  habe  bei  der  im  vorhergehenden  von 
mir  entwickelten  Methode  diese  Frage  als  bejaht  angenommen.  Um  hierüber  zu 
entscheiden,  wollen  wir  einmal  annehmen,  der  Beobachter  habe  zwei  Schlag- 
werke, bei  welchen  49  Schläge  des  langsameren  auf  50  genaue  Sekundenschläge 
des  schnelleren  gehen,  und  er  nehme  im  Momente  /q  wahr,  dass  ein  als 
50ter  Schlag  von  I  angenommener  Schlag  nicht  gerade  mit  einem  von  II  coin- 
cidire,  sondern  es  wäre  so,  dass  der  auch  hier  einmal  als  öOter  Schlag  von  II 
angenommene  Schlag  wegen  der  Entfernung  des  B  von  A  um  ^  Sekunde  später 
als  der  von  I  gehört  werde.  Dies  angenommen,  wird  der  49.  Schlag  von  I,  also 
der  unmittelbar  vorausgehende,  und  der  49.  von  U  auseinander  gewesen  sein  um 

('o-i)-[('o-i)-^  +  i^]=f9-^; 

es  wird  der  48  te  Schlag  von  I  und  der  48  te  von  II  auseinander  sein  um 


(A 


0-  2)  -  [(^0-  2J  -  49  +  iqJ  -  49  -  10' 


es  wird  der  46  te  von  I  und  der  46  te  von  II  auseinander  sein  um 

4  1  9 

49        10  ""       490 
Sekunde;  es  wird  der  45 te  von  I  und  der  45 te  von  11  auseinander  sein  um 

49       10  ""  "^  490  ' 
ferner  der  je  44  te  Schlag  um 

_6 1  11 

49        10  "  490  • 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  45  te  von  I  und  der  45  te  von  II  die  Schläge 
sind,  welche  als  die  nächsten  zu  einander  betrachtet  werden  müssen;  aber  auch 
die  Schläge  46  und  44  weichen  so  wenig  von  einander  ab,  dass  ein  Ohr  auch 
bei    ihnen  vielleicht   noch  eine  völlige  Coincidenz   annehmen  wird.     Der  Bruch 

Tot;  gleich  ^  Sekunde  kann  aber  schon  bei  der  Bestimmung  der  Schall- 
geschwindigkeit von  Bedeutung  sein.  Denn  er  würde  einer  Strecke  gleich  i^ 
=  7*3  w  entsprechen.  Von  einer  absoluten  Coincidenz  kann  demnach  im  all- 
gemeinen hier  nicht  die  Rede  sein,  wie  dies  ja  überhaupt  auch  bei  allen  Uhrver- 
gleichungen, wo  Coincidenzen  in  Betracht  kommen,  bekannt  ist. 

Ich  verweise  jetzt  nur  noch  auf  die  Entwickelung  der  Formeln,  welche  Röber 
in  den  »Fortschritten  der  Physik,  heransg.  v.  d.  Berlin,  physik.  Ges.  »vom  Jahre  1864, 
auf  pag.  129—132  gegeben  hat. 

14)  Eine  genaue  Reihe  von  Versuchen  hat  Akas  Szathmari^)  mit  Unisono- 
schlagwerken angestellt,  wobei  der  Unterbrecher  nicht  wie  bei  König  eine  Stimm- 
gabel sondern  ein  Pendel  war  und  als  Schlagwerke  zwei  elektrische  Klingeln  ver- 
wendet wurden.    Das  Pendel  hatte  eine  Schwingungsdauer  gleich  0*2961  Sekunden. 


1)  Carl,  Rep.  XIV,  pag.  592. 
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Die  Versuche  wurden  in  einem  Garten  an  einem  windstillen  Abend  angestellt, 
und  gelangte  der  Beobachter  zu  folgenden  Resultaten,  die  ich  vollständig  mittheile, 
um  aus  ihnen  zu  erkennen,  mit  welcher  Genauigkeit   man    es  hier  zu  thun  hat. 


Entfernung 

Entfernung 

Entfernung 

Beob. 

der  beiden 

Beob. 

der  beiden 

Beob. 

der  beiden 

Klingeln 

Klingeln 

Klingeln 

1 

99-37 

11 

99-89 

21 

99-33 

2 

99-79 

12 

99-71 

22 

99-23 

8 

99-81 

13 

98-93 

23 

98-93 

4 

98-63 

U 

99-97 

24 

98-56 

5 

99-99 

15 

99-87 

25 

98-97 

6 

98-93 

16 

99-01 

26 

99-89 

7 

98-53 

17 

98-49 

27 

99.84 

8 

98-95 

18 

99-81 

28 

99-71 

9 

98-69 

19 

98-93 

29 

98-97 

10 

98-96 

20 

9901 

30 

98-93 

Gesammt-Mittel  9925  m. 
Grösste  +  Abweichung  =  -h  0-74  w, 
„       —  „  =  — 0"76»i. 

Diese  kleinen  Abweichungen  vom  Mittel  gestatten  zu  berechnen,  dass  die 
Coincidenzen  der  beiden  Schlagwerke  etwa  innerhalb  der  Grenzen  it  -^  Sekunde 
erkannt  werden  können.  Der  aus  dem  Mittelwerth  99*25  m  abgeleitete  Werth  c 
der  Schallgeschwindigkeit  ist  gleich  33519»«,  welcher  reducirt  auf  0°  Luft- 
temperatur und  auf  trockne  Luft  zu 

wird.  Reonault  fand  330'7  und  Moll  und  von  Bock  332*26,  so  dass  das  Re- 
sultat aus  Coincidenzen  gefunden  nahezu  das  Mittel  aus  den  beiden  letzten 
Werthen  ist. 

16)  Wir  gehen  nun  über  zur  Betrachtung  derjenigen  Methoden  der  Bestimmung 
der  Schallgeschwindigkeit,  welche  man  die  indirekten  Methoden  zu  nennen 
pflegt.  Bei  ihnen  kommt  der  Hauptsatz  der  allgemeinen  Wellenlehre  in  Betracht 
demzufolge 

1)  eine  Schwingungsbewegung  innerhalb  der  Zeit,  in  welcher  eine  sogenannte 
Primitivbewegung  (siehe  die  betr.  Auseinandersetzung  im  Artikel  über  allge- 
meine Wellenlehre)  stattfindet,  um  die  Strecke  einer  Wellenlänge  /  progressiv 
vorwärts  schreitet 

a)  Nennt  man  die  Zeit  einer  Primitivbewegung  /,  so  ist  /  auch  die  Zeit, 
innerhalb  -welcher  die  Wellenbewegung  um  /  fortschreitet,  und  ist  daher  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  nichts  anderes 
als  der  Quotient 

s)  Da    die    sogen.    Schwingungszahl    N  der    Primitivbewegungen,    der 

Primitivschwingungen  aber  gleich  j  ist,  so  ergiebt  sich  die  fürs  folgende  wichtige 

Gleichung 

c  =  N'l  ,  .  .  (15) 

Hiemach  wird  die  Methode,  die  wir  eine  ^indirekte«  Methode  der  Schallge- 
schwindigkeitsbestimmung zu  nennen  pflegen,  sofort  klar  und  besteht  in  folgendem ; 
i)  Wir  erregen  in  einem  Körper  einen  Ton; 
s)  wir  bestimmen  die  Schwingungszahl  N  des  betreffenden  Tons;  ^  ^ 
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s)  wir  suchen  es  dahin  zubringen,  dasswirdie,  diesem  T'one  entsprediCDde 
Wellenlänge  /  bestimmen  können  und  multipliciren  dann 

4)  N  mit  /.  \ 

Es  leuchtet  hiernach  ein,  dass  der  Schwerpunkt  aller  jetzt  weiter  in  Betrad« 
kommenden  Methoden  in  der  Bestimmung  von  /  liegt  Hat  ixi2in  es  mit  Trans- 
versalwellenbewegungen  zn  thun,  so  bedeutet  /die  Länge  einer  Xransvei- 
salwelle;  hat  man  es  mit  Longitudinalschwingungen  zu  thun,  so  bedeutet 
/  die  lilnge  einer  Longitudinalwelle.  Bei  der  Luft  und  allen  Gasen  kommea 
nur  Longitudinalwellen  in  Betracht,  bei  festen  und  flüssigen  Klörpem  sowohl 
Transversal-  wie  Longitudinalwellen. 

Wir  wollen  nun  zunächst  gerade  einmal  bei  der  Bestimmung  der  Fort- 
Pflanzungsgeschwindigkeit  der  Transversalwellen  bei  festen  ICörpern  ver- 
weilen. Insbesondere  sind  es  hier  auch  Fäden,  Schnüre  und  Saiten,  fOr  welche 
man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegungen  bestimmen  kann.  Auch 
hier  kann  man  die  Methode  der  direkten  Bestimmung,  wie  sie  bereits  von  deo 
Gebrüder  Weber  angewandt  wurde,  betrachten.  Eine  lange  Schnur  -ynrö.  ao^e^ 
spannt;  man  erregt  an  einem  Ende  dieser  Schnur  eine  Transversalwelle  und  be- 
obachtet die  Zeit  bis  diese  ans  andere  Ende  und  nach  der  Reflexion  ^eder  zum 
Anfangsende  zurückgelaufen  ist.   Ist  dieser  Weg  gleich  2Z  und  7" die  entsprechende 

Zeit»  so  ist 

2Z 

Nach  Taylor  besteht  die  Gleichung 

wenn  man  unter  L  die  Länge  einer  Saite,  einer  Schnur,  eines  Fadens,  unter  F 
das  spannende  Gewicht,  unter  g  die  Constante  der  Erdschwere  und  unter  /  das 
Gewicht  der  Längeneinheit  der  Saite,  Schnur  oder  des  Fadens  versteht.  Denken 
wir  daran,  dass  bei  dieser  Formel  zunächst  stehende  Transversal  wellen  gemeint 
sind,  so  ist,  um  fortlaufende  in  Betracht  ziehen  zu  können,  nach  einem  weiceren 
Satze  der  allgemeinen  Wellenlehre  die  Wellenlänge  /,  die  für  die  betreffende 
stehende  Wellenbewegung  in  Betracht  kommt,  oder 

/=2Z 
in  die  Formel  (16)  einzuführen,  demgemäss  auch 

ist    Es  besteht  demnach,  da 

ist,  für  c  auch  die  wichtige  Beziehung  

-1/9...  (.7) 

16)  Man  kann  nun  aber  auch  die  Wellenlängen  bei  stehenden  Trans- 
versalschwingungen in  allgemeinerer  Weise  benutzen  und  eignet  sich  hiei7u 
in  vorzüglicher  Weise,  die  von  mir  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  ausge- 
bildete Methode,  einen  fadenförmigen  Körper  mittelst  transversalschwingender 
Körper,  so  namentlich  mittelst  Stimmgabeln,  in  eine  stehende  Wellenbewegung 
zu  versetzen.  Man  vergleiche  hierfür  ausser  den  Originalabhandlungen ^)  nament- 
lich auch  Kapitel  5  meiner  »Akustik c,  insbesondere  das,  was  über  das  von  mir 


>)    POGG.  Annal.,  Bd.  CK,    pag.  193—215,  Jahrg.  1859,  und  Bd.  CXI,  pag.  513— 537i 
Jahrg.  1860. 
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construirte  »Elektromonochordc  gesagt  ist.  Man  kann  mit  Hülfe  dieses 
Apparates  mit  der  grössten  Schärfe  die  halben  Wellenlängen  -5 ,  wie  sie  bei  ver- 
schiedenen Spannungen  P  sich  einstellen,  messen  und  somit  alle  Fragen,  welche 
sich  bei  ganz  dünnen  Drähten  und  weichen  Fäden  auf  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Transversal -Wellenbewegung  beziehen,  ohne  Schwierigkeit 
beantworten. 

Im  Jahre  1865  hat  Kundt  eine  Arbeit  i)  »über  eine  neue  Art  akustischer  Staub- 
figuren und  über  Anwendung  derselben  zur  Bestimmung  der  Schallgeschwindig- 
keit in  festen  Körpern  und  Gasenc  veröftentlicht,  welche  die  ganze  Angelegen- 
heit der  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  sehr  wesentlich  gefördert  hat. 
Diese  Methode  bildet  das  vollkommene  Analogon  zu  meinen  Fadenexperimenten 
insofern,  als  sie  fUr  Longitudinalwellen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
liefert,  welche  ich  bei  meinen  Fäden  für  transversale  Impulse  bestimmen  kann. 
In  beiden  Fällen  hat  man  nämlich  ein  sehr  bequemes  und  scharfes  Mittel,  um 
die  Halbwellen  und  somit  auch  die  ganzen  Wellen  einer  Longitudinal-  bezw. 
einer  Transversalschwingung  in  schönstej  Weise  sichtbar  zu  machen,  so  dass 
man  die  Längen  der  betreffenden  Halbwellen  bis  auf  einen  Bruchtheil  eines 
Millimeters  genau  messen  kann,  wonach  ja  mit  Rücksicht  auf  unsere  Gleichung 
(15)  die  Bestimmung  von  ^  sofort  ermöglicht  ist.  Vor  allem  war  es  die  Kundt- 
sche  Methode,  welche  in  äusserst  bequemer  und  scharfer  Weise  die  Schall- 
geschwindigkeit in  Luft,  überhaupt  in  Gasen  und  in  Dämpfen  und  ebenso  in 
festen  Körpern  und  in  Flüssigkeiten  zu  bestimmen  gestattete.  Wir  haben  die 
Methode  bereits  im  Artikel  über  Longitud inaisch wingungen  tönender  Körper  aus- 
einandergesetzt und  brauchen  jetzt  auf  dieselbe  nicht  mehr  genauer  einzugehen. 
Es  ist  eben  die  »Methode  der  KuNDT'schen  Staubwellen«,  die  ja  in  allen 
Lehrbüchern  der  Physik  sich  beschrieben  findet. 

Zur  Ausführung  dieser  KuNDx'schen  Versuche  »der  Staubfiguren«  wie 
auch  zu  meiner  Methode  »der  Fadenschwingungen«  gehört  zweierlei,  nämlich 
ein  primär  tönender  und  ein  von  diesem  zum  Mitschwingen  gebrachter  Körper. 
Nennen  wir  jenen  den  »Schwingungserreger«,  diesen  den  »mitschwingenden 
Körper«,  so  sind  folgende  Combinationen  möglich: 

SchwinguDgen  des  Schwingungs-        ScfawinguDgen  des  mitschwingenden 
erregers  Körpers 

1)  transversale  transversale 

2)  „  longitudinale 

3)  longitudinale  longitudinale 

4)  „  transversale. 

Die  Combination  1)  ist  die  meiner  Fadenschwingungen  im  eigentlichen  Sinne. 
Ich  verwendete  als  Schwingungserreger  vorzugsweise  Stimmgabeln,  glocken- 
förmige Körper  und  Lamellen.  Es  lassen  sich  aber  alle  übrigen  transversal- 
schwingenden Körper  ebenfalls  benutzen.  Als  mitschwingende  Körper  kommen 
bei  meiner  Methode  Fäden,  dünne  Schnüre  und  dünne  Saiten  in  Betracht. 
In  dem  Maasse,  als  man  die  Dimensionen  des  Schwingungserregers  vergrössem 
und  somit  dessen  Schwingungsenergie  vermehren  kann,  kann  auch  der  mit- 
schwingende Körper,  insbesondere  in  seinen  Querschnittsdimensionen,  mehr  und 
mehr  wachsen,  ohne  dass  die  Methode  aufhört,  ihre  Giltigkeit  zu  besitzen. 


^)  Zuerst   1865   der  Acad.   d.  Wiss.    zu   Berlin   ixn  Auszuge  und   dann   in  POGG.  AnnaL, 
Bd.  CXXVII,  pag.  497—523»  vollsUindig  mitgetheilt 
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näher  verfolgt  worden,  ohne  dass  aber  ihrer  Realisirung  etwas  im  Wege  stände. 
Denn  offenbar  kann  man  auch  die  Longitudinal-Stösse  eines  Glas-  oder 
Metalls tabes  auf  einen  Faden  oder  eine  Saite  transversal  tiberleiten  und  diesen 
somit  zwingen,  Transversalschwingungen  auszuführen. 

Dass  man  im  Sinne  von  No.  2  durch  transversalschwingende  Körper  ins- 
besondere die  Luft  in  einer  Röhre  in  Longitudinalschwingungen  versetzen  kann, 
ist  bekannt.  Denn  jede  Resonanz  einer  solchen  Luftsäule  auf  eine  davor  ge- 
haltene schwingende  Stimmgabel,  Membran  oder  CnLADNi'sche  Scheibe  beweist 
den  Zusammenhang.  Es  handelt  sich  hier  aber  namentlich  auch  um  die 
KuNDT'schen  Staübfiguren  und  fragt  es  sich,  entstehen  diese  auch  durch  Schwin- 
gungserreger  mit  transversalen  Schwingungen?  Dies  gelingt  sehr  wohl,  nament- 
lich, wie  ich  gezeigt  habe*),  durch  schwingende  Blechscheiben,  welche  man  als 
Boden  eines  trichterförmigen  Vorsatzes  durch  ein  Streichstäbchen  in  Transversal- 
schwingungen versetzt,  eine  Zusammen- 
-J  Stellung,  welche  in  der  Fig.  255  ver- 
sinnlicht  ist.  Es  stellt  hierbei  J^  das 
Luftrohr^  C  den  Blechkonus  mit  dem 
Boden  m  vor,  welcher  durch  das  Streichstäbchen  j  in  Transversal  Schwingungen 
versetzt  wird. 

KuNDT  war  es,  der  nun  insbesondere  die  Zusammenstellung  No.  3  benutzte 
und  in  der  Weise  verfuhr,  dass  er  als  Schwingungserreger  einen  Glas-  oder  Metall- 
stab nahm,  diesen  entweder  in  sdner  Mitte  oder  in  je  einem  Viertel  von  den 
Enden  einklemmte,  und  mit  einem  nassen  bezw,  einem  mit  Harz  übeqiulverten 
Lappen  in  Longitudinalschwingungen  versetzte.  Das  eine  Ende  des  Klangstabes 
trägt  eine  runde  Scheibe,  mit  welcher  der  Stab  in  das  eine  offene  Ende  eines 
Luftrohres  hineinragt^  in  welch  letzterem  eben  die  Longitudinalschwingungen 
erregt  werden  sollen* 

17)  In  dem  Maasse,  wie  der  Ton  des  Schwingungserregers  tiefer  wird,  werden 
die  Wellenlängen  bei  ihm  und  auch  in  dem  Luft-  oder  Gasrohr  länger.  Da  man 
nun  zur  Beobachtung  und  Messung  der  Wellenlängen  nach  der  Methode  Kunbt's 
diese  fertig  gebildeten  Staubwellen  sehen  muss,  so  verwendete  Kundt  aus* 
schliesslich  Glasröhren.  Da  ferner  die  Länge  eines  Glasrohres  doch  eine  be- 
schränkte bleibt,  so  war  es  gerechtfertigt  zunächst  als  Schwingungserreger  longi- 
tudinal  schwingende  Stäbe  zu  nehmen,  damit  man  im  Luft-  oder  Gasrohr 
möglichst  viele  kurze  Wellen  hinter  einander  bekam,  und  so  im  Stande  war, 
die  Länge  einer  Einzelwelle  genauer  zu  bestimmen.  Um  den  Zusammenhang 
mit  den  Wellenlängen  hier  zu  übersehen,  ist  es  zunächct  nöthig.  auf  die  Schwin- 
gun(^en  der  Stäbe  einzugehen.  Für  longitudinal  schwingende  Stäbe  gilt 
bekanntermaassen  die  Formel^ 

wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Schwingungserreger,  wie  es  ja  bei  Kundt 
der  Fall  ist,  an  beiden  Enden  frei  ist.  Für  den  Grundton  ist  ff  =  L  fiir  den 
zweiten  Oberton  «  ^=  2  zu  setzen,  ^bedeutet  den  Elasticitätsmodulus.  Es  ver- 
halten   sich    demnach  die  Obertöne   eines   longitudial    schwingenden  Stabes   mit 

^)  Meine  Akustik,  pag,  2S7, 

*)  Vergi.  meine  Akustilcj  pag.  1G4. 
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beiderseits  freien  Enden  genau  wie  die  Zahlen  1,  2,  3  .  . .  .  Bei  einem  Stahlstab 
von  l'bm  Länge  fand  ich  die  Anzahl  A^der  Schwingungen  des  Longitudinalgrund- 
tones  in  runder  Zahl  gleich  1748,  bei  einem  Glasstab  gleich  1780  Schwingungen. 
Die  zweiten  Obertöne  würden  demnach  eine  Schwingungsmenge  gleich  3496  und 
3560  haben.  Da  nun  bei  den  Longitudinal-Grundtönen  solche  Stäbe  in  ihrer 
Länge  f  /  oder  ^/  also  eine  halbe  Wellenlänge  des  betreffenden  Tones  repräsen- 
tiren^)i  so  ist  nach  unserer  Gleichung  (15)  für  Stahl 

^=1748- 2.  1-5  =  6244  w 
und  für  Glas 

^=1780.  2. 1-5  =  6340«. 

Diese  einfachen  Rechnungen  zeigen  schon,  wie  die  Longitudinaltöne  eines 
jeden  Klangstabes  dazu  benutzt  werden  können,  um  die  Geschwindigkeit  des 
Schaues  in  ihm  in  der  einfachsten  Weise  bestimmen  zu  können.  Bereits 
Newton  hatte  den  merkwürdigen  Zusammenhang  zwischen  der  Länge  einer 
ofienen  Luflpfeife,  der  Anzahl  ihrer  Schwingungen  und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  erkannt^.  Später  war  es  Chladni^),  der  diese  Idee 
weiter  verfolgte  und  ihre  Bedeutung  nicht  blos  für  Luft,  sondern  auch  für  feste 
Körper  erkannte,  so  dass  diese  Methode:  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  Länge  Z  eines  Klangstabes  misst, 
die  Anzahl  IV  der  Schwingungen  des  Grundtones  bestimmt,  und  nun  das  Pro- 
dukt 2Z'^=c  berechnet,  die  >CHLADNi*sche  Methodet  der  Bestimmung  der 
Schallgeschwindigkeitc  genannt  werden  kann.  Wählt  man  anstatt  des  Grundtones 
bei  einem  Stabe  seinen  2ten,  3ten  .  .  .  nten  Longitudinal-Oberton,  so  bekommt 
man,  falls  die  Länge  des  Stabes  allgemein  mit  Z  bezeichnet  wird,  für  c  die  all- 
gemeine Gleichung: 

^  =  2.^.Z ,  (18) 

/» 

wobei  unter  Nn  die  Anzahl  der  Schwingungen  des  betr.  Obertons,  also  unter  n 
die  Ordnungszahl  des  letzteren  verstanden  wird. 

Die  betreffenden  Formeln  für  Stäbe  mit  beiderseits  freien  Enden  gelten 
auch  für  Stäbe  mit  beiderseits  festen  Enden  und  somit  auch  für  Saiten, 
die,  aufgespannt,  als  beiderseits  fest  angenommen  werden  müssen.  Bei  Saiten 
können  wir  aber  viel  grössere  Längen  als  bei  Stäben  zur  Anwendung  bringen. 
Ist  man  daher  bei  ihnen  im  Stande  die  betr.  Ordnungszahlen  eines  Longitudinal- 
Obertones  zu  bestimmen,  so  lässt  sich  auch  bei  sehr  langen  Saiten  die  Schall- 
geschwindigkeit leicht  bestimmen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  KuNDT'schen  Staubfiguren  uikI  namentlich  auch  auf 
eine  von  R.  König  ausgebilde  Methode^)  kann  man  noch  eine  allgemeiner  gültige 
Auffassung  gewinnen.  Es  ist  bei  dieser  gleichgiltig,  ob  ein  Stab  an  einem  Ende 
frei,  am  anderen  fest,  oder  ob  er  an  beiden  frei  oder  an  beiden  fest  ist;  femer, 
ob  eine  Luftsäule  beiderseits  offen  oder  gedeckt  oder  bloss  an  einem  Ende 
offen;  ob  eine  Saite  wie  gewöhnlich  an  beiden  Enden  fest,  oder  beiderseits  frei, 
falls  ihre  Enden  nämlich  an  zwei  schwingenden  Stimmgabeln  befestigt  sind,  oder, 
falls  bei  ihr  ein  Ende  fest,  das  andere  frei  ist,  wie  es  der  Befestigung  bei  meinem 
bekannten  Wellenapparat  entspricht.    Allgemein  muss  man  in  diesen  Fällen,  wenn 


1)  Vergl.  meine  Akustik,  pag.  166  u.  167. 

^  Melde:   »Chladni's  Leben«,  pag.  21.    Marburg,  bei  Elweit,  1888.    2.  Aufl. 

»)  Ibid. 

*)  VergL  den  Artikel  Über  Longitudinalschwingungen,  pag.  753. 

DigitizS?by  Google 


820  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls. 

sich  Longitudinal-  oder  Transversal-Halbwellen  in  verschiedener  Anzahl  bilden, 
und  man  diese  ihrer  Zahl  und  Abgrenzung  nach  bestimmen  will,  die  den  Enden 
E  und  Rf  (Fig.  256)  zunächst  liegenden  ausser  Acht  lassen  und  mit  dem  Zählen 
der  Halb  wellen  erst  da  beginnen,    wo  man  sicher  ist,  dass  nicht  der  Einfluss 

der  Tonerregung  und  die  Befestigungs- 
j^       ^     !      i     }      I      I      {    ?    ? '       j    art  sich  in  aparter  Weise  geltend  macht 

Man  zählt  also  z.  B.  in  einem  gegebenen 
^^^^^^  Falle  nicht  von  E  bis  E,,  sondern  von 

X  bis  y  und  überzeugt  sich,  dass  hierz wischen  beispielshalber  acht  regelmässige 
Halbwellen  liegen.  Bei  meinen  Fadenexperimenten  sind  die  Stellen  ly^,  ff|  .  . 
die  Stellen  der  Knoten;  ebenso  ist  dies  der  Fall  bei  den  KuNDT'schen  Staub- 
wellen; ebenso  können  es  Knoten  sein  bei  der  Methode  von  König,  wobei,  wie 
wir  im  Artikel  über  die  longitudinal  schwingenden  Körper  gesehen  haben,  die 
Lage  der  Knoten  auf  akustischem  Wege  mittelst  des  Ohres  bestimmt  wird. 
Andererseits  aber  zeigte  es  sich  bei  der  Methode  König's,  dass  man  anstatt  der 
Knoten  besser  die  Bäuche  ihrer  Lage  nach  bestimmen  konnte.  Es  führt  dies 
zum  selben  Ziel.  Ja  man  kann,  wie  insbesondere  H.  Kayser  in  einer  Unter- 
suchung »Ueber  den  Einfluss  der  Intensität  des  Schalles  auf  seine  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit« ^)  gezeigt  hat,  von  den  genauen  Stellen  der  Knoten  und  Bäuche 
ganz  absehen  und  allgemein  zwei  Stellen  gleicher  Phase  wählen,  an  welchen 
also  z.  B.  ein  mit  dem  schwingenden  Körper  verbundenes  Fäserchen  gleiche 
Schwingungserscheinungen  zeigt.  Mit  Rücksicht  hierauf  gestaltet  sich  nun  die 
Beobachtung  und  die  Schlussformel  für  c  folgendermaassen:  Man  misst  die 
Gesammtstrecke  (Fig.  256)  xy  ^=^  L^  auf  welcher  sich  eine  Anzahl  tn  vollständig 
ausgebildeter  Halbwellen  erkennen  lässt;  es  ist  also  dann 

/ 

oder 

m 
femer,   man  bestimmt  die  Zahl  der  Schwingungen  N  des  Tones,   welcher  diese 
Zahl  m  Halbwellen  hervorrief  und  berechnet  sodann  c  aus  der  Gleichung 

.-i^ («) 

fn 

18)  Die  Bedeutung  der  KuNDx'schen  Methode  liegt  namentlich  auch  in  der 
grossen  Leichtigkeit,  mit  welcher  verschiedene  Fragen  sich  entscheiden  lassen. 
Die  Röhren,  in  welchen  die  Staubwellen  erzeugt  werden,  können  zunächst  in 
den  verschiedensten  Durchmessern  zur  Anwendung  kommen.  Es  konnte  hierbei 
zur  Evidenz  bewiesen  werden,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  in  engeren  Röhren  mehr  und  mehr  abnimmt  Kundt  hat 
im  Jahre  i868  eine  grössere  Untersuchung ')  veröffentlicht,  bei  welcher  nament- 
lich auch  diese  Thatsache  sich  bestätigt  fand. 

Die  Abnahme  der  Schallgeschwindigkeit  wurde  jedoch  erst  bei  einem  Durch- 
messer von  26  mm  an  abwärts  bemerkbar.  Hierbei  zeigte  es  sich  weiter,  dass 
auch  die  Höhe  des  Tones,  also  die  Länge  der  Halbwellen,  von  Einfluss  war. 
Die  folgende  Zusammenstellung  wird  den  Zusammenhang  erkennen  lassen. 


*)  DissertatioDi  Leipzig  1879. 

1)  PCGQ.  Ann.,  Bd.  CXXXV,  pag.  337— 37«  und  pag.  527—561. 
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DuTchm. 

Halbe  Wellenlängen 

der  Röhre 

90  mm 

ibmm 

80»«» 

55-0 

260 

18-0 

6-5 

3-5 

882-80 
332-70 
329-47 
823-00 
805-42 

332-80 
882-66 
329-88 
82714 
818-88 

332-80 
838-45 
880-87 
828-14 

000 
0-75 
0-40 
514 

-  27-28 

-  13-78 

Die  Zahlen  unter  dem  horizontalen  und  hinter  dem  vertikalen  Doppelstrich 
bedeuten  die  Unterschiede  der  Schallgeschwindigkeit  in  der  engsten  Röhre 
gegenüber  der  Röhre  mit  26  mm  Durchmesser,  bezw.  die  Unterschiede  für  je  zwei 
Röhren,  bei  welchen  Halbwellen  von  80  und  90  mm  in  Betracht  kommen. 

Der  Grund  für  die  grosse  Verschiedenheit  der  Schallgeschwindigkeit  in  weiten 
und  engen  Röhren  lässt  zur  Zeit  zweierlei  erkennen.  Es  wurde  früher  mit- 
getheilt,  dass  nach  Laplace  bei  jeder  Verdichtung  Wärme  frei  wird,  welche 
nothwendig  die  Spannkraft  und  hiermit  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  in  der  Luft  und  in  Gasen  vermehren  muss.  Hierbei  kann  man^  falls 
die  Bewegung  im  unbegrenzten  Lufträume  vor  sich  geht,  annehmen,  dass  die 
während  einer  Verdichtung  frei  werdende  Wärme  in  ihrer  Verbreitung  auf  das 
bei  der  Verdichtung  in  Betracht  kommende  Luftquantum  beschränkt  bleibt,  und 
nicht  Zeit  hat,  sich  den  umliegenden  Massen  mitzutheilen.  Falls  aber  die  Be- 
wegung in  einem  begrenzten  Räume  vor  sich  geht,  falls  namentlich  die  Be- 
wegung in  einer  Röhre  stattfindet,  muss  man  es  doch  als  möglich  erachten,  dass 
ein  Theil  dieser  Compressionswärme,  oder  besser  ausgedrückt  Verdichtungswärme 
sich  während  der  Zeit  einer  Verdichtung  wenigstens  theilweise  in  die  Röhren - 
wand  verbreitet  Geschieht  dies,  so  wird  hierdurch  die  Temperatur  des  Gases 
in  der  Röhre  und  hiermit  dessen  Spannkraft  etwas  vermindert,  und  wird  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles,  in  Röhren  gemessen,  demnach  kleiner 
gefunden  werden.  Femer  leuchtet  ein,  dass  auch  die  Reibung  der  Gas- 
theilchen  an  den  Röhrenwänden  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  beeinflussen 
muss.  V.  Helmholtz  und  Kirchhoff  haben  nun  diese  Einflüsse  berücksichtigt 
und  sind  zu  einer  Formel  gelangt,  welche  folgende  Gestalt  hat: 

In  ihr  bedeutet  c  die  in  einer  Röhre  vom  Durchmesser  2r  wirklich  experi- 
mentell gefundene  Schallgeschwindigkeit  bei  einer  Schwingungszahl  iV  des  be- 
treffenden Tones.     Die  Constante  7  hat  nach  dieser  Untersuchung  den  Werth 

worin  c'  die  NEWxoN'sche  Schallgeschwindigkeit,  femer  Y^  und  1/7  Constanten 
bedeuten,  deren  numerische  Werthe 

y9^=  00089,  yT«  0-0047 

sind.    Hiernach  berechnete  sich 

T«  000588. 
In  einer  weiteren  Arbeit  i)  wiess  nun  H.  Kaysek  nach,  dass  dieser  Werth  von 
7  nicht  genüge,  um  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  in  Einklang  zu  bringen,  dass 


1)  WuEDXii.  Add.,  Bd.  H,  pag.  218^241. 
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dagegen,  wenn  man  7  viermal  so  gross  nimmt  als  der  soeben  aus  der  Theorie 
resultirende  Werth,  d.  h.  ihm  den  Werth 

T  =  0  0235 
giebt,  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  nahe  in  Uebereinstimmung  kommt. 

19)  Die  Methode  der  KuNDx'schen  Staubfiguren  ist  von  Kundt  und  Lehmann 
auch  benutzt  worden,  um  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in 
Flüssigkeiten  zu  bestimmen.  Auch  diese  Methode  wurde  bereits  im  Artikel 
über  Longitudinal  Schwingungen  besprochen  und  findet  sich  die  Originalabhand- 
lung der  beiden  genannten  Herren  in  PocG.  Ann.,  Bd.  CLin,  pag.  i~i2. 

Auch  Dvorak  hat  die  Schallgeschwindigkeit  bei  Flüssigkeiten  in  Röhren 
untersucht,  hierbei  aber  eine  wesentlich  andere  Methode  wie  Kundt  and  Lehmann 
zur  Anwendung  gebracht^).  Er  nahm  eine  etwa  2  m  lange  Glasröhre,  schmolz 
sie  an  einem  Ende  zu  und  bog  sie  am  anderen  (rechten)  Ende  etwa  eine  Handbreit 
rechtwinkelig  um.  Dann  wurde  die  Röhre  mit  Wasser  vollgefüllt,  jedoch  so,  dass 
in  dem  kleinen,  rechtwinklig  umgebogenen  offenen  Stück  noch  eine  kleine  Luft- 
säule übrig  blieb.  Blies  er  nun  kräftig  über  dieses  offene  Ende  hin,  so  erhielt 
er  einen  Ton  der  Luftsäule,  wobei  sich  deren  Schwingungen  auch  auf  die  Wasser- 
säule übertrugen  und  diese  in  Longitudinalschwingungen  versetzten.  In  diesem 
Wasser  war  Schiesspulver  suspendirt^  das  sodann  auf  der  unteren  Seite  der  inneren 
Röhrenwand  die  KuNDT'schen  Rippenfiguren  sehr  schön  zeigte.  Zu  Messungen 
der  halben  Wellen  konnte  jedoch  ein  solches  Rohr  nicht  verwendet  werden,  da  es 
sich  zeigte,  dass  die  Abstände  der  Knoten  nicht  gleich  gross  gefunden  wurden. 

Jg  Dies  trat  aber  sofort  ein,  wenn  der  Versuch  so  ab- 
4  geändert  wurde,  wie  es  unsere  Fig.  257  versinnbild- 
licht. Das  zugeblasene  Ende  (links  in  der  Figur) 
wurde  nämlich  auch  auf  einer  kurzen  Strecke  um- 
gebogen und  sodann  eine  Luftblase  eingelassen,  welche  eine  Strecke  da  einnahm. 
Das  offene  (rechte)  Ende  blieb  wie  vorhin,  und  bildete  also  die  Strecke  ac  das  Luft- 
rohr, über  welches  hingeblasen  wurde.  Die  Halbwellen  bildeten  sich  nun  sehr 
regelmässig  und  wollen  wir  einige  Versuchsergebnisse  der  Beobachtung  mittheilen. 
Interessant  war  zunächst  das  Ergebniss  für  zwei  Röhren  mit  nahezu  demselben 
inneren  Caliber,  nämlich  eine  mit  einem  Durchmesser  von  11*7  und  ll'0#mi, 
während  die  Wandstärke  dieser  Röhren  sehr  verschieden  war,  indem  sie  bei 
der  ersteren  Röhre  0*63  mm,  bei  der  letzteren  20  mm,  also  bei  ersterer  über  3  Mal 
kleiner  war.  Die  Geschwindigkeiten  c  wurden  für  die  entsprechenden  Röhren  aus 
je  sechs  Einzel  versuchen  gleich  1046  m  und  1281  m  gefunden.  Hieraus  ergab  sich 
die  bemerkenswerthe  Thatsache,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  bei  Flüssigkeiten  in  Röhren  mit  dünneren  Wänden 
wesentlich  geringer  ausfiel.  Diese  Thatsache  beweist,  dass  die  Röhren- 
wand den  Wasserverdichtungen  gegenüber  nicht  bewegungslos  bleibt,  sondern  wohl 
Biegungen  nach  aussen  erleidet,  oder  allgemeiner  ausgedrückt,  es  betheiligt  sich 
die  Röhre  an  den  Flüssigkeitsschwingungen.  Dasselbe  ist  ja  auch  der  Fall  bei 
Luftsäulen,  die  in  weniger  widerstandsfähige  Röhren  eingeschlossen  sind.  Denn 
man  weiss  sehr  wohl,  dass,  wenn  z.  B.  bei  einer  Holzpfeife  ihre  eine  Wand 
durch  Pergament  ersetzt  wird,  der  Ton  dann  wesentlich  tiefer  wird.  Femer  zeigten 
die  DvoRAK'schen  Versuche  auch  eine  deutliche  Verschiedenheit  der  Schall- 
geschwindigkeit bei  zwei  Röhren  von  gleicher  Wandstärke  gleich  2  mm  aber 
ungleichem   inneren  Caliber.    Es  zeigte  nämlich  eine  solche  Röhre  mit  II  mm 


1)  POGG.  Ann.,  Bd.  CLIV,  pag.  156— loa  ^  t 
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Durchmesser  ein  r  =  1281  m  und  eine  mit  15  mm  Durchmesser  ein  ^=:  1213  m. 
Dies  Resultat  würde  demgemäss  gerade  das  Umgekehrte  sein  von  dem,  welches 
wir  bei  den  Luftschwingungen  in  Röhren  fanden.  Denn  hier  nahm  die 
Schallgeschwindigkeit  mit  dem  inneren  Caliber  zu,  bei  Flüssigkeiten  aber 
nimmt  nach  diesen  Versuchen  die  Schallgeschwindigkeit  bei  zu- 
nehmendem innerem  Caliber  ab.  Melde. 
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1)  Da  mancher  tönende  Körper  mehr  oder  weniger  schon  flir^s  blosse  Auge 
wahrnehmbare  Schwingungen  vollführt,  so  lag  der  Gedanke  nahe,  diese  Schwin- 
gungen in  ihren  besonderen  Eigenthümlichkeiten  und  Gesetzmässigkeiten  auch 
optisch  näher  zu  verfolgen.  Es  kann  dies  so  geschehen,  dass  man  einen,  in 
Schwingung  begriffenen,  Körper  direkt  mit  dem  Auge,  oder  unter  Beihilfe  optischer 
Apparate  beobachtet  oder  auch  so,  dass  man  den  schwingenden  Körper  in  den  Stand 
setzt,  seine  Schwingungen  auf  ein  Papier  oder  auf  eine  Glasplatte  aufzuschreiben. 
Je  nachdem  das  eine  oder  andere  der  Fall  ist,  kommt  man  zu  den  »Vibroscopen« 
oder  den  »Vibrographenc  und  sind  im  Laufe  der  letzten  Decennien  zwei 
Theile  der  Akustik  zur  Ausbildung  gelangt,  die  man  unter  dem  Nam£n  »Vibro- 
scopiec  und  »Vibrographiec  zu  denken  hat.  Es  muss  jedoch  bemerkt  werden, 
dass  es  hierbei  nicht  immer  die  Akustik  zu  sein  braucht,  ftir  welche  die  jetzt  zu 
betrachtenden  Methoden  von  Werth  sind,  sondern  dass*  hierbei  auch  andere 
Wissenschaftstheile,  so  namentlich  die  Astronomie  und  die  Physiologie,  sehr  wesent- 
lich interessirt  sind.  Es  sind  in  Folge  davon  so  zahlreiche  Apparate  in  verhält- 
nissmässig  wenig  Decennien  construirt  worden  und  haben  sich  so  weite  Kreise 
der  Wissenschaft  betheiligt,  dass  es  nicht  in  unserer  Absicht  liegen  kann,  auch 
nur  annähernd  in  diesem  Artikel  alle  die  hierher  gehörigen  Einrichtungen  zu 
schildern,  vielmehr  wird  es  sich  nur  um  eine  übersichtliche  Darstellung  des 
Wesentlichsten  handeln  können. 

Der  Erste,  welcher  in  bestimmter  Weise  mit  diesen  Dingen  in  Verbindung 
trat,  war  Thomas  Young.  In  seinen  im  Jahre  1800  in  den  Philosoph.  Transact. 
of  the  Roy.  Soc.  of  London  veröffentlichten:  »Outlines  of  experiments  and  in- 
quiries  respecting  sound  and  iightc  behandelt  der  13.  Abschnitt  die  »Schwingungen 
der  Saiten«.  Hierbei  bemerkt  Young:  »Man  nehme  eine  von  den  tiefsten  Saiten 
eines  Pianofortes,  die  mit  Silberdraht  Ubersponnen  ist^  lasse  das  Licht  durch  eine 
enge  Oeffnung  des  Fensterladens  darauf  fallen,  so  dass,  wenn  das  Auge  in  ge- 
höriger Lage  gehalten  wird,  der  Lichtschein  schmal,  glänzend  und  bestimmt  an 
jeder  der  Windungen  des  Drahtes  erscheine.  Sodann  lasse  man  sie  schwingen, 
so  wird  der  Lichtpunkt  seinen  Weg  bezeichnen  wie  eine  schnell  im  Kreise  ge- 
schwungene glühende  Kohle,  und  dem  Auge  eine  Lichtlinie  darstellen,  welche 
durch  Hilfe  des  Mikroskops  sehr  genau  beobachtet  werden  kann.  Nach  der  ver- 
schiedenen Art  nmn,  wie  der  Draht  in  Bewegung  gesetzt  wird,  ist  die  Form  dieses 
Weges  nicht  minder  mannigfaltig  und  unterhaltend,  wie  die  von  Chladni  ent- 
deckten Figuren  der  Knotenlinien.  Jene  Erscheinung  ist  in  der  That  in  einer 
Rücksicht  noch  interessanter,  indem  sie  mehr  für  mathematische  Bestimmung 
geeignet  zu  sein  scheint.«    Die  letztere  hat  Young  nicht  weiter  beschäftigt,  viel- 
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mehr  hat  er  sich  darauf  beschränkt,  eine  Anzahl  der  beobachteten  Curven  in 
einer  Zeichnung  wiederzugeben  und  zu  beschreiben.  Wir  wollen  aber  sofort  dazu 
übergehen,  den  Werth  dieser  Methode  gerade  für  das  Studium  der  Saiten- 
Schwingungen  zu  betrachten. 

2)  In  Fig.  258  ist  eine  Saite  AB  dargestellt,  die  ihre  Grundschwingung  aus- 
führt.   Sie  bietet  für  das  Auge  hierbei  das  Aussehen  wie  bei  a,  indem  die  äussersten 

Ruhelagen  AnB  und  A^B, 

dj  y^grrrr: )m. —  —  Jv_  ^  rrg5»>   zwischen  denen  die  Saite 

"^  jfll  T  •"  mit  einer  nach  der  Ruhe- 

lage ^/«^  zu  wachsenden 
Geschwindigkeit  hin   und 

})l  .^.a^- ^^1**^^^ [»- --g^     ^^'  schwingt,  sich  deutlich 

Ä  ^3  erkennen  lassen,  während 

CPiuase.)  es    wegen    dieser    rasch 

wachsenden  Geschwindigkeit  direkt  nicht  möglich  is^  auch  eine  Zwischenphase 
mit  dem  Auge  zu  erkennen.  Der  Mittelpunkt  m  der  Saite  bewegt  sich  in  einer 
genauen  geraden  Linie  aß  hin  und  her  und  auch  rechts  und  links  von  der  Mitte 
kann  man  sich  durch  den  Augenschein  überzeugen,  dass  die  emzelnen  Saitenpunkte 
sehr  nahe  geradlinige  Schwingungsbahnen  verfolgen,  so  z.  B.  der  Punkt  v  eine 
Bahn  ^d.  Alle  diese  kleinen  Strecken  werden  in  derselben  Zeit  durcheilt,  und 
wissen  wir  aus  unseren  Darstellungen  im  Artikel  über  die  Transversalschwingungen 
tönender  Körper,  dass  diese  Schwingungen  der  Saitenpunkte  durch  eine  Sinus- 
tunktion  ausgedrückt  werden.  Bezeichnet  man  die  Elongationsweite  für  irgend 
einen  Punkt  der  Saite  mit  a,  ferner  die  Entfernung  des  betreffenden  Punktes  von 
seiner  Ruhelage  zur  Zeit  /  mit  x^  so  ist 

x^sasin2n7:t  .  .  .,  (l) 

wenn  wir  unter  n  noch  die  Anzahl  ganzer  Schwingungen  in  der  Zeiteinheit  ver- 
stehen. Lassen  wir  in  dieser  Zeiteinheit  nur  eine  Schwingung  zu,  so  ist  n^=l 
zu  setzen  und  sonach 

x^=^a*sin  2ic/  •  .  •  (1  •) 

Hierbei  wird  aber  noch  vorausgesetzt,  dass  man  die  Schwingungen  von  der 
ursprünglichen  Ruhelage  AmB  zm  zählen  anfangen  will.  Geschieht  dies  nicht, 
will  man  z.  B.  von  einer  der  Grenzlagen  AolB  bezw.  A^B  aus  zählen,  so  muss 
anstatt  /  ein  (/  +  J)  bezw.  (/  -h  \)  oder  allgemein  gerechnet  für  /  ein  (/  -h  8)  ge- 
setzt werden. 

Hiemach  ergiebt  sich,  dass  die  Schwingungsbahnen  der  Theilchen  einer,  ihre 
Grundschwingung  ausführenden,  Saite,  lauter  gerade  Linien  sind.  Eine  Saite  kann 
nun  aber  gleichzeitig  ausser  dieser  Grundschwingung  noch  eine  oder  mehrere 
Oberschwingungen  vollführen  und  wollen  wir  einmal  annehmen,  sie  liefere  noch 
die  2.  Oberschwingung,  bei  der  sie  sich  so  abtheilt  wie  in  Fig.  253  b.  Kommen 
beide  Schwingungen  zu  gleicher  Zeit  zur  Ausführung,  so  beschreiben  die  ein- 
zelnen Saitenpunkte  im  allgemeinen  keine  geradlinigen  Bahnen,  sondern  Curven, 
die  als  ebene  Curven  betrachtet  werden  dürfen.  Ferner  leuchtet  ein,  dass  nun- 
mehr sehr  verschiedene  Curven  erhalten  werden  können,  einmal  je  nach  der 
Stelle  der  Saite,  die  man  ins  Auge  fasst,  zweitens  nach  dem  Winkel,  der  zwischen 
den  beiden  Schwingungsebenen  der  Oberschwingungen  gelegen  ist  und  drittens 
nach  der  Phasendififerenz.  Was  den  zweiten  Punkt  anlangt,  so  können  zwei 
Hauptfälle  vorkommen:  einmal  nämlich  können  die  beiden  Oberschwingungen 
in  derselben  Ebene  vor  sich  gehen  oder  zweitens  so,  dass  die  Schwingungen 
des  Grundtons  z.  B.  in  einer  Vertikal-,  die  des  zweiten  Obertons  in  einer  Horizontal- 
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ebene  stattfinden.  Letzteren  Fall  wollen  wir  vorläufig  allein  berücksichtigen. 
Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  eines  Saitentheilchens  von  der  Ruhelage  bei 
der  2.  Oberschwingung  mit  y^  so  ist  der  Gleichung  (1*)  entsprechende  jetzt 

yzs^b'  sin  4tc/, 
oder,  wenn  wir  eine  Phasendifierenz  V  einführen: 

y=^b'  sin  ^icii  -H  »')» 
wobei  jetzt  b  die  Elongationsweite  des  ins  Auge  gefassten  Saitenpunktes  bedeutet, 
die  gleich  Null  ist,  wenn  wir  speciell  den  Mittelpunkt  m  der  Saite  berücksichtigen. 
Das  gemeinsam  bestehende  System  der  Gleichungen  wird  demgemäss 

arÄtf5m2Tc(/-h*) 

Es  kann  jedoch  nachgewiesen  werden,  dass  wir  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit eine  der  Phasendififerenzen  z.  6.  V  gleich  Null  setzen  dürfen,  demgemäss 
das  System  der  Gleichungen  nunmehr 

x^=^a*  sin'l'Kit' 
yr=s  b  •  sin^-Rt 

wird.  Setzen  wir  OassQ,  d.  h.  nehmen  wir  an,  dass,  von  der  Ruhelage  AmB 
aus  gerechnet,  beide  Bewegungsarten  gleichzeitig  und  zwar  im  Sinne  der  positiven 
X  und  y  beginnen,  so  lässt  sich  leicht  die  Zeitvariable  /  eliminiren,  wonach  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y,  als  Gleichung  der  ebenen  Curve,  in  welcher  der 
schwingende  Punkt  sich  bewegt,  erhalten  wird.  Zu  dem  Ende  beachten  wir, 
dass  auch  die  Gleichungen 

x^  y> 

-5  ==^i«  »2  ic/  undT5-  =  4i/»*2ir/-r<7j*2ic/ 

bestehen,  woraus  sich  durch  Elimination  von  /  die  Gleichung 

oder 

b 


•'} ...  m 


ergiebt  Schon  diese  Gleichung,  obwohl  sie  einem  verhältnissmässig  noch  sehr 
einfachen  Falle  angehört,  beweist,  dass  man  es  bei  diesen  Curven  mit  sehr  com- 
plicirten  Gleichungen  zwischen  y  und  x  zu  thun  haben  wird.  Nähere  Auseinander- 
setzungen würden  jedoch  zeigen,  dass  man  meistens  gar  nicht  nöthig  hat,  von 
vornherein  auf  die  Gleichungen,  die  nach  der  Elimination  von  /  zwischen  x  und  j^ 
resultiren,  Rücksicht  zu  nehmen,  und  dass  man  vielmehr  besser  thut,  die  Fragen, 
welche  sich  bei  der  Betrachtung  der  Eigenthümlichkeiten  dieser  Curven  erheben, 
aus  der  Discussion  der  einzelnen  Gleichungen  zwischen  x  und  /,  sowie  zwischen 
y  und  /  zu  beantworten.  Bezeichnen  wir  mit  m  die  Schwingungszahl  der  einen, 
mit  n  die  der  andern  Componente,  so  sind  die  Gleichungen  allgemein  ausgedrückt 

y:=zb'Sin2ni:f  i'      '  ^^ 

3)  Wir  hätten  demgemäss  in  einer  schwingenden  Saite,  wenn  wir  einen  ihrer 
Punkte  während  der  Schwingungen  beobachten,  ein  natürliches  Vibroscop  nament- 
lich, wenn  wir  uns  noch  eines  Mikroskops  bedienen,  um  die  vielleicht  sehr  kleinen 
Schwingungsbahnen  im  vergrösserten  Maassstabe  zu  sehen.  Was  die  Sichtbar- 
machung eines  der  Beobachtung  unterworfenen  Saitenpunktes  betrifil,  so  kann 
diese  sehr  gut  in  der  Weise  erreicht  werden,  dass  man  die  Saite  an  der  Strecke, 
auf  welcher  der  zu  beobachtende  Punkt  liegen  soll,  etwa  durch  Schellacklösung, 
in  welche  hmreichend  Kienruss  eingerührt  ist,  schwärzt    Nachdem  dieser  Ueber- 
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zug  völlig  trocken  geworden  ist,  kratzt  man  von  ihm  mittelst  eines  Federmessers 
wieder  eine  ganz  kleine  Stelle  weg,  so  dass  hier  die  blanke  Metallsaite  bloss 
liegt  Sonnen-  oder  Lampenlicht,  welches  von  dieser  kleinen  Metallstelle  reflektirt 
wird,  lässt  sie  dem  Beobachter  hell  glänzend  erscheinen  und  werden  demgemäss 
auch  die  betreffenden  Bahnen,  in  denen  der  Punkt  schwingt,  in  voller  Helligkeit 
sich  zeigen. 

Man  pflegt  nun  solche  Curven,  in  denen  sich  Punkte  eines  schwingenden 
Körpers,  gleichgültig,  ob  dies  eine  Saite,  ein  Stab,  eine  Scheibe  u.  s.  w.  ist,  ab- 
bilden »Schwingungscurven«  zu  nennen. 

Nach  YouNG  war  es  Wheatstone,  der  im  Jahre  1827  eine  Einrichtung  be- 
kannt machte,  durch  welche  man  ebenfalls  Schwingungscurven  in  mannigfacher 
Weise  darstellen  konnte.  Es  wurden  bei  dem  hierbei  in  Betracht  kommenden 
Apparate  Stäbe  verwendet  und  gab  Wheatstone  dieser  seiner  Einrichtung 
den  Namen  »Kaleidophon«.  Obwohl  der  Name  sich  allgemein  erhalten  hat, 
so  passt  er  eigentlich  doch  nicht  recht.  Denn  die  Stäbe,  welche  verwendet 
werden,  tönen  meist  gar  nicht,  weil  ihre  Schwingungen  zu  langsam  sind,  um  Töne 
erzeugen  zu  können.  Doch  mag  dies  nun  sein,  wie  ihm  wolle,  alle  Welt  kennt 
den  WHEATSTON£*schen  Apparat  unter  dem  Namen  »Kaleidophonc  Er  besteht 
in  einem  Holzbrett,  in  welches  senkrecht  verschieden  gestaltete  Stäbe  so  einge- 
schraubt sind,  dass  die  Schwingungen  eines  an  einem  Ende  festen,  am  anderen 
Ende  freien  Stabes  in  Betracht  kommen.  Das  freie  Ende  jedes  Stabes  trägt  ein 
vergoldetes  Messingknöpfchen,  welches  im  Tageslicht  oder  besser  im  Sonnenlicht 
hell  glänzend  erscheint.  Setzt  man  dann  einen  der  Stäbe  in 
Transversalschwingungen,  so  beschreibt  das  helle  Knöpfchen 
auch  eine  hell  glänzende  Curve,  deren  Form  im  Wesentlichen 
einmal  von  der  Art  des  Stabes  und  dann  von  der  Art  der  beim 
Schwingen  vorhandenen  Combination  der  Oberschwingungen 
(P1L259.)  ^gg  Stabes  abhängt.     Was  die  Art  der  Stäbe  anlangt,  so  sei 

bemerkt,  dass  dieselben  von  rechteckigem,  quadratischem,  dreieckigem  oder 
kreisrundem  Querschnitt  sein  können.  Wir  wollen  zusehen,  welche  Art  von 
Schwingungscurven  von  einem  Stabe  mit  rektangulärem  Querschnitt  1 : 2  zu  er- 
warten sind.  Ein  solcher  Stab  kann  zwei  Arten  ebener  Schwingungen  ausführen, 
indem  er  einmal  mit  seiner  Länge  senkrecht  zu  AB  (Fig.  259)  oder  senkrecht 
ZM  BC  schwingt.  Nach  den  für  die  Schwingungen  der  Stäbe  giltigen  Gesetzen, 
sind  die  letzteren  Schwingungen  doppelt  so  rasch  wie  die  ersteren.  Versetzen 
wir  den  Stab  nun  in  eine  der  bezeichneten  Schwingungen,  so  wird  das  leuchtende 
Knöpfchen  am  freien  Ende  nahezu  eine  gerade  Linie  beschreiben.  Ertheilen 
wir  dem  Stab  aber  eine  Ausbiegung  etwa  in  der  Richtung  des  in  der  Figur  ange- 
zeigten Pfeils,  so  lässt  sich  diese  Ausbiegung  in  zwei  Componenten  der  zuerst 
bezeichneten  Art  zerlegen.  Der  Stab  führt  deshalb  gleichzeitig  zwei  Schwingungen 
im  Verhältniss  1  : 2  aus,  und  ist  die  Folge  hiervon,  dass  auch  die  Schwingungs- 
curven so  sind,  wie  sie  den  im  vorigen  Abschnitt  gegebenen  Auseinandersetzungen 
und  speciell  der  Gleichung  (2)  entsprechen. 

4)  In  bestimmterer  Absicht  hat  der  Verfasser  dieses  Artikels  im  Jahre  1861 
einen  Apparat  construirt,  dem  er  den  Namen  »Univers alkaleidophon«  bei- 
legte, und  der  in  sehr  einfacher  Weise  gestattet,  die  Schwingungscurven  nicht  nur 
subjektiv,  sondern  auch  objektiv  sichtbar  zu  machen.  Fig.  260  zeigt  den  Apparat 
in  ca.  -^  natürlicher  Grösse.  K  stellt  zunächst  die  Hauptklemme  dar,  mittelst 
welcher  das  Ganze  an  einer  Tischplatte  festgeklemmt  werden  kann.  Der  obere 
Theil  Q   dieser  Klemmvorrichtung  ist  um  eine  Axe  %  drehbar   und  kann  unter 
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passt,  das  gestattet,  dass  zwischen  ihm  und  der  gegenüber- 
stehenden Wand  des  Loches  eine  Lamelle  L  oder  auch 
ein  cylindrischer,  dicker  Draht  D  durch  Anziehen  der 
Schraube  s  in  bestimmter  Länge  festgeklemmt  werden 
kann.  Die  Lamelle  L  endigt  oben  in  einem  kurzen  Stück 
angelötheten  Drahtes,  auf  welchen  sich  die  kleine  Metall- 
klemme k  mittelst  der  Schraube  a  in  jeder  Lage  zur 
Lamellenebene  von  L  feststellen  lässt.  Diese  Metallklemme 
ist  nach  vom  mit  einem  Schlitze  durchsetzt,  um  in  diesen 
eine  schmälere  und  wesentiich  leichtere  Lamelle  /  einzu- 
stecken und  mittelst  einer  Klemmschraube  festzuklemmen. 
Anstatt  der  Lamelle  /  kann  aber  auch  in  k  wieder  ein 
feiner,  cylindrischer  Draht .  festgeklemmt  werden. 

Bezeichnen  wir  die  erwähnten  cylindrischen  Drähte  mit 
D  und  d^  so  sind  bei  meinem  Apparate  vier  Combinadonen 
möglich,  denen  auch  vier  verschiedene  Hauptarten  von  Schwingungscurven  ent- 
sprechen. Es  leuchtet  nämlich  ein,  dass  die  mit  L  durch  die  Klemme  k  ver- 
bundene Lamelle  /  so  in  Schwingung  versetzt  werden  kann,  dass  das  combinirte 
System  als  Ganzes  seine  Schwingungen  ausführt.  Es  wird  hierbei  das  hell 
leuchtende  Endknöpfchen  der  feinen  Lamelle  /,  die  incl.  der  Metallklemme  k 
jetzt  nur  eine  Belastung  von  L  bildet,  und  somit  die  Schwingungen  von  L  verlang- 
samt, eine  leuchtende  Gerade  beschreiben.  Hält  man  aber  die  Metallklemme  k 
fest,  so  kann  die  Lamelle  /  für  sich  in  Schwingungen  versetzt  werden;  hierbei 
würde  das  helle  Knöpfchen  eine  Gerade  beschreiben  senkrecht  zur  Lamellen- 
fläcbe  /.  Während  dies  geschieht,  kann  aber  nun  auch  das  ganze  System  (Z  +  /) 
in  Bewegung  gesetzt  werden.  Es  leuchtet  sg  ein,  wie  nunmehr  das  Endknöpfchen 
zweien  geradlinigen  Vibrationsbewegungen  folgen  muss.  Stehen  die  Ebenen 
der  Lamellen  L  und  /  senkrecht  zu  einander,  so  hat  man  die  Schwingungscurven 
zu  erwarten,  welche  dem  System  der  Gleichungen  (3)  entsprechen.  Mit  Leichtig- 
keit gestattet  der  Apparat  aber  auch  jede  andere  Zusammen  Wirkung  der  beiden 
Vibrationsbewegungen^  insbesondere  solche,  bei  denen  die  Schwingungsebenen 
beider  Lamellen  gleich  gerichtet  sind.  Die  beiden  Componenten  werden  hierbei 
durch  die  Gleichungen 

:c"  =  3  •  sin^nizt 
und  somit  die  resultirende  Bewegung  durch  die  Gleichung 

X  SS  a  •  sin  2mir(/  H-  0)  -+-  3  •  sin  2 «ic/  ...  (4) 

dargestellt 

Ein  an  einem  Ende  eingeklemmter  cylindrischer  Draht  oder  dünner  Stab 
macht,  wenn  er  aus  seiner  Ruhelage  herausgebogen  wird  und  sich  dann  selbst 
überlassen  bleibt,  im  allgemeinen  elliptische  Vibrationsbewegungen.  Demgemäss 
gestattet  unser  Universalkaleidophon  noch  drei  andere  Arten  von  Schwingungs- 
curven darzustellen.  Denn  eine  zweite  Combination  wird  ermöglicht,  wenn  man 
die  Lamelle  /  durch  d  ersetzt.  Das  ganze  System  (Z-hd)  führt  dann  ebene, 
der  cylindrische  dünne  Stab  d  für  sich  in  Bewegung  gesetzt,  elliptische  Be- 
wegungen aus.  Naturgemäss  werden  die  Schwingungen  von  (Z  +  d)  als  lang- 
samere wie  die  von  /  hergestellt  werden  können.  Bezeichnet  daher  m  die 
Schwingungszahl  der  geradlinigen,    n  die  der  elliptischen  Componente,   so 
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Ist  jetzt  m  '<n  anzunehmen.  Nimmt  man  an,  dass  die  geradlinige  Componente 
mit  der  :r-Axe  zusammenfällt,  und  dass  die  elliptische  Componente  so  Hegt,  dass 
auch  die  eine  Axe  »=  2a  der  Ellipse  mit  der  x-,  die  andere  «»  23  mit  der  y-Axt 
zusammenfällt,  so  ist  das  Sjrstem  der  Gleichungen  für  diese  Art  Schwingungscunren 

Ä  Ä  ö  .  ««  2»iic  (/  -h  d)  -h  3  .  sin  2«ic/ 1 

y^b^cos ^n-Rt  /  •  •  •  ^^ 

Bei  der  dritten  Combination  wird  die  ebene  Lamelle  Z  durch  einen  cylm- 
drischen  dicken  Draht  D  ersetzt,  während  die  Lamelle  /  bleibt  Man  hat  es 
offenbar  jetzt  auch  mit  einer  elliptischen  Componente,  herrührend  von  den 
Schwingungen  des  ganzen  Systems  (J?-hl)  und  einer  geradlinigen  Componente 
herrührend  von  den  aparten  Schwingungen  von  /  zu  thun,  aber  es  ist  jetzt  natar 
gemässer  m  grösser  wie  n  anzunehmen.    Das  System  der  Gleichungen  würde  sein: 

jcsastf.  jm2»fic(/-l-d)  \  . 

^=itf  .^<?j2«it(/H-d)-l-3-««2«it// ^' 

Die  vierte  Combination  besteht  in  der  beiderseitigen  Vertauschung  von  Z 
und  /  mit  Z>  und  ä.  Das  ganze  S3rstem  (D  ■+-  d)  und  der  Draht  d  für  sich  liefern 
elliptische  Schwingungen.  Das  Sjrstem  der  Gleichungen  hierfür  ist,  wenn  die 
Halbaxen  der  beiden  Ellipsen  mit  a  und  b  bezw.  mit  c  und  d  bezeichnet  werden, 

jTssa.  j/>i2Mic(/+ft)-f-r  •  sin2n'Rt\ 

y  ^b'^cs2mj:(t'hb)'^d'Cos2n'Kif  '  *  '  ^' 

5)  Man  verdankt  Lissajous  zuerst  eine  sehr  werthvolle  Untersuchung  über 
die  Schwingungscurven,  erzeugt  durch  zwei  zu  einander  senkrechte  gerad- 
linige Componenten,  also  über  die  Curven,  welche  durch  das  System  der 
Gleichungen  (3)  dargestellt  werden.  Die  Resultate  dieser  Untersuchung  wurden 
im  Jahre  1857  in  den  Annal.  de  chim.  et  de  phys.,  3.  Sdr.,  Tome  LI,  pag.  147, 
unter  dem  Titel  tSur  TEtude  optique  des  Mouvements  vibratoiresc  veröffentlicht 
Man  kann  mit  Recht  sagen,  dass  mit  der  bedeutungsvollen  Arbeit  des  genannten 
französischen  Forschers  die  Akustik  und  auch  andere  Wissenszweige  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  hin  einen  neuen  Aufschwung  genommen  haben,  indem 
so  erst  eine  bestimmtere  Entwickelung  der  Vibroscopie  und  Vibrographie  ihren 
Anfang  nehmen  und  rasch  fortschreiten  konnte.  Auch  das  im  vorigen  Abschnitte 
beschriebene  Universalkaleidophon  diente  zunächst  der  Hauptsache  nach  den 
LissAjous*schen  Curven,  indem  es  gestattete,  in  grosser  Einfachheit  und  mit  sehr 
geringen  Mitteln  diese  Curven  zu  erhalten,  während  bei  Lissajous,  wie  wir  noch 
sehen  werden,  ein  umständlicherer  Mechanismus  in  Thätigkeit  trat 

Vor  allem  müssen  wir  jetzt  erst  der  tgraphischenc  Darstellung  der 
Schwingungscurven,  wie  sie  von  Lissajous  gehandhabt  wurde,  unsere  Aufmerksam- 
keit schenken.  Bei  dieser  Methode  spielt  die  Figur  des  Kreises  eine  Rolle  und 
femer  das,  was  man  einen  tSinus-  bezw.  Cosinusmaassstabc  zu  nennen  pflegt 
Fig.  261  stellt  den  Zusammenhang  dar.  Ein  Punkt/'  soll  auf  einer  Geraden  i^^^ 
um  den  Mittelpunkt  ^zwischen  den  Elongationsgrenzen  A  und  B  eine  Vibrations- 
bewegung ausführen.  Er  braucht  hierbei  zu  einer  Schwingung  eine  2^it,  die 
wir  als  die  Zeiteinheit  ansehen  können.  Die  Frage  ist,  wo  befindet  sich  in  einen) 
bestimmten  Bruchtheil  der  Zeiteinheit  z.  B.  in  irgend  einem  ^  dieser  letzteren 
der  schwingende  Punkt?  Hierzu  dient  bekanntermaassen  ein  um  M  mit  dem 
Radius  MA  «=  MB  beschriebener  Kreis,  der  dann  in  so  viel  gleiche  Theile  ge- 
theilt  werden  muss,  als  man  eben  die  Zeiteinheit  getheilt  sehen  will.  In  unserem 
Beispiel  sollen  Sechzehntel  der  Zeiteinheit  in  Betracht  kommen,  und  muss  dem- 
gemäss     der    Kreis    in    16  gleiche    Theile    getheilt    ^e^dej^  ^^J^^jf^  die 
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SchwingUDgen  deä  Punktes  von  der  Ruhelage  M  aus  in  der  Richtung  nach  B 
hin,  so  muss  die  Kreistheilung  senkrecht  über  M  in  0'  beginnen  und  weiter  in 
den  Theilpunkten  1'.  2'  ...  15',  16'  be- 
stehen.  Fällt  man  nun  von  diesen  Theil- 
punkten 0',  r,  2'  . .  .  auf  AB  Perpendikel, 
so  sind  deren  Fusspunkte  die  gesuchten 
Punkte,  in  welcher  sich  der  auf  ^^  hin-  und 
herschwingende  Funkt  in  den  betreffenden 
Sechzehnteln  befindet.  Die  Fusspunkte  fllr^l 
die  untere  Hälfte  des  Kreises  fallen  ent- 
sprechend mit  denen  iür  die  obere  zu- 
sammen und  hat  man  daher  blos  die  eine 
Hälfte  der  Perpendikel  nöthig.  Zieht  man 
nach  irgend  einem  Punkte  K  des  Kreises 
einen  Radius  MK^  so  bildet  dieser  mit  dem 
Anfangsradius  J/0'  einen  Winkel  9  und 
leuchtet  ein,  dass  der  Sinus  dieses  Winkels  f 
gleich  der  Strecke  MF  zxxi  AB  ist.  Für  diese  Strecke  MP^  gleich  x  gesetzt,  be- 
steht demnach,  falls  noch  MB  =  a  gesetzt  wird,  die  Gleichung  x=^a'  sin  f.  Der 
Winkel  9  kann  in  Graden,  Minuten  und  Sekunden  und  ebenso  auch  in  Theilen 
des  Kreisbogens  gegeben  sein.  Nach  der  letzteren  Auffassung  ist  offenbar  9  &=  2«/ 
zu  setzen,  falls  wir  annehmen,  dass  in  der  Zeiteinheit  eine  Schwingung  sich  voll- 
zieht Setzen  wir  für  /,  unserer  Kreistheilung  gemäss,  irgend  ein  Sechzehntel,  so 
erhält  man  dann  aus  der  Gleichung  x^=sa- sin^vt  einen  unserer  Bestimmungs- 
punkte auf  AB.  So  z.  B.  wird  für  / «» x^  der  Punkt  7  auf  AB  erhalten,  in 
welchem  der  schwingende  Punkt  P  im  Momente  -^  von  B  kommend,  angelangt 
ist,  um  nach  M  hin  seine  Schwingungsbewegung  fortzusetzen. 

Nehmen  wir  an,  es  soUe  der  schwingende  Punkt  in  der  iSeiteinheit  zweimal 
seine  Schwingungen  zwischen  AB  wiederholen,  so  müssen  wir  den  Punkt  K  auf 
dem  Kreise  zwei  Umdrehungen  machen  lassen,  d.  h.  wir  müssen  einen  Bogen 
von  2  •  2ic  Länge  in  sechzehn  Theile  theilen.  Dasselbe  erreichen  wir  aber  auch 
damit,  dass  wir  einen  Bogen  gleich  2ic  nur  in  Achtel  theilen,  also  halb  soviel 
Theilpunkte  wie  in  unserer  Fig.  261  annehmen.  Dasselbe  erreichen  wir  aber 
auch  mit  unserer  Fig.  261,  wenn  wir  sie  lassen  wie  sie  ist  und  allemal,  von  Null 
an  gerechnet,  zwei  Theilstrecken  als  eine  rechnen.  Im  Momente  ^  wäre  daher 
der  schwingende  Punkt  im  Punkt  14  der  Theilung  und  stände  von  A  kommend 
in  Begriff  nach  M  hin  weiter  zu  schwingen  um  dann  von  M  aus  die  zweite 
Schwingung  zu  beginnen. 

Hiemach  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  wenn  man  anstatt  einer  Schwingung  in 
der  Zeiteinheit  deren  n  annimmt,  man  für  die  betreffenden  Sechzehntel  der  Zeit- 
einheit je  um  n  mal  so  viel  Theilstrecken  auf  AB  fortrücken  muss,  um  zu  dem 
betreffenden  Punkte  auf  AB  zu  gelangen.  Wäre  n  z.  B.  gleich  3,  so  würde 
der  Punkt  für  den  Moment  ^  der  Zeiteinheit  sich  da  befinden,  wo  in  unserer 
Fig.  261  der  Punkt  21  angezeigt  sein  sollte.  Wir  müssen  also  in  unserer  Figur 
in  Wirklichkeit  oder  in  Gedanken  die  Theilpunkte  noch  über  16  hinaus  weiter 
nummeriren,  und  würde  der  Punkt  B  die  Nummer  20  und  somit  der  Punkt  5 
auch  die  Nummer  21  erhalten.  Hiemach  ist  die  Bedeutung  des  Kreises  und  die 
Bedeutung  des  mit  Hilfe  des  Kreises  erhaltenen  Sinusmaassstabs  AB  wohl  hin- 
reichend klar  gestellt 

6)  Der  Sinusmaassstab,  wie  wir  ihn  auf  der  Strecke  ^^  mittelst  ein^$  Kreises^  p 
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construirten,   kann  ebenso  auf  einer  anderen  Strecke  CD  (Fig.  262)  constniirt 
werden,  wenn  wir  über  CD  mit  dem  Radius  MC^ss^CD  einen  Kreis  beschreiben 

und  auch  diesen  in  die  gewünschte  Anzahl  Theile, 
z.  B.  16,  theilen.  In  unserer  Fig.  262  ist  ange- 
nommen worden,  dass  die  Mittelpunkte  M  der  bei- 
den Maassstäbe  zusammenfallen,  und  dass  zweitens 
CD  SLuf  AB  senkrecht  steht.  Zieht  man  nun  durch 
die  Theilpunkte  auf  AB  Parallelen  zu  CD  und 
durch  die  Theilpunkte  aui  CD  Parallelen  zu  AB, 
so  erhält  man  ein  sogen.  LissAjous'sches  »Dia- 
gramme, dessen  Bedeutung  sofort  klar  wird.  Es 
dient  nämlich  ein  solches  Diagramm  zum  Zeichnen 
von  Schwingungscurven,  wofür  wir  sogleich  an  einem 
Beispiel  den  Beweis  liefern  können.  Angenommen, 
ein  Punkt  solle  auf  AB  seine  Vibrationsbewegung 
in  der  Zeiteinheit  zweimal  und  zugleich  auf  CD 
in  derselben  Zeiteinheit  eine  Vibrationsbewegung 
nur  einmal  ausführen.  Femer  sei  angenommen,  die  Phasendifferenz  für  die 
Bewegung  auf  AB  sei  gleich  -^^  dagegen  für  die  auf  CD  gleich  Null.  Zu- 
nächst leuchtet  nun  ein,  dass  jetzt  eine  Theilstrecke  auf  AB  einer  Zeit  von  -f^ 
entspricht  Denn  in  der  Zeiteinheit  bewegt  sich  ja  der  schwingende  Punkt 
auf  AB  zweimal  hin  und  her,  d.  h.  er  durcheilt  2*16  =>  32  Theilstrecken. 
Auf  CD  dagegen  entspricht  einer  Theilstrecke  die  Zeit  -^^  Mit  Rücksicht  auf 
die  Phasendifferenz  D  =  ^  ergiebt  sich  demnach,  dass  der  schwingende  Punkt, 
wenn  seine  vertikale  Bewegung  beginnt,  bereits  in  seiner  horizontalen  Be- 
wegung um  zwei  Theilstrecken  auf  AB  von  M  nach  B  hingerechnet  voigerückt 
ist,  d.  h.  sich  auf  AB  im  Punkte  2  befindet,  wenn  die  zu  AB  senkrechte 
Bewegung  eben  beginnt.  Es  leuchtet  femer  ein,  dass  wenn  der  Punkt  im 
nächsten  Sechzehntel  der  Zeiteinheit  vom  Punkte  2  aus  horizontal  nach  dem 
Punkte  4  rückt,  er  gleichzeitig  senkrecht  zu  AB,  um  eine  Theilstrecke  Ml'^=  B  1* 
vorrücken  muss,  d.  h.  er  befindet  sich,  dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  ent- 
sprechend, am  Ende  dieses  Sechzehntels  im  Punkte  1  '^  des  Diagramms.  Hiermit 
ist  die  graphische  Auffindung  der  Punkte,  in  welchen  sich  der  schwingende  Punkt 
bei  der  gemeinsamen  Bewegung  befindet,  klar  gestellt  und  gelingt  sie  einfach, 
wenn  man  für  das  gegebene  Beispiel  die  Regel  befolgt:  Man  fange  im  Punkte 
2  an,  rechne  allemal  auf  AB,  bezw.  auf  den  Parallelen  zu  AB  zwei  Theil- 
strecken, dagegen  senkrecht  hierzu  auf  CD,  bezw.  auf  den  Parallelen  zu  CD  nur 
eine  Theilstrecke  weiter  und  markire  die  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden 
.Diagramm-Parallelen.  Man  erhält  hierbei  die  mit  einem  Sternchen  versehenen 
Punkte  0*^,  1*^,  2*^  .  .  .  Diese  Punkte  müssen  dann  als  Bestimmungspunkte 
einer  Schwingungscurve  angesehen  werden,  für  deren  Zeichnung  noch  einige  Be- 
merkungen zu  beachten  sind. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  betreffenden  Schwingungscurven  schliesslich  um  so 
leichter  und  genauer  gezeichnet  werden  können,  je  mehr  Bestimmungspunkte  für 
sie  erhalten  wurden.  Es  würde  deshalb  ein  Diagramm  mit  doppelt  so  viel  Theil- 
strecken auf  ^^  und  CD,  d.  h.  wenn  wir  anstatt  Sechzehntel  Zweiunddreissigstel 
der  Zeiteinheit  berücksichtigt  hätten,  die  Curvenzeichnung  erleichtert  haben. 
Andererseits  muss  auch  wieder  hervorgehoben  werden,  dass  bei  einem  Maass- 
stabe der  Fig.  262  eine  Eintheilung  in  ^  Sekunde  vielleicht  schon  ein  wenig  yer* 
wirrt.    Es  kommt  ferner  auch  auf  das  Verhältniss  m :  n  der  Schwingunsszahlen 
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der  beiden  Vibrationen  auf  AB  und  CD  an.  Denn  wenn  m:  »=  1  :  1  ist,  so 
werden  die  Bestimmungspunkte  0*,  1*,  2*  .  .  .  die  Ecken  von  je  einem  Theil- 
parallelogramm  bilden,  dessen  Seiten  je  nur  eine  Theilstrecke  bilden.  Ist  wie  in 
unserem  Beispiel  w : «  =  2  :  1,  so  bestehen  die  Seiten  der  Theilparallelogramme 
allemal  aus  zwei  Theilstrecken  parallel  AB  und  einer  parallel  CZ>,  d.  h.  die 
Bestimmungspunkte  der  Curven  liegen,  parallel  AB  gerechnet,  immer  um  zwei 
Theilstrecken  auseinander,  wodurch  offenbar  die  Verbindung  der  Theilpunkte  zu 
einer  continuirlichen  Curve  erschwert  wird.  Ob  man  also  ein  Diagramm  mit  dieser 
oder  jener  Eintheilung  vortheilhafter  verwendet,  hängt  nicht  blos  vom  Maassstabe 
der  Zeichnung,  sondern  auch  vom  Verhältniss  m\n  ab. 

Da  femer  der  schwingende  Punkt  in  einer  Entfernung  MB  und  MA  von  CD 
und  ebenso  in  einer  Entfernung  MC  und  MD  von  AB  umkehren  muss,  so 
folgt,  dass,  wenn  ein  Bestimmungspunkt  wie  z.  B.  1*  oder  4*  in  einer  Grenz- 
linie des  Diagramms  I,  II,  III,  IV  liegt,  die  Curve  in  einem  solchen  Punkte  die 
Grenzlinie,  also  hier  die  Linie  I — IV  und  I — II  berühren  muss.  Diese  Eigen- 
schaft der  Grenzlinien  des  Diagramms  wird  daher  auch  dazu  beitragen,  dass  man 
leichter  im  Stande  ist,  eine  Curve  in  ihrem  richtigen  Zuge  auch  bei  verhältniss- 
mässig  wenig  Bestimmungspunkten  zu  erkennen  und  zu  zeichnen. 

Zunächst  werden  die  im  vorausgehenden  mitgetheilten  Bemerkungen  über 
die  Zeichnungsart  der  sogen.  LissAjous'schen  Curven  fUr  das  weitere  Verständ- 
niss  unserer  Entwickelungen  und  Darstellungen  von  Einrichtungen  und  Apparaten 
genügen.  In  meiner  »Lehre  von  den  Schwingungscurven  i)«  habe  ich  den  Zeichen- 
modus aller  Arten  von  Schwingungscurven,  insbesondere  auch  der  vier  ver- 
schiedenen Arten,  welche  sich  mit  meinem  Universalkaleidophon  darstellen  lassen, 
genau  auseinander  gesetzt,  wie  überhaupt  diese  Schrift  alles  das  enthält,  was  be- 
züglich der  Theorie  und  Praxis  in  Betracht  kommt,  und  für  ein  genaueres  Studium 
des  Zusammenhangs  dieser  Curven  auch  bei  dem,  was  Vibroscopie  und  Vibro- 
graphie  heisst,  in  Betracht  kommt 

7)  Wir  wollen  nun  diejenigen  Vibroscop  e  kennenlernen,  welche  wir  Lissa- 
joüs verdanken  und  mit  denen 
wohl  ziemlich  alles  sich  er- 
reichen lässt,  was  man  auch 
mit  anderen  Einrichtungen  zu 
erreichen  bestrebt  war.  Der 
erste  Apparat  ist  in  der  Fig.  2G3 


dargestellt.  In  den  vertikalen 
Theil  eines  passenden  soliden 
Holzgestells  S  ist  eine  Stimm- 
gabel ^so  eingeschraubt,  dassi 
die  Zinkenebene  derselben  ho- 
rizontal liegt.  Am  oberen  ho- 
rizontalen Arme  des  Gestells  ist  ^^  ^^-^ 
femer  der  Oculartheil  F  eines  Mikroskops  befestigt,  jedoch  so,  dass  er  mit  Reibung 
in  einer  Messinghülse  noch  vertikal  auf  und  nieder  verschoben  werden  kann.  Senk- 
recht unter  der  Axe  dieses  Oculartheils  trägt  .der  eine  Zinken  der  Stimmgabel 
das  Objectivende  des  Fernrohrs  und  ist  weiter,  um  beim  Schwingen  der  Gabel,' 
deren  Schwingungen  regelmässig  und  möglichst  lang  anhaltend  zu  machen,  am 
andern  Ende  der  Gabel  ein  entsprechendes  Gegengewicht  angebracht.    Unterhalb 


•)  Leipzig.  Joh.  Ambr.  Barth.  1864.  ^^^^^  ^^  GoOglc     — 
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des  Mikroskops  wird  auf  einem  monochordartigen  Gestell  eine  Saite  in  horizon- 
taler Lage  so  ausgespannt,  dass  ihre  Längsrichtung  zugleich  senkrecht  zu  den 
Zinken  der  Gabel  verläuft.  Wird  die  Saite  an  der  senkrecht  unter  der  Axe  des 
Mikroskops  gelegenen  Stelle  mit  einem  leuchtenden  Punkte  hergerichtet,  wie  wir 
dies  unter  3)  näher  angedeutet  haben,  so  kann  die  Beobachtung  beginnen.  Man 
setzt  zu  dem  Zwecke  zunächst  die  Gabel  J/ durch  einen  Bogenstrich  in  Schwingung. 
Hierbei  bewegt  sich  das  Objektiv  des  Mikroskops  in  einer  kleinen  Geraden 
parallel  der  Länge  der  Saite  hin  und  her,  und  wird  deshalb  auch  der  auf  der 
Saite  glänzende  Punkt  in  einer  kleinen  Geraden  hin  und  her  zu  gehen  scheinen. 
Setzt  man  nun  auch  noch  die  Saite  in  Vibration  und  zwar  so,  dass  sie  im 
Horizont  senkrecht  zu  den  Schwingungen  der  Gabel  schwingt,  so  combiniren  sich 
im  Gesichtsfeld  zwei  rechtwinklige  Componenten,  deren  Schwingungsverhältoiss 
insbesondere  durch  eine  Spannungsänderung  der  Saite  verschiedentlich  abgeändert 
werden  kann. 

Ein  erster  Zweck  einer  solchen  Einrichtung  ist  klar.  Kennt  man  z.  B.  die 
Anzahl  der  Schwingungen  der  Gabel,  so  lässt  sich  aus  der  Beobachtung  der 
Schwingungscurve,  also  auf  rein  optischem  Wege,  feststellen,  welches  Intervall  die 
Saite  mit  der  Gabel  bildet.  Will  man  andererseits  die  Saite  z.  B.  genau  eine 
Octave  höher  oder  tiefer  wie  die  Gabel  stimmen,  so  muss  im  Gesichtsfeld  eine 
Curve  wie  die  der  Fig.  262,  bezw.  die  bekannte  8  förmige  Figur  oder  auch  eine 
Parabel  entstehen,  Figuren,  wie  sie  namentlich  auch  auf  dem,  meiner  Lehre  von 
den  Schwingungscurven  beigegebenen  Adas,  Taf.  VI,  2.  Reihe,  dargestellt  sind 
Ist  das  Intervall  der  Octave  nicht  genau  erreicht,  so  wechseln  die  bezeichneten 
drei  Curven  in  mehr  oder  weniger  raschem  Uebergang  mit  einander  ab.  Stimmt 
das  Intervall  recht  genau,  so  zeigt  die  einmal  vorhandene  Schwingungscurve  zeitlich 
nur  ganz  allmählich  die  Uebergänge  zu  den  andern  Formen,  welche  eben  das 
betreffende  Intervall  m :  n  charakterisiren.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  wenn 
einmal  z.  B.  das  Intervall  m:n^=2:  \,  das  andere  Mal  m :  »  »  1  :  2  ist,  die  be- 
treffenden Schwingungscurven  eine  um  90°  verschiedene  Lage  haben  müssen. 

Ein  anderer  Zweck,  der  sich  mit  unserem  Vibroscop  erreichen  lässt,  besteht 
darin,  dass  man  aus  dem  Anblick  einer  Schwingungscurve  die  Art  und  Weise 
erkennen  kann,  wie  die  Saite  schwingt.  Soweit  wir  Saitenschwingungen  in  ge- 
wöhnlichem Sinne  auffassen,  verläuft  die  Sache  so,  wie  es  die  Fig.  259  darstellte. 
Ein  jeder  Punkt  vollführt  eine  einfache  Vibrationsbewegung  senkrecht  zur  Längs- 
richtung der  Saite.  Er  befolgt  hierbei  das  Sinusgesetz,  dem  zu  Folge  er  nament- 
lich die  Ruhelage  mit  der  grössten  Ge-schwlndigkeit  durcheilt  und  nach  den 
Elangationsgrenzen  hin  sich  immer  langsamer  bewegt.  Solche  Schwingungen 
treten  aber  nicht  immer  ein,  vielmehr  weiss  man  namendich  durch  v.  Helmholtz^X 
dass  eine  Saite,  die  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  wird,  mit  ihren  einzelnen 
Punkten  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt.  Der  Beweis  für  diese 
merkwürdige  Thatsache  wurde  durch  das  Aussehen  der  betreffenden  Schwingungs^ 
curve  erbracht.  Wollen  wir  nämlich  die  Curve  unter  der  Annahme  zeichnen, 
dass,  dem  Diagramm  der  Fig.  262  entsprechend,  auf  der  Strecke  CI?  eine 
gleichförmige  Vibrationsgeschwindigkeit,  dagegen  auf  AB  wie  seither  eine 
dem  Sinusgesetz  entsprechende  Bewegung  stattfindet,  so  fällt  das  Diagramm  and 
zugleich  die  Schwingungscurve,  welche  der  in  Fig.  262  entspricht,  wie  in  Fig.  264 
aus.  Diese  Curve  hat  das  Eigenthümliche,  dass  man,  obwohl  dieselbe  Theilung 
der  Zeiteinheit  in  Sechzehntel  wie  bei  der  Fig.  262  vorhanden  ist»  man  doch 


>)  Lehre  tob  den  Tonempfindungen,  4.  Aufl.,  pag.  137  tu  £  ^  j 
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anstatt  16  Bestimmungspunkte  für  die  zu  bezeichnende  Curve  zu  haben,  man  leicht 

auch  deren  32  hat.     Denn  während  horizontal  parallel  AB  zwei  Theilstrecken 

und   vertikal   parallel  CD   allemal   eine  gerechnet 

werden  soll,    muss  offenbar,   wenn  man   horizontal 

nur  eine  rechnet,  vertikal  eine  halbe  Theilstrecke 

gerechnet  werden.     Schreitet   man   demnach   z.  B. 

vom  Theilpunkt  2*  zum  Theilpunkt  3*  weiter,  so 

hat  man  dazwischen  auch  noch  den  Theilpunkt  a, 

der,    ohne   dass   er  als   ein  Durchschnitt  auf  einer 

vertikalen    Diagrammlinie    wirklich    angegeben    ist, 

doch  sofort  beim  Zeichnen  der  Curve  als  Halbirungs- 

punkt    der    verticalen    Theilstrecke    7^    durch    das 

Augenmaass  leicht  erkannt  wird. 

8}  Ein  anderes  Vibroscop  Lissajous's  ist  in 
Fig.  265  dargestellt  Bei  ihm  ist  das  Objekt  der 
Beobachtung  nicht  eine  schwingende  Saite,  sondern 
eine  Stimmgabel  N.    Auf  einem  der  Zinken  dieser 

Gabel  wird  ein  heller  Punkt  m  durch  das  Microscop  Fo  beobachtet,  von  welchem 
auch  wieder  der  Objektivtheil  c  an  einem  Zinken  der  horizontal  ins  Gestell  S 
eingeschraubten  Gabel  M  be- 
festigt ist,  während  der  Ocular- 
theil  F  an  dem  horizontalen 
Arm  des  Stativs  S  festsitzt. 
Um  den  Punkt  m  möglichst 
hell  zu  machen,  kann  durch 
eine  Linse  /  ein  Strahlenbündel 
einer  Lichtflamme  oder  der 
Sonne  auf  ihn  geworfen  wer- 
den. Schwingen  beide  Gabeln, 
so  erhält  man  im  Gesichtsfeld 
wiederum  eine  Schwingungs- 
curve    als    Resultante    zweier  (Ph.2650 

Componentalschwingungen,  deren  Schwingungsrichtungen  sich  unter  den  ver- 
schiedensten Winkeln  gegen  einander  einstellen  lassen,  je  nachdem  man  die 
Stimmgabel  N  bei  einer  Drehung  um  ihre  Vertikalaxe  eben  festgestellt  denkt. 
In  der  Figur  ist  die  Sache  so  dargestellt,  als  fiele  die  Zinkenebene  der  Gabel  N 
mit  der  Ebene  des  Papieres  zusammen,  insbesondere,  wenn  man  sich  dies  in 
vertikaler  Lage  vors  Auge  gestellt  denkt.  Würde  dann  die  Zinkenebene  von  M 
senkrecht  zur  Ebene  des  Papiers  gedacht,  so  erfolgten  die  Componental- 
schwingungen unter  einem  rechten  Winkel  gegeneinander.  Drehte  man  die 
Gabel  N  aus  der  soeben  markirten  Lage  um  90^  heraus,  so  fielen  beide 
Schwingungscomponenten  in  ein  und  dieselbe  senkrecht  zur  Ebene  des  Papieres 
gerichtete  Gerade.  In  je  einer  Zwischenstellung  von  der  Gabel  N  ist  der  Winkel 
der  Schwingungscomponenten  zwischen  0^  und  90°  gelegen. 

Dieses  Vibroscop  kann  nun  namentlich  dadurch  sich  nützlich  machen,  dass 
man  mit  ihm  eine  Stimmgabel  N  auf  optische  Weise  mit  einer  gegebenen 
Gabel  M  aufs  Genaueste  unisono  oder  in  einem  erwünschten  anderen  Intervall 
abstimmen  kann.  Denn,  kennt  man  die  absolute  Zahl  der  Gabel  Jlf  (selbstverständ- 
lich incl.  ihrer  Armirung  mit  dem  Objektiv  und  dem  diesem  entsprechenden 
Gegengewicht),  so  kann  auch  sofort  die  absolute  Schwingungszahl  ,^r^^<G(a]^(J^I^^ 
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bestimint  werden.  Für  den  Einklang  ist  die  Schwingungscurve  im  Allgemeinen 
eine  Ellipse,  die  nach  und  nach  sich  in  eine  Gerade  und  von  hieraus  wieder  in 
eine  Ellipse  verwandelt  Erfolgt  dieser  Uebergang  etwa  zu  rasch,  so  klebt  man 
zunächst  an  einen  der  Zinken  von  N  ein  kleines  Bischen  Wachs.  Erfolgen  die 
Curvenübergänge  nun  noch  rascher,  so  beweist  dies,  dass  die  Gabel  durch 
das  Wachs  sich  noch  mehr  vom  Einklang  mit  M  entfernt  hat  Man  muss  in 
Folge  dessen  nach  Entfernung  des  Wachses  vorsichtig  oben  an  den  beiden  Zinken 
von  N  etwas  Metall  wegschleifen  und  wieder  beobachten.  Erfolgen  beim  Auf- 
kleben des  Wachsklümpchens  die  Uebergänge  aber  langsamer,  so  wäre  dies 
ein  Beweis,  dass  die  Gabel  langsamer  schwingen  muss,  um  ohne  Wachs  den 
Einklang  zu  erreichen.  Man  erzielt  dies  dadurch,  dass  man  die  Gabel  am 
unteren  Theile  der  Zinken  ein  wenig  abschleift  Man  kann  auf  diese  Weise 
leicht  Normalgabeln  herstellen  und  kommt  das  Ohr  hierbei  schliesslich  gar 
nicht  in  Betracht.  Selbstverständlich  wird  man,  wenn  eine  Unisonogabel  erhalten 
werden  soll,  die  Gabel  N  schon  so  auswählen,  dass  sie  nahezu  den  Einklang 
mit  M  bildet,  was  ja  leicht  auch  von  einem  wenig  geübten  Ohre  erkannt  werden 
kann. 

Später  hat  Run.  König  einen  Stimmgabelapparat  construirt,    wobei  die  das 
Ocular  tragende  Stimmgabel  durch  den  elektrischen  Strom  in  Schwingung  erhalten 

wurde  und  welchem  Apparate  dann 
speciell  der  Name  »Vibration  s- 
mikroscop«  verliehen  wurde.  Unsere 
Fig.  266  zeigt  denselben  und  zwar  in 
einer  Form,  wie  sie  ursprünglich,  als 
der  Apparat  namentlich  von  v.  Helm- 
HOLTz  bei  seinen  Untersuchungen  über 
Klangfarben  und  Saitenschwingungen 
benutzt  wurde,  noch  nicht  vorhanden 
war.  Die  ältere  Form  findet  man  im 
Werke  von  v.  Helmholtz  »die  Lehre 
von  den  Tonempfindungen«  und  eben- 
so in  Müller-Pouillbt's  Physik  ab- 
gebildet Die  in  unserer  Figur  dar- 
gestellte Einrichtung  ist  wesentlich 
compendiöser  zunächst  dadurch,  dass 
anstatt  zweier  Elektromagnete,  von 
denen  je  einer  neben  je  einem  der  Stimmgabelzinken  wirkte,  nur  ein  Elektro- 
magnet vorhanden  ist,  den  König  zwischen  die  Zinken  setzte»  Sodann  besteht 
eine  Vereinfachung  darin,  dass  König  die  schon  von  Lissajous  eingeführte  Strom- 
schliessung und  Stromöffnung,  also  das,  was  man  auch  wohl  einen  Stimmgabel- 
Stromunterbrecher«  nennt  und  welcher  bei  Lissajous  und  zunächst  auch  bei 
König  in  einem  besonderen  Stimmgabelapparat  mit  Quecksilbercontakt  vorhanden 
war,  in  den  das  Okular  tragenden  Stimmgabeltheil  selbst  verlegte  und  so  dessen 
Gabel  selbst  zum  Stromunterbrecher  einrichtete.  Femer  liegt  eine  Annehmlich- 
keit des  Apparates  in  seiner  jetzigen  Einrichtung  darin,  dass  anstatt  des  Queck- 
silber-Contaktes  ein  Platin  Contakt  genommen  wurde,  darin  bestehend,  dass  die 
Stromschliessung  und  Oeffnung  durch  ein  an  einem  Zinken  befestigtes  kleines 
Bündel  dünner  Platindrähte  beim  Schwingen  der  Gabel  mit  einem  Platinblech  in 
Contakt  kommt,  bezw.  seine  Berührung  mit  letzterem  wieder  verliert.  Unsere 
Fig.  266  zeigt  nun  den  Apparat  und  können  wir  in  ihr  den  ganzen  Zusammenhang 
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leicht  erkennen.  Auf  einem  Brette  S  ist  eine  Stimmgabel  so  befestigt,  dass  ihre 
Zinkenebene  vertikal,  die  Axe  der  Gabel  aber  horizontal  liegt.  Der  eine  (untere) 
Gabelzinken  trägt  das  Objektiv  c  eines  Mikroscops,  der  andere  ein  Messing- 
stück m,  an  welchem  das  schon  erwähnte  Platinlädenbündel  9  befestigt  ist.  In 
einem,  den  vorderen  Theil  des  Brettes  S  durchsetzenden  Schlitze  lässt  sich 
ein  Messingstück  M  verschieben  und  feststellen,  welches  zwischen  zwei  Backen 
eine  Draht-Spirale  D  trägt,  welche  einen  nicht  weiter  sichtbaren  weichen  Eisen- 
kern umhüllt.  Ein  von  einem  Ballonelement  £  kommender  Strom  tritt  zunächst 
in  der  Richtung  des  Pfeiles  in  den  Stiel  der  Stimmgabel  ein,  läuft  von  hier 
durch  den  oberen  Zinken  der  Gabel  auf  m,  dann  ins  Bündel  9,  welches  in  leiser 
Berührung  mit  einem  unten  an  der  Schraube  A  sitzenden  Platinplättchen  sich 
befindet,  von  hier  in  das  Messingstück  M,  sodann  durch  die  Spirale  Z>,  dann  in 
das  Messingsäulchen  ft,  welches  isolirt  auf  dem  Messingstück  M  befestigt  ist,  und 
kehrt  von  da  zum  Elemente  £  zurück.  Der  Strom  ist  geschlossen;  durch  den 
hierdurch  entstandenen  Elektromagneten  wird  nun  aber  der  obere  Zinken  etwas 
nach  unten,  der  untere  Zinken  etwas  nach  oben  gezogen;  die  Bewegung  des 
oberen  Zinkens  bringt  das  Platindrathbündel  ausser  Contakt  mit  dem  Platin- 
plättchen, der  Strom  ist  unterbrochen,  die  Zinken  schwingen  frei  wieder  zurück, 
der  Strom  wird  wieder  hergestellt  und  kommt  so  die  Gabel  bald  in  regelmässige 
Schwingungen,  in  denen  sie  durch  den  Strom  dauernd  erhalten  werden  kann. 
Die  Intensität  der  Schwingungen  lässt  sich  innerhalb  bestimmter  Grenzen  reguliren 
einmal  dadurch,  dass  man  in  den  Strom  noch  einen  Rheostaten  einschaltet,  so- 
dann auch  dadurch,  dass  man  die  Spirale  mit  dem  Eisenkern  im  Schlitze,  der 
das  Brett  S  durchsetzt,  verschiebt.  Denn  offenbar  wird  die  Wirkung  des  Magneten 
auf  die  Gabel  um  so  energischer  sein,  je  mehr  die  Anziehung  des  ersteren  auf 
die  freien  Enden  der  Zinken  erfolgt 

Hiemach  wird  der  ganze  Schwingungsmechanismus  der  Gabel  klar  sein  und 
kommt  es  weiter  auf  die  Anwendungen  des  Apparates  an.  Diese  können  bei 
irgend  einem  schwingenden  Körper,  sei  es,  dass  er  primär  erregt  oder  durch 
Resonanz  in  Vibration  gesetzt  wird,  in  Betracht  kommen.  Wir  wollen  gerade 
einmal  einen  Fall  der  Resonanz  annehmen.  Gesetzt,  es  solle  untersucht  werden, 
welchen  Antheil  die  Deckelplatte  einer  Violine  an  den  Schwingungen  der  Saiten 
nimmt,  wenn  diese  mit  dem  Violinbogen  angestrichen  werden.  Der  Hauptsache 
nach  werden  die  Punkte  des  Deckels  eine  zu  diesem  normale  Resonanzbewegung 
machen.  Direkt  wird  sich  diese  also  mit  dem  Vibrationsmikroscop  nicht  wohl 
beobachten  lassen.  Denn  die  Violine  muss  doch  irgendwie  vor  dem  Objektiv  0 
des  Microscops  befestigt  werden  und  kann  dieses,  wenn  die  auf  ihr  Mitschwingen 
zu  prüfende  Stelle  des  Deckels  mehr  auf  der  Mitte  des  letzteren  liegt,  nicht 
nahe  genug  herangebracht  werden.  Man  wird  daher  zunächst  auf  die  Stelle  des 
Deckels,  welche  untersucht  werden  soll,  ein  ganz  leichtes  Holzstäbchen  vertikal 
zum  Deckel  aufkleben  und  dies  oben  mit  einem  hellleuchtenden  Pünktchen  z.  B. 
einem  Stärkemehlkügelchen  auf  schwarzem  Grunde  oder  noch  besser  mit  einem 
kleinen  Quecksilberkügelchen,  das  auf  dem  Holzstäbchen  ebenfalls  in  schwarzem 
Lacküberzug  festsitzt,  versehen.  Denken  wir  die  Violine  in  horizontaler  Lage 
vor  dem  Vibroscop  befestigt,  so  wird  beim  Mitschwingen  des  Deckels  das 
Stäbchen  und  mit  ihm  das  feine  helle  Stärkekügelchen  bezw.  das  Quecksilber- 
kügelchen, wenn  es  Sonnen-  oder  Lampenlicht  reflektirt,  eine  kleine  vertikale 
Gerade  beschreiben.  Nun  muss  das  Vibroscop  so  eingestellt  werden,  dass  durch 
die  Bewegung  der  Stimmgabel  allein  das  Kügelchen  eine  horizontale  Gerade 
beschreibt    Dies  kann  aber  nur  gelingen,  wenn  die  Axe  der  Gabel  sich  in  einer 

Digitizeö  by  V^jOOy  IC 


836 


Vibroscopie  und  Vibrographie. 


Vertikalebene  befindet,  was  auch  leicht  zu  erreichen  ist  Denn  der  ganze  Auf- 
satz auf  die  Vertikalsäule  H  des  Dreifusses  P  kann  auch  in  einer  von  der  in  der 
Figur  gezeichneten  um  90°  verschiedenen  I^age  bewerkstelligt  werden.  Aus  der 
Art  der  Schwingungscurve,  welche  im  Gesichtsfeld  erscheint,  lässt  sich  dann  ein 
Urtheil  über  das  Mitschwingen  der  Deckelplatte  gewinnen. 

Direkt  schwingende  Körper  ?ne  Saiten,  Stäbe,  Platten  und  Glocken  lassen 
sich  bequemer  auf  ihre  Schwingungen  mit  dem  Vibrationsmikroscop  untersuchen, 
da  man  bei  denselben  nicht  nöthig  hat,  erst  ein  Stäbchen  aufzukitten,  sondern 
die  genannten  schwingenden  Körper  dem  Vibrationsmikroscop  gegenüber  leicht 
in  eine  passende  Stellung  bringen  kann. 

9)  Im  Vorausgehenden  hatten  wir  es  zu  thun  mit  Einrichtungen,  bei  welchen 
Vibrationen  wirklich  stattfanden,  denn  es  wurden  ja  tönende  Stimmgabeln, 
Saiten  u.  s.  w.  verwendet    Man   hat   nun   auch  eine  Reihe  von  Einrichtungen 

construirt,  bei  denen 
auf  eine  mechani- 
sche Weise  Schwin- 
gungscurven  dem 
Auge  vorgef&hrt 
werden  und  spielen 
hierbei  die  optisch- 
akustischen Ro- 
tationsapparate 
eine  Rolle,  von  de- 
nen wir  einen,  sei- 
nem Principe  nach, 
kennen  lernen  wol- 
len. Nach  diesem 
Principe  wurde  so- 
dann VOnPFAUNDLER 
ein  Apparat  con- 
struirt, den  wir  in  der 
neuesten  Bearbei- 
tung von  POUTLLET- 
(Ph-»7.)  Müller's  Lehrbuch 

der  Experimentalphysik  durch  Pfaundler,  pag.  755,  abgebildet  finden  und  den  wir 
in  der  Fig.  268  auch  der  Hauptsache  nach  dargestellt  haben.  Zu  seinem  Verständniss 
ist  es  aber  nöthig,  zunächst  die  Fig.  267  zu  beachten.  In  ihr  erblicken  wir  einen 
mit  dem  Radius  CO*  um  C  beschriebenen  kleinen  Kreis,  dessen  Peripherie  in  den 
Punkten  0*,  T,  2*  .  . ,  in  16  gleiche  Theile  getheilt  ist  Durch  diese  Theilpunkte 
sind  acht  Durchmesser  mit  einer  entsprechenden  Verlängerung  gezogen,  so  dass 
sie  auch  über  einen  mit  dem  Radius  CO',  also  einem  grösseren  Radius  wie  CO', 
beschriebenen  Kreis  noch  hinaustagen.  Fällt  man  von  den  Theilpunkten  0*,  1*,  2* . . . 
des  kleinen  Kreises  Senkrechte  auf  den  durch  C  gezogenen  horizontalen  Durch- 
messer, so  liefern  die  Fusspunkte  1,  2,  3  .  .  .  die  aus  dem  Abschnitt  5  uns 
bekannte  Theilung  eines  Sinusmaassstabes,  auf  welchem  sich  ein  schwingender 
Punkt,  der  zwischen  den  Punkten  4*  und  12*  hin-  und  herschwingt,  in  den 
einzelnen  Sechzehnteln  der  Schwingungszeit  befindet  Nun  wollen  wir  von  den 
Punkten  0',  T,  2'  ...  in  welchen  die  verlängerten  Durchmesser  die  Peripherie 
des  grösseren  Kreises  schneiden,  die  Sinusstrecken  Cl,  C2 . .  .  abtragen,  so  dass 
die  Strecke  1'  1*=  Cl,    2'  2*=  C2  .  .  .  wird,   und  wobei   zu  beachten  bleibt, 
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dass  über  den  Punkt  8'  hinaus  die  Sinusstrecken  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Peripherie  abgetragen  werden  müssen.  Hat  man  die  17  Punkte 
0*,  1*,  2*  ...  ,  so  lässt  sich  die  stärker  gezeichnete  Curve  zeichnen,  welche 
den  Namen  einer  »Kreis-Sinus-Curvec  oder  »Kreiswellenliniec  führen 
kann.  Denn  rechnet  man  auf  den  Radien  des  Kreises  die  zwischen  der  Curve 
und  der  Peripherie  gelegenen  Strecken,  so  entsprechen  deren  Längen  der  Grösse 
:c  s=  a  •  sin  2ic/,  wobei  a  =  C4*  ist. 

Nun  können  wir  uns  vorstellen,  dass  eine  Rotation  um  C  stattfindet  und 
dass  die  Kreiswellenlinie,  die  auf  einer  Scheibe  verzeichnet  ist,  hinter  einem 
dunklen  Schirm  FQRS  vorbei  geht,  der  mit  einem  schmalen  Schlitze  (in  der 
Figur  zum  Zwecke  der  Vornahme  einer  deutlichen  Buchstabenbezeichnung  ver- 
hältnissmässig  zu  breit  gezeichnet)  durchsetzt  ist.  In  diesem  Schlitze  erscheint 
dann  je  ein  kleines  Stück  der  Kreiswellenlinie,  welches  Stück,  wenn  die  Rotation 
der  Scheibe  fortgesetzt  wird,  innerhalb  der  Elongationsgrenzen  A  und^ 
wie  ein  schwingender  Punkt  hin    und  hergeht. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst:  durch  continuirliche  Rotation  eine  ein- 
fache Schwingung  eines  Punktes  um  ein  Schwingungscentrum  M  zwischen  zwei 
gegebenen  Elongationsgrenzen  A 
und  B  dem  Auge  zu  versinnlichen 
und  können  wir  nun  an  der  Hand 
der  Fig.  268  sofort  eine  Erweite- 
rung des  Prindps,  das  wir  so- 
eben verfolgt  haben,  betrachten. 
K  und  iT'  stellen  zwei  Scheiben 
von  Glas  vor,  welche  sich  um 
die  Axen  Cund  C  dadurch  drehen 
lassen,  dass  ein  Schnurlauf  die 
beiden  Scheiben  verbindet  und 
die  Scheibe  K  sich  mitdreht, 
wenn  die  Drehung  von  K^  durch 
eine  Kurbel  besorgt  wird.  Die 
Glasscheiben  sind  geschwärzt  bis 
auf  je  eine  darauf  verzeichnete 
Kreiswellenlinie,  die  wir  der  Ein- 
fachheit halber  in  der  Figur  ein- 
mal als  excentrische  Kreise,  um 
die  Centren  c  und  ^  beschrieben,  gezeichnet  haben.  Die  Conturen  dieser  Kreis- 
wellenlinien sind  in  einer  passenden  Breite  gezogen  und,  wie  bemerkt,  durchsichtig 
geblieben.  Geschieht  die  Beleuchtung  der  Scheibe  von  der  Rückseite,  so  leuchtet 
ein,  dass  dann  nur  die  beiden  Durchschnittstellen  der  Wellenlinien  sich  als  eine 
kleine,  helle  Partie  auf  dunklem  Untergrund  präsentiren.  Wir  wollen  nur  die 
Stelle  M  ins  Auge  fassen.  Sie  wird,  wenn  sich  K  allein  dreht,  sehr  nahe  in  einer 
horizontalen  Geraden  aß,  dagegen  wenn  sich  K^  allein  dreht,^sehr  nahe  in  eier 
vertikalen  Geraden  hin-  und  hergehen.  Werden  beide  Scheiben  aber  gleichzeitig 
gedreht,  so  leuchtet  ein,  wie  nunmehr  eine  LissAjöus'sche  Schwingungscurve  die 
Bahn  des  sich  bewegenden  Punktes  m  werden  muss,  deren  Form  einmal  von  der 
Zahl  m  der  Umdrehungen  von  K,  der  Zahl  n  der  Umdrehungen  von  K\  sodann 
von  der  Form  der  Kreiswellenlinien,  d.  h.  von  den  beiderseitigen  Elongations- 
weiten  aß  und  7^  und  weiter  noch  von  der  gegenseitigen  Anfangsstellung  der 
Scheiben,  also  von  der  Phasendiflferenz  abhängt  DigitizedbyGoOQlc 
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Aehnliche  Einrichtungen  lassen  sich  auch  mittelst  schwingender  Lamellen 
herrichten,  deren  Schwingungen  rechtwinklig  zu  einander  erfolgen  und  die  oben 
mit  zwei  vor  einander  sich  bewegenden  und  mit  je  einem  geraden  Schlitze  durch- 
setzten Scheibe  versehen  sind.  Es  würde  hierbei  aber  die  Versinnlichung  einer 
Schwingungscurve  durch  wirklich  schwingende  Körper  zu  Stande  kommen. 

10)  Wir  wollen  nun  eine  andere  Art  von  Vibroscopen  betrachten,  welche  in 
ihrer  Vollendung  ebenfalls  von  Lissüjous  bekannt  gemacht  wurden  und  wobei 
das  Wesentliche  ist,  dass  Spiegel  zur  Verwendung  kamen,  so  dass  man  diese 
Art  Vibroscope  mit  dem  Namen  »Spiegelvibroscope«  bezeichnen  kann.  Eine 
weitere  Sache,  welche  bei  diesen  Vibroscopen  als  neu  hinzukommt,  ist  die,  dass 
man  die  Erscheinungen  auch  leicht  objektiv  machen  kann,  d.  h.  dass  man  die 
Schwingungsfiguren  in  grösserem  Maasstabe  an  einer  Wand  erscheinen  lassen  kann, 
wodurch  insbesondere  beim  Unterricht  ein  grosser  Vortheil  resultirt.  Dieses 
Objektivmachen  der  Erscheinungen  gelingt  sofort  auch  mit  meinem  oben  be- 
schriebenen Universal -Kaleidophon  dadurch,  dass  man  die  obere  schwingende 
Lamelle  /  oder  das  cylindrische  Stäbchen  ^mit  einem  kleinen  etwa  \n  (m  grossen 
Metallspiegelchen  anstatt  des  leuchtenden  Knöpfchens  versieht.  Unmittelbar  im 
hellen  Zimmer  kann  man  dann  die  Sonne  auf  das  Spiegelchen  scheinen  lassen 
und  erhält  so  an  einer  gegenüberstehenden  Wand  ein  helles,  kleines  Feld,  das 
beim  Schwingen  des  Stabsystems  zu  einer  der  vier  verschiedenen  und  im  Voraus 
gehenden  bezeichneten  Arten  von  Schwingungscurven  wird. 

Fig.  269  stellt  ein  Stimmgabel-Spiegel-Vibroscop  dar,  wie  es  Lissajous 
zuerst  einrichtete.    In  zwei  passenden  Stativen  sind  zwei  Stimmgabeln  so  fest- 


(PIl969.) 

geschraubt,  dass  die  Zinkenebene  der  Gabel  M  vertikal  und  die  der  Gabel  iV  hori- 
zontal liegt.  Die  zugewendeten  Zinken  der  beiden  Gabeln  sind  oben  mit  je  einem 
kleinen  Spiegel  versehen,  so  dass  durch  doppelte  Reflexion  ein  Lichtbündel  in 
das  Beobachtungsfemrohr  F  gelangt.  Dieses  Lichtbündel,  welches  zunächst  auf 
den  Spiegel  der  Gabel  M  ßlllt,  kommt  von  einer  hellen  Petroleumlampe,  deren 
Glascylinder  mit  einem  schwarzen  Blechcylinder  umhüllt  wird,  welcher  letztere 
an  passender  Stelle  mit  einem  kleinen  Löchelchen  Z  durchbohrt  ist.  Der  Zu- 
sammenhang ist  klar.  Das  auf  den  Spiegel  von  M  fallende  schmale  Lichtbündel 
wird  von  hier  reflektirt  und  würde,  wenn  ein  Beobachter  direkt  in  diesen  Spiegel 
hineinsähe,  er  beim  Schwingen  der  Gabel  M  eine  helle  vertikale  Uchtlium. als 
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Bahn,  in  welcher  sich  das  helle  Löchelchen  L  zu  bewegen  scheint,  erblicken. 
Findet  am  Spiegel  von  N  eine  zweite  Reflexion  statt,  so  wird  bei  ruhender 
Gabel  N  ein  durchs  Femrohr  F  in  den  zweiten  Spiegel  hineinsehendes  Auge 
auch  jetzt  noch  eine  vertikale  Lichtlinie  erblicken.  Schwingt  aber  die  Gabel  N^ 
so  tritt  eine  horizontale  Schwingungscomponente  hinzu  und  im  Gesichtsfeld 
des  Femrohres  erscheint  eine  LissAjous'sche  Schwingungscurve,  deren  Gestalt 
in  erster  Linie  von  dem  Verhältniss  der  Schwingungszahlen  m :  n  der  beiden 
Gabeln  abhängt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  eine  oder  auch  beide  Gabeln  durch  einen  anderen 
schwingenden  Körper  ersetzt  werden  können,  wenn  nur  die  Elongationsweiten 
der  Schwingungen  hinreichend  gross  sind,  um  eine  deutliche  Schwingungscurve 
zu  erhalten.  So  hat  insbesondere  Pfaundler  anstatt  der  Gabeln  schwingende 
Lamellen,  die  an  ihren  Enden  mit  Spiegeln  versehen  sind,  substituirt.  Da  die 
Elongationen  bei  schwingenden  Lamellen,  die  an  einem  Ende  fest  am  anderen 
frei  sind,  beträchtlich  gross  gemacht  werden  können,  so  eignen  sich  solche  La- 
mellen auch  sehr  zu  einer  objektiven  Darstellungsweise  der  Schwingungscurven. 

11)  Zu  den  wirksamsten  Mitteln,  eine  Analyse  von  Klängen  vorzunehmen,  gehören 
die  Flammen,  und  hat  man  diesen  schon  seit  mehreren  Decennien  im  bezeichneten 
Sinne  Aufmerksamkeit  geschenkt.  Dass  eine  Flamme  besonders  geeignet  ist, 
Schwingungszustände  zu  verfolgen,  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  die- 
selbe einmal  ein  überaus  bewegliches  Gebilde  ist  und  andererseits  wegen  ihres 
Leuchtens  sich  von  vornherein  bei  optischen  Untersuchungen  der  Schwingungen 
als  sehr  brauchbar  erweist.  Schallschwingungen  wirken  auf  eine  frei  brennende 
Flamme  mehr  oder  weniger  stets  ein,  doch  fand  man  bald,  dass  bestimmte 
Formen  der  Flamme,  bestimmte  Druckverhältnisse  beim  Ausströmen  des  Gases, 
bestimmte  Erscheinungen  besser  sichtbar  machen,  so  dass  man  von  sogen 
»sensitiven  Flammenc  redet,  woranter  man  eben  solche  Flammen  versteht, 
welche  auf  bestimmte  Schwingungen  ihrer  Umgebung  leicht  und  aufiällig  reagiren. 
Hierbei  muss  sofort  bemerkt  werden,  dass  wenn  von  Flammen  hier  überhaupt 
geredet  wird,  man  wohl  ausschliesslich  an  Leuchtgasflammen  zu  denken  hat 
Femer  muss  bemerkt  werden,  dass  hierbei  sich  die  Thatsache  bestätigt,  der  zu 
Folge  alle  die  Bewegungen,  welche  Gasflammen  schwingenden  Körpern  gegenüber 
annehmen,  am  aufiUlligsten  werden,  wenn  der  primitiv  schwingende  Körper  eben- 
falls ein  luftförmiger  Körper  ist.  Denn  die  Schwingungen  tönender  Luftsäulen 
oder  die  Töne  unseres  menschlichen  Sprachorgans,  sie  pflanzen  sich  am 
energischsten  durch  die  umgebende  Luft  fort  und  da  die  Flamme  ja  auch  ein 
Gasgebilde  ist,  so  erklärt  es  sich,  dass  ihre  Bewegungen  am  leichtesten  den 
Bewegungen  der  die  Schwingungen  übermittelnden  Luft  folgen.  Daher  sind 
sensitive  Flammen  vor  allem  ein  vorzügliches  Mittel,  um  die  [Schwingungen 
tönender  Luftsäulen,  der  Orgelpfeifen  und  die  Klänge  unserer  Stimme  zu 
analysiren. 

Es  muss  nun  aber  weiter  bemerkt  werden,  dass,  wenn  die  sogen,  sensitiven 
Flammen,  schwingenden  Körpem  gegenüber,  Formverwandlungen  zeigen,  welche 
beim  direkten  Beobachten  der  Flamme  sich  mitunter  deutlich  bemerkbar  machen, 
man  doch  wegen  der  raschen  Bewegungen  meistens  nicht  im  Stande  ist,  eine  ge- 
nauere Vorstellung  von  den  Formverwandlungen  des  leuchtenden  Gebildes  zu  be- 
kommen und  hat  man  deshalb  noch  ein  Hilfsmittel  verwendet,  das  sich  bald  als 
ausserordentlich  vortheilhaft  erwies.  Dies  Hilfsmittel  ist  ein  rotir ender  Spiegel. 
Die  schwingende  Flamme  zeigt  in  einem  solchen  ihr  Bild,  welches  letztere  dann 
anstatt  der  direkten  Flamme  vom  Beobachter  betrachtet  wird.    Dreht  man  den . 
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Spiegel,  so  erscheint  das  Bild  der  Flamme  stets  an  anderen  Stellen  des  Spiegels; 
entsprechen  sodann  diesen  Stellen  momentan  auch  andere  Formen  der  Flamme 
so  hat  man  diese  anderen  Formen  im  Gesichtsfeld  auch  an  anderen  Stellen  des 
Raumes  vor  sich,  man  hat  das,  was  man  beim  direkten  Beobachten  der  Flamme 
nur  auf  einem  Flächenraume,  den  die  Flamme  selbst  einnimmt,  sieht  und  des- 
halb nicht  gut  zu  unterscheiden  vermag,  nun  auf  einem  weit  grösseren  Flächen- 
raume vor  sich.  Es  verhält  sich  hiermit  ähnlich,  wie  mit  einer  Zerlegung  des 
Lichtes  nach  Farben  auf  der  Länge  des  Spektrums,  auf  welcher  Länge  wir  ja 
auch  um  so  besser  die  Farbenbestandtheile  erkennen  können,  je  mehr  wir  im 
Stande  sind,  die  Länge  des  Spektrums  zu  vergrössem.  Wir  können  daher  bei 
den  folgenden  Betrachtungen  sehr  wohl  von  einer  »Flammendispersion« 
reden  und  ist  klar,  dass  diese  in  einer  einfachen  Beziehung  zur  Rotations- 
geschwindigkeit des  Spiegels  steht:  Die  Flamme  erscheint  in  derselben 
Zeitstrecke  im  Gesichtsfeld  um  so  weiter  auseinander  gezerrt,  je 
schneller  der  Spiegel  gedreht  wird. 

Man  erkennt  nun  bald,  dass  es  zwei  wesentlich  verschiedene  Schwingungs- 
arten einer  Flamme  geben  muss,  gemäss  denen  man  von  »longitudinalc  und 
»transversale  schwingenden  Flammen  reden  kann.    Man  muss  sich  nämlich 
einmal  vorstellen,    dass,  wenn  Gas  aus  einer  Röhre,  einem  Behälter  oder  einer 
Kapsel  ausströmt  und  aussen  angezündet  wird,  dieses  Gas  hierbei  in  irgend  einer 
Weise  Dichtigkeitsänderungen  erleidet,  die  im  innigsten  Zusammenhang  mit  den 
Schwingungen  des  primär  schwingenden  Körpers  stehen.    Bei  jeder  Verdichtung 
des  Gases  im  Ausströmungsbehälter  wird  daher  mehr  Gas  nach  aussen  getrieben, 
demgemäss   die  Länge   der  Flamme  zunehmen  muss,   während   bei  jeder  Ver- 
dünnung weniger  Gas  ausströmt  und  so  die  Länge  der  Flamme  abnimmt.    Also 
Längenveränderungen  der  Flamme,  longitudinale  Schwingungen  derselben 
kommen   hierbei   in  Betracht    Man   kann  sich  aber  auch  vorstellen,    wie  eine 
Flamme  durch  die  Schwingungen  eines  primär  schwingenden  Körpers  hin  und 
hergetrieben  wird,  so  dass  sie  gewissermaassen  wie  ein  an  einem  Ende  fester  am 
anderen  Ende  hreier  Stab  oder  eine  ebensolche  Lamelle  schwingt     In  diesem 
Falle  würde  man  von  einer  »transversale  schwingenden  Flamme  reden.    Offen- 
bar können  hierbei  aber  auch  sich  longitudinale  Veränderungen  hinzugesellen^  so 
dass  man  es  drittens  noch  mit  doppelt  schwingenden  Flammen  zu  thun  hätte. 
Je  nachdem  eine  longitudinal  oder  transversal  schwingende  Flamme  in  Be- 
tracht  kommt,   wird  auch    die  Drehung   des  Spiegels   eine   bestimmte  werden 
müssen.    Es  leuchtet  sofort  ein,  dass,  wenn  eine  longitudinal  schwingende  Flamme 
in  ihren  Veränderungen  in  einem  Spiegel  beobachtet  werden  soll,  es  ungereimt 
wäre,  den  Spiegel  um  eine  horizontale  Axe  sich  umdrehen  zu  lassen.    Denn  ein 
um    eine    solche  Axe    sich    drehender  Spiegel    zeigt  das   Bild  einer   ruhenden 
Flamme  in  Form  eines  vertikalen  Lichtstreifens,  mag  die  Länge  der  Flamme 
gross  oder  klein  sein.     Daraus  folgt,  dass  eine  Vergrösserung  oder  Verkleinerung 
der  Länge  beim  longitudinalen  Schwingen  der  Flamme  sich  nicht  hinreichend 
auf  dem    vertikalen  Lichtstreifen   zu  erkennen  giebt,    wenigstens  wird  es  ganz 
besonderer  Aufmerksamkeit   bedürfen,    um    auf  der  Länge   dieses  Streifens  die 
Phasen    einer   solchen  schwingenden  Flamme  zu  erkennen.     Ganz  anders  wird 
dies,  wenn  der  Spiegel  sich  um  eine  vertikale  Axe  dreht.    Denn  jetzt  wird  die 
ruhende  Flamme  im  bewegten  Spiegel  in  einen  horizontalen  Streifen  von  der 
Höhe  der  Flamme  verwandelt.    Höhenänderungen  der  Flamme  müssen  demnach 
auch  Höhenänderungen  in  dem  im  Spiegel  zu  beobachtenden  Lichtstreifen  hervor- 
rufen, welche  deutlich  nebeneinander  zu  beobachten  sbd. 
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12)  Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Verwendung  von  Flammen 
wollen  wir  dazu  übergehen,  diejenigen  vibroscopischen  Einrichtungen  kennen  zu 
lernen,  wie  sie  zuerst  in  ihrer  Vollendung  von  Rud.  König  bekannt  gemacht 
wurden.  Man  kann  eine  solche  Einrichtung  mit  dem  Namen  eines  »Flammen- 
Vibroscopsc  und  namentlich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hierbei  auch  stets  ein 
rotirender  Spiegel  benutzt  wird,  dasselbe  ein  Spiegel-Flammen-Vibroscop 
nennen.     Die  Bestandtheile  eines  solchen  Vibroscops  sind  nun  folgende: 

1)  Der  primär  tönende  und  auf  seine  Schwingungen  zu  untersuchende 
Körper  z.  B.  eine  Orgelpfeife  oder  das  menschliche  Sprachorgan  oder 
auch  ein  schwingender  anderer  Körper,  wie  z.  6.  eine  Stimmgabel; 

%)  die  sogen,  »manometrische  Kapsele; 

a)  der  rotirende  Spiegel; 

i)  der  Gasbrenner. 

Die  Fig.  270  stelle  eine  manometrische  Kapsel   nach  König  in  natürlicher 
Grösse  und  zwar  im  Durchschnitt  dar.    K  ist  ein  runder  Kolzkörper,  der  zunächst 
eine  cylindrische  Vertiefung  /  erhält,  nach  welcher  hin 
auch  noch  die  Löcher  X  und  X'  eingebohrt  sind.    In  den 
Holzkörper  K  sind  ferner  zwei  kleine  Holzröhrchen  r 
und  r'  eingeleimt,  deren  Canälchen  durch  die  Löcher 
X  und  V    mit   dem  kleinen  cylindrischen  Hohlraum  / 
den  man  den  »Gasraumc  nennen  kann,  communiciren.^ 
Die  Kapsei  ist  auf  ihrer  Basis  durch  eine  dünne  Mem- 
bran M  geschlossen,    welche  wohl   meistens   in   einer 
Kautschukhaut   bestehen   kann.     Das  Ganze    wird   so- 
dann z.  B.  auf  die  Wand  S  einer  Orgelpfeife  mittelst 
der  Schräubchen  A  aufgeschraubt,  und  muss  die  Ffeifen- 
wand  an  dieser  Stelle,  wo  die  Kapsel  befestigt  wird, 
auch  mit  einem  cylindrischen  Loche  /'  durchbohrt  sein. 

Der  Abschluss  dieses  Loches  nach  aussen  hin  erfolgt  somit  durch  die  Membran  M, 
Das  Röhrchen  r  wird  mittelst  eines  dünnen  Kautschukschlauchs  mit  einem  Gas- 
behälter oder  der  Gasleitung  in  Verbindung  gesetzt,  so,  dass  beim  Oeffnen  des 
Gaszuleitungshahnes  Gas  in  der  Richtung  des  gefiederten  Pfeiles  in  die  Kapsel 
einströmt  Das  Röhrchen  r'  wird  mit  der  Nummer  4  der  oben  bezeichneten 
Bestandtheile  der  ganzen  Einrichtung,  nämlich  dem  Gasbrenner  durch  einen 
Schlauch  in  Verbindung  gesetzt,  welcher  Brenner  in  einem  Messingröhrchen  mit 
ganz  feiner  Oeffnung  besteht.  Dieses  Brennerröhrchen  kann  auch  direkt  in  das 
Loch  des  Röhrchens  r'  eingesteckt  werden  und  muss  so  durchbohrt  sein,  dass 
aus  demselben  das  Gas  vertikal  nach  oben  ausströmt  und  somit  eine  vertikale 
Flamme  erzeugt  wird.  Die  Regulirung  des  Gaszustroms  durch  r  nach  dem  Gas- 
räum  hin  kann  durch  den  Hahn  der  benutzten  Gasleitung  geschehen.  Dieselbe 
wird  also  bewirken,  dass  die  Flamme  des  Gasbrenners  länger  oder  kürzer  wird. 
Wollte  man  eine  Regulirung  dieser  Flamme  direkt  hinter  dem  Gasbrenner  vor- 
nehmen, so  müsste  man  an  den  Schlauch,  der  r*  mit  dem  Gasbrenner  verbinde^ 
noch  einen  Quetschhahn  mit  Regulirschraube  anbringen. 

Die  Hauptrolle  bei  der  ganzen  Einrichtung  spielt  die  Membran  M.  Sie  muss 
selbverständlich  hinreichend  fein  sein,  um  den  Druckveränderungen  der  Luft 
folgen  zu  können.  Eine  solche  Membran  reagirt  dann  nicht  bloss  etwa  auf 
Schwingungen  ihres  Grundtones,  sondern  auf  alle  Schwingungen  und  gerade  hier- 
durch ist  sie  für  diese  jetzt  und  vielfach  sonst  in  Betracht  kommenden  Unter- 
suchungen von  grossem  Wcrth.  V^^^T^ 

Digitized  byV^OOQlC 


842  Vibroscopie  und  Vibrographie. 

Das  Phänomen  der  bei  einer  manometrischen  Kapsel  im  rotirenden  Spiegel 
erscheinenden  Flamme  ist  noch  nicht  näher  verfolgt  worden,  verdient  dies  aber 
jedenfalls.  Wir  können  desshalb  hier  nur  einige  Hauptpunkte,  von  denen  die 
Erscheinung  im  Spiegel  abhängt,  bezeichnen.  Die  Flamme  vollführt  eine 
periodische  Bewegung,  woraus  folgt,  dass  das,  was  bei  ihr  sich  zeitlich  wieder- 
holt, im  Spiegel  räumlich  neben  einander  liegende  Eindrücke,  bestehend 
in  Einzelbildern,  hervorrufen  muss.  Wie  die  Flamme  während  einer  Schwingung 
sich  verändert,  ist  eine  Sache  für  sich  und  kann  dies  vor  allem  auch  mittelst 
stroboscopischer  Scheiben  untersucht  werden,  wenn  man  über  die  Erscheinungen 
der  Flammenbilder  im  Spiegel  das  Nähere  erforschen  will.  Jedes  Einzelflammen- 
bild im  Spiegel,  mag  es  ausfallen  wie  es  wil],  muss  noth wendig  in  der  Zeit  einer 
Schwingung  der  Flamme  zu  Stande  kommen.  Das  Aussehen  dieser  Flammen- 
bilder im  Spiegel  hängt  daher  in  erster  Linie  von  den  Schwingungen  der 
Brennerflamme  ab.  Diese  Schwingungen  hängen  sodann  weiter  ab  von  den 
sie  erregenden  Tönen.  Es  wird  nicht  einerlei  sein,  ob  der  Ton  einfach  oder 
zusammengesetzt,  femer  ob  er  stark  oder  schwach  ist.  Femer  wird  es  wesent- 
lich auch  auf  die  Grösse  und  Form  der  Flamme  ankommen.  Eine  hohe  Flamme 
wird  andere  Schwingungserscheinungen  liefem,  wie  eine  sehr  niedrige;  eine 
breitere  mehr  flächenförmige  Flamme  wird  anders  schwingen,  wie  eine  schmale 
lineare.  Ferner  leuchtet  ein,  wie  die  Rotationsgeschwindigkeit  des  Spiegels 
von  wesentlichem  Einfluss  auf  die  Flammenbilder  sein  muss.  Denn  je  schneller 
sich  der  Spiegel  dreht,  desto  weiter  auseinander  liegen  fürs  Auge  die  den 
einzelnen  Schwingungsphasen  der  Flamme  entsprechenden  Momentbilder.  Je 
schneller  der  Spiegel  sich  dreht,  desto  breiter  werden  demnach  die  Einzel- 
flammenbilder werden.  Alle  diese  Fakta  müssen  in  Rechnung  gezogen  und  in 
ihrem  Einfluss  einzeln  untersucht  werden,  wenn  man  eine'  vollkommene  Einsicht 
in  den  Verlauf  des  Phänomens  haben  will. 

Einige  allgemeine  Bemerkungen  können  hier  noch  weiter  gemacht  werden. 
Die  Hauptformen,  welche  die  Flammenbilder  annehmen,  sind  Zahn  formen 
deren  Gestalt  und  Aneinanderreihung  dann  wiederum  von  den  oben  bezeichneten 
Faktoren  abhängt.  Die  2^hne  haben  aber  keine  zu  einer  vertikalen  Mittellinie 
symmetrische  Form,  sondem  eine  schiefe  Sägezahnform  und  zwar  sind  die  Spitzen 
der  Zähne,  wenn,  von  oben  gesehen,  der  Spiegel  sich  direkt  wie  die  Zeiger 
einer  Uhr  dreht,  stets  nach  der  rechten  Seite  des  in  den  Spiegel  hinein- 
sehenden Beobachters  hingeneigt.  Umgekehrt  bei  einer  entgegengesetzten  Rotation 
des  Spiegels.  Wird  die  Tonintensität  geringer,  so  werden  die  Zähne  niedriger, 
so  dass  sie  dann  in  ihrer  Gesammtheit  mehr  wie  eine  einfache  Wellenlinie 
erscheinen.  Wird  die  Flamme  sehr  klein,  und  die  Rotationsgeschwindigkeit  des 
Spiegels  möglichst  gross  genommen,  so  löst  sich  das  ganze  Phänomen  im  Spiegel 
auf  in  kleine  isolirt  nebeneinander  liegende  leuchtende  Felder. 

Um  wenigstens  in  einem  ganz  bestimmten  Falle  die  Hauptformen  des  Phä- 
nomens kennen  zu  lernen  wird  im  Abschn.  14  das  Nöthige  mitgetheilt  werden. 
Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  einiger  Hauptanwendungen  des  Flammen- 
Vibroscops  insbesondere  unter  Berücksichtigung  der  Forschungen  von  König, 
deren  Resultate  in  einer  Arbeit  unter  dem  Titel :  »Die  manometrischen  Flammenc 
im  146  Bande,  pag.  161— 199,  von  Pocgendorff's  Annalen  im  Jahre  1872  und 
auch  in  der  besonderen  Schrift  Königes:  »Quelques  Exp^riences  d'Acoustiquec. 
Paris  1882,  Abschn.  VII,  bekannt  gemacht  wurden. 

13}  In  erster  Linie  eignen  sich  die  manometrischen  Flammen  dazu,  die 
Schwingungszustände   im  Innern  einer  tönenden  Luftsäule  zu  erkennen.    Denn, 
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da  in  den  Knoten  das  Maximum  der  Veränderlichkeit  der  Dichte  der  Luftsäule, 
in  den  Bäuchen  das  Minimum  hiervon  stattfindet,  so  muss  eine  manometrische 
Kapsel,  welche  an  einem  Knoten  angebracht  wird,  eine  sehr  lebhafte  Schwingung 
der  Flamme  hervorrufen,  welche  im  rotirenden  Spiegel  beobachtet,  Flammen- 
bilder mit  langen  Zähnen  liefert.  In  den  Bäuchen  dagegen  wird  die  Membran 
der  Kapsel  kaum  in  Bewegung  gesetzt  und  wird  die  Flamme  daher  im  Spiegel 
nur  als  ein  gleichbreites  Lichtband  erscheinen. 

Man  kann  selbstverständlich  auch  bei  festen  schwingenden  und  tönenden 
Körpern  die  manometrischen  Flammen  verwenden  und  werden  wir  hernach  eine 
Einrichtung  hierfür  kennen  lernen. 

Sehr  leicht  können  auch  zwei  Pfeifen  zu  gleicher  Zeit  mit  je  einer  mano- 
metrischen Kapsel  versehen  werden.  Eine  jede  dieser  Kapseln  kann  mit  einem 
aparten  Brenner  versehen  sein  und  lässt  sich  die  ganze  Annordnung  so  wie  in 
Fig.  271  treffen,  wobei  angenommen  wird,  dass  man  speciell  zwei  Unisono-  oder 


(Ph.  37L) 

nahezu  Unisonotöne  verfolgen  will.  Zunächst  verdient  unten  der  kastenartige  Theil 
Beachtung.  Er  spielt  die  Rolle  einer  Windlade.  Seine  Höhlung  kann  durch  ein 
Messingrohr,  das  auf  der  Rückwand  vom  Kasten  angebracht  wird,  mittelst  eines 
Gummischlauches  mit  einem  Blasebalg  in  Verbindung  kommen.  Die  Pfeifen 
können  einzeln  oder  zusammen  erklingen,  wenn  man  einen  oder  beide  Schieber, 
die  unter  den  Pfeifen  angebracht  sind,  herauszieht.  Sind  beide  Schieber  heraus- 
gezogen, so  wird  die  Luft  aus  dem  gemeinsamen  inneren  Kastenraume  in  jede 
der  Pfeifen  einströmen.    Wollte  man  aber,  dass  jede  Pfeife  giSJl'e^^liOld^^^ 
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anderen  aus  der  Windlade  Luft  bekäme,  so  müsste  noch  ein  Querschieber  im 
unteren  Kasten  angebracht  werden,  welcher  die  Windlade  in  zwei  Theile  scheidet 
und  wobei  dann  selbstverständlich  auch  zwei  Einmündungsstellen  für  die  aus  dem 
Blasebalg  kommende  Luft  geschaffen  werden  müssen« 

Der  obere  hintere  Theil  des  Kastens  bildet  eine  aparte  Höhlung,  die  mit 
der  bis  jetzt  betrachteten  nicht  in  Verbindung  steht.  Auch  sie  wird  durch  ein 
zweites  Messingrohr  und  einen  zweiten  Schlauch  in  Verbindung  gesetzt,  aber 
nicht  mit  dem  Blasebalg,  sondern  mit  der  Gasleitung.  Soll  nun  eine  der  mano- 
metrischen Kapseln  oder  beide  den  Gaszustrom  erhalten,  so  öffnet  man  einen 
oder  zwei  Hähne,  und  wird  so  durch  je  eine  Röhre  das  Gas  in  die  Brenner 
gelangen. 

Der  Fall  der  Tonerregung  bei  zwei  Pfeifen,  die  unisono  oder  nahe 
unisono  gestimmt  sind,  ist  von  besonderem  Interesse.  Zunächst  kann  die  Sache 
so  liegen,  dass  die  Pfeifen  genau  unisono  sind.  Bringt  man  sie  dann  zum 
Tönen,  so  zeigen  die  beiden  übereinander  befindlichen  Flammen-Bilder  im  Spiegel 
die  bemerkenswerte  Erscheinung,  dass  die  Zähne  des  einen  Bildes  genau  an  die 
Stellen  der  Zahnlücken  des  andern  fallen.  Dies  beweist  die  merkwürdige  That- 
Sache,  dass  die  Pfeifen,  auf  gemeinsamer  Windlade  stehend,  sich  gegenseitig 
so  beeinflussen,  dass  eine  Verdichtung  der  Luft  in  der  einen  mit  einer  Ver- 
dünnung der  Luft  in  der  andern  zusammenfällt,  was  sich  auch  leicht  erklären 
lässt  Denn,  wenn  zur  Erzeugung  eine  Verdichtung  aus  der  Windlade  nach 
der  einen  Pfeife  hin  ein  Zuströmen  der  Luft  erforderlich  ist,  so  kann  ange- 
nommen werden,  dass  dieses  Zuströmen  vom  Orte  der  andern  Pfeife  aus  als  ein 
Wegströmen  aufzufassen  ist,  d.  h.  hier  die  Veranlassung  zu  einer  Verdünnung 
gegeben  ist 

Sehr  leicht  kann  nun  aber  die  Sache  so  eingerichtet  werden,  dass  man  die 
beiden  manometrischen  Kapseln  mit  einem  Brenner  in  Verbindung  bringt  £^ 
müsste  dann,  wenn  die  Pfeifen  absolut  unisono  klingen  und  ebenso  absolut  gleich 
stark  erklingen,  eine  völlige  Interferenz  im  resultirenden  Gasstrom  eintreten.  Denn 
die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  fallen  jetzt  genau  zusammen.  Sind  die 
Pfeifen  ausserdem  aber  stark  intonirt,  so  bemerkt  man  ein  eigenthümliches  Flammen- 
bild, nämlich  nicht  etwa  ein  gleichmässig  breites  Lichtband,  sondern  ein  solches 
mit  Zähnen,  deren  Zahl  doppelt  so  gross  ist,  wie  die  beim  Grundton  einer 
Pfeife.  Dies  beweist  aber,  dass  der  zweite  Oberton  der  Pfeifen  vorhanden  ist, 
und  in  der  That  hört  man  denselben  auch  deutlich  mit  dem  Ohre.  Durch  Inter- 
ferenz haben  sich  die  beiden  Grundtöne,  die  mit  einer  Phasendifferenz  von 
einer  halben  Welle  schwangen,  vernichtet  Dann  müssen  aber  die  beiden  Ober- 
töne um  eine  ganze  Welle  differiren,  d.  h.  sie  müssen  sich  verstärken,  und 
diese  Verstärkung  genügt,  um  das  Flammenbild  der  Oktave  hervorzurufen. 

Stimmen  die  Pfeifen  nicht  genau  unisono,  so  tritt  das  Phänomen  der 
Schwebungen  hervor.  Auch  jetzt  lassen  sich  zwei  bemerkenswerthe  Thatsachen 
mit  unserem  Apparate  der  Fig.  271  constatiren,  man  kann  nämlich  zunächst  blos 
eine  der  Pfeifen  anblasen.  Ihr  Flammenbild  ist  dann  das  des  Grundtons.  Die 
andere  Flamme  sollte  nun,  da  die  zweite  Pfeife  nicht  angeblasen  wurde,  kein  ge- 
zahntes Flammenbild  liefern.  Aber  die  zweite  Pfeife  tönt  durch  Resonanz  schwächer 
mit  und  documentirt  sich  dies  Mitschwingen  in  den  Zähnen  des  Flammenbildes. 
Nun  entsteht  aber  die  Frage,  in  welcher  Tonhöhe  resonirt  denn  die  zweite 
Pfeife?  Denn  die  Pfeifen  sind  ja  nicht  unisono:  die  zweite  ist  z.  B.  höher  wie  die 
erste.  Erklingt  die  zweite  Pfeife  bei  der  Resonanz  in  ihrem  höheren  Eigenton, 
z.  B.  im  Ton  mit  265  Schwingungen,    wenn  der  Ton  der  allein  angeblasenen 
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ersten  Pfeife  256  Schwingungen  hat,  oder  nicht?  das  Flammenbild  der  zweiten 
Pfeife  giebt  sofort  die  Antwort  auf  diese  wichtige  Frage.  Dieses  Bild  zeigt  näm- 
lich die  genaue  Zahl  Zähne  wie  das  der  ersten  Pfeife;  man  bemerkt  keine  ver- 
änderlichen Abstände  in  den  Zähnen  der  einen  Flamme,  gegen  die  der  andern, 
d.h.  das  Phänomen  der  Stösse  documentirt  sich  optisch  nicht.  Es  documentirt 
sich  ebenso  nicht  durchs  Ohr  und  beweist  dies  Experiment  dass  unter  diesen 
Umständen  die  Resonanz  der  zweiten  Pfeife  nur  in  der  Tonhöhe  der 
ersten  erfolgt. 

Man  kann  nun  weiter  beide  Pfeifen  ertönen  lassen  und  zunächst  sie  mit 
je  ihrem  Brenner  in  Verbindung  bringen.  Es  wird  sich  dann  das  Phänomen 
der  Schwebungen  in  der  Art  bemerklich  machen,  dass  jedes  der  Flammenbilder 
Zuckungen  in  Folge  der  auch  vom  Ohr  wahrgenommenen  Schwebungen  zeigt. 
Lässt  man  beide  manometrischen  Kapseln  mit  einem  Brenner  gemeinsam  in  Ver- 
bindung treten,  so  zeigt  dies  eine  Flammenbild  die  Zuckungen  für  sich.  Nun 
aber  tritt  eine  weitere  eigentümliche  Erscheinung  ein,  nämlich  wenn  das  Tempo 
der  Schwebungen  langsamer  und  langsamer  wird,  so  zeigt  das  Flammenbild  plötz- 
lich keine  Schwebungen  mehr,  sondern  die  Pfeifen  erzielen  eine  mittlere  resul- 
tirende  Tonhöhe  und  zwar  mit  einem  Ton,  der  stärker  ist  wie  der  von  je  einer 
einzelnen  Pfeife. 

Man  sieht  demnach,  dass  diese  eigentümliche  vibroscopische  Einrichtung, 
wie  wir  sie  bis  daher  kennen  gelernt  haben,  eine  ganze  Reihe  wichtiger  Fragen 
zu  beantworten  gestattet 

14)  Es  leuchtet  weiter  ein,  wie  man  anstatt  zweier  Unisono  oder  nahezu 
Unisonopfeifen  auch  zwei  Pfeifen  nehmen  kann,  welche  z.  B.  das  Intervall  einer 


(Ph.  272.) 

Octave,  einer  Quinte,  Quarte  u.  s.  w.  mit  einander  bilden.  Man  bekommt  dann 
bei  Anwendung  zweier  Brenner  zwei  Flammenbilder  über  einander  mit  je  so  viel 
Zähnen,  dass  dem  Verhältniss  der  Schwingungszahlen  m:n  entsprochen  wird.  Lässt 
man  dagegen  beide  Pfeifen  auf  nur  einen  Brenner  wirken,  so  weicht  das  re- 
sultirende,  nunmehr  einzige  Flammenbild  wesentlich  von  je  einem  der  Einzel- 
bilder ab.  Fig.  272  ist  eine  Copie  nach  einer  Zeichnung  Königs  für  zwei  Töne 
im  Verhältnis  von  1 : 3.  Die  oberste  und  mittelste  Reihe  stellen  die  Flammen- 
bilder der  einzelnen  Töne,  die  unterste  dagegen  das  resultirende  Flammenbild, 
wobei  die  beiden  Töne  auf  denselben  Brenner  wirken,  dar.    Man  erkennt  den 
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Zusammenhang  der  Verhältnisse.  Das  resultirende  Gebilde  zeigt  zusammen- 
gesetzte Zähne  und  bat  jeder  Hauptzahn  von  der  Breite  des  Grundtons  drei 
verschieden  hohe  Theilzähne.    Fig.  273  zeigt  die  resultiiendcn  Bilder  für  die  Ver- 


(Ph.  278 ) 


hältnisse  3:5  und  8:15.  Ganz  anders  fallen  die  Bilder  aus  für  Töne,  welche  im 
Verhältnis  n:(n-hl)  stehen,  also  z.  B.  fllr  die  Verhältnisse  4:5  oder  8:9,  wofür 
die  Fig.  274  gilt.    Man  überzeugt  sich,  dass  zwar  auch  jetzt  für  jeden  Hauptzahn 


(Ph.  274.) 

ebenso  wie  auch  vorhin  bei  den  Tönen  3:5  und  8:15  so  viel  Theilzähne  vor- 
handen sind  als  die  höhere  Verhältniszahl  angiebt,  aber  man  erkennt,  dass  für 
jeden  Hauptzahn  nur  einmal  eine  Zunahme  und  einmal  eine  Abnahme  der 
Theilzähne  stattfindet,  während  bei  den  Verhältnissen  3:5  und  8:15  wiederholte 
Ab-  und  Zunahmen  auf  der  Länge  eines  Hauptzahns  stattfinden. 

Während  bis  jetzt  zwei  einfache  Töne  zweier  getrennt  tönender  Körper  in 
Betracht  kamen,  können  nun  auch  zusammengesetzte  Töne  eines  und  desselben 
klingenden  Körpers,  also  die  Klänge  des  letzteren  untersucht  werden.  König 
hat  insbesondere  die  Klänge  der  menschlichen  Stimme  untersucht  und  eignet 
sich  hierzu  namentlich  die  Einrichtung,  wie  sie  durch  die  Fig.  275  versinnlicht  wird. 
Die  manometrische  Kapsel  ist  zunächst  an  ein  mit  einem  Loche  durchsetztes 
Holzstück  geschraubt,  welches  letztere  gestattet,  dass  ein  weiter  Gummischlauch 
daran  befestigt  werden  kann,  der  am  andern  Ende  in  einem  eingesteckten 
Metallrohr  endet,  das  bestimmt  ist,  vor  den  Mund  oder  einen  andern  tönenden 
Körper  gehalten  zu  werden,  um  die  Schallwellen  auf  die  Membran  der  Kapsel 
in  verstärktem  Maasse  wirken  zu  lassen.  Die  Gaszufuhr  auf  der  anderen  Seite 
der  Membran  geschieht  durch  das  Gummirohr  und  kann  durch  ein  Hähnchen 
regulirt  werden.  Indem  man  den  Schalibecher  vor  den  Mund  hält  und  hinein 
singt,  kann  man  die  Klangbilder  für  die  einzelnen  Vokale  in  den  verschiedensten 
Tonlagen  verfolgen  und  erhält  auf  diese  Weise  sehr  wesentliche  Autklärungen 
über  die  Verhältnisse. 
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Anstatt  der  Klänge  des  menschlichen  Sprachorgans  können  aber  auch  viel- 
fach andere  Klänge,  z.  B. 
von  Orgelpfeifen,  Blas- 
instrumenten, schwingen- 
den Stäben,  Glocken  und 
Scheiben  untersucht  wer- 
den. Vorzflglich  lassen 
sich  auch  die  Töne  von 
grösseren  Stimmgabeln 
untersuchen.  Man  be- 
festigt hierbei  am  oberen 
Ende  eines  der  Zinken 
eine  dünne,  kreisförmige 
Scheibe  von  Metall  oder 
Pappe,  damit  vor  ihr  die 
Mündung  des  Schall- 
bechers eingestellt  wer- 
den kann,  um  so  die  Luft 
energischer  in  letzterem 
erschüttern    zu    können.  (Ph.  275.) 

Es  lassen  sich  in  dieser  Weise  hierbei  namentlich  die  Aenderungen  der  Flammen- 
bilder bei  abnehmender  Tonintensität  verfolgen  und  gebe  ich  in  Fig.  276  drei 
Darstellungen  von  Flam- 
menbildern, wie  sie  etwa 
der  natürlichen  Grösse  ent- 
sprachen, als  eine  Stimm- 
gabel mit  Zinken  von  2Qcm 
Länge,  18  mm  Breite  und 
11  mm  Dicke  verwendet 
wurde.  Die  Gabel  gab 
das  ^=128,  wurde  mit 
dem  Violinbogen  stark  an- 
gestrichen und  zeigte  hier- 
bei das  Flammenbild  ä), 
während  bei  wesentlicher 
Abnahme  der  Tonintensi- 
tät das  Bild  ^)  und  bei 
ganz  schwachem  Ton  das 
Bild  c)  resultirte.  Vor 
allem  zeigte  es  sich,  dass 
die  Gabel  einen  einfachen 
Ton  lieferte,  wenigstens 
waren  die  vom  Ohre  etwa 
noch  wahrgenommenen 
hohen  Obertöne  der  Gabel  nicht  im  Stande,  auf  die  Flamme  einzuwirken. 

Die  Sirene  eignet  sich  noch  besonders  dazu,  die  Combination  von  zwei 
Tönen  zu  untersuchen.  König  verfuhr  in  der  Weise,  dass  er  über  der  sich  drehen* 
den  Lochscheibe  eine  kreisförmig  gebogene  Spalte,  die  in  ein  enges  Röhreben 
mündete,  anbrachte,  so  dass  von  dieser  aus  mittelst  eines  Gummischlauchs  die 
Erschüttemngen    auf  die   eine    Seite  Mer  Membran   übertragen   wurden.     Man 
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kann  die  Sache  aber  auch  so  einrichten,  dass  man  den  Windkessel  unterhalb 
der  Löcherscheiben  mit  einem  Loche  durchbohrt,  ein  Ansatzröhrchen  aufkittet 
und  dieses  mittelst  eines  Gummischlauches  mit  dem  Schallbecher  verbindet,  eine 
Methode,  die  wir  hernach  noch  in  anderer  Beziehung  in  vorteilhafter  Weise  kennen 
lernen  werden. 

15)  Es  ist  im  Abschn.  11  schon  hervorgehoben  worden,  dass  man  zwischen 
longitudinal-  und  transversal-schwingenden  Flammen  unterscheiden  muss. 
Bei  den  vorausgehenden  Darstellungen  hatten  wir  es  nur  mit  den  ersteren  za 
thun.  Sehen  wir  indess  genauer  zu,  so  muss  die  Sache,  so  weit  wir  sie  bis  jetzt 
verfolgt  haben,  noch  anders  aufgefasst  werden.  Denn  die  resultirende  Erscheinung 
kam  dadurch  zu  Stande,  dass  sich  zur  Bewegung  der  Flamme  auch  noch  eine 
Bewegung  des  Spiegels  hinzugesellte.  Diese  Bewegung  war  eine  Rotations- 
bewegung um  eine  vertikale  Axe.  Aendem  wir  die  Drehungsaxe,  so  ändern 
sich  die  resultirenden  Erscheinungen  mehr  oder  woniger  bedeutend  ab.  Behalten 
wir  die  vertikale  Drehungsaxe  bei,  so  können  wir  sagen,  dass  sich  zur  longitudinal 
schwingenden  Flamme  eine  transversale  Bewegung  hinzugesellt  und  dass  die 
Sache  schliesslich  so  kommt,  als  Hessen  wir  den  Spiegel  ruhig  stehen  und  bewegten 
in  bestimmter  Weise  die  longitudinal  schwingende  Flamme  zugleich  progressiv 
weiter.  Wir  können  nun  aber  zu  unserer  Flamme,  wie  sie  bisher  war,  eine  ganz 
andere  Bewegung  des  Spiegels  hinzugesellen  und  besteht  diese  letztere  in  emer 
Vibrationsbewegung.  Hiermit  erzielte  Erscheinungen  sind  zuerst  von  Hensen 
im  Jahre  1879  bekannt  i)  gemacht  worden  und  verdienen  hier  besprochen  zu 
werden.  Es  handelte  sich  hierbei  um  die  Untersuchung  der  menschlichen  Sprache 
und  zwar  unter  Beihilfe  einer  manometrischen  Flamme,  wie  wir  sie  bei  der 
Fig.  275  beschrieben  haben  und  weiter  unter  Beihilfe  einer  LissAjous'schen  Stimm- 
gabel, die  mit  einem  Spiegel  versehen  war  und  mit  ihrer  Axe  horizontal  einge- 
schraubt wurde  so,  dass  der  Spiegel  falls  die  Zinkenebene  auch  horizontal  ge- 
dacht wird,  um  eine  vertikale  Axe  Schwingungen  im  Tempo  der  Gabel- 
schwingungen ausführt 

Die  Handhabung  des  Apparates  ist  klar.  Man  singt  in  den  Schallbecher 
der  Fig.  275  einen  möglichst  reinen  Ton  hinein,  nachdem  das  ganze  Stativ  mit 
dem  Brenner   vor    der  betreffenden  Stimmgabel  aufgestellt  ist,  sodass  man  im 


OUcioe 


GrJn 


ruhenden  Spiegel  der  letzteren  deutlich  das  Bild  der  Flamme  sieht.  Nun  kommt 
es  darauf  an:  in  welchem  Verhältniss  der  gesungene  Ton  zum  Tone  der  Gabel 
steht  Man  hat  zunächst  die  einfachen  Intervalle  berücksichtigt  und  geben  wir 
in  Fig.  277  nach  Hensen  fünf  Darstellungen  von  den  betreffenden  Flammenbildern 
mit  den  Angaben  des  Verhältnisses  m\n.  Man  erkennt  das  Gesetz,  dass  das 
resultirende  Flammenbild  so  viele  Spitzen  der  Flammen  zeigt,  als  die  höchste 
Zahl  des  Verhältnisses  m\n  verlangt.  Bei  3:2  haben  wir  demnach  dieser  Spitzen  3, 
bei  5:4  deren  5  u.  s.  w. 


1)  Archiv  f.  Anatom,  u.  PhyrioL 


PhysioL  Abtheil.,  pag.  155—158. 
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Ich  habe  nun  gefunden,  dass  diese  Erscheinungen  in  sehr  vollendeter  Weise 
mit   Hilfe   einer  Dovs'schen   Sirene   und   einer  mit  einem   Spiegel  versehenen 
schwingenden  Lamelle  dargestellt  werden  können.    Die  DovE'sche  Sirene  vertritt 
dann  das,  was  bei  Hensen  die  menschliche  Stimme,  und  die  Lamelle  das,  was 
die  Stimmgabel  ist.    Als  schwingende  Lamelle  nahm  ich  eine  der  Lamellen,  wie 
sie  in  dem  Apparate  Pfaundler's  zur  Erzeugung  der  LissAjous'schen  Figuren  zur 
Verwendung  kamen,  welcher  Apparat  schon  am  Schlüsse  des  Abschn.  10  erwähnt 
wurde  und  in  der  720.  Figur  der  neusten  Bearbeitung  des  MüiXER-PouiLLEx'schen 
Lehrbuchs  der  Physik  sich  dargestellt  findet.    Die  Sirene  wird  so  benutzt,  wie  be- 
reits am  Schlüsse  des  Abschn.  14  angedeutet  wurde.    Der  Windkasten  der  Sirene 
erhält  nämlich  am  Boden  oder   an    der   cylindrischen  Seitenwand    eine  Durch- 
bohrung von  ca.  8  mm  Durchmesser.    An  diese  wird  sodann  ein  Messingröhrchen 
gelöthet,  um  dieses  und  somit  den  Windkasten,  ohne  Benutzung  eines  Schallbechers 
(Fig.  275),  direkt  durch  den  Gummischlauch  mit  dem  Luftraum  der  Manometer- 
kapsel zu  verbinden.    Man  öfihet  nun  die  Lochreihe  der  Sirene  mit  16  Löchern 
und  setzt  die  LameUe  in  Schwingungen.    Der  Ton  der  Sirene  geht  allmählich  in 
die  Höhe  und  hat  man  jetzt  das  interessante  Schauspiel,  dass  das  Fammenbild, 
welches  im  Spiegel  der  Lamelle  erblickt  wird,  mit  dem  Höherwerden  des  Sirenen- 
tons fortwährend  sich  ändert  und  zu  rotiren  scheint,  dass  diese  Aenderungen  und 
Rotationen   aber   langsamer  werden,  wenn  ein  bestimmtes  einfaches  Verhältniss 
m:n  z.B.  Z:l  nahe  erreicht  ist  und  dass  femer  im  Momente,  wo 
dieses  genau  erreicht  ist,  das  betreffende  Flammenbild  momentan 
still  steht,-  um  hernach,  wenn  die  Sirene  mit  der  Erhöhung  ihres 
Tones  fortfährt,  wieder  zu  changiren  und  jetzt  eine  Rotation  im 
entgegengesetzten  Sinne  zu  zeigen.    Gelingt  es,    den  Ton  der 
Sirene  bei  einem  bestimmten  Verhältniss  m:n  festzuhalten,  so 
wird   man   dem  entsprechend  hinreichend  lange  eine  constante 
Figur  beobachten  können.    Dies  wird  aber  noch  besser  gelingen, 
wenn  man  anstatt  der  Sirene  wiederum  eine  Stimmgabel,  mit 
LaufgelVeicht  versehen,  benutzt,  die  mittelst  des  letzteren  zur  La- 
melle in  ein  bestimmtes  Schwingungsverhältniss  gesetzt  werden 
kann.   Die  Stimmgabel  muss  nur  entsprechend  grosse  Excursionen 
machen,    um   die   Luft    im  Schallbecher,    der  jetzt  wieder  be- 
nutzt werden  muss,  hinreichend  kräftig  zu  erschüttern.    Dies  ge-  ]) 
lingt  aber,  wie  schon  oben  bemerkt,  ohne  Schwierigkeit,  wenn 
am  Ende  eines  Zinkens  eine  kreisrunde  Metallscheibe  vom  Um- 
fang der  Mündung  des  Schallrohres  befestigt  wird. 

16)  Das  »Transversalec  bei  den  zuletzt  beschriebenen  Expe- 
rimenten liegt  nicht  in  der  Flamme,  sondern  in  der  Spiegel- 
bewegung. Es  sind  nun  aber  auch  Einrichtungen  möglich,  wo- 
bei die  Flamme  selbst  transversal  schwingend  gemacht  wird,  c^d 
Vor  allem  ist  es  einleuchtend,  dass  man  eine  Flamme  aus  einem  y 
schwingenden  Körper  direkt  herauskommen  lassen  kann,  so  dass, 
wenn  dieser  transversal  schwingt,  die  Flamme  gezwungen  wird, 
diese  Transversalschwingungen  mitzumachen.  Ich  beschreibe  zunächst  einen  von 
mir  construirten  Apparat,  dem  ich  denNam^  »Flammen-Kaleidophonc  geben 
möchte.  Fig.  278  stellt  ihn  dar.  ^ist  ein  hohler  Messingwürfel  von  35  Ptm  Seiten- 
länge. Derselbe  ist  durch  eine  Querwand  w  in  zwei  Hälften  geteilt  und  besteht 
die  Querwand  gerade  in  einer  Membran,  so  dass  das  Ganze  auch  eine  mano- 
metrische Kapsel  ist    Auf  der  Deckelplatte  der  einen  Hälfte  von  K  wird  nun  eine  _ 

^  Digitizedby^^OiJ^le 


W 


r! 


m 

(P1L1378.) 


Wi 


Pbfsik.    L 


850  Vibroscopie  und  VibrograpUe. 

Metallröhre  D  von  ca.  30  cm  Länge,  3  mm  äusserem  und  2  mm  innerem  Durch- 
messer aufgeschraubt,  so  dass  durch  diese,  wenn  in  die  linke  Kammer  von  iT  durch 
das  Ansatzröhrchen  r  Gas  zQströmt,  dieses  durchs  Querröhrchen  q  in  ein  ganz 
feines  Metallröhrchen  d von  ca.  09 mm  äusserem  und  0'5  mm  innerem  Durchmesser 
einströmen  und  aus  diesem  oben  ausströmend  eine  Flamme  /  bilden  kann.  Will 
man  die  Töne  auf  die  Flamme  /  wirken  lassen,  so  wird  mit  einem  zweiten  Ansatz- 
röhrchen r'  der  rechten  Kammerhälfte  ein  Schlauch  und  wenn  nöthig  auch  ein 
Schalltrichter  verbunden.  Das  Messingkästchen  K  lässt  sich  mittelst  einer  Metall- 
klemme an  einer  Tischplatte  befestigen.  Es  leuchtet  nun  ein,  dass  der  Apparat, 
von  der  manometrischen  Kapsel  K  ganz  abgesehen,  als  ein  Flammen>Kalei- 
dophon  benutzt  werden  kann.  Das  ganze  System  (D-hq-i-d)  kann  nämlich 
zusammen  und  gleichzeitig  d  apart  in  Schwingung  versetzt  werden,  wobei  die 
Flamme  /  in  einer  Schwingungscurve  herumgeführt  wird,  die  im  allgemeinen 
einer  Combination  zweier  elliptischer  Componenten  entspricht,  da  ja  die  Röhre 
D  wie  auch  d  für  sich  elliptische  Schwingungen  machen.  Eine  Aenderung  der 
Schwingungszahlen  vom  ganzen  System  gegenüber  d  lässt  sich  durch  ein  Schieb- 
gewichtchen  /  erzielen.  Ganz  besonders  schön  sehen  diese  mannigfach  ge- 
stalteten Curven  in  einem  dunklen  Zimmer  aus,  wenn  man  die  Flamme  /  recht 
klein  macht,  sodass  sie  in  ruhendem  Zustande  nur  als  kleines  blaues  Flämmchen 
brennt.  Beim  Schwingen  erhält  man  dann  die  Curven  in  einem  schönen  blau 
leuchtenden  Zuge. 

Ich  gehe  hier  auf  solche  Einrichtungen,  wobei  Flammen  unmittelbar  aus 
dem  schwingenden  Körper  herausbrennen,  nicht  näher  ein  und  wende  mich  zum 
Schlüsse  meiner  Darstellung  über  vibroscopische  Einrichtungen  noch  denjenigen 
Flammen  zu,  welche  getrennt  von  dem  schwingenden  Körper  seinen  Schwingungen 
so  folgen  müssen,  dass  sie  in  transversale  Schwingungen  geraten. 

Im  Jahre  1872  veröffentlichte  ^)  Hervart  eine  Untersuchung  »über  transversal 
schwingende  Flammen«,  zu  welchen  bereits  im  J.  1870  Mach  die  Veranlassung 
gegeben  hatte.  Man  erhält  eine  solche,  wenn  man  eine  schmale  Gasflamme  zu- 
nächst vor  der  Mündung  einer  horizontal  liegenden  Orgelpfeife  etablirt.  Die  Luft- 
stösse,  die  aus  der  Pfeife  auf  die  Flamme  treffen,  versetzen  diese  immittelbar  in 
transversale  Schwingungen.  Auch  im  Innern  einer  Orgelpfeife  lassen  sich  solche 
Flammen  etabliren  und  gestatten  auch  hier  verschiedene  nützliche  Verwendungen. 

Im  Jahre  1874  hat  femer  J.  Kühn  Versuche  beschrieben*),  wobei  Flammen 
verwendet  wurden,  die  von  ihm  als  >unmittelbare«  manometrische  Flammen 
bezeichnet  werden.  Es  sind  dies  aber  keine  anderen  als  die,  welche  wir  nach 
Hervart  als  transversal  schwingende  Flammen  zu  betrachten  haben.  Dennoch 
mtlssen  wir  die  Einrichtung  nach  Kohn  hier  kennen  lernen,  da  sie  mehrfach  eine 
sehr  weitgehende  Anwendung  gestattet.  Die  Fig.  279  zeigt  die  Zusammenstellung 
zur  Untersuchung  zweier  getrennt  neben  einander  auf  demselben  Windkasten 
stehenden  Orgelpfeifen.  Vor  dem  Labium  je  einer  dieser  Pfeifen  wird  je  eine 
Glasröhre-^  und  J?'  aufgestellt,  von  deren  Ende  aus  Gummischläuche  G  und  G^ 
weiter  führen,  die  zuletzt  in  einem  kurzen  Röhrchen  mit  einer  Oefihung  von 
ca.  1  mm  Durchmesser  münden.  Die  beiden  Flammen  /  und  /'  kommen  aus 
einer  Brenneröffnung  und  können  6  bis  8  cm  lang  sein.  Die  Brennerröhren 
stecken  in  emem  Bretchen  B  B  und  können  durch  die  Gummischläuche  g  und  g' 
ihren  Gasstrom  erhalten.  Membranen  sind  demnach  nicht  verwendet  und  müssen 
die  Flammen  direkt  als  transversalschwingend  angesehen  werden.    Der  Vortheü 

')  POGG.  Ann.,  Bd  147,  pag.  590—604. 
')  PoGG.  Ann.,  Bd.  150,  pag.  321. 
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solcher  Einrichtungen  besteht  darin,  dass  man  grössere  Flammen  verwenden  kann, 
welche  sonst  bei  Verwendung  einer  Membran,  wie  wir  sie  bisher  benutzten,  nicht 


(Ph.  279.) 

leicht  in  die  entsprechend  starken  Schwingungen  gerathen.  Es  unterliegt  keinem 
Zweifel,  dass  auch  andere  Klänge,  z.  B.  des  menschlichen  Sprachorgans  oder  von 
Stimmgabeln,  Scheiben  u.  s.  w.  mit  diesen  Flammen  untersucht  werden  können 
Insbesondere  werden  auch  die  verschiedenartigsten  Einwirkungen  auf  die  Flamme 
selbst  verfolgt  werden  können,  denn  man  kann  die  Luftstösse  bald  mehr  auf  den 
oberen,  bald  mehr  auf  den  unteren  Theil  der  Flamme  wirken  lassen  und  wird 
hier  bestimmte  Verschiedenheiten  der  Flammenbilder  im  rotirenden  Spiegel 
constatiren  können. 

17)  Die  vorausgehenden  Abschnitte  hatten  den  Zweck,  eine  Uebersicht  über 
solche  Einrichtungen  und  Apparate  zu  gewinnen,  welche  mit  dem  Namen 
>Vibroscope€  oder  wenn  man  will,  »Phonoscopec  bezeichnet  werden  können. 
Eine  zweite  Art  solcher  Einrichtungen  bilden  die  >Vibrographenc  bezw. 
»Phonographenc,  und  wollen  wir  auch  hierfür  eine  Uebersicht  gewinnen,  die 
jedoch  keineswegs  den  An- 
spruch erheben  kann,  eine 
vollständige  zu  sein,  da  die 
Summe  der  hier  existiren- 
den  Einrichtungen  auf  dem 
Gebiete  der  Akustik,  der 
Physiologie,  der  Astronomie 
und  auch  andern  Wissen- 
schaftszweigen sehr  gross  ist 

Die  erste  Idee,  Tonschwingungen  direkt  aufschreiben  zu  lassen,  sprach 
W.  Weber  in  dem  Artikel  »Akustikc  des  von  G.  ScHnxiNO  herausgegebenen  »Uni- 
versallexikons der  Tonkünste  aus.  Denn  unter  den  verschiedenen  Methoden  die 
absolute  Tonhöhe  zu  bestimmen,  führt  Weber  auch  folgende  an:  Man  befestige  an 
dem  Ende  eines  Zinkens  einer  Stimmgabel  einen  feinen  Stift  <s  (Fig.  280)  senkrecht 
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zur  Schwingungsebene  derselben,  yersetoe  die  Gabel  in  Schwingung  und  ifihre 
sie  so  über  eine  ebene  Unterlage  hin,  dass  die  Spitze  hierbei  einen  auf  der 
Unterlage  gleichmässig  aufgetragenen  Ueberzug  wegkratzt  und  somit  eine  bleibende 
Figur  erzeugt,  deren  Form  offenbar  von  der  Bewegung  der  Hand  und  der  An- 
zahl der  Schwingungen  abhängt.  Wird  die  Gabel  in  der  Richtung  aö  verschoben, 
so  ist  einleuchtend,  wie  der  Stift  <j  eine  zickzackartige  Curve  beschreibt,  deren 
Zacken  wir  nur  zu  zählen  brauchen,  um  sofort  mit  Rücksicht  auf  die  Zeit  der 
progressiven  Bewegung  die  absolute  Zahl  der  Schwingungen  zu  erhalten. 

Diese  Idee  liegt  einer  Reihe  höchst  werthvoUer  Einrichtungen  zu  Grunde,  die 
wir  ebenfalls  König  verdanken  und  denen  wir  sofort  Aufmersamkeit  schenken 
wollen.  Der  Grundgedanke  ist  hierbei  der  einer  Combination  einer  Vibrations- 
bewegung und  einer  Progressivbewegung,  wobei  es  principiell  gleichgültig 
ist,  ob  man  den  vibrirenden  Körper  in  seiner  Anfangsstellung  belässt  und  unter 
oder  vor  ihm  die  berusste  Platte,  worauf  die  Schwingungen  aufgeschrieben 
werden  sollen,  progressiv  fortschiebt,  oder,  ob  man  die  Platte  fesdiegend  denkt 
und  über  ihr  den  vibrirenden  Körper  mit  dem  Schreibstift  parallel  mit  sich  selbst 
verschiebt.  Die  Progressiwerschiebung  der  Schreibtafel  bezw.  die  des  schwingen- 
den Körpers,  insbesondere  einer  Stimmgabel,  kann  in  der  mannigfachsten  Weise 
abgeändert  werden.  Zunächst  kann  sie  mit  gleichförmiger  oder  ungleichförmiger 
Geschwindigkeit  vor  sich  gehen.  Das  letztere  wird  mehr  oder  weniger  immer 
eintreten,  falls  nicht  ein  bestimmter  Mechanismus  zu  Hilfe  kommt,  der  eben 
geeignet  ist,  eine  gleichförmige  Bewegung  zu  erzielen.  Dieser  Mechanismus  be- 
steht dann  stets  in  einem  Uhrwerk,  das  durch  ein  Gewicht  oder  eine  Feder  in 
gleichmässigem  Gang  erhalten  wird  und  eine  entsprechende  Verbindung  mit 
der  zu  verschiebenden  Platte,  bezw.  des  zu  verschiebenden  schwingenden  Körpers 
gestattet.  Femer  leuchtet  ein,  dass  auch  die  Richtung,  in  welcher  die  Schreib- 
tafel dem  schwingenden  Körper  gegenüber  verschoben  wird,  verschieden  sein 
kann.  Denn  denken  wir  z.  B.  in  Fig.  23  die  Schreibtafel  anstatt  in  der  Richtung 
von  d  nach  a,  d.  h.  senkrecht  zu  der  Schwingungsbewegung  des  Schreibstiftes  9, 
in  der  Richtung  von  c  nach  ä,  d.  h.  parallel  der  Schwingungsbewegung  des  Schreib- 
stiftes (7  verschoben,  so  wird  die  Figur  auf  der  Tafel  eine  gänzlich  andere  werden. 
In  letzterem  Falle  bekommen  wir  nämlich  gar  keine  Wellencurve  sondern  eigentlich 
nur  eine  Gerade.  Wie  diese  Gerade  sich  umwandelt  wenn  die  Schwingungsrichtung 
des  Stiftes  9  nur  sehr  wenig  von  der  Richtung  cd  abweicht,  möge  der  Leser 
einer  näheren  Betrachtung  unterziehen. 

Einen  weiteren  sehr  wesentlichen  Einfluss  wird  die  Schnelligkeit  der 
Progressivbewegung  ausüben  und  treten  hier  ganz  ähnliche  Veränderungen 
ein,  wie  wir  sie  bei  den  Flammenzähnen  des  Flammen-Vibroscops  kennen  gelernt 
haben.  In  dem  Maasse  nämlich,  wie  die  Progressivbewegung  rascher  wird, 
nimmt  'die  Zahl  der  Wellen,  die  auf  eine  bestimmte  Strecke  der  Schreibtafel 
geht,  ab.    Die  Wellenlängen  der  Wellencurven  werden  daher  grösser. 

Nun  leuchtet  weiter  ein,  dass  die  Schreibtafel  unter  dem  Schreibstift  auch 
noch  anders  bewegt  werden  kann.  Es  lässt  sich  z.  B.  leicht  einrichten,  dass  die 
Tafel  um  eine  verticale  Axe  rotirt  und  dass  somit  der  ruhende  Stift  eine  Kreislinie 
auf  die  erstere  eingräbt.  Die  bewegte  Gabel  wird  dann,  wenn  ihre  Schwingungs- 
richtung nach  dem  Drehungscentrum  der  Scheibe  verläuft,  eine  concentrische 
Wellencurve  beschreiben.  Es  kann  femer  die  Schreibtafel  auch  auf  einem 
schwingenden  Körper,  z.  B.  auf  einer  zweiten  Gabel  befestigt  werden,  so  dass 
sie  an  einem  der  Zinken  in  einer  zur  Zinkenebene  parallelen  Lage  befestigt 
wird  und  beim  Schwingen  der  Gabel  hin-  und  herschwingt    Es  werden  durch 
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eine  solche  Zusammenstellung  sehr  interessante  Wellencurven  zu  Stande  gebracht 
und  möge  im  folgenden  Abschnitt  sogleich  ein  von  König  construirter  Stimm- 
gabel'Vibrograph  mit  seinen  Anwendungen  betrachtet  werden. 

18)  Auf  einer  passenden  Unterlage  (Fig.  281)   am    besten   von   Eisen   con- 
struirt,  ist  rechts  eine  Platte  aufgeschraubt,  die  auf  ihrer  oberen  Seite  in  einem 

rectanguldren 
Stücke  endet,  das 
alsFUhrungsstück 
für  einen  rahmen- 
artigen  Schieber 
dient,   in    welch* 
letzterem    ein 
Klotz    mittelst 
einer     Schraube' 

befestigt  werden  (Ph.28L) 

kann,  um  in  ihm  eine  Gabel  B  einzuschrauben.  Ein  zweiter  solcher  rahmen- 
artiger Theil  befindet  sich  am  linken  Ende  befestigt  und  gestattet  einen  zweiten 
Klotz  zu  befestigen,  in  welchen  die  Stimmgabel  A  eingeschraubt  wird.  Sie  liegt 
etwas  tiefer  wie  B  und  trägt  an  einem  Zinken  die  Schreibtafel,  am  andern  ein 
passendes  Gegengewicht.  Das  Schreibstiftchen  sitzt  an  einem  der  Zinken  von 
B  und  kann  in  einer  Borste  oder  in  einem  Drähtchen  bestehen. 

Denken  wir  die  Gabel  A  in  Ruhe,    so  kann  B  durch   Verschiebung  eine 
Schlittenbewegung  erhalten.     Der  Schreibsdfl  b  gräbt  dann,   wenn  B  schwingt. 
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auf  a  eine  einfache  Wellenlinie  ein  als  einfachste  Figur,  die  überhaupt  bei 
vibrographischen  Darstellungen  erhalten  werden  kann.  Aber  so  einfach  wie 
sie  ist,  so  bedeutungsvoll  wird  sie  bei  der  genauen  Bestimmung  der  absoluten 
Zahl  der  Schwingungen  für  eine  Gabel  B.  Wir  werden  hernach  diese  Sache  noch 
näher  betrachten. 

Lassen  wir  nun  auch  die  Gabel  A  schwingen  und  bewegen  die  Gabel  B, 
während  auch  sie  schwingt  progressiv,  so  erhalten  wir  auf  der  Schreibtatel 
eine  »zusammengesetztec  Wellenlinie,  die  ihrem  weiteren  Aussehen  nach  vor 
allem  von  dem  Verhältniss  m  \  n  abhängt.  Fig.  282  giebt  für  9  Tonintervalle 
die  betreuenden  Schwingungscurven  und  lassen  sich  aus  ihnen  verschiedene 
Gesetzmässigkeiten  erkennen,  die  ganz  analog  sind  denen,  die  wir  in  Abschn.  14 
bei  den  zusammengesetzten  Flammenbildern  betrachteten.  Besonders  interessant 
sind  die  Curven  der  Verhältnisse  24:25  und  80:81.  Diese  gehören  zwei  Tönen 
an,  welche  nahe  im  Einklang  sind  und  demgemäss  das  Phänomen  der  Schwe- 
bungen  zeigen.  Die  Zunahme  und  Abnahme  der  Intensität  des  resultirenden 
Tons  giebt  sich  auch  in  der  graphischen  Darstellung  sehr  schön  zu  erkennen. 

Fig.  283  zeigt  den  KöNiG*schen  Apparat  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Schwingungsrichtungen  der  Gabel  nicht  parallel,  sondern  gekreuzt  vorhanden 


(P1L38S.) 


sein  sollen,  also  namentlich  so,  dass  diese  Richtungen  unter  90°  zusammenwirken. 
Zu  dem  Ende  muss  jede  der  Gabeln  auf  der  Unterlage  F  eine  Drehung  von 
45°  bekommen,  was  mechanisch  leicht  zu  erreichen  ist.  Lässt  man  keine  Pro- 
gressivverschiebung der  Gabel  B  zu,  aber  jede  der  Gabeln  schwingen,  so  erhält 
man  auf  der  Schreibtafel  keine  Wellenlinie,  sondern  offenbar  eine  LissAjous'sche 
Curve  gemäss  der  Zusammenwirkung  zweier  rechtwinkligen  Vibrationscomponenten. 


(Ph.  284). 
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Unsere  Curven,  wie  wir  sie  nach  Lissajous  mittelst  der  Stimmgabel-Einrichtungen 
oder  mit  meinem  Universalkaleidophon  darstellten,  können  demnach  auch  in 
vibrographischer  Manier  erhalten  werden. 

Nun  kann  aber  bei  der  »gekreüztenc  Stellung  der  Gabeln  auch  noch 
eine  Progressivbewegung  der  Gabel  B  hinzukommen.  Man  erhält  sodann  eigen- 
thümliche  Wellencurven,  von  denen  einige  in  Fig.  284  dargestellt  sind.  Bei  einem 
der  Einheit  sich  nähernden  Verhältniss  wie  das  von  15  :  16  giebt  sich  das  Phä- 
nomen der  Schwebungen  ebenfalls  deutlich  zu  erkennen. 

19)  Eine  wesentliche  Aenderung  bei  der  vibrographischen  Einrichtung  ver- 
danken wir  Duhamel  und  entstand  dessen  Vibrograph  bereits  im  Jahre  1856. 
Die  Fig.  285  stellt  ihn  dar.  In  einem  gabelförmigen,  metallenen  Theile  lässt 
sich  die  Axe  5  eines  gläsernen 
Cylinders  drehen,  welcher  auf 
seiner  Oberfläche  berusst  ist. 
Vor  diesem  Cylinder  ist  in 
passender,  solider  Lage  der 
schwingende  Körper,  z.  B.  ein 
an  einem  Ende  eingeklemmter 
Stab,  der  in  einer  Vertikalebene 
seine  Schwingungen  ausführt, 
eingestellt.  Derselbe  trägt  am 
freien  Ende  ein  Federchen,  um 
seine  Schwingungen  in  den 
Russ  des  Cylinders  einzugraben. 
Da  nun  nach  einem  Umgange 
des  Cylinders  die  Aufzeichnun- 
gen des  weiter  fortschwingen- 
den Körpers  sich  über  die 
bereits  schon  gemachten  Auf- 
zeichnungen hinlagem  und  somit  Verwirrungen  eintreten  würden,  so  gebrauchte 
Duhamel  einen  sinnreichen  Kunstgriff,  indem  er  die  Drehungsaxc  des  Cylinders 
zugleich  in  Gestalt  einer  Schraube  verwendete.  Beim  Drehen  muss  demgemäss 
der  Cylinder  nun  auch  eine  Progressivbewegung  machen;  die  Wellencurven  liegen 
für  die  einzelnen  Umgänge  des  Cylinders  aber  nicht  auf-  sondern  nebeneinander 
und  bilden  nunmehr  in  ihrer  Gesammtheit  ein%n  schraubenförmigen  Zug.  Hiermit 
ist  ein  grosser  Vortheil  verbunden.  Denn  vor  allem  ist  jetzt  die  Strecke,  auf 
welche  hin  eine  Aufzeichnung  erfolgen  kann,  eine  viel  längere.  Ein  Cylinder 
von  nur  10  cm  Durchmesser  hat  einen  Umfang  von  ca.  32  cm.  Gestattet  nun  die 
Schraubenaxe  und  die  Länge  des  Cylinders,  dass  man  20  mal  den  letzteren  um- 
drehen kann,  so  wird  die  Aufzeichnung  der  Wellencurve  eine  Länge  von  20-32  cm 
einnehmen.  Wollte  man  eine  solche  Progressivverschiebung,  wie  wir  sie  seither 
kennen  lernten,  durch  eine  Schlitteneinrichtung  erreichen,  so  würde  dies  keine 
leichte  Sache  sein.  Diese  grössere  Länge  der  Progressivbewegungen  wird 
namentlich  auch  vortheilhaft  wirken  bei  der  Bestimmung  der  absoluten  Zahl  der 
Schwingungen. 

König  gab  dem  DuHAM£L'schen  Vibrographen  eine  solidere  Form  und  sehen 
wir  diesen  interessanten  Apparat  insbesondere  auch  mit  einem  wesentlichen  Hilfs- 
apparate in  Fig.  286  dargestellt.  Auf  einem  soliden  Holzbrett  sind  zunächst 
zwei  Metallständer  aufgeschraubt,  welche  zugleich  das  Lager  für  die  Schrauben* 
axe   des   Cylinders   bilden.     Dieser  Cylinder   hat   einen   Durchmesser   von  ca. 
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15  cm  bei  einer  Länge  von  ca.  20  cm  und  ist  aus  Messing  gearbeitet  Seiner 
Grösse  entsprechend  pflegt  man  ihn  auch  die  »Schreibt  ro  mm  elc  zu 
nennen  und   muss  dieselbe  sehr  sorgfältig  gearbeitet  sein.     Vor  ihm  wird  nun 


(Ph.38&) 


z.  B.  eine  Stimmgabel  aufgestellt,  deren  Stiel  in  einem  Holzklotze  befestigt 
wird,  der  seinerseits  wieder  durch  eine  Schraube  in  einem  Holzständer  befestigt 
werden  muss.  Beide  Zinken  der  Gabel  sind  mit  Laufgewichten  versehen, 
während  der  eine  Zinken  ein  Schreibfederchen  trägt  Die  Drehung  der  Schreib- 
trommel  geschieht  durch  eine  Kurbel.  Die  Berussung  wird  nicht  auf  dem 
Cylinder  unmittelbar  vorgenommen,  sondern  es  erhält  dieser  erst  eine  Um- 
kleidung von  einem  glatten  Papiermantel,  der  in  der  Weise  hergestellt  wird, 
dass  man  einen  vorher  feucht  gemachten  Papierbogen  um  den  Metallcylinder 
ohne  jede  Falte  herumlegt  und  das  übergreifende  Ende  des  Papierbogens  mittelst 
Leim  festklebt  Sodann  wird,  während  der  Bogen  noch  feucht  ist,  unter  dem 
einen  Ende  des  Cylinders  eine  stark  russende,  möglichst  wenig  heisse  Petroleum- 
flamme etablirt,  von  welcher  aus  der  Rauch  um  den  Cylinder  herumschlägt  und 
hier,  falls  der  letztere  umgedreht  #rird,  eine  möglichst  gleichmässige  Berussung 
auf  der  ganzen  Länge  erzielt. 

Der  Hilfsapparat  besteht  in  einer  Drahtspirale,  welche  einen  kurzen 
hohlen  Eisencylinder  umhüllt.  Wird  durch  diese  Drahtspirale  ein  elektrischer 
Strom  geleitet,  der  von  einem  elektrischen  Element  durch  einen  Draht  an- 
kommt und  zurückläuft,  so  wird  der  Eisencylinder  zu  einem  Magneten.  In 
diesem  Zustande  zieht  er  ein  Eisenankerchen  in  seine  Höhlung  hinein,  welches 
Ankerchen  an  einem  Ende  eines  um  eine  horizontale  Axe  drehbaren  Winkel- 
hebels angebracht  ist.  Hört  der  Strom  auf,  so  drückt  eine  gegen  den  Hebel 
wirkende  Feder  das  Eisenankerchen  wieder  nach  aussen  zurück.  Das  Schliessen 
und  Oefifhen  des  Stroms  kann  durch  irgend  einen  Stromschlüssel  in  beliebigem 
Tempo  vorgenommen  werden.  Soll  es  jedoch  in  regelmässigem  Tempo  geschehen, 
so  muss  noch  ein  weiterer  Hilfsapparat  hinzukommen,  bestehend  in  einem  Pendel- 
apparat, welcher  vielleicht  so  eingerichtet  ist,  dass  innerhalb  eines  Hin-  und  Her- 
gangs des  Pendels  ein  Stromschluss  und  eine  Stromöfihung  erfolgt.  Wird  dem- 
gemäss  ein   halbes   Sekunden^^Pendel  benutzt,    so   erfolgt  tn  jeder  Sekunde  ein 
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den  Aufzeichnungen  des  btittes  der  üraDei  auch  seine  Jundrucke  in  den  Kuss 
machen.  Man  pflegt  diese  Eindrücke  in  der  Vibrographie  >Marken<  und  speciell 
der  Annahme  unseres  Pendels  entsprechend  >Sekundenmarken<  zu  nennen. 
Die  Form,  in  welcher  diese  Marken  auf  der  Schreibtrommel  erscheinen,  hängt 
von  der  Einrichtung  des  Stromunterbrechers,  also  des  Pendels,  ab.  Dieser  Strom- 
schluss  lässt  sich  mechanisch  in  sehr  verschiedener  Weise  herstellen,  jedenfalls 
aber  muss  hierbei,  während  der  Bewegung  des  Pendels,  die  sonst  unterbrochene 
Stromleitung  hergestellt  werden.  Nun  kommt  es  auf  die  Dauer  dieses  Strom- 
schlusses an.  Ist  diese  eine  sehr  kurze,  so  wird  der  Marken- Schreibstift  ebenfalls 
nur  sehr  kurze  Zeit  im  Contakt  mit  der  Trommel  verbleiben,  d.  h.  die  Sekunden- 
marken werden  nur  als  ganz  kurze  Striche  im  Russ  erscheinen.  Dauert  der 
Stromschluss  länger,  so  werden  auch  die  Markenstriche  länger.  Wie  dem  nun 
sei,  lässt  man  von  jedem  solchen  Markenstrich  nur  je  seinen  Anfang  gelten,  so 
ist  dieser  als  ein  Punkt  aufzufassen,  und  zwei  solche  Anfangspunkte  liegen  zeit- 
lich genau  um  eine  Sekunde  auseinander.  Erfolgt  die  Umdrehung  der  Trommel 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit,  so  liegen  die  Sekundenmarken  graphisch 
ebenfalls  um  gleiche  Strecken  auseinander.  Ist  ersteres  nicht  der  Fall,  so  sind 
auch  die  Sekundenstrecken  der  graphischen  Darstellung  nicht  gleich.  Dennoch 
aber  wird  auch  jetzt  die  Verwendung  dieser  Darstellung,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden,  in  den  meisten  Fällen  nicht  beeinträchtigt 

20)  Unsere  Fig.  286  zeigt  nun  auch  eine  Anwendung  der  vibrographischen 
Methode  zur  Bestimmung  der  absoluten  Zahl  der  Schwingungen  einer 
Gabel.  Hierzu  ist  nöthig,  dass  eine  Gabel  ihre  Schwingungen  durch  einen  Stift 
aufschreibt,  während  daneben  ein  anderer  Stift  seine  Sekundenmarken  eingräbt. 
Hat  die  Aufschrift  entsprechend  lange  gedauert,  so  hält  man  mit  der  Drehung  der 
Trommel  ein  und  nimmt  das  berusste  Papier  von  ihr  ab.  Es  geschieht  dies 
dadurch,  dass  man  ein  Federmesser,  mit  der  Schneide  nach  aussen  gehalten, 
zwischen  der  Metalltrommel  und  dem  Papier  einführt  und  in  möglichst  scharfem 
Längsschnitt  den  Mantel  des  Papiers  trennt,  sodass  letzteres,  wenn  es  auf  einer 
Ebene  ausgebreitet  wird,  ein  Rectangel  bildet,  das  an  den  Ecken  mit  vier  Zeichen- 
stiftchen  auf  der  Tischplatte  befestigt  werden  kann.  Nun  zählt  man  die  Wellen, 
welche  auf  je  eine  Sekundenstrecke  gehen,  und  ist  hiermit  die  Aufgabe  direkt 
gelöst.  Die  Zahl  der  auf  eine  Sekundenstrecke  gehenden  Wellen  ist  unabhängig 
von  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Trommel.  Denn  dreht  man  die  Trommel 
schneller  oder  langsamer,  so  werden  die  Sekundenstrecken  länger  oder  kürzer, 
aber  die  Länge  der  Wellen,  die  vom  Srimmgabel-Stift  aufgeschrieben  werden, 
fallen  im  selben  Maasse,  wie  die  Drehungsgeschwindigkeit  der  Trommel  in  jedem 
Momente  zu-  oder  abnimmt,  auch  länger  oder  kürzer  aus,  wodurch  die  bezeich- 
nete Unabhängigkeit  der  Schwingungszahl  n  garantirt  ist. 

Wenn  man  zwei  Stimmgabeln,  welche  nahe  Unisono-Gabeln  sind,  ihre 
Schwingungen  nebeneinander  aufschreiben  lässt,  so  kaim  die  Anzahl  der 
Schwingungen  einer  jeden  Gabel  auch  ohne  den  Sekunden-Schreibapparat,  also 
ohne  die  Sekundenmarken  bestimmt  werden.  Diese  Methode  ist  dann  folgende. 
Man  bestimmt  nach  einer  Sekunden-  oder  Halbsekundenuhr  oder  besser  nach 
einer  Arretierungsuhr,  welche  \  Sekunden  zeigt,  und  bei  welcher  also  das  Ziffer- 
blatt für  die  Zeit  einer  Minute  in  300  Theile  getheilt  ist,  die  Anzahl  der 
Schwebungen,  welche  auf  eine  bestimmte  Zeit  gehen.  Man  findet  so  z.  B.»  dass 
52  Schwebungen  auf  13  Sekunden,  also  4  Schwebungen  auf  1  Sekunde  gehen. 
Sodann  lässt  mao,  ohne  ircrend  einen  Zeitmesser  zu  benutzen,  die  Gabeln  neben- 
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einander  ihre  Schwingungen  aufschreiben,  etwa  so  lange,  dass  drei  Schwebungen 
auf  die  Zeit  des  Aufschreibens  gehen.  Dann  wird  eine  Aufzeichnung  wie  die 
der  Fig.  287  zum  Vorschein  kommen,  wobei  z.  B.  die  Wellenzüge  bei  x,  y,  z  je 

jc  y  z 

'\A/>|^AAAAAAAAAAAAAA/y\A^ 

^A/\ÄAAAAAAAAAAAAA/\iAAAAAAAAAAA/^^ 

•  J  ; 

(Ph.287.) 

einem  möglichst  vollständigen  Zusammenfall  von  Thal  und  Thal  entsprechen, 
d.  h.  dem  Momente  der  Mitte  einer  Schwebung.  Zählt  man  nun  von  x  nach  y, 
ebenso  von  y  nach  z  die  Anzahl  der  vollständigen  Wellen,  so  kommen  16  Wellen 
des  oberen  auf  15  Wellen  des  unteren  Wellenzugs.  Diese  Thatsache  in  Ver- 
bindung mit  der,  dass  in  der  Sekunde  4  Schwebungen  erfolgen,  genügt,  um  die 
Schwingungszahlen  der  beiden  Gabeln  zu  bestimmen.  Denn  da  in  1  Sekunde 
4  Schwebungen  erfolgen  und  nach  der  graphischen  Darstellung  auf  1  Schwebung 
16  bezw.  15  Schwingungen  kommen,  so  kommen  auf  die  Sekunde  4*16  =  64 
bezw.  4*15  2=3  60  ganze  Schwingungen,  womit  n  =  64  und  n*  =  60  gefunden  ist. 

Es  bedarf  kaum  eines  Hinweises  darauf,  dass  anstatt  einer  Stimmgabel  auch 
ein  anderer  schwingender  Körper  eingestellt  werden  kann.  Vollfuhrt  er  einfache 
Schwingungen,  so  ist  die  graphische  Figur  eine  einfache  Wellenlinie.  Sind  seine 
Schwingungen  aber  zusammengesetzter  Natur,  so  bekommt  man  auch  zusammen- 
gesetzte Wellencurven,  ganz  so,  wie  wir  sie  von  zwei  Stimmgabeln  beim  Apparate 
der  Fig.  283  erhielten. 

21)  Im  Jahre  1859  führte  Scott  einen  neuen  Apparat  ein,  der  als  ein 
»Membran-Phonograph«  aufgefasst  werden  muss,  und  dessen  Anwendung 
namentlich  bei  der  Untersuchung  der  Klangfarben  der  menschlichen  Sprachvokale, 
femer  bei  tönenden  Luftsäulen,  sowie  überhaupt  bei  allen  Blasinstrumenten  in  Be- 
tracht kommen  kann.  Die  Seele  des  ganzen  Apparates  bildet  ebenso  wie  beim 
Phonoscop  der  Fig.  275  eine  Membran,  die  ja,  wie  wir  wissen,  auf  alle  auf  sie 
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hingeleiteten  Schallwellen  reagirt  und  nicht  nur  bei  einfachen,  sondern  auch  bei 
zusammengesetzten  Tönen  sich  den  Eigenthümlichkeiten  der  letzteren  anschliesst. 
Diese  Membran  war  bei  Scott  über  das  eine  offene  Ende  eines  aus  Metall  con- 
struirten  Ellipsoids  gespannt,  während  durch  das  andere  offene  Ende  des  Ellip- 
soids  die  Schallwellen  eindrangen.  Mit  der  Membran  ist  ein  Schreibstift  ver- 
bunden, der  ebenso  wie  beim  Stimmgabel- Vibrographen  auf  eine  rotirende  Trommel 
aufschreibt  König  ersetzte  das  Ellipsoid  durch  ein  Paraboloid  und  ist  dessen 
»Membran-Phonographc  in  Fig.  288  dargestellt.  Die  Membran  ist  hierbei 
senkrecht  zur  Axe  des  Paraboloids  durch  dessen  Brennpunkt  gelegt  zu  denken. 
Es  werden  daher  die  Schallwellen,  welche  parallel  zur  Axe  in  das  Paraboloid 
eintreten,  durch  Reflexion  an  dessen  Wand  nach  der  Brennebene,  der  Membran, 
concentrirt  und  bewirken  so  eine  möglichst  starke  Erschütterung  der  letzteren. 
So  einfach  nun  der  Zusammenhang  zu  sein  scheint,  so  zeigt  doch  eine  nähere 
Betrachtung,  dass  man  es  hier  mit  recht  verwickelten  Erscheinungen  zu  thun  hat 
Die  Membranen,  welche  König  bei  seinem  Phonographen  verwendete,  hatten 
einen  Durchmesser  von  ca.  5  cm.  Eine  solche  Membran  wird  mehrere  Eigentöne 
besitzen,  für  welche  auch  die  Lage  der  Knotenlinien  verschieden  ist  Kommt 
nun  das  Schreibfederchen  an  eine  Stelle  der  Membran,  durch  welche  bei  einem 
hineingesungenen  Tone  eine  Knotenlinie  läuft,  so  leuchtet  ein,  wie  gerade  für  diesen 
Ton  die  Tonschrift  vielleicht  mangelhaft  wird.    Soll  dies  nicht  der  Fall  werden, 

HZ 
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(Pb.  289.) 

SO  müsste  die  Membran  etwas  anders  gespannt  werden,  was  sich  ja  auch  auf 
verschiedene  Weise  erreichen  lässt  Dann  würde  aber  vielleicht  ein  anderer  Ton 
wieder  beeinträchtigt.  Femer  leuchtet  ein,  dass  bei  unserem  jetzigen  Phono- 
graphen das  Schreibfederchen  nur  solche  Bewegungscomponenten  auf  die  Schreib- 
trommel übertragen  kann,  die  parallel  zur  Axe  der  Schreibtrommel  oder  wenigstens 
nahezu  parallel  hiermit  gerichtet  sind.  Da  aber  die  Membran  eine  Bewegung 
macht,  bei  der  sie  sich  der  Hauptsache  nach  senkrecht  zur  Axe  der  Schreib- 
trommel bewegt,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Hauptcomponente  der  Membranbe- 
wegung in  der  Aufschrift  des  Federchens  gar  nicht  zur  Geltung  kommen  kann. 
Wie  dem  nun  auch  sei,  unter  gewissen  Bedingungen  wird  der  Apparat  das  liefern, 
was  man  verlangt.  Dächten  wir  z.  B.  einen  Klang  mit  dem  Tonverhältniss  1  : 2 
und  man  fände,  dass  das  Schreibfederchen  deutliche  WellenzUge  liefert,  wenn 
jeder  der  Töne  einzeln  auf  die  Membran  wirkt,  so  wird,  falls  es  die  Intensität 
der  beiden  Töne  des  Klanges  gestattet,  auch  der  letztere  in  seiner  resultirenden 
Wirkung  eine  zusammengesetzte  Wellenlinie  liefern,  welche  die  zwei  Componenten 
erkennen  lässt.  So  erhielt  König  für  die  Verhältnisse  1:2,  2:3  und  3 : 4  je 
die  drei  oberen  Curven  der  Fig.  289,  während  die  unterste  von  einer  Gabel  her- 
führt, welche  512  Doppelschwingungen  lieferte.  V^^^T^ 
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Auch  DoNDSRs^)  hat  der  Anwendung  des  Membranphonographen  Kömo'Sy 
insbesondere  bei  seiner  Untersuchung  der  Klangfarbe  der  Vokale,  Aufmerksamkeit 
geschenkt  und  hat  graphische  Darstellungen  erhalten,  denen  er  volles  Vertrauen 
schenkte. 

22)  Einer  der  merkwürdigsten  Apparate,  die  je  erdacht  worden  sind,  muss  iai 
Anschluss  an  den  Membran-Phonographen  Scott's  betrachtet  werden,  nämlich  der 

»Phonographc  von  Edisdn,  dessen  erstes  wei- 
teres Bekanntwerden  in  das  Jahr  1877  fällt  und 
der  in  unseren  Tagen  in  einer  verbesserten  Form 
von  neuem  das  höchste  Interesse  in  Anspruch 
nimmt.  Wir  geben  in  der  Fig.  290  einen  Durch- 
schnitt des  alteren  Apparats,  insbesondere  nach 
der  Einrichtung,  wie  sie  Pfaundler  in  der  neusten 
Auflage  der  Müller  -  PouiLLSx'schen  Phjrsik, 
pag.  865,  Bd.  I,  beschreibt.  W^stellt  eine  Messing- 
walze vor  von  ca.  15  cm  Durchmesser  und  Länge. 
Dieselbe  wird  mittelst  einer  Kurt>el  ebenso  wie 
die  Trommel  des  ScoxT'schen  Phonographen 
(PIL290.)  gedreht.    Femer  bildet  die  Axe  a  auch  gerade 

so  wie  beim  letzteren  Apparate  eine  Schraube. 
Diese  Schraube  hat  eine  Ganghöhe  von  ca.  1*8  mm.  Genau  mit  derselben  Gang- 
höhe ist  in  die  Walze  IV  eine  Schraube  eingedreht,  deren  Tiefe  l'O  mm  beträgt 
Soweit  hat  der  Mechanismus  nichts  Complicirtes  aufzuweisen,  nur  müssen  die 
Schraubengänge  der  Axe  und  der  Walze  sehr  egal  gearbeitet  sein;  femer  muss 
die  Progressivverschiebung  der  letzteren  ohne  jedes  Schlottern  erfolgen.  Vor 
der  Walze  ist  weiter  ein  Metallstück  /  auf  dem  Untergestelle  des  ganzen  Apparats 
so  befestigt,  dass  es  sich  um  eine  zur  Walzenaxe  parallele  Axe  x  drehen  kann. 
Die  Drehung  wird  so  ermöglicht,  dass  der  untere  Theil  von  /  bei  x  zwischen 
zwei  Schraubenspitzen  gefasst  wird.  Durch  Lösen  der  einen  und  Anziehen  der 
anderen  Schraubenspitze  kann  der  Theil  /  ein  wenig  parallel  der  Axe  der  Walze 
verschoben  werden.  Die  Stellschraube  c,  welche  auf  dem  Metalltheil  d  auf- 
sitzt, bewirkt  mit  ihrer  Verstellung,  dass  der  Theil  /  um  ein  weniges  um  die 
Axe  X  gedreht  werden  kann.  Hierbei  wird  offenbar  der  Stift  {^  der  Walze  mehr 
genähert  oder  mehr  von  ihr  entfemt  werden  köimen. 

Der  Theil  m  ist  ebenfalls  ein  Metalltheil,  der  am  besten  eine  parabolische 
Aushöhlung  bekommt.  Man  nennt  diesen  Theil  das  >Mundstück<.  Derselbe 
ist  nach  der  Walze  hin  mit  einer  centralen  Oeffnung  versehen;  femer  ist  r  ein 
kurzes  cylindrisches  Zwischenstück,  welches  das  Mundstück  m  mit  dem  MetaU 
von  /  verbindet.  Ueber  r  nach  der  Walze  hin  ist  nun  der  wesentlichste  Thdl 
des  Apparats,  nämlich  die  Membran  n,  bestehend  in  einer  ganz  dünnen  Metall- 
oder Glimmerplatte  oder  auch  wohl  einer  thierischen  Membran  gelegt  bezw.  ge- 
spannt, auf  welche  zunächst  eine  Spitze  p  central  aufgekittet  ist  Diese  Spitze 
wirkt  dann  auf  eine  Stahlfeder/,  welche  durch  die  Schraube  e  mehr  oder  weniger 
lose  gegen  den  Stift  angedrückt  werden  kann.  Das  freie  Ende  von  /  trägt  dann 
den  schon  erwähnten  Schreibstift  ^. 

Für  die  weitere  Benutzung  des  Apparates  zu  einem  Versuche  muss  nun  die 
Walze  noch  mit  einem  Stanniolblatt  von  ca.  0*05  mm  Dicke  regelmässig  umhüllt 
werden,  so  dass  man  von  den  Schraubengängen  der  Walze  nichts  mehr  sieht. 


PoGG.  Ann.,  Bd.   123,  pag.  537.   1864.  ^  t 
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Das  Festmachen  des  freien  Endes  des  Stanniols,  das  etwa  1  cm  länger  genommen 
wird,  als  der  Umfang  der  Walze  ist,  kann  mit  concentrirtem  Schellackfimis  ge- 
schehen. Nunmehr  muss  mittelst  der  Schraubenspitzen  q  und  der  Stellschraube  c 
der  ganze  Arm  /  mit  dem  Mundstück  und  der  Membran  so  eingestellt  werden, 
dass  die  Spitze  q  über  eine  vom  Stanniol  verdeckte  Vertietung  eines  Schrauben- 
ganges kommt  und  noch  ein  klein  wenig  sich  in  das  Stanniol  hin  eindrückt. 
Der  Apparat  ist  dann  zum  Versuche  fertig.  Indem  wir  uns  den  Schalltrichter  P 
zunächst  wegdenken,  kann  man  nämlich,  während  die  Walze  umgedreht  wird,  laut 
und  deutlich  in  das  Mundstück  m  hineinsprechen  oder  «singen.  Die  Membran 
schwingt;  sie  bewegt  den  Stift  q  und  dieser  gräbt  seine  Bewegungen  in  das 
Stanniol  ein  und,  wunderbar  genug,  diese  hernach  auch  durch  das  blosse  Auge 
wahrnehmbaren  Eindrücke,  sie  sind  die  verkörperten  Sprachlaute  nach  Qualität 
und  Quantität.  Das  letztere  kann  leicht  erwartet  werden,  indem  ja  sicher  die  Zahl 
der  Schwingimgen  von  dem  Schreibstift  wiedergegeben  wird.  Dass  aber  der  Stift 
auch  dem  Quäle  der  Tonschwingungen  bis  in  die  feinsten  Einzelheiten  hinein 
folgt,  dass  er  Vokale  und  Consonanten  aufschreibt,  dass  er  jede  Verschiedenheit 
eines  Sprachlautes,  eines  Gesangstones  in  das  Stanniol  hineingräbt,  das  konnte 
man  nicht  erwanen  und  gerade  dieses  Uebertreffen  aller  unserer  Erwartungen 
macht  den  EDisoN'schen  Apparat  zu  einem  der  wunderbarsten,  den  je  der  mensch- 
liche Geist  ersann. 

Der  Beweis  für  dieses  Vorhandensein  der  Tonschrift  bis  in  die  feinsten 
Einzelheiten  hinein,  er  wird  erbracht  durch  die  Einleitung  der  umgekehrten 
Folge  der  Wirkungen.  Zu  dem  Ende  hebt  man  zunächst  das  Mundstück  von 
der  Trommel  ein  wenig  weg,  damit  der  Stift  von  der  Walze  ablässt,  und  dreht 
letztere  in  ihre  Anfangslage  zurück.  Sodann  legt  man  das  Mundstück  mit  dem 
Stifte  wieder  genau  wie  beim  Hineinsingen  an,  steckt  vorher  auf  dasselbe  den 
Schalltrichter  P  und  dreht  nunmehr  die  Walze  wieder  um.  Der  geforderte  Be- 
weis wird  sofort  in  wunderbarer  Weise  erbracht.  Denn  aus  dem  Schalltrichter 
redet  der  Phonograph  zu  uns  und  selbst  in  einem  grossen  Räume  können  alle 
Zuhörer  die  Laute,  die  Töne,  die  hineingesungen  wurden,  wieder  reprodudrt 
erhalten.  Der  Zusammenhang  ist  nunmehr  aber  klar:  Die  Eindrücke,  welche 
der  Stift  beim  Hineinsingen  und  Hineinsprechen  ins  Stanniol  eingrub,  sie  sind 
mannigfach  gestaltet  und  dem  Quäle  wie  dem  Quantum  der  Tonwellen  ent- 
sprechend. Wird  nun  die  Walze  mit  der  in  dem  Stanniol  verkörperten  starren 
Reihe  der  Eindrücke  zum  zweiten  Mal  unter  dem  Stift  hin  bewegt,  so  geräth 
der  Stift  in  eine  der  Reihe  der  Eindrücke  entsprechende  Viberationsbewegung, 
diese  Bewegung  überträgt  sich  rückwärts  durch  q  auf  die  Membran,  diese  theilt 
ihre  Schwingungen  der  Lutt  im  Schalltrichter  P  mit  u/id  von  hier  gelangen  sie 
rückwärts  in  den  äusseren  freien  Luftraum  und  ins  Ohr  des  Beobachters.  Die 
reciproke  Bewegung  hat  sich  vollzogen. 

Der  Beweis  für  das  Vorhandensein  der  merkwürdigen  Verschiedenheit  der 
Stannioleindrücke  wurde  von  Dr.  O.  Wolf  in  Frankfurt  dadurch  erbracht,  dass 
er  mittels  eines  Mikroscops  die  Gestalt  der  letzeren  näher  erforschte  und  geben 
wir  nach  einer  Abhandlung  i)  Wolf*s  eine  Darstellung  verschiedenartiger  Stanniol- 
eindrücke. Fig.  291  tf  zeigt  die  Eindrücke  für  den  von  einer  Bassstimme  ge- 
sprochenen Vokal  A,  Sprach  eine  Kinderstimme  diesen  Vokal  aus,  so  waren 
die  Eindrücke  flacher  und  schmaler  wie  bei  b).  Wurde  der  Vokal  O  gesprochen, 
so  erschienen  die  Eindrücke  wie  bei  c).   Der  S-Laut  lieferte  Eindrücke  wie  bei  d). 


1)  Zeitschrift  fUr  Ohrenheilkunde,  Bd.  VIII,  pag.  12—17. 
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Beim  J?-Laut  gerieth  die  Membran  in 
eine  sehr  kräftige  Vibrationsbewegang,  so 
dass  der  Stül  grosse  und  ziemlich  tiefe, 
fast  kreisrunde  Eindrücke  zeichnete,  so 
wie  bei  e)  zu  sehen  sind. 

Man  hat  namentlich  auch  noch  die 
Niveau  Verschiedenheiten,  welche  die 
Eindrücke  im  Stanniol  zeigen,  mittelst 
einer  Fühlhebeleinrichtung  in  vergrösser- 
tem  Maassstabe  reproducirt,  und  geben 
wir  ein  Resultat  einer  solchen  Fühlhebel- 
reproduktion nach  Alf.  Mäyer  aus  einer 
Abhandlung  in  der  englischen  Zeitschrift 
Nature  i).  Die  Darstellung  in  a)  (Fig.  292) 
zeigt  die  unmittelbar  ins  Stanniol  ge- 
machten Eindrücke.  Lässt  man  diese 
unter  einem  Fühl- 
••  ^  •  ••  9  hebel  herlaufen  and 
schreibt  der  letz- 
tere die  Niveau- 
verschiedenheiten 
in  vergrössertem 
Maassstabe  auf  eine 
berusste  Glasplatte 
auf,  so  erscheint  der 
Wellenzug  £),  Zum 
Vergleiche  hiermit  giebt  Mayer  in  c)  auch  noch  das 
Flammenbild,  wie  es  eine  KöNio'sche  Membran  lieferte, 
in  welche  derselbe  Ton  hineingesungen  wurde.  Man 
wird  eine  vollständige  Aehnlichkeit  des  Wellenzuges  d) 
und  c)  herausfinden  können. 

23)  Wir  wollen  nun  noch  eine  vibrographische  Dar- 
stellung von  Schwingungscurven  durch  eigenthümliche 
Fendelapparate  kennen  lernen.  Man  hat  solche 
Apparate  in  der  mannigfachsten  Art  construirt  und 
werden  wir  uns  hier  auf  die  Betrachtung  dreier  Apparate 
beschränken.  Zwei  von  ihnen  wurden  von  Tisley  con- 
45truirt  und  führt  der  eine  den  Namen  >Compound- 
Pendulum«,  der  andere  den  Namen  »Harmono- 
graphc.  Fig.  293  stellt  das  Compound-Pendulum  dar. 
Auf  einer  Basis  B  erheben  sich  vier  Ständer  C,  welche 
oben  einen  Kasten  A  tragen,  über  dessen  Deckel  auf 
den  Säulchen  a  die  Platte  p  ruht.  Auf  diese  wird  dann 
noch  ein  Karton  oder  eine  berusste  Glasplatte  gelegt,  auf 
welcher  der  Schreibstift  r  seine  Aufschrift  besorgen  soll. 
Die  Deckelplatte  von  A  trägt  femer  zwei  festgemachte 
Brettchen  n  und  n\  welche  dazu  dienen,  auf  Schneiden 
die  beiden  Pendel  J'  und  P'  aufzuhängen.    Denkt  man 


/^Vl/^^l^^/^^Vl/-^' 
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sich  jedes  Pendel  flir  sich  in  Bewegung,  so  ist  die  Schwingungsebene  des  einen 
Pendels  rechtwinklig  zu  der  des  anderen  gelegen.  Jedes  der  Pendel  trägt  femer 
ein  oder  zwei  Scheiben  S  und  S',  welche  sich  an  verschiedenen  Stellen  der  Pendel- 
stangen feststellen  lassen  und  auf  welche  Scheiben  Gewichte  aufgelegt  werden 
können,  wie  dies  bei  IV  zu  sehen  ist.  Das  kleinere  ebenfalls  verschiebbare  Ge- 
wicht w  am  Pendel  J^  dient  dazu,  die  Schwingungsdauer  dieses  Pendels  reguliren 
zu  können,  um  so  ein  bestimmtes  Schwingungsverhältniss  m  :  n  der  beiden  Pendel 
genauer  zu  erreichen.  Die  weitere  interessante  Einrichtung  findet  sich  nun  im 
oberen  Theile  des  Apparates.  Die  oberen  Enden  der  Pendel  bilden  Kugelgelenke 
Ä^und  K't  in  welchen  zwei  Arme  a  und  a\  die  in  m  bei  der  Ruhelage  der  Pendel 
in  einem  rechten  Winkel  zusammenstossen,  mit  Leichtigkeit  sich  drehen.  An  der 
Vereinigungsstelle  m  dieser  Arme  ist  ein  Glasröhrchen  r  zu  sehen,  das  unten  mit 
einer  capillaren  OefFhung  mündet,  aus  welcher  eine  leicht  flüssige,  farbige  Flüssig- 
keit austreten  kann.  Dieses  Röhrchen  r  spielt  demgemäss  die  Rolle  eines 
Schreibstiftes.  Um  nun  den  richtigen  Contakt  von  r  mit  der  darunter  liegenden 
Zeichenfläche  zu  ermöglichen,  ist  es  nothwendig,  dass  der  Schreibstift  nicht  nur 
während  der  Ruhe  der  Pendel,  sondern  auch  während  ihrer  Schwingungen  in  der 
feinsten  Weise  auf  und  nieder  verstellt  werden  kann.  Dies  wird  erreicht  dadurch, 
dass  die  Arme  a  und  a'  von  je  einem  Faden  /  und  /'  getragen  werden,  welcher 
oben  an  einem  gebogenen  Mettallbügel  uu  befestigt  ist.  Der  Bügel  ist  femer 
an  seiner  Umbiegung  an  ein  Stäbchen  /  befestigt,  welches  seinerseits  sich  in 
einer  Röhre  c  verschieben  lässt,  und  mittelst  einer  Vorschraube  h  in  dieser  Röhre 
gehoben  und  gesenkt  werden  kann. 

Es  leuchtet  ein,  dass  dieser  Apparat  nur  der  Darstellung  von  eigentlichen 
LisSAjOüs'schen  Schwingungscurven  bei  zwei  unter  einem  rechten  Winkel  zu- 
sammenwirkenden Elementarschwingungen  dienen  kann. 

Von  dem  »Harmonograph  c  Tisley's  giebt  die  Fig.  294  der  Hauptsache 
nach  eine  Darstellung.  Die  beiden 
Pendel  F  und  i"  haben  auf  der  Holz- 
platte A  eine  passende  Aufhängung 
erfahren  F  trägt  oben  eine  kleine 
Tischplatte,  auf  welcher  der  vom 
anderen  Pendel  F  bewegte  Schreib- 
stift r  seine  Aufzeichnungen  macht. 
Das  Pendel  i"  endet  nämlich  oben 
in  einem  kurzschenkligen  Gabelstück 
mit  einem  Stab  Z,  an  dem  wiederum 
durch  die  Schraube  j  eine  feinere  La- 
melle /  befestigt  werden  kann.  Diese 
Lamelle  trägt  endlich  den  Schreibstift  r, 
der  genau  so  wie  beim  Compound- 
Pendel  eingerichtet  sein  kann.  Ein 
Gegengewicht  k  äquilibrirt  Z  nebst  der 
Lamelle  /  und  dem  Schreibstifte  r. 

Man   erkennt  nun,   dass  mittelst 
dieses     Apparates     sehr     complicirte        "^  (PIl2M.) 

Schwingungscurven  zur  Darstellung  gelangen  können.  Denn  es  sind  zunächst 
drei  Schwingungszahlen,  die  in  Beziehung  treten  können:  nämlich  die  des 
Pendels  F,  die  des  Pendels  F'  mit  dem  oberen  Aufsatz  und  die  der  Lamelle  / 
fiir  sich  zugehörige  Schwingungszahl.    Das  Pendel  F'  incl.  der  Lamelle  /,  welche 
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letztere  eine  horizontale  Vibrationsbewegung  ausführt,  Uldet  schon  ein  Doppel- 
pendel, das  bei  ruhendem  Pendel  P  schon  im  Stande  ist,  auf  der  in  Ruhe  be- 
findlichen Tischplatte  T  eine  Schwingungscurve  als  Resultat  zweier  geradliniger 
Componenten,  nämlich  der  Bewegtmg  von  /"  und  der  von  /  zu  liefern.  Bew^ 
sich  ausserdem  nun  auch  noch  das  Pendel  P^  so  schreibt  /auf  eine  Schreibfläcbe  T^ 
die  für  sich  eine  Schwingungsbewegung  vollführt,  und  es  combiniren  sich  somit 
drei  Elementarcomponenten. 

Flg.  295  und  Fig.  296  zeigen  zwei  Schwingungscurven,  wie  sie  im  Original 
durch  den  Harmono- 
graphen geliefert  wur- 
den   und    zwar    die 
Fig.  295  für  zwei  recht- 
winklige   Componen- 
ten  mit  dem  Schwin-i 
gungsverhältniss  m\rr 
=  3:1.    Fig.  296  ge- 
hört   ebenfalls    einer 
Schwingungscurve  m\n 
BS  3  :  1  an,  aber  eine 
der  Componenten  ist 
eine    elliptischCi    so  (Pfc.»60 

dass  eigendich  doch  drei  Elementarcomponenten  als  zusammenwiikend  anzu- 
nehmen sind. 

Verfolgt  man  eine  der  Curvenzeichnungen  genauer,  so  erkennt  man,  wie  sie 
zu  Stande  gekommen  ist.    Behielten  die  schwingenden  Pendel  und  die  Lamelle  / 

genau  ihre  Anfangs  ihnen  gegebenen  Elongations- 
'weiten  bei,  so  müsste  eine  Zeichnung  zu  Stande 
kommen,  bei  welcher  die  einzelnen  hintereinander 
sich     wiederholenden     Schwingungscurven     sieb 
deckten,  so  aber,  da  die  Elongationsweiten  immer 
kleiner    werden,    müssen    auch    die   Curvenrfi^ 
mehr  und  mehr  auf  einen  kleineren  Raum  äcb 
zusammenziehen,  was  man  deutlich  verfolgen  kaxoi, 
wenn  man  mit  einer  Spitze  von  einem  Punkte  des 
äussersten  Curvenzuges  aus  den  einzelnen  Zügen 
nachgeht. 

24)  Mit  einfacheren  Hilfsmitteln  hsx?.  Schöxb- 
BCANN  einen  Pendelapparat  zur  graphischen  Da\- 
stellung   der   LissAjous'schen   Curven    hergesteUe, 
dem   er   den  Namen    »KreuzpendeU    beilegte 
und  der  als  der  dritte  Apparat  aufzufassen  ist  von 
denen,  welche  zum  Schlüsse  hier  noch  der  Be- 
trachtung unterworfen  werden  sollten.  Fig.  296  stellt 
den  Apparat  dar.    Die  beiden  Pendel  P  und  P' 
drehen  sich  um  zwei  Spitzen  oder  Schneiden,  die 
an  den  Querarmen  a  und  a'  angebracht  sind  und 
auf  je  einem  untergelegten  Mettallplättchen  auf- 
sitzen.   Das  Pendel  P  trägt  unten  einen  Querarm  9, 
der  an  den  Enden  auch  in  zwei  Spitzen  ausläuft, 
welche  ihrerseits  bei  /  in  passende  Vertiefungen  der  Seitenarme  des  Rahmens  // 


(Ph.»7.) 
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eingreifen,  so  dass  dieser  Rahmen,  wenn  das  Pendel  P  in  Schwingung  versetzt 
wird,  auch  eine  Pendelbewegung  ausführt.  Dies  wird  aber  weiter  möglich  da- 
durch, dass  der  9  gegenüberliegende  Arm  des  Rahmens  //  in  seiner  Mitte  m  an 
zweien  Fäden  //"'  aufge- 
hangen ist,  wodurch  erst 
eine  regelmässige  Paral- 
lelbewegung des  ganzen 
Rahmens  erzielt  wird. 
Das  Pendel  P'  ist  nicht 
wie  P  unmittelbar  auf 
der  oberen  Platte  des 
ganzen  Pendelgestelles 
aufgehangen,  sondern  zu- 
nächst auf  eine  Platte  p 
aufgesetzt,  welche  sich 
um  eine  Axe  c  drehen 
und  durch  die  Schraube  s 
in  verschiedenen  Lagen 
feststellen  lässt  Hier- 
durch wird  bewirkt,  dass 
die  Schwingungsrichtung 
des  Pendels  P  gegen- 
über der  von  P  auch 
unter  einem  schiefen 
Winkel  eintreten  kann. 
Das  untere  Ende  von  P 
trägt  wiederum  einen  beweglichen  Arm  Z,  der  durch  dais  Gegengewicht  k  so 
äquilibrirt  werden  kann,  dass  der  Schreibstift  r  nur  ganz  leise  über  eine  Glas- 
platte oder  einen  Karton,  den  man  sich  auf  den  Rahmen  //  aufgelegt  denken 
muss,  hingleitet,  um  so  auf  diesem  eine  Schwingungscurve  aufzuschreiben. 

Man  begreift,  dass  dieser  Apparat  vollkommen  geradliiiige  Vibrations- 
componenten  liefert,  indem  keines  der  beiden  Pendel  das  andere  beeinflusst. 
Die  mit  Hilfe  dieses  Apparates  erhaltenen  Curven  zeichnen  sich  durch  ihre  be- 
deutende Grösse  aus  und  laäsen  an  Präcision  nichts  zu  wünschen  übrig.  Fig.  297 
zeigt  einen  solchen  Curvenzug  etwa  in  f  natürlicher  Grösse,  wie  er  zunächst 
auf  einer  berussten  Glasplatte  markirt  wurde  und  hernach  photographisch  ver- 
vielfältigt werden  konnte.  Man  erkennt,  dass  die  Schwingungscurve  für  das 
Schwingungsverhältniss  m  : »  s=r  3 : 2  vorliegt.  Melde. 


(Pb.296.) 


Literatur. 

Der  Umstand,  dass  mir  zu  vorstehenden  Artikeln  etwa  ein  Raum  von  8 — 10  Druckbogen 
bewilligt  wurde,  brachte  es  mit  sich,  dass  ich  mich  nicht  ins  Einzelne  verbreiten  durfte,  um 
auch  nur  annähernd  den  verschiedenen  Forschem,  welche  hierbei  berücksichtigt  werden  konnten, 
gerecht  zu  werden.  Ich  habe  in  Folge  dessen  nur  diejenige  Literatur  theils  im  Text,  theils,  wie 
gewöhnlich,  unten  auf  den  Seiten  angegeben,  welche  ich  mit  meiner  Darstellung,  so  weit  sie 
sich  verbreiten  durfte,  direkt  im  Zusammenhang  fand.  Um  jedoch  auf  einige  weitere  Arbeiten 
namentlich  der  neueren  Zeit  hinzuweisen,  füge  ich  hier  im  Anhang  zu  den  Artikeln  noch  andere 
Literaturangaben  hinzu,  doch  bemerke  ich  ausdrücklich,  dass  ich  auch  hierbei  mich  sehr  be- 
schränken musste.  r^\r^ 
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S66  Akustik. 

I.  Bezüglich  der  Wellen  lehre  beschrMnke  ich  mich  auf  die  Angabe  einiger  Literatur  über 
Wellenappaiate.  Einige  weitere  Anzeigen  stehen  auch  unter  V. 
i)  Mach,  Phoronomische  Wellenroaschine.  (Carls  Repertorium  für  Experimentalphysik  6, 
pag.  8).  Ein  Fundamentalapparat  ftlr  die  Wellenlehre.  2)  Wkinhold,  Wellenmaschine.  (Physi- 
kalische Demonstrationen,  Leipzig,  Quandt  und  HSndel,  pag.  197  u.  f.)  Ebenso.  3)  C&OVA, 
Description  d'un  appareil  pour  la  projection  micanique  des  mouvements  vibratoires  (Annal.  de 
chiuL  et  phys.  Ser.  4,  T.  XII,  pag.  288—309).  4)  HöFLBK,  Schulapparat  zur  Demonstration 
d.  Superposion  d.  Wellen  (Carl,  Rep.  14,  pag.  527—535).  5)  Pfaundler,  Ein  Wellenapparat 
zur  Demonstration  der  Zusammensetzung  von  zwei  und  mehreren  Tranversalwellen  mit  stetiger 
AenderuDg  des  Gangunterschiedes.  (Zeitschr.  f.  d.  phys.  u.  ehem.  Unterricht,  Jahrg.  i  [1887 
bis  1888],  pag.  98—102.) 

n.  Transversalschwingungen  der  Körper, 
a)  Saiten,  Fäden. 
6)  Rayleigh,  On  maintained  Vibration.  (PhiL  Mag.  (5),  Bd.  15,  pag.  229—35.)  7)  Elsas,  A., 
Ueb.  erzwungene  Schwingungen  weicher  Fäden.  (Dissert  Elberfeld,  bei  Fassbender.  1881.)  Ferner 
Elsas,  A.,  Zur  Theorie  d.  erzwungenen  Schwingungen  gespannter  Saiten.  (Wiedbm.  Ann.  23, 
pag.  161 — 173.)  8)  Müller,  C,  lieber  Resonanzschwingungen  gespannter  Saiten.  (Progr.  d.  Fulder 
Gymnasiums  1884,  pag.  32  u.  f.  9)  Braun,  F.,  Einfluss  der  Steifigkeit,  Befestigung  und  Amplitude 
auf  die  Schwingungen  der  Saiten.  (Pogg.  Ann.  147,  pag.  64—91.)  10)  Mercadibr,  Sur  le 
mouvement  d*un  fil  äastique  dont  une  extremite  est  anim^e  d'un  mouvement  vibratoire.  (Compt. 
rend.  77,  pag.  639—643,  671—675, 950—952,  1292— 1296,  1366— 137a)  11)  Melde,  Akustische 
Experimentaluntersuchungen.  (Wied.  Ann.  21,  pag.  452— 470;  21,  pag.  497— 522.)  I2)v.Helm- 
HOLTZ,  Lehre  vcn  den  Tonempfindungen,  4.  Aufl.  (Beilage  DI,  IV,  V,  VI.)  13)  Petzval,  Ueber 
Schwingungen  gespannter  Saiten.  Denkschr.  d.  math.  naturw.  CL  d.  Kaiserl.  Ac  in  Wien  17, 
pag.  91—136.)  14)  Postdla,  H.,  Nouvelle  ätude  des  Experiences  de  M.  Melde.  (JLikat,  Im- 
primerie  de  L.  Gothibr,  1879,  pag.  35.)  15)  Neumann,  Beobachtungen  über  Schwingungen 
gestrichener  Saiten.  (Sitzb.  d.  K.  Akad.  d.  Wissensch.  11.  Abthl.,  Januar-Heft  1870.)  16)  Oostimg, 
Onderhouden  Trillingen  van  gespannen  Draden.     (Helder,  C  de  Boer,  Jr.  1889.) 

b)  Stäbe,  Stimmgabeln. 

17)  Lippig,  Ueb.  d.  transversal  Schwingungen  belasteter  Stäbe.  (Denkschr.  d.  K.  Ac.  d. 
Wissensch.  21,  1862,  pag.  i — 44.)  18)  Zöfpritz,  Theorie  d.  Querschwingungen  schwer.  Sttbe. 
(Pogg.  Ann.  128,  pag.  139—156.)  19)  Warburg,  Ueber  tönende  Systeme.  (Pogg.  Ann.  136, 
pag.  89 — 102.)  20)  Stefan,  Ueber  die  Transversalschwingungen  eines  elastischen  Stabes.  (Wien. 
Ber.  32,  pag.  207—241.)  21)  Guthrie,  On  certain  vibrations  of  solide.  (Phil.  Mag.  (5)  9, 
pag.  15^20.)  22)  MttLLER,  C,  Untersuchungen  über  die  Tonhdhen  der  Transversalschwingungen 
poröser  Gypsstäbe,  wenn  dieselben  mit  verschiedenen  Flüssigkeiten  getränkt  sind.  (Pogg. 
Ann.  155,  pag.  481 — 525.)  23)  KÖNIG,  Untersuchungen  über  die  Schwingungen  einer  Normal- 
stimmgabel. (WiEDEM.  Ann.  9,  pag.  396 — 417.)  24)  Lead,  On  the  number  of  vibrations  of 
tiining  forks.  (Nature  17,  pag.  55.)  25)  Melde,  Akustische  Experimentaluntersuchungen  2.  Reihe. 
(^lED.  Ann.  24,  pag.  514,  woselbst  insbesondere  die  sogen.  »Röhrenstimmgabelc  bekannt  ge- 
macht wird.)  26)  Kirchhoff,  Ueber  die  Transversalschwing.  eines  Stabes  von  veränderlichem 
Querschnitt.  (WiED.  Ann.  9,  pag.  501—513.)  27)  Vogel,  Transversalscbwingungen  eines  keil- 
förmigen Stabes.  (Dissert.  Berlin,  1880.)  28)  Meyer  zur  Capellbn,  Mathem.  Theorie  der 
transversalen  Schwingungen  eines  Stabes  von  veränderlichem  Querschnitt.  (Wied.  Ann.  33, 
pag.  661—678.) 

c)  Platten,  Glocken. 

29)  Rayleigh,  On  the  nodal  lines  of  a  sqnarc  plate.  (Phil.  Mag.  (4)  46,  pag.  166— 171, 
pag.  246 — 247).  30)  Mathieu,  Mem.  sur  le  mouvement  vibrations  des  cloches.  (Joum.  de 
1'ecole  polytechnique  1882,  pag.  51  u.  f.)  31)  Elsas,  A.,  Untersuchungen  über  erzwungene 
Schwingungen  von  Platten.  (Wied.  Ann.  19,  pag.  474  —  489.)  32)  Mbrcadier  ,  Ueber  die 
Schwingfungsgesetze  elastischer  Scheiben.  (Joum.  de  phys.  (2)  4,  pag.  541 — 550.)  33)  Melde, 
Akust.  Experim.-Untersucb.  3.  Reihe.     (Wied.  Ann.  30,  pag.  161 — 184.) 
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d)  Membranen. 
34)  BouRGET,  Influence  de  la  resitance  de  l'air  dans  le  mouvement  des  corps  sonores. 
(Compt.  rend.  72,  pag.  560—566.)  35)  Wintrich,  Experimentalstudien  über  Resonanzbeweg, 
der  Membranen.  (Erlang.  Sitzgsber.  1872/73,  Holt  5,  pag.  1—6.)  36)  Melde,  Transversale 
Schwingungen  flüssiger  Lamellen.  (Pogg.  Ann.,  Bd.  159,  pag.  275—297.)  37)  MülLERt  C, 
Untersuchungen  über  einseitig  frei  schwingende  Membranen  und  deren  Beziehung  zum  mensch- 
lichen Stimmorgan.  Bedeutungsvolle  Adhandlung  auch  in  physiol.  Beziehung.  (Gekrönte  Preis- 
schrift d.  Marburger  naturf.  Ges.  XI  vom  Jahre  1877.)  38)  Bartublemy,  Etüde  th^retiqne  et 
exper.  sur  les  plaques  et  membrans  de  forme  elliptique.  (Mem.  de  l'Ac.  d.  Sciences  de 
Toulouse  (7)  9,  1877.)  39)  Decharme,  Formes  vibratoires  des  billes  de  liquide  glycerique. 
(Ann.  de  chhn.  et  phys.  (5)  18,  pag.  398—432.)  40)  Elsas,  Untersuchungen  ttber  erzwungene 
Membranschwingungen.  (Nar.  Act.  d.  K.  Leop.-Car.  deutsch.  Naturf.  45,  pag.  33  u.  f.) 
41)  Nburneuf,  Recherches  sur  les  membranses.  (Ann.  de  chim.  et  phys.  1888,  T.  12, 
pag.  271—288;   T.  13,  pag,  281—288.) 

ni.  Longitudinalschwingungen. 
42)  Obermann,  Theorie  der  Longitudinalschwingungen  zusammengesetzter  Stäbe.  (Gran. 
Arch.  55,  pag.  22—34.)  43)  ChrxE,  Longitudinalschwingungen  eines  Stabes  von  kreisförmig. 
Querschnitt  (Quarterly.  Joum.  84,  pag.  287—298.)  44)  Terquem,  Etüde  des  vibrations  longi- 
tudinales  des  verges  prismatiques  libres  aux  deux  extr^mit6s.  (Ann.  de  chim.  et  phys.  57, 
pag.  129—190.)  Sehr  wichtige  Abhdlg.  45)  v.  Helmboltz,  Theorie  der  Luftschwingungen 
in   Röhren   mit   offenen  EnJen.    (Crelle's  Joum.  57,    pag.   i  —  72.)      Grundlegende   Arbeit 

46)  Sondhaus,    Ueber   die   chemische  Harmonika.    (Pogg.  Ann.  109,  pag.  i — 43,  426—469.) 

47)  CAVAiLUt-CoLL,  Etudes  ezper.  sur  les  tuyaux  d'orgues  de  la  Determination  des  Dimensions 
des  tuyaux  en  rapport  avec  intonations  des  memes  tqyaus.     (Compt  rend.  50,  pap.  176 — i8a) 

48)  Wertheim,  R^kiarks  au  sujet  d'une  communication  recent  de  M.  CAVAiLii-CoLL  sur  les 
tuyaux  d'orgues.  (Compt  rend.  50,  pag.  308 — 311.)  49)  Lb  Roux,  Determination  experimentale 
de  la  vitesse  de  propagation  d'un  ebranlement  sonore  dans  un  tuyau  cylindrique.  (Ann.  d.  chim. 
et  phys.  (4)  12,  pag.  34—419.)  50)  Kumdt,  Ueber  die  Schwingungen  von  Luftplatten.  (PoGO. 
Ann.  137,  pag.  456—470,'  femer  150,  pag.  177— "97»  337—356.)  51)  Boütbt,  Recherches 
exp^rim.  sur  les  tuyaux  sonores  de  forme  conique.  (Ann.  d.  chim.  (4)  21,  pag.  150—208.) 
52)  Gripon,  De  rinfluence  qu'exercent  sur  les  vibr.  d'upe  colonne  d'air  les  corps  sonores  qni 
l'avoisinent  (Ann.  d.  chim.  (5)  3,  pag.  343  —  390.)  53)  Sonreck,  Die  Schwingungserreguog 
in  offenen  und  gedeckten  Pfeifen.  (PoGG.  Ann.  158,  pag.  129—147  und  159,  pag.  666—667.) 
54)  Ellis,  Ueber  dasselbe  Thema.  (Pogg.  Ann.  159,  pag.  176,  664—666.)  55)  Bosanqüet, 
On  the  Relation  between  the  notes  of  open  and  stopped  Pipes.  (Phil.  Mag.  (5)  6,  pag.  63 — 66.) 
56)  Blacklsy,  Exper.  for  determining  the  Correction  to  be  added  to  the  length  of  a  cylindrical 
resonant  tube  to  find  the  true  Wavelength  an  the  velocity  of  sound  im  small  tubes.  (FhlL 
^^'  (5)  7»  P^-  339—343«)  57)  Kohlrausch,  W.;  Das  Verhalten  von  Membranen  in  tönenden 
Luftsäulen.  (Wird.  Ann.  8,  pag.  583  —  590.)  58)  Lang,  V.  v..  Neue  Beobachtungen  an 
tönenden  Luftsäulen.  (Wird.  Ann.  7,  pag.  292  —  304.)  59)  Bresina,  Die  Schwingungen  der 
Luft  m  d^  chemischen  Harmonika.  (Progr.  d.  Gymn.  zu  Soest  1880/81.)  60)  Rayleigr, 
Acoustical  observat  (Phil.  Mag.  (5)  13,  pag.  340 — 347.)  61)  Ders.,  On  the  circulation  af  air 
observ.  in  Kundt's  tubes  and  on  some  allied  acoust  problems.  (Proc  Rog.  Soc.  36,  pag.  10 — 11.) 
62)  NoACK,  Ueber  Töne,  die  beim  Zusammenwirken  rweier  Casflanmien  entstehen.  (Progr.  d. 
Gymn.  zu  Worms  1882.)  63)  Neesen,  Die  Querrippungen  bei  den  Kuioyr'schen  StMubfiguren. 
(Verhdlg.  der  phys.  Ges.  zu  Berlin  1884,  pag.  14;  femer  WiED.  Ann.  32,  pag.  310—313.) 
64)  KiESSUNG,  Demonstration  der  Tonbildung  in  Orgelpfeifen.  (Zettschr.  z.  FOrd.  d.  phys. 
Unterrichts  1885,  pag.  64—66.)  65)  DISCHKA,  Die  Tonerregung  der  musikalischen  Pfeifen. 
(Zeitschr.  f.  Realschulwesen  1882,  pag.  273—284,  329—340.)  66)  Gerhardt,  Ueber  die  Rohr- 
flöte, ein  Pfeifenregister  der  Orgel.  (Wied.  Ann.  28,  pag.  281  —  305.)  67)  Brockiiann, 
Beobachtungen  an  Orgelpfeifen.  (WiED.  Ann.  31,  pag.  78—89.)  68)  Brillouin,  Sur  les 
tuyaux  sonores.  (Joum.  de  phys.  1887,  T.  6.  pag.  205—222.)  69)  DvoRACK,  Bemerkungen  zu 
No.  60  der  Literaturangaben.  70)  Boutst,  Experimentaluntersuchungen  ttber  die  besten  Mittel 
um  reine  und  constante  Töne  in  Pfeifen  hervorzubringen,    und  insbesondere  Über  den  Einfluss 
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des  Materials,  der  Form,  des  Durchmessers  und  der  Dicke  der  Mundstücke.  (Ann.  d.  chim.  et 
phys.  (6)  9,  pag.  406—422.^  71)  Baille,  Ecoulement  des  gaz  par  un  long  tuyaus.  Qoum.  d. 
phys.  1889,  T.  8,  pag.  29—41.)  72)  König,  W.,  Die  Entstehung  der  KyMDT'schen  Staubfiguren. 
(Ber.  d.  sächs.  Ges.  d.  Wissensch.  math.  phys.  Cl.  1890,  pag.  46  —  54.)  73)  Schaumbukg, 
Ueber  KuNDT'sche  Klangfiguren.     (Dissert.,  Marburg  1890.) 

IV.  Zusammenklang  der  Töne. 
74)  V.  Helmholtz,  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  i.  Aufl.  Grundlegendes  Werk. 
75)  Brandt,  Ueber  Verschiedenheit  des  Klanges.  (Pogg.  Ann.  112,  pag.  324 — 336.)  76)  Radau. 
Theorie  des  battemeiit  et  des  sons  resultants.  (Monit.  scientif.  1865,  pag.  425—431.  77)  Terquem, 
Etüde  sur  le  timbre  des  sons  produits  par  des  chocs  discontinus  et  en  particulier  cas  par  la 
Sirene.  (Ann.  de  l'Ecole  norm.  7,  pag.  269—365.)  'jS)  v.  Zahn,  Akustische  Analyse  d.  Vocal- 
klänge.     (Progr.  d.  Thomasschule  1871,  pag.  1—33.)     79)  Mayer,  A.  M.,  Researches  in  Acou- 

stics  No.  V.     An  experimental  confinn.  of  Fourier's  Theor (SlLLOf.  Am.  Joom.  (3)  8, 

pag.  81»  109,  170—182.)  80)  Resal,  L'enonce  de  principe  de  la  theorie  du  timbre  est  du 
k  Monge.  (Compt.  rend.  79,  pag.  821  —  823.)  81)  v.  Quanten,  Ueber  die  HEUiHOLTz'sche 
Vocaltheorie.  (PoGG.  Ann.  159,  pag.  272  u.  522.)  82)  Auerbach,  Zur  Klangfarbe  d.  Vocale. 
(Pogg.  Ann.  Ergzb.  8,  pag.  177—  225.)  83)  Terquem  und  Boussinesq,  Die  Stöste  der 
musikalischen  Töne.  (Journ.  de  phys.  4,  pag.  193;  Mondes  (2)  39,  pag.  69-- 71.  84)  Bauer. 
Die  Summationstöne  als  Differenz  und  als  Stosstöne  aus  den  Obertönen  d.  Primttrtöne.  (Wied. 
Ann.  4,  pag.  516—525.)  85)  Preyer,  Die  Theorie  d.  musikalischen  Resonanz  u.  Combinations- 
töne.  (Sitzb.  d.  Jenaer  Ges.  f.  Med.  u.  Naturk.  1878,  pag.  1—5.)  Femer:  Akustische  Unter- 
suchungen (J^na,  G.  Fischer  1879).  Wichtige  Abhandlung.  86)  König,  R.,  Die  Erregungen 
harmonischer  Töne  durch  Schwingungen  eines  Grundtones.  (Wied.  Ami.  ii,  pag.  857  —  871.) 
87)  Bell,  G.,  Vocaltheorien.  (Amer.  Journ.  1879,  P^S'  20.)  88)  Bosanquet,  On  the  history  of 
the  theorie  of  the  beats  of  mistured  consonances.  (Phil.  Mag.  1881,  12,  pag.  270--283.)  89)  Ritz, 
Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der  Klänge  der  Streichinstrumente.  (München, 
G.  Franz,  1883,  pag.  .88.)  90)  Schäfer,  K.  L.,  Ueber  die  Wahrnehmung  und  Lokalisation  von 
Schwebungen  und  Difierenztönen.     (Zeitschr.  f.  Psych,  u.  Physiol.  d.  Sinnesorg.  i,  pag.  81—98.) 

V.  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles. 
91)  Moutier,  Sur  la  formule  de  la  vitesse  du  son.  (Co  mpt.  rend.  71,  pag.  846-*  849. 
92)  Du  MoNDBSiR,  Dasselbe.  (Mond.  (2)  22,  pag.  522—523.)  93)  Stone,  J.  E.,  An  experim. 
Determination  of  the  velocity  of  sound.  (Plul.  Mag.  1872,  43,  pag.  153-- 154;  PhiL  Trans.  157, 
pag.  I — 6.)  94)  Terquem,  Sur  un  appareil  destine  il  demontrer  la  propagation  du  son  dans 
les  gaz.  (Mem.  de  la  soc.  des  Sciences  de  Y  et  des  Arts  13,  pag.  2 — 8.)  95)  Dvorak,  Ueber 
Schallgeschwindigkeit  in  Gasgemengen.  (Carls  Rep.  10,  pag.  66 — 67.)  96)  Boltzmann,  Zur 
Geschichte  des  Problems  der  Fortpflanzung  ebenen  Luftwellen  ron  endlicher  Schwingungsweite. 
(ScHlömilch's  Z.  S.  21,  pag.  452.)  97)  Hoorweg,  Sur  la  propagation  du  son  d'apr^  la 
nouvelle  theorie  des  gas.  (Arch.  ii,  pag.  131— 177.)  98)  Abt,  Geschwindigkeit  der  Wellen- 
bewegung in  weichen  Schnüren.  (PoGO.  Ann.  N.  F.  2,  pag.  424—429.)  99)  Mach  u.  Sommbr, 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Explosionswellen.  (Wien.  Ber.  (2)75,  pag.  loi  — 131.) 
100)  Mach  und  Tuulirz  und  Kögler,  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Funkenwellen.  (Wien. 
Ber.  77,  pag.  7—32.)  loi)  Korteweg,  Ueber  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in 
elastischen  Röhren.  (Wied.  Ann.  5,  pag.  523—543.)  102)  Vierordt,  Das  Gesetz  der  Schwäch, 
des  Schalles  bei  seiner  Fortpflanzung  durch  die  Luft  (Z.  S.  f.  Biologie  17,  pag.  361—367; 
iS»  P>g>  3S3.)  103)  Rayleigh,  On  an  Instrument  capable  of  measuring  the  intensity  of  aerial 
vibrations.  (Phil.  Mag.  (5)  14,  pag.  186—187.)  I04)  Wundt,  Ueber  Schallstürkemessung. 
(Wied.  Ann.  18,  pag.  695 — 703.)  105)  Kindel,  Elementariche  Berechnung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit longitudinaler  und  tranrersaler  Wellen.  (Zeitschr.  f.  d.  phys.  n.  ehem.  Unterr.  i, 
pBg-  57—63.)  106)  Martini,  Ueber  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Flüssigkeiten.  (Aü 
del  R.  Inst  Ven.  (6)  6.  pag.  87 ;  preisgekrönt.)     107)  Lkbbrt,  Sur  le  mode  de  propagation  da 

son  de    detonations (Seances   de  la  Soci^te  fran^aise  de  plqrsique  188,  pag.  35 — 61.) 

108)  Kurz,  Der  Elasticitätsmodulus  und  die  Schallgesehwindigkeit  (Repert  d.  Phys.  24; 
pag.  592-  599.)     X09)  Jäger,   Die  Schallgeschwindigkeit  in  Dämpfen  u.   Best.  d.  Dampfdichte. 
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(WiED.  Ann.  36,  pag.  146—16$.)  iio)  Mach,  Die  Schallgeschwindigkeit  beim  scharfen  Schuss 
nach  von  dem  KRUPP'schen  Etablissement  angestellten  Versuchen.  (Ber.  d.  Wien.  Ac.  98, 
pag.  1257— 1276.) 

VI.     Vibroscopie  und  Vjbrographie. 
in)  ScoT-r,  Phonautographe  et  fixation  graphique  de  la  voix.  (Cosmos  14,  pag.  314 — 320.) 

112)  Lippich,  Studien  über  den  Phonautographen  von  Scott.     (Wien.  Ber.  50,  pag.  394 — 417.) 

113)  KuNDT,  Ueber  die  Erzeugung  von  Klangfiguren  in  Orgelpfeifen  ....  (Pogg.  Ann.  128, 
pag.  337 — 355i  496.)  1x4)  Ders.,  Beobachtung  der  Schwingungsform  tönender  Platten  durch 
Spiegelung.  (Pogg.  Ann.  128,  pag.  610—613.)  115)  W^£I^(HOLD,  Herstellg.  sensitiver  Flammen. 
(Pogg.  Ann.  136,  pag.  333—336.)  116)  Töplbr  und  Boltzmann,  Ueber  eine  neue  optische 
Methode,  d.  Schwingungen  d.  Luft  su  analysiren.  (Pogg.  Ann.  241,  pag.  321 — 352.)  117)  Kö^aG, 
Die  manometrischen  Flammen.  (Pogg.  Ann.  146,  pag.  161— 199.)  118)  RiGHi,  Sulla  composizione 
dei  mati  vibratori.  (Cim.  (2)  9,  pag.  160—200;  10,  pag.  19—37,  125—137.)  119)  Braun, 
Die  Singularitäten  der  LissAjous'schen  Stimmgabel-Curven.  (Dissert.  Erlangen  1875,  pag.  42.) 
120)  EnisoN,  The  Phonograph  and  its  future.    (Mondes  (2)  46,  pag.  3i3'~3i6.)     121)  Hagen, 

Ueber  die  Verwendung  des  Pendels  xur  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabelcurven.  (Z.  S. 
fUr  Math.  u.  Phys.  24,  pag.  285  —  305.)  122)  Boltzmann,  Photographie  von  Schallwellen. 
(Wien.  Anzeig.  1882,  pag.  242—243.)  123)  Himstkdt,  Ueber  LisSAjous'sche  Curven.  (Grün. 
Arch.  1883,  pag.  337—369.)  124)  Ekama,  Die  LissAjous'schen  Curven.  (Grün.  Arch.  (2)  6, 
pag.  39—68.)  125)  Marby,  £.  J.,  La  Methode  graphique  dans  les  scienes  expirimentales  et 
principalement  en  physiologie  et  en  Medicine.  (Paris,  G.  Masson,  1885.)  Ein  hervorragendes 
Werk,  das  auch  für  den  Physiker  von  hoher  Bedeutung  ist.  MELDE. 
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pag.  24  Zeile    3  von  unten  lies  »revocata«  statt  »revocala*. 
oben     „     •[/]•  statt  »[/]«. 
ff       »}     »'•'«     >•     »'•«. 
„       „     »8-w'-/-'«  statt  »8-«»/-'«. 
„     ist  hinter  der  Gleichung  «bestimmt«  hinzuzufügen, 
unten  lies  »Angriffsorte«  statt  »Angriffsworte«. 

„       „     »05«  statt  »OP; 
oben    „     »05«  statt  »CD*. 
57  Ueberschrift  lies  »Körpern«  statt  »Köpern«. 
61  erste  Formel  lies  »es'*  statt  »^j«. 
94  Anm.   I  Zeile  5  lies  »Trait6«  statt  »Fr«. 

100  ist  in  der  Figur  die  gestrichelte  Linie  an  die  obere  Figur  direkt  anzulegen. 
107  Zeile  8  von  unten  lies  »ausser«  statt  »aus«. 
167  ist  die  Figur  umzukehren. 

202  ist  hinter  Zeile  15  von  unten  einzufügen  C?4  j  «=  9*8062. 
210  in  Anm.  i  hinzuzufügen:  »Dellinghausen,  Das  Räthsel  der  Gravitation  1880«. 

236  ist  hinter  13.  einzufligen   »»t=--—  —  1«. 

239  sind  in  der  ersten  Tabelle  die  folgenden  Zahlen  zu  ändern: 
Zink,     gezogen  G  =  10  F »  0'(X)1 1 , 

Gold.        „         6?  =14  f^«  0-0018,  ^  1 
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pag.  291  Zeile  18  von  oben  lies  »jedes«  statt  »jeder«. 

„  291  „  26  „        „       „    im  Nenner  «1 4- «f. 

H  296  „  9  H  unten    „     »Xx*  statt  »A^«. 

„  298  M  S  H       „        „     »unterbrochenen«  statt  »gebrochenen«. 

,1  299  M  24  „  oben     ,,     »(Gleichungen  3a  und  vorhergehende)«  statt  »(Gleichung  3a)«. 

«t  299  u  3  „  unten  rechts  lies  »kleineren«  statt  »grösseren«. 

,1  312  „  14  „       „      lies  »bei  Hökern  YfÖrmig«  statt  »bei  Hölzern  |  förmig«. 

II  340  •»  9  ti  oben     ,1     »welchen«  statt  »welche«. 

II  396  II  I  M  unten    „     »Rayleigh«  statt  »Raylsig«. 

„  404  „  17  „       „        „     •i'»«  statt  »v,€. 

it  454  II  3  n  ^^^     >i     »YoUNG«  statt  »Joung«. 

•I  454  M  a  It  unten    „             „          „            „ 

„    519  hl  der  Fonnel  von  Deprkz  Hes^i)^^ -r^  statt  ^^    '  .   /• 

„    556  hat  in  der  Figur  das  unterste  Verbindungsstück  beim  Copircn  feste  Wandung  erhalten, 

während  es  einen  Schlauch  darstellen  solL 
„    581  Zeile  12  von  oben    lies  »als  für  Wasser«  statt  »ah  Wasser«. 

„      ist  hinter  Erörterungen  das  Zeichen  )  zu  setzen. 
„      lies  »Aethyläther  ij  =  0*00256«  statt  »0*90256«. 
unten     „     »Gastheorie«  statt  »Gasthcrie«. 

„       ist  das  Komma  nach  »so«  zu  streichen, 
oben      I,      ,,         ,,  II     »aus«  zu  streichen. 

II       lies  »Tammann«  statt  »Tamann«. 

„     ?1  .  j:  statt  ?I. 
m  m 

,1         II     »symmetrisch«  statt  »systematisch«. 

unten      „     »gedacht«  statt  »gedaht«. 

767  sind  die  Zeilen  2  und  3  von  oben  mit  einander  zu  vertauschen. 

791  Zeile  16  von  unten  lies  zwei  Mal  »fernere«  statt  »feinere«. 

794     II      4    II         II      II     »Gassendi«  statt  »Gasendi«. 

796  „       2  und  8  von  unten  lies  »(jc  —  dx)*  statt  »(x  —  <//)«. 

797  „     2ö  von  oben  ebenso. 
815      „     26     „         I,      lies  »VAN  Beck«  statt  »von  Bock«. 


585   . 

.   9 

593  . 

.  IS 

594   1 

.   6 

605   , 

.  16 

606   , 

4 

619   . 

.  II 

693  1 

.   3 

715   .»   6 

757  . 

.   4 

Digitized  by 


Google 


Sachregister  für  Band  I. 


(Die  Zahlen  geben  die  Seiten  an.) 


Absolute  Festigkeit  307. 
Absolutes  Maass  23. 
Absorption  669. 
Absorptionscoefficienten  671. 

—  Einfluss  des  Druckes  673. 
der  Temperatur  675. 

AbsoTptiometer  670. 
Adhäsion  320. 
Adsorption  669. 
Aerodynamik  564. 
ASromechanik  523. 
Aerostatik  524. 
Aggregatzustände  210. 
Akustik  683. 

D'AxEMBERT'sches  Princip  38  67. 
Alkoholometer  144. 
Anemometer  563. 
AneroYdbarometer  542. 
Anziehungen    und   Abstossungen 

durch  Capillarkräfte  483. 
Aräometer  143. 
Arbeit  19. 

Atmosphärische  Bewegungen  567. 
Auftrieb  351, 
Ausfluss  402. 

—  plastischer  Stoffe  409. 

—  durch  Ansatzröhren  410. 

—  Beschaffenheitd.  Strahles4 1 1 . 

—  Verzweigung  V.Strahlen  419. 

—  Zusammenstoss  v.   Strahlen 
421. 

Ausströmen  der  Gase  564. 


Barometer  530. 

—  Correctionen  537. 

—  Reductionen  539. 

—  verschiedene  Formen  541. 

—  AneroYdbarometer  542. 

—  Barographen  543. 

—  Höhenmessung  547. 
Bathometer  563. 
Beharrungsvermögen  15. 
Beharrungsprincip  34. 
Beschleunigung  18. 
Bewegung  15. 
Bcwegungsgrösse  19. 


Bewegung  des  Schwerpunktes  73. 
Bewegung,  unendlich  kleine  eines 
starren  Körpers  85. 

—  gemeinschaftliche  fester  und 
flüssiger  Körper  422. 

—  atmosphärische  567. 

—  fester  Körper  in  Gasen  569. 
Bewegungsgleichungen  eines  star- 
ren Körpers  89. 

Biegung  durch  Druck  243. 

—  von  Stäben  260. 

—  und  Dehnung  262. 

—  Gesetze  derselben  265. 

—  einer  Platte  266. 
Bodendruck  343. 
Bologneser  Flaschen  483. 
BoYLK-MARioTTE'sches      Gcsctz 

503. 

—  —  Abweichungen  504  508 
512  517. 

—  —  Theoretische  Erweiterung 
desselben  518. 

Brachistochrone  114. 
Brückenwaage  134. 


Capillarität  452. 

—  elementare  Behandlung  der 
Theorie  454. 

—  Oberflächenspannung  457. 

—  experimentelle  Methoden  zur 
Bestimmung  der  Capillar- 
constanten  459. 

—  experimenteUe  Methoden  zur 
Bestimmung  des  Rand  winkeh 

463. 

—  Tabelle  für  die  Constanten 
463  467. 

—  Oberflächenspannung  der 
ebenen  Lamellen  470. 

—  Ausbreitung  von  Flüssig- 
keiten auf  anderen  473. 

—  Bewegung  von  kleinenKörper- 

chen  474. 

—  Entstehung  v.Emulsionen474 

—  Haften  von  Quecksilber  in 
ausgekochten  Röhren.  Be- 
dingungen des  Siedens  475. 


Capillarität  Entfernung,  bis  zu 
welcher  die  Capillarkräfte 
wirksam  sind  476. 

—  Nachwirkung  479. 

—  und  Dampfspannung  481. 

—  und  feste  Körper  ^2. 

—  Anziehung  und   Abstossung 
durch  Capillarkräfte  483. 

—  die  Bedeutung  der  Laplace- 
schen  Constanten  485. 

—  Theorie  von  Gauss  489. 

—  Anwendungen    der    Gauss- 
schen  Theorie  493. 

Capillarität,LiteraturUbcrsicht497. 
Centrifugalkraft  75. 
Centripetalkraft  75. 
CHLAD^a's  Klangfiguren  733. 
Cohäsion  305. 
CombinationstÖne  779. 
Compression,  cubische  249. 
Compressibilitätvon  Flüssigkeiten 

356. 
Coefficienten  359. 

—  der  Gase  503. 
Contraction    des     ausfliessenden 

Strahles  408. 
CycloYdenpendel  167. 


Dampfdichtebestimmung  von  Du- 
mas 148. 

—  Gay-Lussac  und  Hopmann 
149. 

—  V.  Meybr  150. 
Dampfspannung  und  CapiUarität 

481. 
Dehnungsmodul  vonMetallen239. 
Densimeter  146. 
Dichtigkeit  136. 

—  Messungsmethoden  für  feste 
Körper  136. 

Flüssigkeiten  141. 

—  —  Gase  und  Dämpfe  146. 
Dichtigkeitstabellen   s.  Tabellen. 
Dichtigkeit  der  Erde  205. 
Dickenmesser  7. 
Differentialpcndd  i'mr\n]r> 
Differenztönc  7«i^^^^8^^ 
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Diffusion  604. 

—  freie  der  Flüssigkeiten  604. 
Difiiisionsconstante  606. 

—  Tabelle  derselben  613. 

—  Einfluss  der  Concentration 
614. 

Diffusion     durch     Scheidewände 
618. 

—  Moleculartheorie  633 

—  Tabelle  zur  Vergleichung  v. 
Theorie  und  Beobachtung 
638. 

—  freie  der  Gase  u.  Dämpfe 
640. 

—  Tabellen  der  Diffusions- 
constanten  643  645  647. 

—  der  Gase  u.  Dämpfe  durch 
feste  Körper  650. 

Flüssigkeiten  657. 

—  fester  Körper  und  flüssiger 
Metalle  663. 

Dilatationsellipsotd  229. 
Dimension  einer  Grösse  26. 
Druckellipsoid  231. 
Dynamik  66. 


Ebbe  und  Fluth  391. 

—  —  Messung  d.  Gezeiten  393. 
Elasticität     Begriff  214. 

—  Grenze  217. 

—  Modul  219. 

—  Volumenmodul  220. 

—  Gestaltsmodul  221. 

—  Praktische  Moduln  223. 

—  Constanten  225. 

—  Theorie  226. 

—  DilatationsellipsoYd  229. 

—  DruckellipsoYd  231. 

—  Tabelle  d.   Constanten  236. 

—  der  Kry stalle  275. 

—  Bestimmung  der  Moduln,  d 
Schwingungen  749. 

Emulsionen,  Entstehung  derselben 

474. 
Energie  21. 
•—   Princip  d.  Erhaltung  38  71. 


Fall  105. 

—  freier  106. 

—  auf  Curven  114. 
Fallgesetze  109. 
Fallmaschinc  von  Atwood  109. 

MÖNNICH    III. 

Federwaage  135. 

Festigkeit  gegen  Zug,absolute  307. 

—  —  Druck,  rückwirkende  310. 

—  —  Biegung,  relative  312. 

—  —  Scherung  313. 
Flächenmaassc  9. 
Flächen,  Princip  der  37. 
Flageolettöne  768. 
Flammen,  manometrische  850. 
Flammen-Kaleidophon  849. 
Flaschenzug  99. 

Flüssigkeit,  Aggregatzustand  210. 

—  Dichtigkeit   155   157  ff. 


Flüssigkeit.     Hydrostatik  342. 

—  Seitendruck  348. 

—  Hydrodynamik  370. 

—  Strömung  In  Röhren  385. 
Canälen  389. 

—  Wellenbewegung  395. 
~  Reibung  575. 

Flüssigkeitsbewegungin  mehrfach 
zusammenhängenden  Räu  • 
men  435- 

FoucAULT'sches  Pendel  178. 

Fühlhebel  7. 


Gate  503. 

—  Absorption  669. 

—  BoYLE-MARiOTTE'sches    Ge- 
setz 503. 

Abweichungen  davon  504 

508  512  517. 
Theoretische  Erweiterung 

desselben  518. 

—  Aerostatik  524. 

—  Auftrieb  529. 

—  Schwimmen  529. 

—  Luftdruck  531. 

—  Reibung  575. 

—  ReibungscoSfficienten  595, 

—  Gleitung  601. 
Gasometer  561. 
Gebläse  562. 
Gefässbarometer  532. 
Geschwindigkeit  16, 
Glastfaränen  483. 
Gleichgewicht  49. 

—  verschiedene  Arten  59. 

—  eines  Fadens  62. 

—  eines  Grases  524. 
Gleichgewichtsfiguren    rotirender 

FlUssigkeitsmassen  366. 

—  —  Anwendung  auf  Himmels- 
körper 369. 

Glocken,  Schwingungen  derselben 

737. 
Gravitation  190. 

—  Theorie  derselben  209. 
Gravitationsconstante  195. 
Grundbegriffe  3. 

-r  abgeleitete  15. 
Grundeinheiten  25. 
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HAMiLTON'sches  Princip  38  69. 
Harmonograph  863. 
Härte  316. 
Hauchbilder  477. 
Hauptdrehungsmoment  89. 
Hauptträgheitsmoment  92. 
Hebelprincip  36  95. 
Heber  562. 
Heberbarometer  533. 
Heronsball  562. 

Höhenmessung,barometrische547 . 
Hydraulische  Presse  347. 
Hydraulische  Maschinen  401. 
Hydrostatik  342. 
Hydrostatische  Gleichungen  365. 
Hydrostatische  Federwaage    140 


Hydrodynamik  370. 

—  Stromlinien  381. 
Hydrodynamische       Gleichungen 

371. 
Hydrodynamik ,      Potentialbewe- 
gung 380. 

—  Strömung  in  Röhren  385. 
Canälen  389. 

_  Ebbe  und  Fluth  391. 

—  Wellenbewegung  der  Flüssig- 
keiten 395. 

—  Stehende  Schwingungen  der 
Flüssigkeiten  398. 

—  Ausfluss    und    Strahlbildung 
402. 

I 
Isotonische  CoSfficienten  626. 
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Kathetometer  8. 
Keil  104. 
Kettenlinie  64. 
KEPLER'sche  Gesetze  190. 
Knotenpunkte    und  Knotenlinien 

749- 
Klang  746. 
Klangfarbe  773. 
Klangfiguren  733. 
Kraft  18. 

—  Princip  d.  lebendigen  Kraft  37, 
Kraftaufwand,  Princip  d.  kleinsten 

38. 
Kräftepaar  44. 
Kraftprincip  35. 
Kreiselbcwegung  182. 
Kreuzpendel  864. 


Längenmessung  5. 
LissAYOUS'sche  Figuren  830. 
Log  16. 

Longitudinalschwingungen  tönen- 
der Körper  742. 
Luftballon  572. 
Luftdruck  531. 

—  Abnahme  mit  der  Höhe  545. 

—  Höhenmessung  547. 
Luttpumpe  549. 

—  Verdünnungsgrenzen  558. 
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Maas,  absolutes  23. 
Manometer  547. 
Manometrische  Flammen  850. 
MARiOTTE'sche  Flasche  561. 
MARioiTE-BoYLs'sches       Gesetz 

503. 

—  Abweichungen    davon     504 
508  512  517. 

—  —   Theoretische  Erweiterung 
desselben  518. 
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Mechanik  starrer  Körper  34. 
Membranen,    Schwingungen  der- 
selben 739. 
Membranphonograph  858. 
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Nachwirkung,  elastische  321. 

—  der  Capillarität  479. 
Nagelpendel  165. 
NEWTON'sches  Gesetz  193. 
NiCHOiJON'sche  Senkwaage  14a 
Nonius  6. 

Nutation  185  189. 

O 

Oberflüchenündening,  thermischer 
Effect  derselben  481. 

Oberflttchengestalt  einer  FlUssig- 
keitsmasse  344. 

Oberflächenspannung  457. 

—  in  ebenen  Lamellen  470. 
Oberflächensähigkeit  478. 
Obertöne  749. 

Ocdusion  676. 
Orgelpfeifen  753, 
Osmose  618. 

—  Isotonische  CoSfficienten  626. 

—  Einfluss  d.  Temperatur  629. 

—  osmotischer  Druck  630. 

—  Theorie  von  van't  Hoff  631. 


Parallelogramm  der  Kräfte  35. 
Parallelkräfte  51. 
Pendel  161. 

—  mathematisches  161. 

—  Schwingungen  163. 

—  Gesetze  164. 
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—  sphärisches  167. 
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—  Ermittelung  von  g  173. 

—  Bestimmung  d.  Schwingungs- 
dauer 174. 

—  —  Einfluss   der  Temperatur 
und  Luft  176. 

—  Bifilare  Aufhängung  177. 

—  FoüCAüLT'sches  178. 
Pendelapparate   zur  Vibrographte 

862. 
Phonograph  850. 
Piezometer  251. 
Polarplanimeter  9. 
Präcession  185  189. 
Presse,  hydraulische  347. 
Principien  der  Mechanik  34. 
Princip  der  Gleichheit  von  Action 

und  Reaction  36. 

—  der  virtuellen  Verrückungen 

36. 

—  der  lebendigen  Kraft  37. 

—  der  Bewegung   des   Schwer- 
punktes 37. 

—  der  Fläehen  37. 

—  des  kleinsten  Kraftaufwandes 

38. 

—  des  kleinsten  Zwanges  38. 

—  von  der  Erhaltung  d.  Enei^ 
gie  38. 


Pumpen  549  562. 
Pyknometer  137. 
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Quecksilber,  Dichtigkeit  157. 
Quecksilberluftpumpe  555. 
Quercontractlon  245. 

—  Volumänderung  246. 

—  Werthe  von  |i  247. 
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Radius  der  Wirkungssphäre  476. 
Räderwerke  loi. 
Randwinkel  455. 

—  Methoden    zur  Bestimmung 

463. 
Reibung   von  Flüssigkeiten   und 

Gasen  575. 
ReibungscoSfficienten  vonFlüssig- 

keiten  578. 

—  von  Gasen  595 
Reibung  fester  Körper  602. 
Relative  Festigkeit  312. 
Resonanz  773. 
Resonatoren  772. 

Rolle  99. 

Rotationsapparat  von  Fbssbl  184. 

Rückwirkende  Festigkeit  310. 
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Schall,     Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit 790. 

Theorie  v.  Newton  792. 

Theorie    von    Laplacb 

795- 

Bestimmungen  798. 

Schiefe  Ebene  103.  113. 
Schraube  103. 
Schwere  198. 

—  Einfluss  der  Höhe  199 

—  Aenderung   mit    der   Breite 
200. 

—  Locale  Schwankungen  205. 
Schwerkraft  203. 
Schwerpunkt,     Princip    der    Be- 
wegung des.  37. 

Schwerpunkt  51. 

—  von  Linien  52. 

—  von  Flächen  ^4. 

—  von  Körpern  57. 

—  Bewegung  des.  73. 
Schwimmen  der  Körper  350 
Schwingungen  des  Pendels  163. 

—  Bewegungsgleichungen  705 

—  stehende  705. 

bei  Flüssigkeiten  398. 

—  transversale  v.  Stäben  709. 

von  Saiten  731, 

von  Membranen  739. 

—  longitudinale     von     Stäben 

743- 

—  —  von  Saiten  746. 
der  Luft  751. 

Schubfestigkeit  313. 

Specifisches  Gewicht,  s.  Dichtig- 
keit. 

Tabellen  fUr  specifisches 

Gewicht,  s.  unter  Tabellen. 


Stabilität  des  Gleichgewichtes  bei 
schwimmenden  Körpern  354. 

Standfähigkett  60. 

Statik  41. 

Staubfiguren  nach  Kitndt  740 
817. 

Stimmgabelvibrograph  853. 

Stoss  289. 

—  unelastischer  290. 

—  elastischer  291. 

—  Apparate  294. 
Stoss,  Theorie  296. 

—  Versuche  300. 

—  Zeit  des  303. 
Stösse,  Schwebungen  789. 
Stossfestigkeit  313. 
Störungstheorie  197. 
Strahlbildung  402. 
Summationstöne  782. 


Tabelle    der    Dimensionen  von 
mechanischen  Grössen  28. 

—  der  Dichtigkeit  der  Luft  1 54. 

—  —  fester  und  flüssiger  che- 
mischer Elemente  155. 

—  —  der  Legirungen   156. 

der  Hölzer  156. 

von  Quecksilber  157. 

—  —  von  Wasser  157. 
verdünnter  Säuren  157. 

—  —  verschiedener  Lösungen 
158. 

von  Alkohol  158. 

—  —  verschiedener  fester  und 
flüssiger  Substanzen  159. 

von  Gasen  und  Dämpfen 

160. 

—  für  die  relative  Schwerkraft 
an  verschiedenen  Orten  203. 

—  der    Dehnungsmoduln     von 
Metallen  239. 

von  Steinen  u.    Hölzern 

240. 

—  für  Härtewerdie  316. 

—  der      Compressibilität      fUr 
Flüssigkeiten  359. 

—  für    Capillarcontanten     463 
467. 

—  der  Reibungscoöfficienten  d. 
Flüssigkeiten  579  ff.  585  ff. 

der  Gase  596  ff. 

—  der      Diffusionscoiifficienten 
der  Flüssigkeiten  613,  638. 

—  —  der  Gase    und    Dämpfe 
643  645  647. 

Tabelle  der  AbsorptionscoSffici- 

enten  671. 
Tachometer  17. 
Tangentialkraft  75. 
Tarirfläschen  137. 
Tautochrone  115. 
Theodolith  12. 
Töne,  Zusammenklang  derselben. 

761. 
Torsion  268. 

Torsionsmodul  271%  t 
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—  Berechnung  79. 

—  Experimentelle    Ermittelung 
81. 

Trägbeitsellipsoid  93. 
Transversalschwingungen   tönen- 
der Körper  706. 
Turbine  400. 

U 

Unabhftngigkeitsprincip  35. 
Universalkaleidophon  826. 


VerdUnnungsgrenzen,    durch  die 

Luftpumpe  erzielt  558. 
Vibrationsmiicroscop  834. 
Vibroscope  831. 
VibroscopvonLisSAjOüs833  838. 

—  von  König  841  843. 
Vibrographen  851. 


Vibroscopie  u.  Vibrographie  823. 
Volumenometer  139. 

W 
Waage  121. 

—  gleicharmige  123. 

—  Richtigkeit  124. 

—  Empfindlichkeit  125. 

—  SUbilität  127. 

—  Schwingungsbeobachtungen 
128. 

Wttgimg,  Reduction  auf  d.  leeren 
Raum  131. 

—  Tarirmethode  132. 
Wasser,  Dichtigkeit  157. 
Wasserluftpampe  557. 
Wasserräder  400. 
Wellenbewegung     der    Flüssig- 
keiten 395. 

Wellenlehre,  allgemeine  685. 


Wellenlehre.  Wirkung  der  Mole- 
cularkritfte  689. 

—  Longitudinalbewegung  695. 

—  Tranversalbewegung  700. 

—  fortlaufende    und    stehende 
Wellen  703. 

Winkelmessung  11. 
Wirbelatome  451. 
Wirbelbewegung  437. 
Wirbelfiden  440. 
Wirbellinien  439. 
Wirbelringe  448. 
Wurf  117. 


Zerlegung  einer  Kraft  46. 
Zeitmessung  13. 
Zug  und  Druck  237. 
Zusammenklang  der  Töne  761. 
Zwang,  Princip  des  kleinsten  38. 
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D'ALEMBE&T,Saitenschwingungen 
724. 
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9. 
Andrkws,  Compression  flüssiger 
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S16. 
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Arago  (u.  Biot),  Gasdichte  147 
Atwood,  Fallmaschine  109. 
AuERBACH,Tonemiedrigung  durch 
Widerstand  437. 


Babo  von,  Fallapparat  112. 

Baily,  Erddichte  207. 

Barus,  Glasthränen  320.  Elasti- 
sche Nachwirkung  336. 

Baumbister  ,  Elastische  Nach- 
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307- 

Bauschinger,  Quercontraction 
244  246.  Festigkeit  von 
Hölzern  311  313.  Torsions- 
Festigkeit  313. 

Bayer,  contractio  venae  408. 

Beltrami,  Relative  Bewegung 
der  Flüssigkeitsteilchen  380. 

Bbnzknberg,  Fall  107. 

Bernoulu,D.,  Gasdichte  148.  Hy- 
drodynamischer Druck  383. 
Saitenschwingungen  724. 
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Princip  der  lebendigen  Krait 

37. 

Bernoulli,  J.,  Kettenlinie  64. 
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Bernaid  u.  Bourget,  Schwin- 
gende Membranen  741. 

Bertrand,  Darstellung  der  Ca- 
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489- 

Berzelius,  Reitergewichte  129. 

Bessel,  Pendel  175   176. 

Bbti'one,  Härtemessung  315. 

Biot  (und  Arago),  Gasdichte 
147. 

BjERiWES,  Pulsationen  von  Kör- 
pern in  Flüssigkeiten  435. 

Blümckb,  Dichtigkeitsbestim- 
mung 142. 

BöKLEN,    Reversionspendel  173 

BoHN,  Absolutes  Maass  25. 

Bohnenberger,  Reversionspendel 
173.  Apparat  183.  Schwere 
201. 

Boltzmann,  Elastische  Nach- 
wirkung 326  341. 

BoRDA,  Methode  der  Coinciden- 
zen  174. 

BoscHA,  Schallgeschwindigkeit 
809  811. 

BoussiNESQ ,  contractio  venae 
408. 

BoYLE,  Boyle's  Gesetz  503. 

Boys,  Duktilität  319. 

Braun,    Elastische  Nachwirkung 

330  "•  ^• 
Brücke,  Diffusion  621. 
BucHANAN,    Compression    fester 

Körper  251. 


BUNSEN,  Gasdichte  148.  Absorp- 
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679. 

Butdcher,  Elastische  Nachwir- 
kung 336. 

Buys-Ballot,  Windegesetz   568. 


Cagnard-Latour,  Quercontrac- 
tion 244.  Schwingungen  v. 
Flüssigkeitssäulen  759. 

Caiixetet,  MARiOTTE'sches  Ge- 
setz 510. 

Canton,  Compressibilität  von 
Flüssigkeiten  356. 

Cavendish,  Erddichte  207. 

Chappuis,  Absorption  673  679. 

Clairaut,  Figur  der  Erde  202. 
Gleichgewichtsfiguren  roti- 
render  Flüssigkeiten  367. 
Capillartheorie  453. 

Clausius,  Elastische  Nachwir- 
kung 326.  Erweiterung  der 
MARiOTTE'schen  Formel  520. 
Diffusion  64a 

Clebsch,  Ersetzung  der  hydro- 
dynamischen Gleichungen 
durch  eine  Minimumbedin- 
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der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen 377.  Bewegung 
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Flüssigkeit  427. 

Clemencic,  Elastische  Nachwir^ 
Vung  330  339. 

Colladon  und  Sturm,  Com- 
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CoRNU,  Biegung  265. 
Crace-Calvert    u.    Johnston, 

Härtemessung  315. 
Craig,  Classification  der  FlUssig- 

keitbbewegungen  379. 
Crova,  Gyroscop  189. 
CxwNiNGHAM,  Flttssigkeitsreibung 

an  Wänden  387. 
CzAPSia,  Sphaerometer  8. 


Darcy,  Flüssigkeitsreibung  an 
Wänden  386  387. 

Darwin,  Messung  der  Schwere- 
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wichtsfiguren  (um  einander) 
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370. 

DsspRETZ,  Abweichungen  vom 
MARiOTTE'schen  Gesetz  504. 

DiRiCBLXT,  Bewegung  einer  Ku- 
gel in  einer  Flüssigkeit  427. 

DONDERS,  Osmose  627. 
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DuBOis,  Gyroscop  189. 
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DuLONG,  jAbweichungen  vom 
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Gaukler,  contractio  venae  408. 
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Gay-Lussac,  Dampfdichte  149. 

Gerstner,  Wellengeschwindig- 
keit 395. 

GoupiLuiRE,  Hatondbla,  Nicht 
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Gylden,  Dreikörperproblem  198. 

H 

Hagen,  Ausfluss  aus  Capilhuren 
388. 

Hagenbach,  Reibungscofficienten 
fÜrFlüssigkeiten  undGase5  7  7 . 

Hamburger,  Stosszeit  303.  Stoss- 
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durch  eine  Minimumbedin- 
gung 374. 

Hansemann,  Difiusion  654. 

Härder,  Strömung  in  Canälen 
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